Tema 4

Primitiva si integrala Riemann. Aplicatii.

Modulul 4.1 - Primitiva. Aplicatii

Notiunea de primitivd s-a degajat din aplicatiile matematicii in situatii
concrete, care constd in determinarea modelului matematic al unui proces atunci
cand se da viteza de variatie a acestuia.

Abstract, problema primitivei se formuleaza astfel: fiind data functia derivata
F=f:I0OR >R se cere si se determine functiile /:/ — R. Problema
primitivelor este deci inversa problemei fundamentale a calculului diferential, care
dupa cum s-a aratat in alt capitol, consta in determinarea derivatei unei functii date.

Derivarea este un operator care asociazi unei functii date / :/ - R derivata
sa f :1 - R, in timp ce determinarea primitivelor (primitivizarea), adici inversa
operatiei unare de derivare, este o functie multivoca care asociazd unei functii date
F:I - R,(F=f) multimea functiilor / cu proprietatea / = F care este infiniti
(dupa una dintre consecintele teoremei Lagrange).

Definitia 4.1
11 Fie 7 U R interval, f: I — R. Se numeste primitivi a functiei f pe I, orice
functie F : I — R derivabila pe I si cu proprietatea F' =1 pe [
(F'(x)=f(x), Ox O).
2] Operatia de determinare a unei primitive F a lui f pe intervalul / se numeste
operatie de integrare, notata prin simbolul J’ fx)dx.
3] Functia f: I — R care admite cel putin o primitiva pe / se numeste functie cu
primitive pe I $i multimea acestor functii se va nota prin P(/).
Teorema 4.1 (Proprietati generale ale primitivelor)
Fie Il [J R interval si f: I — R, atunci au loc afirmatiile:
(p1) Daca F este o primitiva a lui f pe I atunci pentru [JC [] R, functia
F + C este o primitiva a lui f pe 1.
(p2) Doua primitive oarecare F §i G a lui f pe I difera printr-o constanta.
(p3) Primitiva generald sau integrala nedefinita sau antiderivata unei functii f este
data prin:
(1) [£(x)dx={ F+C|F:T ~ R primitiva alui f;COR} = F[x) +C,x01
(p4) Integrala nedefinita este inversa aplicatiei de diferentiere:

(2) J'dF(x) =F(x) +C (3) dHf(x)dxH=f(x)dx,
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Demonstratie (pi) F este primitiva, deci F derivabild cu F' = f'si avem: (F + C)
=F + C = F = f, de unde rezultd F + C derivabila cu (F + C) =f0 F + C
primitiva.

(p2) Fie F, G : I - R primitive ale lui f pe I, conform definitiei 1: F, G derivabile
cu:F'=f,G'=fpeI|] F = G'D (F— G)' 0OO0F-G=C,COR.

(09 Aver: [dF( ;F Jae=[1{x)ds=F[x) +C(2] 5

dB'f(x)dxH=dQ’ x| +CH= Q’(x) +C§dx= H*"(x) +C'%1’x=
:F'(x) dx:f(x) dx(3) .

Teorema 4.2 (Operatii algebrice cu primitive)
Fiel [J R interval sif, g: 1 - R cuf, g [1P(), atunci au loc proprietdtile:
(ps) Id()\f) =A[df =Af+C.OANOR,OCOR

(o) [d(ftg)=[df £[dg=f%g+C;COR
() [d(1g) = [(gdf + fdg) = [gdf + | fdg

Demonstratie In ipoteza f, g diferentiabile (derivabile) pe 7, avem:
d(N)=Ndf,d(f+g)=df +dg,d|( fg) = gdf + fdg si dupd formula (2) se obtin
imediat proprietatile (ps), (ps), (p7). €

Consecinta 4.1
Fie f; ¢ [0 C'(I) din (p;) se obtine formula de integrare prin pdrti, care este o
metoda de calcul pentru primitive:

(4) [ rdg = fg = [gdf

Consecinta 4.2
Daca f: 1 - R, f[JP() cu F o primitiva oarecare a sa §i X :u(t) ,t0J este o
schimbare de variabila cu u [JC'(J), atunci din formula de diferentiere a functiilor
compuse, avem.

S)Ifxdx:If@t If@ )dt-F@()@C,CDR.

Demonstratie Fie F(u I fu)dusiG|t I fH(¢)F, atunci avem:

%@H&F@H@Uw4@H@Hmﬂﬂm
0 FE()E=GlY) +

si este valabila formula de integrare prin schimbare de variabili (5). <
Consecinta 4.3

Din definitia primitivei, proprietatile sale (ps) date prin (2) si (3) din Tabloul

derivatelor unor functii elementare se obtine Tabloul primitivelor unor functii

elementare (din bibliografie: [6], [10], [11], [14], [16] s1 manualul de matematica

pentru clasa a XII — a).
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Tabelul primitivelor uzuale

Dxaﬂ GDR_{ _1}
andngﬂrl’ tC

Hnlx
r 2a’x : S N Rl +C(a#0
X —a 2a |x+a
- dx 1 X 1

= =_arctg_+C:——arcctgx+C(a¢0)
x"+a a a da
dx

[ —lnlx+Vx2+4° +C(a¢0)
perv
F'&:arcsini+cZ—aI'CCOSi'FC(Cl¢0)

a’-x 4] 4

. Faxdx=Lax+C(a>0,a¢1);-[exdx=ex+C

Ina
ro. .
sin xdx =—cosx + C;J'cos xdx =sinx+C

~ dx f"'C;J. dx :lnthn+£ ‘C
2 COS X HZ 2

sin x

=In|tg

[tg xdx = ~In|cos x| + C;Ictgxdx =In|sinx|+C
- dx

J sinzx:_Ctgx-l-C Icos x—tgx+C

'(1+ctg x)dx=—ctgx+C;I 1+tg2x)dx=tgx+C
N 2

(\a®> —x dx—fx/a -X +—arcs1n—+C(a¢0)

J 2 2 |a|
2

F\/xziazdx=§\/xzia2 i%ln‘x+ x*ta’ C(a;tO)
’ X _ X X g X
sh xdx =Ie ¢ dx=chx+C;Ichxdx=Ie ¢ dx=shx+C
4 2
[ df =thx+C; df =—cthx+C
Jch'x sh” x
[ sm2x dx =secx+C; J-cosx x = —cosecx+C
J cos™ x sin” x
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= arcsec x + C = —arccosecx + C

dx
17.J’W

18I =%x+C(m22;mON
mi/x" —

Observatu.
1. Pentru a testa dacd F': I — R este o primitiva a functiei /: I — R pe [; se verifica
egalitatea: F (x) = f(x), Ox O 1.
2. Studiul primitivelor a fost efectuat si in liceu, de aceea vom face unele
completdri, in special prezentand clasele de functii reale de o variabild reald a caror
primitive se reduc, prin substitutii convenabile, la primitive de functii rationale.
3. Problema existentei primitivelor, inseamna de fapt, pentru
[f: I O R- R determinarea familiei de functii P(/). Raspunsul complet la aceasta
problema nu a fost dat inca. Se cunosc raspunsuri partiale.
(7) Conditia necesard de existentd a primitivelor lui f: / — R este ca f sd posede
proprietatea Darboux, deoarece in acest caz f este o derivatd pe I (f=F ' pe I).
(if) Orice functie continud f: I — R poseda primitive pe /, (conditie suficienta) care
se va demonstra in cadrul Integralei Riemann.
(7ii) Exista functii discontinue care au primitive.
%m ! ;x£20, xR
Exemplu. /:R - R, f(x) = X discontinua in xo = 0 are o
E 0 ;x=0
primitivd F : R - R definitd prin formula ¥ = G — Hunde G : R - R cu
[(k*cosx;x#0,xOR

G(x) =0 si H: R - R care este o primitiva a functiei
g o0 ;x=0

BZxcos ;xZ0, xR
continue$ :R - Rcu ¢( .

E 0 ;x=0
Avem:
1
F'(x)=G'(x)—H'( )undeG( ) %Zxcos;+sm; x#0,x0R
H 0 ,x=0
— OR
$1H( ) %Zxcosx ¥#0,x deciF'(x)=f(x),DxDR siF

H 0 ,x=0

este o primitiva a lui f pe R.
4. Metodele de calcul pentru primitive sunt:
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Tabelul primitivelor imediate ale unor functii elementare, Metoda transformarilor
algebrice si trigonometrice, Metoda integrarii prin parti, Metoda integrarii prin
formule de recurentd dupd n [0 N si Metoda substitutiei care se regasesc in
consecinta 1, consecinta2, consecinta 3 si in bibliografie ([6], [10], [11], [14], [16]).
5. Vom prezenta clase de functii reale de o variabila reald ale caror primitive sunt
exprimabile prin combinatii liniare finite de functii elementare.

Primitive de functii rationale

P
Fief: D OR- Rcu f(x)=%cul’o,QDR[X] si cu gr Py = gr Q atunci

R (x)
0(x)
algebra, are loc descompunerea in fractii simple:

f(x):po(x)+zl (le; v +Z Mx+ N

2(x" + pxtq)

P
= po| ) "‘ﬁCUPwP,QDR[X] si gr P < gr.0. Dupi o teoremid din

(A=p°=49<0) unde ), este suma

relativa la toate radacinile reale simple si multiple, iar Zz este suma relativa la

toate radacinile complexe simple si multiple ale ecuatiei algebrice cu coeficienti
reali: O(x) = 0. Calculul primitivelor lui f este dat prin:

_ P(x) _ P(x) , _
If(x)dx _Ipo (x)dx +I%dx = p) "‘I%dx =p(x)+ z J

(g p=9 po*1)
POR[X]

Al‘l

(x _xo)n

dx +

+
+Z J. 2Mx N dx
2 (x"+px+q)
si conduce la urmatorul rezultat:
4, In|x—x, [+C;n=1

@ b g=Ha 1 . Pentru ecuatia x*+px+¢g=0 cu A = p* -
(x_xo)n n [(! )n—1+C2;n22 b
—n (X—X,

4g < 0 si radacinile x;, = a = i O C; a, B O R are loc descompunerea

: 2 2 2 %p:—2a,q:a2+[32 A
anonica: x +px+qg=(x - + . m:
canonica: x*+pxtg=(x-a )"+ CuDﬁ=—4Bz<0 ve

+ —_
DMln(x2+px+q)+Ma Narctgu+Cl;n=1
. Mx+N  _H2
(ll)Iz—dX—D
(x*+ px+q)" M 1

+(Ma+N)I ;n=2
H2 (n-D*+px+q)” ( M
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(A dix—-a) _ dx

d

= [ emr S @ ey

E[,,: ! -0 f > _l+2n_3ln_l,pentrun22
0 @Cu=DB" [(x—a) +p ] 2n-2

[ —

EIIZ%arctgx O(+C2;102x+C3

Integrarea functiilor irationale
Integrarea functiilor irationale, se va reduce, prin substitutii convenabile, la
integrarea de functii rationale. Vom folosi notarea R(u, v, w, ...) pentru a desemna
o functie rationala in variabilele u, v, w, ... care la randul lor sunt functii in x.

. m % in,...,mpDZ _ dera B
. IR(xn1 x")dxcu O o N si consideram n = c.m.m.m.c.{ni, na, ..., Hp}.

. . . 1 ~ _m _ mp
Substitutia x = ' si dx = nf"'dt, notand s, —n—@l,---,sp —n—ﬂl cu sy, ..., s, U Z,
1 P
obtinem:

IR (an"_"xZ)dx :nJ'R () :IRl(t)dt cu R, o functie rationald in ¢.

+ ﬂ: + ﬁ +
Cax+b [ Cax +b [3, ax+ b >0cua,b,c,d IR*; My,
X

2. :
IR[X,%H ,...,mﬁ ]dxundecx+d7‘—'0,c

o mpUZ, ny, ..., n, LD N¥, 51 consideram n = c.m.m.m.c. {ni, na, ..., ny}. Substitutia

—dr =b (a—ct" #0)
ax+b _ , _ E—ct"
=t"0 x=[ » 0
cx+d _(ad —bc)nt"
o=l
%’ (a—ct")
Oax+b0h  Dax+b 0, W -b ., On(ad —bo)t'”

R[x, dx =R G——,t",...t" ——5—dt = [R_(¢)dt unde
I Lx Ex+dH Ex+dH ldx I m—ct’ n (a—ct")’ I 2()

R. este o functie rationald in ¢.

3.JR|xax’ +bx+cldy cua, b,c, OR,a# 0siA =b"—4ac# 0.

Se vor efectua substitutiile lui Euler:
3. Dacd a > 0 substitutia este:vax®+bx+c=xJa+s $i pentru cazul

2 _ - 2 -
Vax* +bx+c=xJa+t0 x=t—c (b—2t\/5¢0);dx=2 Jar' +bi C\/Zdt;

b-2ta (b-2tvJa)?
— 2 —
Nax> +bx+c = \/Zt *ht C\/ZD IR(X,\/QXZ +bx+c|dx=
b-2ta

(R 02 -c —\/Zt2+bt—c\/EE—«/th+bt—c\/Z
I%—zr&’ b-2tla [0 (b-2ta)

dt = J'R3(t)a’t cuR; o functie rationala in ¢
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3,. Daca ¢ > 0 substitutia este: ax® +bx+c = xt ++/c §i pentru cazul
Vax? +bx+c—xt+\/_D 2t\/_ b t2¢0);dx=2t\/_ bt+a\/_ t;

(a-1*)y
Jax*? +bx+c = e - bt+a\/_D J'R x,Nax +bx+c

a—t*

[th/_ b e - bt+a\/_Ek2x/_ bt+a\/_

—ZJ'R ;
qa-rt a-t D (a2

dx =

= J'R 4(0)dt cuR, o functie rationala in ¢

3 Dacia<0sic<0,iarA =b*—4dac< 00 ax*+bx+c<0,0x0Rsi
Jax®> +bx+c0C. Daca A =b*—4dac> 0 0 ax* + bx + ¢ =a (x -x1)(x- - x2), O x1, x20]

Rsix; # x.
Avem: Vax’ +bx+c =\Ja(x-x)(x~x,) =(x~x),|a &%) si atunci:

(x=x)
IR %c Vax? +bx+0%i IR Dc,(x xl),/a(( )) [Hx este de tip 2 si se face substitutia:
X~X% _opg txl+x2; xzzt(x‘:?)dt;x—x,=xz_fﬂ
XX, 1+¢° 1+) 1+¢
O (R{x,Vax® +bx+c|dx= RD‘X'-HC2 L4 tx/;%!Mdt:
I I 0l+2 " 1+£ 0 a+£y

= IR 5(t)dt cu R o functie rationald in ¢

4, J'x'"(a+bx")p dx integrale binome cu a, b O R* m, n, p 0Q si notim
m—ﬂ n="0 , p=ﬂundem1,n,,§d?I UZ ,m, n, p, UN*_
m, n, b,
Teorema 4.3 (P. L. Cebisev)
Primitivele pentru J’x’”(a +bx")p dx se pot exprima prin combinatii finite de functii

elementare numai in urmatoarele trei cazuri:

+1 +1
4. p 07 4, —0Z; 45 =

n ’ n
Demonstratie. 4,. Daca p [Z, avem:
m+l
b J— m n p u— m — x —
1)p=00 J’x (a+bx ) dx—Ix dx = +1+C1 (m#-1).
(i)p >0 O
nk+m+1

m " - - e - X
0 Ix (a+bx )pdx—];Cf,a" kbkfx”k dx—];C’;a” kbkm+C2

+pUZ,
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moon

(Gii) p < 0 O fx"[a+bx"]" dx :I(—dx [RGx™.x")dx de tip 1. si notand 1 =

a+bx)

m

. . . 1
c.m.m.m.c. {my, np} prin substitutiax" =¢ <  —u;

J'x’" (a +bx" ) "dx = %Itm”ﬂ_ (a +b1x" ) —-dli :J'R 6(t)dt cu R o functie rationald in¢.

. m+1 . m+l . o
4,. p UZ si1 TDZ’ atunci T—l UZsi prin substitutia x” = ¢ avem:

m+1

[x" (a+bx")" dx= —J’z‘T ‘(a+bt)” dt din care prin 0 noud substitutie:
n

P2
a+bt=z" = a+bx"=z" 0 t=2 ; a,dtz%z"z “'dz se obtine rezultatul final:
m+l
m+l Py DT_
Ix’”(a+bx) dx—lJ’t T a+bt)pdt:l& SZJD Z””’Z_]dz:J'R (zydz R; o
nblg b O 7

. . < A m+1 .
functie rationald in z deoarece — -10Z sipi+p, -1 0Z.

. m+1 . m+l .o . 9
45. Daca p, TDZ sl T”prZ se reprezintd integrala binoma sub forma:
Ca+bx" _, O (u+bx" O
Ix'”(a+bx ) dx = I x" Bixﬁc" 0 dx= I X" gix O dx si prima substitutie: x" = ¢
U U U
1 1 L=
o ooy dx=— dt conduce la:
I’l
+p=1 Ca + bt [

J'x'” ( a+bx" ) dx = —J't B—H dt ; a doua substitutie:

G o 8EDC = (2 —p0), ai="02"
l‘ x” sz _b (sz b)
)
m n\? = —% [ a [ p P1+P2_1 - —m +1 +p-107Z
0 Ix (a+bx ) dx = p Bﬂ dz—IRg(Z)dz cu——%p )

p1+p>— 1 07Zsi Rs o functie rationala in z. <
Integrarea functiilor rationale in sin x §i cos x
1. Calculul integralei IR (sinx,cosx)dx in cazul general cu x O(-TT, TU) se face
. . C et 2dt
printr-o schimbare de variabila: tg% =tU x=2arctgt, dx = L

1 smx cosx dx 2IR§§; L_;%f; J’R dtcu R, o

sinx =
1

——,C0SX =
+t

functie ragionala int.
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2. Daca R (sin x, cos x) este o functie impara in cos x, avem:
R (sin x,cos x) dx = f(sin® x,cos” x)cos xdx i prin substitutia: sin x=t, cos x dx = df se
obtine: R (sinx,cosx) dx = f(sin® x,cos” x) cos xdx =

=f|1-7)a 0 [R (sin x,cos x| dx:If(tz,l—tz)dt :IRz(t) dt cu cu R, o functie
rationala in ¢.

3. Daca R (sin x, cos x) este o functie impara in sin x, avem:
R (sinx,cos x) dx = g(sin’ x,cos’ x)sinxdx si prin substitutia: cos x=t,

-sin x dx = df rezulti: J’R (sinx,cosx) dx = —J'g(sin2 x,cos’ x)(—sin xdx) =

= ‘Ig ( —t%,t )dt _J'R t)dt cu cu Rso functie rationald in ¢.

4, Daca R (sin x, cos x) este o functie pard in sin x si cos x, avem
R (sinx,cos x) dx = h(sin® x,cos” x)dx gi prin substitutia:

2

tgx =t x=arctgt, dx = i sinx=—— cos® x= L se obtine rezultatul final:
1+ +1%’ 1+
t* 1 Odt

J’R(sm X,COS x)dx Ih(sm X,COS x)dx -Ih%+f2 37 %lﬂ‘ IR dtcu R.o functle

rationala in ¢.
Integrarea functiilor rationale in exponentiale

Primitivele de fonna:IR(er‘ax,---,e"J“x)dx cu a 20, alR si r, ..., r, 0JQ, iar
r=—m UZ,n, ON" i j=1, ..., p se va nota A =c.m.m.m.c.{ ny, ..., n, } si prin
o Alnt A dt
substitutia e =¢ ,1>0 < x= o dX—;T se obtine:
rax r,ax N N, dt . . o A
IR(e‘ yeer@” )dx:—IR(t Lt ’)—:J'Rl(t)dt cu Ry o functie rationala in ¢
a t

deoarece A ri, ..., A r, UZ.
Integrale de forma [P,(x).f(x)dx

Fie  P,R[X] st f  este una dintre functiile elementare
e',a",Inx,log, x,arcsinx, arccosx, arctgx, arcctg x etc.. Integrala se calculeazd prin

metoda integrarii prin parti cu scopul de a reduce treptat cu cate o unitate gradul

plinomului P, : gr P, = n (n[JN). se intdlnesc urmatoarele cazuri:
I.J'Pn (x)e’dx =e"F, (x)‘IP' (x)e'dx=e"F, (X)‘IQ1-1 (x)edx (O, =P, sigQ,, =n-1|

2. an (nxdy=0,, () nx= [0, (x)— = [J4x)dx unde
( 0, IP (x)dx cugrQ,., =n +1) si éf(X) polinom cu gr J&= n.

3 J'B1 (x)arcsinxdx = Q,,, (x)arcsinx —I% dxcuQ,, (x) =I}3 (x)dx
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polinom de gradul ( #n+ 1); se elimina radicalul din ultima integrala prin una dintre
substitutiile lui Euler. De asemenea, in unele cazuri sunt convenabile substitutiile
trigonometrice x = sin ¢ ( x = cos #); d x = cos ¢t dt (d x = -sin ¢ d¢);
J1-3> =1-sin’¢ = cost|;

(\/l—x2 =/1-cos’ 7 = sin¢ I) s1 se obtine integrala unei functii rationale in  sinz i
cost.

4. IR1 (x)arctgxdx =Q,,, (X)arctgx—J'Q"+1 (%)

dx=0,, (x)arctgx—IR (x)dx cu R o functie
rationald in x §i 0, (%) =J'Pn (x)dx polinom.
3. J'Pn(x)a"dx

(grQ,,(x)=n-1),
6. Integrale eliptice

i ——J'P' (x)a"dx =

- _IQ' L (x)d" dx

In cazul JR (x,\/Pn (X)) dx gr P, =n = 3, primitivele nu se pot exprima, in general,

prin combinatii finite de functii elementare si aceasta clasa de integrale se numesc
integrale eliptice Integralele eliptice pot fi reprezentate sub una dintre formele:

k,t 0<k<l

H[( )= J’\/1 k2s1nt ( )
_ 1. 11 smt| g ¢t_ L
E[(Ot) e llhn= I«/l sin? ¢ I|cost|_2 ‘1 s1nt| G Hg2 uE

HE(k 1= ‘[\/1 K:sintdr (0<k<1)
EE(O t)y=t+c; E(L,t)= J’\/l k*sin® tdt = I|cost|oz’t=smt+C3

Functiile I(k, f), E(k, t) se numesc functii eliptice; integralele de acest tip apar in
calculul lungimii unui arc de elipsa din plan.
7. Integrale care nu se exprimé prin combinatii liniare ﬁnite de functii elementare:

ISll'lX
X

(logaritmul integral); Ie— dx (exponentialul integral); J'e_xz dx (integrala lui Poisson);
X

dx (sinusul integral); I = dx (cosinusul integral); J'l

Jeos x*dx siISinxzdx (integralele lui Fresnel) si integralele eliptice [R (x, \/P,,(x)) dx gr

P,=n2> 3.
Aplicatii.

2

1. Il+x —I(x 1) 1dx=x—arctgx+C

cos2x cos’ x —sin’ x dx
2. I dx I dx I I — =—ctgx—tgx+c
cos” xsin® x cos’ xsin® x sin® x Jcos’ x
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dx 1 dx 1 dHHZE

3. =— =— =
'rax2+bx+c Jz #2H A adg bD 8
(a‘O;A=b2—4ac) BX 2a H— 4a BX 2a H 4a2

[ -

DllnM +C ;A >0 prin substitutia evidentéx+£:t,dx:dt
D [2ax+b+/A 2a
:E— 2 +C ;A=0

0 2ax+b

02 arctg 2ax+b
4..]'\/a2 -x*dx =J'\/a2 -4’ sin’ tacostdt =a* Ic0s2 tdt =

xD[ —a,a] ,X =asint,dx = acostdt,t ] E—E,EE

+C ;A<0

2 2 2 2
=a—I(1+cos2t) di=Lt+% sin2i+C =a—t+isintcost+C =
2 2 4 2 4

2 2 2 2
a a . : a X a x / X
== t+—sint/l-sin’¢t +C = —arcsin=+—= 1——2+C=
2 4 2 a 2a a
2
ald . x x O
=7 rcsm—+—2\/a2—xZH+C
a a

d
S o cua# 0sil 0 Ra i a+hy+c>0 0Dl

ax’ +bx+c
dx

J. dx :_[
Nax* +bx+c J“D +£Lﬁ_t££7siapardouécazuﬁcﬂﬂ)sia<0.

BX 2aH 4a’

I.a>00
0. b0
dop+ 2
J, dx :LJ. BX 2aH
ax* +bx+c a 0
b -A
BRSSP N
BX 2aH Dza 0
U O U
Ell—1n5c+£+ . +iﬁ— A2D+C1;dacéA>0(seiasemnul+)
0Ja g 24 H " 24H 40 g
=0
01 o,.b 1 O
—=Inx+—+—=+ax’ +bx+c+C,;dacid A <0 (se ia semnul -
Wa B 2a Ja g ( )
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Oo.560 b
I i = l I dHX+2aB ! arcs1nx+£+c_
NVax> +bx+c J-a D\/Zﬂ O b0 \/7 \/7
2240 0 24D 2a
~_1 arcsinzaX+b+C
V- Ja o
6f & :fSiT“szx :J'd(czosx) =Ll o= Ly ey +C=
sinx J sin”x cos"x—1 2 |cosx+l 2 2cos X
=llntg2§+C=lntg§+C
1 — X —
7.Iarctgxdx = I( x) arctgxdx = xarctgx — J' T 0 dx =
) 1 d+¥) _ B
= xarctgx 2J' 5 xarctgx ln(1+x )+C
2
8.I\/a2+x2dx :J'(x)'\/a2 +x°dx=x\a’ +x —J’\/;Tazdx—
=xvat +x* - d+2—dx =xJd +xX -
xNa +x Imx aJ’m xwa +x
—I\/a2+x2dx+a In(x+x* +a’ )+C O
2
O J'\/a2 +xzdx=§\/a2 +x° +a?ln(x+\/x2 +a’ )+C
dx X +a xdx
9.0n0N, I, = = —dx = x—++azln+ [
I(x2+a2)n I(x2+a2)n1 I (x +a )nl 1
0 0 ; .
017 ,=a I,1+1+IxD—Ddx—a -——+—1 0
(' +a’) B 2nfd+a ) 2m
0 O O
S[’Hl:iz'_l X n+2n_llnDn21
0g “Beleea) 2 f
U dx 1
%Io=x+C 31 J’ N > =—arctg—+C,
xX’+a’ a
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10.7, :J'tg”xdx :J'tg”_zx(tgzx +1-1)dx ZItg"_zx cocfg - I_, =

~ ¢ n-1
=J’tg" *xd(tgx)—1,_, = L lx -1 _,cunz220
n—

D tgn—lx

E[n - n—1 i
00
U =x+C;1, = (tgxdx = —1 +C
Q[o X J'gx -[cosx n|cosx|
2x°+2x+1 + +20
J'—x ha™ j At tn|x+2+
(x=2)(x’ +1> B( 2 (RHE Pl
3 1 1
1y T sz arctng —ln(x +1)—2arctgx +C
I = — caz particular din 10.)
Ht+2)

2(t+1)5p +2t+2dt_

121x+md T Sy

1 £ +4¢ +6l+4 £ +3t+3
=
4 (t+1) 4} ¢+1)
+)*+(@+1)+
I(z D +@+D+L 1 PRI
"4 4 (t+1) 4 41+1

L -+ C cu substitutiile :
8(t+1)
2 2
- +
\/x2+2x+2:t—x;x:t 2;dx:t 2t-lz-zalt;xﬂ n+2),
2(t+1) (t+1) 2(t+1)°
2421+
x+\/x2+2x+2:t;\/x2+2x+2:—t 20+2
2(t+1)
x+1
0 dx——(x+\/x +2x+2 )+—ln|x+1+\/x +2x+2 |-
'[x+\/x +2x+2
_2x+3- 20X +2x+2
8(x+1++/x+2x+2 )
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1
goo1g
- 2 + x4
13.I \/; dx J'x El X de

| el Ty
ngmz;—:%:zmzm 1+4x =0
n

4
O Yx=£-10 x=@E -1)*;dx=4(£ -1y 37dt O

f IF/; dv= [Hr ~E 28 -1t =
X

:121( "—t3)dt:gt7 —%z“ +C=gi/(l+<‘/;)7 —3/a+4xy +C

Modulul 4.2 - Integrala Riemann. Aplicatii.

Notiunea de integrald a aparut din nevoia practicd de a determina arii si
volume ale unor figuri din plan si corpuri din spatiu, cat si multe consideratii din
fizica. Bazele calculului integral si aplicatiile sale in geometrie, mecanica si fizica
au fost dezvoltate in secolul al XVIII —lea in lucrarile lui Newton si Leibniz.
Definitia riguroasa a conceptului de “integrald“ a fost datd peste un secol in
lucrarile lui Cauchy si Darboux pentru clasa functiilor continue pe un interval
compact din R. Extinderea integralei pentru functii discontinue a fost realizata de
Riemann s1 Lebesgue, care au formulat conditii necesare si suficiente de
integrabilitate pentru functii reale de o variabila reala.

Unele probleme speciale din teoria integrabilitatii au fost elaborate de Stieltjes si
Lebesgue care au generalizat conceptul de integrald pentru cazul multimilor
abstracte.

In teoria generali a integralei se pun astfel problemele:

Se defineste o anumitd “schema” S (un procedeu S), prin care putem asocia unor
anumite functii date un numar real, in general, bine determinat. “4 integra” o
functie 1': [a, b] - R (a, b U R, a < b) relativ la schema S, inseamna a determina
numarul real S(f) asociat lui 7, cu ajutorul schemei precizate S. In mod natural apar
urmatoarele probleme:
L. Care este relatia dintre tipurile de integrala considerate ?
II.  Sa se determine clase cat mai ample de functii integrabile.
III.  Sa se indice metode, procedee pentru calculul integralelor cand functia de
integrat are o forma cat mai generald sau o forma particulara remarcabila
(functii rationale, functii irationale etc).
IV. Sa se precizeze metodele de calcul aproximativ al integralelor care sa fie
insotite de o formuld de evaluare a erorilor de calcul.
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Definitia integralei Riemann. Clase de functii integrabile.
Fiea,bUR cua<bsif:[a, b]- R. O divizare a intervalului [a, b], notata
A , este o multime finitd de puncte A ={a = xo < x; < ...< xi.i< <xi<... <x,= b}
unde xi[l[a, b] se numesc punctele diviziunii A si [xi.1, xi]JU [a, b], 1= 1,...n se

not

numesc intervalele partiale ale Iui A . Avem lungimea 1([xi1, xi]) = xi- Xii =0 X
>0 sinotam prin ||A || = W (A )==max{ xi- x..|i=1,..,n} norma divizarii A ;

evident O x; < ||A ||, Oi0{1, ..., n}. Divizarea A este echidistantd daca:
b-a

X T X =

, Ui04L...,n} si atunci x, =a+é(b—a). Se va nota prin D([a, b]) sau D

(cand nu este pericol de confuzie) multimea tuturor divizarilor lui [a, D). Pentru o
divizare ALl D([a, b]) cu A ={a=x< <x1<.<x,<xi<...<x,= b} se numeste
multime de puncte intermediare, notatd § », & » ={ & i| U & i Ulxi1, xi]}; pentru
Al D([a, b]) data exista o multime infinita de familii de puncte intermediare & , .
Daca A 1, A ,00 D([a, b]) se spune cd A ; este mai find decdat A  daca A [0 A,
(adicd A ,are cel putin un punct mai mult decat A 1): (X 04, cu, O x_,x] six 04, .
Relatia de finete dintre diviziunile lui [a, b] este o relatie de ordine pe D([a, b]) si
in plus, O A 1, A ,0D([a, b]) exista ALl D([a, b]) ail. A 00 A siA,0OA (se
considera A =A A ,,sievidentA LA siAOA).

Fie f: [a, b]- R, O A 0 D([a, b]) si orice sistem de puncte intermediare & 5 ={
E i| ] E iD[xi-l,xi]}, numérul

OPNII[CENES WAL ELAVAN

se numeste sumd integrald Riemann asociatd functiei £, diviziunii A si sistemului
de puncte & .
Definitia 4.2
1] Functia f': [a, b] - R, este integrabila Riemann pe [a, b] daca existd [r UR cu
proprietatea:
Hle > 0,0, >0a.i.AOD[a,b] cu
2 = 2, =limao,( f,§,]),0¢
Dl <no jo,( 1,8, -r|<emg, T O Aol &) D
2] Numarul real I se numeste integrala Riemann sau integrala definita din f pe
[a, b], notata:
G)I,, = Ib f(x)dxsau I, = f’ fdvsau I, = J’b fsaul = [ f
a a a [a,b]
Observatii.
1. Din definitia 1 rezultd cd f este integrabild Riemann dacd exista
limo,(f,&,) =1, OR, 0&,

af-o

2. Avem J’b flv == fitx (a<b)
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3. Daca exista Iz[IR cu proprietatea (2) acesta este unic.

4. O functie integrabila Riemann pe [a, b] se va numi functie R- integrabili si
vom nota prin R[a, b]={f| f: [a, b] - R integrabila Riemann} multimea
functiilor f: [a, b] - R, R — integrabile.

Teorema 4.4 (de caracterizare a integrabilitatii pe R)

Fief: [a, b] - R (a, bLIR; a < b). Functia f este integrabila Riemann, daca §i
numai daca, exista Ir [J R cu proprietatea:

ED(AH)HEI O D[ a,b] un sir de diviziuni cu sirul normelor A, O ¥ 0si LE,,

(4)girul sumelor integrale Riemann o, ( f¢€ A6):st e convergent in R cu limita

5. OR

Demonstratia in bibliografie ([10], [11], [16]). <«

Consecinta 4.4. Fie [ : [a, b] - R o functie R — integrabila, atunci are loc
afirmatia:

(504, 0D[a,b],nzlcup, 0805108, O 0,(f.8,) D‘D_»J'bf(x)dx:IR

Teorema 4.5 (Conditie necesara pentru integrabilitate)

Daca f: [a, b] - R este o functie R — integrabila, atunci f este marginita pe [a, b].
Demonstratie.

f integrabila“ldZ,{1 (2) adevarata si fie € =1, atunci exista ALl D([a, b]) a. 1.
04 (£.8) ~ | SLO(&,) = (2) 1 —1<Zf ) &, < I, +1,08, Of[ %, ,.x] |/ =17 Fixam

ju {1 2,...,n} si consederam un 51stem de puncte intermediare
[ R S ,1,51, e ,EO} cug, &, 8, &8 fixati si O & ; arbitrar cu & ;0[x;,
xj] cuj # i. Din (2”) pentru O & ;0[x;.1, x;] avem:
(=1 + 3 7(8]) & (he 1)+ 3 7(8))
CHE AP Paar
X mX ! X, X,

[J f este marginitd pe [xj1, x;] pentru U jU{1, 2, ..., n} U f este marginita pe

[a,b] = L’LJIEC_,_I,X_, F. <

Consecinta 4.5 Daca f: [a, b] - R este o functie nemarginita pe [a, b], atunci
f nu este R — integrabila (conditie suficienta).

Demonstratia este directd din teorema 4.5. <
Fie f: [a, b] - R o functie marginita cu m = inf{ f (x)| xU [a, b]}, M = sup{ f (x)| xUJ
[a, b]}. Daca A [0 D([a, b]) pe fiecare interval partial [xi.;, xi] notam: m; (f)= inf

f(x), cu xUI [xi1, xi], Mi (f)= sup f(x), cu xU [xi1, xi] si consideram sumele integrale
Darboux:
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n

%A ( f ) = Z m( xl) dx,, suma inferioara Darboux
D

(7)
Z M 6x , suma superioara Darboux

Deﬁmgla 4.3.
Fie f: [a, b] » R marginita

1] Numarul Sufu‘;[ﬂ (b]f ) =L numeste integrala inferioara Darboux a functiei f,

notata: Lf (x)dx,

2] Numarul mimi[ (b]f )=1 se numeste integrala superioara Darboux a functiei f,

notata: 7 = J’ f(x)dx.
3] Functia marginitad f este integrabild Darboux pe [a, b] sau D- integrabild, daca
prin definitie avem:

(8)Lf (x)dx = J' S(x)dx=1,0R si Ip se numeste integrala Darboux a functiei f pe

[a, D], notata prin acelasi simbol Ip :L S (x)dx

Consecinta 4.6.

Din formula (7) si definitia 4.3 rezulta in mod direct urmatoarele proprietati ale
sumelor integrale Darboux:

not

d)0sM,-m =w, ([xl._l,xl.]) <
(/1. = sup[ |f<x>|\xD[ a.b]})

@Sl 1) =sa ()= 3 BLS) =) BB <[] S B, (1) = /]

(dy) Sy f) - A(f) SmaX[Mi(f) —m,(f)]i=L...n}(b=a

(d,) 04,4, 0D]a,b] (/) S50, () Sy () 28,,(f)

S, () =55, (f) <SSy () =5, ()

(ds) Daca f este marginita pe [a, b] o

08,8, 0D[a,6]. 5, (NS5, (s 5, (NS[ f@dr=1sT=[ f@drss, ()(do)
Daca f este marginita pe [a, b] pentru [JA [1D([a, b]), avem:
%‘A(f)SO-A(faaA) SSA(f);DEA

S0 () =i 0y (£18):5,() =supa [ /.8,

Demonstratia propozitiilor (di) — (ds) se face prin calcul direct, folosind
definitiile semnelor integrale Darboux si Riemann. <«

0i0{1,2,...,n}
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Observatii:

1. Cand rafinam diviziunea A , sumele inferioare Darboux cresc si sumele
inferioare superioare Darboux descresc.

2. Orice suma inferioard Darboux este mai mica sau egala cu orice suma
superioard Darboux.

3. Pentru f : [a, b]- R s-au definit doud integrale: integrala Riemann si
integrala Darboux si doua tipuri de integrabilitate. Vom dovedi ca cele doua
integrale si cele douad tipuri de integrabilitate coincid s1 vom folosi din acest
motiv conceptele de “integrald definitd sau integrald” s1 “‘functie
integrabild > pe [a, b].

Teorema 4.5 (Darboux / pentru caracterizarea integrabilitatii)

Fie f : [a, b]—- R o functie marginita, atunci urmatoarele afirmatii sunt
echivalente:
(i) f — este R — integrabila; (ii) f— este D — integrabila,
(iii) Oe>0,0A0D[a,b] al. S,(f) =s,(f) <&
(iv) 0e>0,0n, >0ai.0AOD|a,b] cullp|<nO S,(A)~s,(d) <t
Demonstratia se face pe etape folosind definitiile, teoremele si consecintele
prezentate anterior, urmand schema
I. () O (i), IL. (iv) O (iii); M. (iii) O (i1);
IV. (i1) O (i11); V. (iv) O (1); VL. (ii1) O (iv)
si se gaseste 1n bibliografie ([9], [6], [10], [11], [16]). <

Consecinta 4.7.

O functie marginita f: [a, b] - R este integrabila Riemann, daca si numai daca, f
este integrabila Darboux si cele doud integrale coincid:

not

Iy —J' f(x)dx = J' f(x)dx = J' f(x)dx=1, =I0R,

Teorema 4.6 (Conditie suficienta de integrabilitate)
Daca f: [a, b] — R este functie monotona, atunci f este integrabila pe [a, b].
Demonstratie. Presupunem f monoton crescdtoare si neconstanta. [1 € >0
fixat, considerém A0 D([a, b]) a. i.

Il fb)-f(a) f()
M,(f)=m( f) = f(x)- f(x)siatunci S ( /) —s( /) =s( /) ZBM m{ B s

=n(e). Pentru O [xu, x] cu i O {1, 2, ... n}, avem:

i

sllAllZ[f(xi)—ﬂxi-l)] =[A[ £ &) - 1 (a) W[ f)-f(a] =€

este integrabild dupa conditia (iii) din teorema lui Darboux. «
Teorema 4.7. (Conditia suficienta de integrabilitate)
Daca f: [a, b] - R este functie continua, atunci f este integrabila.
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Demonstratie f continud pe [a, b] U f este uniform continua pe [a, b] (Teorema
Cantor) si f este marginitd si isi atinge marginile pe [a, b] (Teorema lui
Weierstrass). Fie € >0 fixat si f uniform continud pe [a, b] “De >0, N (€ )

independent de x a. 1. O x, yO [a, b] cu |x - y|<n Olf()-f() !<£. Pentru o

divizare A D([a, b]) cu||A || <n (€ ), avem [/ (X)=f(») |<% O x, yO [xi1, xi]

E
b—a

xyO[x,.x]) <

si in particular, M, (f)-m,( f) :Sup[|f(x)—f(y)|

In aceste conditii dupa teorema Darboux (ii1), avem:
s n

So/)=sa( 1) =3 A -m 1) e <5505 - =

i=1

[J feste integrabila pe [a, b]. 4

Teorema 4.8 (Conditie suficienta pentru integrabilitate)

Fief: [a, b] - R o functie marginita cu un numar finit de puncte de discontinuitate
(evident de speta 1), atunci f este integrabila pe [a, b].

Demonstratia in bibliografie ([6], [10], [11], [16]). <

Observatii.

1. Clasele de functii integrabile f: [a, b] - R sunt: f monotona (teorema 4),
continud (teorema 5), f marginitd si care are un numar finit de pucnte de
discontinuitate.

2. Rezultatul cel mai general, Teorema lui Lebesgue: “O functie f: [a, b] - R
este integrabila daca si numai daca, f este marginita si continua aproape peste
tot pe [a, b]” se va prezenta in capitolul “Integrala Lebesgue’.

3. In studiul unor extensiuni ale integralei Riemann se foloseste conceptul de
“functie local integrabila”.

Definitia 4.4

Functia f': [a, b] - R este local integrabila pe I, daca si numai adca, prin definitie f
este integrabild pe orice interval compact [u, v] continut in intervalul de definitie I
(Uu,vUIcu u<v).
Proprietati ale integralei si ale functiilor integrabile
Demonstratille din acest capitol folosesc: definitia 1, teorema de
caracterizare a integrabilitatii cu siruri de diviziuni cu sirul normelor tinzand la
zero, teorema lui Darboux si uneori rezultatul din teorema lui Lebesgue.
Teorema 4.9 (Operatii algebrice cu functii integrabile)
Dacaf, g : [a, b] - R sunt functii integrabile, atunci functiile:

A (AOR), f g, fg,%(f(x)iO,DxD[a,b]), ﬁ(f(x)ZO,DxD[a,b]) sunt integrabile §i

au loc formulele de calcul:
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(1°) J’b OV )dx =\ f fix
(2% I" (f  g)dx :I:fdx J_rJ’: adx

Demonstratia este imediata folosind (4) din teorema 4.4 si operatiile cu siruri
convergente in R. <

Consecinta 4.8.
Daca f, g [IR[a, b] atunci [JA , ulJR functia A f+ u g [JR[a, b] si are loc
formula de calcul:

b b b

(3°) I (M +ug)dx = )\L Jdx + UL gdx

Observatii.
1. Integrala Riemann are proprietatea de liniaritate cu scalari din R.

2. Daca f0 R[a, b] si a=b, avem:jjf (x)dx=0(dupa (1) din definitia 1). Daca a > b,

avem J’b S@ds==[ f(x)dx

3. Reciproca afirmatiei /', ¢ O R[a, b] O f+ g O R[a, b] in general, nu este
adevarata.

Exemplu:
oL x0Q . -1, x0Q
, ‘RS R = = , R ,b
f.g cu f(x) 0. .O0R-Q " g(x) 0. ;O0R-Q cu f,g IR [a,b]
avem(f+g) (x)=0,x0OR si f+g0R [a,b] pentru D[a,b] OR.
4. Multimea de functii integrabile R[a, b] are structura algebricd de spatiu liniar in
raport cu operatiile uzuale de inmultire si1 adunare cu scalari reali pentru functii

reale de o variabila reala.
Teorema 4.10 (Proprietatea de aditivitate in raport cu intervalul)

Functia f: [a, b] - R este integrabila pe [a, b] daca si numai daca, [/ c [](a, b)
functiile 1, = flla.cl sif, = f|le.b] sunt integrabile si are loc  formula:
(3°) J"’ fa= [ fux+ J’f’ fix.

Demonstratia se obtine folosind teorema de caracterizare cu siruri de diviziuni
cu sirul normelor tinzand la zero (teorema 4.4). <«

Consecinta 4.9 Daca I [] R este interval si f : [a, b] — R este o functie continud,

b c b
atunci [Ja, b, ¢ 01, are loc relatia(3°| [ fax={ fdx+] fdx.
Demonstratie. Dacd a< b < ¢ avem (3) dupa teorema 2. Dacd a<b <c, avem:

rfdx=J'bfdx+I;fdx=Ibfdx—ffdx - ffdx=£fdx+f fix.

Observatii.

1. Din teorema 2° rezulta ca daca f I R[a, b], pentru [ [c, d] O[a, b] compact
avem f [l R[c, d], numita “proprietatea de ereditate”.
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2. Formula (3°) se numeste “proprietatea de aditivitate a integralei ca functie de
interval”.

3. Formula (3° se extinde 1in cazul wunei reuniuni finite:
’a,b] =la,cll D[Cl,6‘2] O..0R,.bE.

Teorema 4.11 (Proprietatea de monotonie a integralei).
Fie f', g: [a, b]»> R cu f, g O Rla, b] si f (x) = g(x) O xU[a, b], atunci avem:
(4°) J'b fidx > Lb gdx .

Demonstratia se obtine cu ajutorul functiei & = f— g pe [a, b] si a teoremei de

caracterizare (teorema 4.4). <«
Consecinta 4.10

Fief: [a, b] > R cu f[IR[a, b] si m, M marginile lui f (m < f(x) < M, [Jx[][a, b]),

1 b
dx<M
b_ajaf .

Demonstratie. Din relatia m < f{x) < M, U xU[a, b], prin integrare, avem:
m(b—a) :J’bmdx SJ'bf(x)dx sf’ Mdx=M(b-a)0 (5. <

Observatii.

atunci avem: (5°) m<

1
1. Formula (5°) contine expresiaEJj S(x)dx =u(f) care se numeste valoarea
medie a lui f pe |a, b].
2. Formula (4°) exprima “proprietatea de monotonie a integralei” si pentru
fix)= 0, 0x0[a, b] si fOR][a, b], avem:
Ib F(0)dx 20,
Consecinta 4.11
Daca f : [a, b] - R este o functie continud, atunci exista é[J [a, b] a. TI.
b
(6°) [, fx=f@)b-a).
Demonstratie. Functia f continud pe compactul [a, b] este marginita si isi atinge
marginile (teorema Weierstass) deci existd xi, x.l[a, b] a. 1. m = f (x1), M = f (x2).
Functia f continud pe intervalul [a, b] are proprietatea lui Darboux si pentru [J

O[m, M] = f'([a, b]) exista E0 [a, b] a. 1. f(§ ) = si notdnd H:ﬁfjf(x)dx

din (5°) se obtine (6°). «
Teorema 4.12 (Majorarea modulului integralei)
Daca f: [a, b] - R este integrabild, atunci |f| [JR/[a, b] si avem:

(7% ‘I:fdx sJ’:|f|de(b—a)||fm, (a.b0OR; a<b)
Demonstratie. Pentru 0 x, y([a, b], avem | [ ()| - f 0| € [f () - [f ()| si din

acesta inegalitate deducem ca |f| O R[a, b]. Cum - [f(x)| < f(x) < [f(x)|, Ox O [a,
b], folosind (4°) avem:
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[ f1dxs( a1 f1avD [ fas 1 f1dx sicum [f@|s )], rezulia (79. <

Teorema 4.13 (Teorema I de medie )
Fief: [a, b] - R cu f[IR/a, b] si g(x) = 0, atunci exista y [][m, M]

[/ (0)g(x)dx =y[ g(x)ax

80

Em = inf f(x),M = sup f(x) Epl
L wta.b) xda.b] O]

In particular, dacd g(x) = 1, Ox [J[a, b], avem:
(89" [ /()dx=y(b=a) (@<b).
Demonstratie.
Din: m< f(x)<M,x0[a,b],sig(x)>00 mg(x)< f(x)g(x)< Mg(x),0x0[a,b] i dupa (4°)
rezulta: mJ’ab g(x)dx SJ’jf(x)g(x)dx < MJ'; g(x)dx(*) . Daca

L” g(x)dx =00 Lb f(x)g(x)dx =0 si pentru DyO [m, M] are loc (8%). Daci L” g(x)dx >0

[b fadx
, notam Y= I y O[m,M] i dupa (*) rezultd (8°). <
gax

Consecinta 4.12
Daca f: [a, b] - R este continua si g [IR[a, b] este nenegativa, atunci exista & []
[a,b] a.i (8" [ fedv=r@[ gdx.
In particular, daca g(x)=1,0x0[a,b] se obtine (6 9.

Demonstratia este directa. Din ipoteza “‘f continua pe [a, b]”, pentru Uy U[m,
M], exista & [ [a, b], astfel incat f(§ )=y 0O (8°).«d

Teorema 4.14
Fie I [J R interval si f: I —-R local integrabila pe 1. Daca a [] I este un punct fixat
si se considera functia
(99 F(x) = Lbf (0)dt, [1x[]1I atunci F are proprietatile:
(i) F este continua pe I;
(ii) F este derivabila in []x,[]l in care f este continua cu F’(xq) = = f (xy).

Demonstratie. (i) Fie [x, U I s1 U r >0 fixat, atunci F(x) — F(xo) = =

J':fdt—ﬁofdt :'[;fdt,DxDJ n I unde J =[x, —r,x, +1] .

F)=FGx) | i

Consideram [Ig >0 si

<[ 1S 1di<|x=x |sup| f()|.0x DT |
0 tJy

N, :%cusup|f(t)|=MD | F(x)—F(x,))|<€e|x—x,|<n,0x070 Fcontinud in Ux, OI0 F

(aJ
continua pe I.
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(11) Fie Ux, U I s1 fcontinud in x, U I; pentru [Je >0 existan . >0 a. 1. | f(x)—
fxo)<e ,UOxUIn [xo-Nn, xotNn JULOxOIcux# xo,

F _F 1 X 1 X 1
(x) (xo)_f(xo):—-[ S0yt =———( f(xo)dt=—f Lf ()~ f(x%))dt si avem:
X=X, X =X, %0 X~ X0 XX T
F(x):F(xo) — f(x) S+Sup|f(t)—f(xo)|[l]x—x0|<8,Dx|].] =I1n[x,—Nn.x,+n];x #x,
X=Xy |x x0|

F(x) = F(x)

. def .
O exista m =f(x) =F'(x) O F este derivabila in x,01 cu F* (x5 )=f(xy).

<
Consecinta 4.13
Fie I [J R interval si f: 1 -R.
I) Daca f este o functie continua pe I, atunci pentru []alll fixat, functia (99
F(x):J':f(t)dt,xD] este derivabila si avem F’(x)= f (x ), [k, deci f

admite primitive pe I §i I este o primitiva a functiei f pe 1.
Il)  Pentru La, b §i f continua pe I, avem:
b

(109 [, f(@)dx = F(x), =F(b)~F(a),
unde F este o primitiva oarecare a lui f pe 1.

Demonstratie. [) Afirmatia este o consecinta direca a teoremei 6°— cazul (i1).
IT) O a, bUI fixati si F o primitiva a lui fpe I, notam:

F, =F(x) =J’ f(dt,0x01 si dupd afirmatia 1), avem: F,=f pe I, deci

(F-F)=f-f=00 F=F,+C,COR,
Cum F,(a)=00 C =F(a) siavem :J'bf(x)dx =F ()=F(®)-C=F()-F(a). 4

Observatii.
1. Daca f din teorema 6° este continud la stanga (la dreapta) in [lx,[JI, atunci F este

derivabila la stinga (la dreapta) in Ox,0I cu F, (%) = /(x, = 0) (FJ (%) =r(x +0)) :
2. Consecinta 4.13-I se numeste “Teorema fundamentald a calculului integral”.
3. Formula (10°) este formula Leibniz — Newton care este o metoda de calcul a
integralei Riemann.
Metode de calcul ale integralei Riemann

Integrala Riemann poate fi calculatd folosind definitia 1 si construind dupa
schema (S) sumele integrale, apoi calculam limita acestora cand norma divizarii
tinde la zero; acestd metoda este mai dificil de aplicat in cazul multor functii reale.

Teorema 4.15 (Formula Leibniz - Newton)

Daca f: [a, b] - R este o functie integrabila si f admite primitive pe [a, b] atunci
pentru orice primitiva F a lui f pe [a, b] are loc formula Leibniz-Newton:

(109 [ f(x)dx = F(x), = F(b)~ F(a).
Demonstratie. Pentru [J AL D([a, b]), avem

X0
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F(b)_F(a):i[F(xi)_F(‘xi—l)]:SA(f) :ZF'(Ei)(xi _xi—l) :)Zf(zq)(xz _xz—l)

pentru O, 0(x, —x.,) din teorema Lagrange aplicata lui F derivabila pe
[x.-x.] si avemF(b)~F(a)=0,(/.&); cum f este integrabild, aplicand teorema 1
(de caracterizare a functiilor integrabile):
F(b)-F(a)=0, (f.&, |cu|a,] - 05iF(b)-F (@)= Jim o, (1.5, ] Zij(x)dx <
Consecinta 4.14
Daca f: [a, b] - R este o functie derivabila cu f ’ functie integrabila pe [a, b],
avem: J'ab fadx=f(b)= f(a).
Demonstratia rezulta din teorema 4.4 pentru F = f* pe [a, b]. 4
Teorema 4.16 (Formula de integrare prin parti)
Fief,g:[a, b] >R cuf, g 0C'([a, b]), atunci are loc formula de integrare prin
parti:
(119 [ fe'dx=fef, ~[ f"gdx.
Demonstratie. Din /', g O C'([a, b]) O (fg)’ = f'g +g’ f este o functie continui
pe [a, b] si dupa consecinta 7° — (1) admite primitive si este integrabild, deci se
aplica formula de calcul (10°): Lh (fg)'dx = fg b

[[oyax=[ (f'g+ fg)de=[ [ gdx+ [ fg'dx O (fg)

[ ferdr=rel =] fredr . <

Teorema 4.17 (Formula schimbarii de variabila (I))
Fief: [a, b] - R o functie continud, atunci pentru orice ¢ :[a, B ] - [a, b] cu ¢
[IC'([a, b]) are loc formula schimbarii de variabila (I):
(129 [, S (de= [ 1160)] '@y

Demonstratie. Pentru f continud pe [a, b], fie F o primitiva a sa si cum F, ¢
sunt derivabile, atunci F-¢ :[a ,3 ] —R este derivabila cu.
(F 00)'(1) = (F'o)(t) (1) = (f o)) (1) = f[$(»)] @'(1),0¢0[a.B] . Functia (f - ¢ )0
¢ ’ este integrabila si (F -¢ )’ continua pe [0 , B ], admite primitive, deci:

[LUF ob1'dr =[F of](B) ~[F o¢1[a] = F (B B F B a) B din o=/’
0 L o0)@'dr=F B(B|F-F B(a) B0 [ /(v = [ /160 B'0)ds

Teorema 4.18 (Formula schimbarii de variabila (II))
Daca f': [a, b] - R este continua pentru orice ¢ : [a, B ] — [a, b] bijectiva si cu
¢ ' OC'([a, b]) are loc formula schimbarii de variabildi (II):

, dar

L= [ frgaxr [ fgraxD
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(139 [ f@ax= [} 7[0@] B0 = 11 007 1oy

Demonstratie. Cum ¢ este bijectivasid ' : [a, b] >[a , B ] este bijectiva si
de clasi C'([a, b]) atunci f - ¢ : [a, b]» R este continud si avem:
CRN()
[[opwd= [ Ffobjos Bl 'ar=[" r o™y xdx=[ f(ndrT (139).4
@@
Observatii.

1. Formula (12° se numeste “prima fomula de schimbare de variabild” i
integralaiunde x=¢ (7), tO[a ,B 1si¢0 C'([a, b]),iara=¢ (a ),b=¢ (B). Se
alege convenabil functia ¢ astfel incat integrala din membrul doi al formulei (12°)
sd fie mai simpla sau chiar din tabelul primitivelor unor functii elementare.

2. Formula (13°) se numeste “a doua formula de schimbare de variabila” si pentru
x = ¢ () strict crescatoare avem: ¢ ()= a, ¢ (B) = b si cum
lo,B] Ot [a,b] DL R jar ¢ este inversabild cu ¢ "'0C'([a, b]), atunci f- ¢ este
continud si /(¢ )’ integrabila pe [a, b].

3. Denumirea de formula (I) si (I) de schimbare de variabila in integralda este
conventionald; de fapt avem o singurd formuld de schimbare de variabilda si mai
multe moduri de aplicare a acestei formule in calcule.

4. Din necesitatea de a folosi integralele Riemann in aplicatii concrete este uneori

. ~ ~ . . - . . b
suficient sa se cunoasca o valoare aproximativa a integralei J' f(x)dx cu o eroare

datd oricat de micd. In acest scop, vom enunta fard demonstratie, teoremele care
indicd metodele de calcul aproximativ al integralelor.

Teorema 4.19 (Formula dreptunghiurilor)

Fie f : [a, b]~ R cu f O C([a, b]) si x=a*~(b=a)eu i {0, 1, 2, .., n},

- b-
(1495, <20 <CZD .

Teorema 4.20 (Formula trapezelor)
Fie f : [a, b]~ R cu f O C([a, b]) 5i x=a+—{b=a)cu i ({0, 1, 2, ..., n}

g = b-alf(a)+f(b)
! n B 2
eroare:

(159E, <

+f(x|)+---+f(xn-1)Eatunci S, aproximeaza J'abf(x)dx cu o

"

1€ rogees o p < B0y
A rd-s =5 s C5

120
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Teorema 4.21 (Formula lui Simpson)
Fie f : [a, b]~ R cu f O C'([a, b]) si x=a*~(b=a)eu i {0, 1, 2, .., n},

S = b- a[[f(a)+f(b)]+2f(xl)+ A2f(x _1)} atunci S, aproximeazd J’f(x)dx cu o
eroare.

G a) | qa
(169 £ 2880 2880n* & 2880n Hﬂ )‘L

Aplicatii ale calculului integral

Orice marime geometricd, fizica, economica etc. care are proprietatea de
“aditivitate fatd de multime (interval)” se poate exprima printr-o integrald definita.
Astfel notiunile de “arie” si “volum” pentru figuri geometrice din plan §i corpuri
din spatiu se pot defini in mod riguros din punct de vedere matematic.Vom
prezenta fara demonstratie unele aplicatii ale integralei definite.

I. Aria unui domeniu din plan
1. Aria multimii din plan DO R® marginita de dreptele x = a, x = b, y =0si
graficul functiei f: [a, b] - R pozitiva si continua se calculeazad prin formula: (17)
= [ fds.
2. In cazul f : [a, b]- R continud si de semn oarecare, avem: (17°)
b

:J'a!f(X)ldx.

3. Aria multimii din plan marginita de dreptele x =a, x =0 si graﬁcele functiilor f,
@ : [a, b] - R continue este calculata prin formula: (18) A(D _[ |g(x) = f(x)|dx.

II. Lungimea unui arc de curba

Se numeste curba plana o multime '] R* cu proprietatea cd existd o functie

continud /: [a, b] - R, notatd y = £ (x), xU [a, b] si Gy=T 0 R? (graficul lui / din

plan este I' ). Daca f are derivata continud (sau numai functie integrabild) pe [a, b],

lungime a curbei ' se calculeaza dupa formula: (19) /(") :_[: 1+ £ (x)dx

I11. Volumul unui corp de rotatie

Fie f: [a, b] - R o functie continua, atunci corpul K din spatiu obtinut prin rotirea

graficului lut /', Gy in jurul axei Ox, are volumul calculat prin formula: (20)
= T[I: [ (x)dx .

IV. Suprafata unui corp de rotatie

Fie /: [a, b] > R o functie derivabild pe [a, b] si cu £ continud (f O C'([a, b])),

atunci suprafata S a corpuui K obtinut prin rotirea graficului lui fin jurul axei Ox se

calculeaza prin formula:
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(21) S(K) =2 i+ /7 (x)ax

Exemple.

1
IVl‘xzdx cu f=v1-x" functie continuid si prin schimbarea de variabila:
0

I
1 2
. Tt A
x =sint,dx =costdt,x =0 - t=0,x=1 - tIEavem:I\/I—xzdx =J’\/1—sm2tcostdt =
0 0

: : ¥
= J’cos2 tdt = —J'(l +cos2t)dt = —t + 1 sin 2t
J 2, 2 2

I
4

0
T[

2.1 J'sm xdx cu f(x)=sin" xDCI%) @1 I, —Idx—— I = Ismxdx—h aplicand

metoda integrarii prin parti se obtine o formuld de recurenta:

T T

2 T 2
— s on-l : — oon-1 _ |y s N2 2 —
I = Ism” x(sin xdx) = —cos xsin” x‘g +(n-1) J'sm” xcos xdx =

B 2
=(n- I)J' 2 xdx — J'sm" xdxO I, =(n-1)I_,—(n=-DI
0 0
; QU1 kg G
07 =""1_ cunz20 In-gii 2k =2 0
" D—Gz— Drﬁcn;n:zkﬂ
EZk+1 2k — 53
nI-Beded. @’M
2 H 334 2k12k+1 L.,
[IZE_?IZ 2n [ .
hm =10 ——hm — 3 ] ]
s1 se aratd cd - 2 NG 30,21 oy 41 | uMItd Jormula lui Wallis.
9
1 : o
3.I - dx prin substitutia
x=t,dx=2tdt,x=4 - t=2,x=9 > t= 3avemI 1 —2Itdt=
1++/x 1+¢

|

3
1 3 3 4
=2 ———mdt =2t -2In(1+7)|. =2-2In—

2
4.J1'x1n xdx =

l\)k

3
1nx| J'—[—ll—dx 21n2——J'xdx 21n2—z
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5.1, :j'(lnx) dx = x(lnx
1

O,=e-nl_,n2l

5 o=e-1;1 =1
formula de recurentd pentru calculul lui 7,, n[IN.

J'xn (Inx)* ldee—nIn_ID

X

3 1+tg’ s
6 I : rin substitutia tg~ =, deci: x = 2arctg?,dx = 2dt
' 22 D iR 2 ' RPN

25+ 3

1 o2 1+1¢? 2
x:0—>t=0,x:——»t:1seob‘g1nej'— —I O——dt=
2 » x0 23+4%) 1+7
24
1 t 1 ™3
= —arct —:—d;[:—
BB B 6 18

= = > arct
L +3 '!t +( 3)
g . S X 2dt
J’ prin substitutia tg—=¢ [ x=2arctgt,dx =—,
}3+2cosx ’ 2 1+¢
n 2dt
—42 2
COSX =——,Xx = 0—>t—0x—1—T—>t—lseobt1neJ' I 1” =
1+ 2 3+2c0sx 4

1+t

= 2I;i :iarctgL arctg —
s TR = FE

i
8. .[ sinx o= [ X v siprin substitutia tgx = ¢ [
s1nx+cosx J1+tgx

dt T
x=arctgt,dx=——,x=0 - t=0,x=— - t =1 gvem:
s 1+¢° 4

I
4

sin x t "1oe+1 1 O —l Sl l L
IM _I1+t 1+¢ _[25? 1+tgf—4ln(1+t )‘0+2arctgt0
-~ In+ ), —lﬁg-mzﬁ

1 m+1

1
Sy 1 . o e
9. I\/1+\/xdx=fx°(l+x2)2dx ( m=0, n=.pEo =10Z) prin substitutia:
1 1

n

1+Jx=t,x=(-1)*,x=1 - t=2,x=4 - t=3 avem:
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_ _ NV S T~
Il+x/_dx J'\/_Z(t 1)ds = 2I(z\f Ve dt = 2;1%: ;+1 5*/— 15&

In2

10. [ Ve'~ldx prin substitutia:e” ~1=¢"0 x =
0

3

x=0-1=0, x—ln2—>t=1 , avem:

ln2
2{@
x—1 1

= 1-1t=0,x=2 >t=—
11. I dx prin substitutia: ~—~ X = x= NG si

=2t =2 =2-—
t| arctgt| 5

+
le_t dx:del‘
t 42

f ‘ S +In(2-3)
1+

x=1, _ _ | 3 ]f—_ tln
!x+1dx_f(1_tz)2dt_1—ﬂ| J(l 2 v+
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