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l. Logica, multimi, axiome

I.1. Multimi, teorie naiva. Paradoxuri si necesitatea axiomatizarii

Teoria moderna a multimilor Incepe odatd cu lucrarea ,,Teoria rationald a infinitatii” a lui
Georg Cantor', in care se manevreaza liber multimile infinite si se dezvoltd o tehnici de
masurare a lor (teoria cardinalelor). Pina la Cantor, matematicienii adoptau punctul de vedere
al filozofilor Greciei antice: exista notiunea de infinit actual (o infinitate de obiecte concepute
ca existind simultan) si cea de infinit potential (0 multime sau o marime finita, dar care se
poate mari oricit de mult). Filozoful Zenon, prin faimoasele sale aporii (paradoxuri) a atras
atentia asupra consecintelor absurde care par sa apara introducind infinitul actual in
rationamente. Se considera de aceea cd infinitul actual nu este accesibil intuitiei si doar
infinitul potential poate fi folosit in gindirea matematica.

Cantor are meritul de a fi spart aceastd bariera mentald si de a fi incercat sa ,,numere
infinitul”. El a avut ideea de a compara multimile (finite sau nu) cu ajutorul functiilor
bijective: doud multimi sint ,,la fel de mari” (echipotente) daca existd o bijectie intre ele.
Cantor a obtinut rezultate precum: N este echipotent cu Q si cu multimea numerelor algebrice
(numerele complexe care sint rddacini ale unui polinom nenul cu coeficienti rationali). Deja
aceste afirmatii nu sint n acord cu perceptia obignuita si aratd cd uneori ,,partea este la fel de
mare ca si intregul”. A mai ardtat cad N nu este echipotent cu R si ca, In general, o multime 4
nu este echipotentd cu multimea partilor sale P(4). Exista, deci, mai multe tipuri de infinitate.
Alte rezultate contrazic si mai mult simtul comun: exista tot atitea puncte pe un segment cite
sint pe o dreapta sau in intregul plan (sau chiar in intregul spatiu)! Astfel, in cazul multimilor
infinite poate fi contrazis principiul ,,partea este mai mica decit intregul”: exista cazuri cind

,partea este la fel de mare ca Intregul”.

' Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845-1918), matematician german.
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In cadrul teoriei lui Cantor a multimilor (astizi numiti ,.teoria naiva a multimilor”), prin
multime se Intelege o colectie (un ansamblu, un set) de obiecte distincte (elementele multimii),
bine determinatd si consideratd ca o entitate. Georg Cantor spunea ,, Unter eine Menge
verstehen wir jede Zusammenfassung M von bestimmten Wohlunterschiedenen Objekten m
unseres Denkens zu einem Ganzen*: ,,Prin multime intelegem orice grupare intr-un tot M a
unor obiecte distincte §i bine determinate m ale gindirii noastre”.

Insa teoria multimilor in forma descrisia de Cantor conducea la paradoxuri care provin din
,.definitia” foarte permisiva si vagi a conceptului de multime. Insusi Cantor in 1895 observi
ca nu se poate vorbi de ,,multimea tuturor ordinalelor” (paradox publicat de Burali-Forti in
1897); mai tirziu, s-a constatat cd exista si alte ,,multimi contradictorii”: ,,multimea tuturor
cardinalilor”, ,multimea tuturor multimilor”, ,multimea multimilor care nu se contin ca
element” (paradoxul lui Russel?). Prezentdm acest paradox: presupunem ci existd multimea
multimilor care nu se contin ca element si o notim cu C (in notatie moderna,
C={4|A4 ¢ A}). Evident, are loc: sau C € C, sau C ¢ C. Daca C € C, atunci C ¢ C din
definitia lui C, contradictie. Daca C ¢ C, atunci C nu satisface conditia de definitie a lui C,
deci C € C, contradictie.

Aceste paradoxuri au putut fi eliminate de feoria axiomatica a multimilor, care, printre
altele, nu permite existenta multimilor ,,foarte mari”, care apar mai sus. O primd axiomatizare
a fost datd de Zermelo® in 1908. Una din axiomele sale (care evitd aparitia paradoxurilor de
tipul de mai sus) este Axioma selectiei (sau a specificarii), care in esentd spune cda, datd o
,.proprietate” * P si o mulfime A, exista multimea elementelor din A care satisfac proprietatea
P. Cu alte cuvinte, o proprietate nu determina o multime (ca in definitia originald a lui
Cantor), ci, data o multime A, se poate vorbi doar de existenta submultimii lui A formata din
elementele lui 4 care satisfac P.

In 1905 Richard construieste un paradox de alt tip (simplificat ulterior de Berry si publicat
de Russel in 1906). Sa consideram urmatorul concept:

,»cel mai mic numar natural care nu poate fi definit cu mai putin de 17 cuvinte”.

Daca acest numadr ar exista, atunci el poate fi definit cu 16 cuvinte, chiar de enuntul anterior
(care are 16 cuvinte, numadrati). Contradictia obtinuta aratd cd nu existd un astfel de numar. Pe
de alta parte, multimea numerelor naturale care pot fi definite cu cel mult 16 cuvinte este
finitd (caci multimea frazelor cu cel mult 16 cuvinte care definesc un numdr natural este
finitd) si deci exista numere naturale care nu pot fi definite cu mai putin de 17 cuvinte. Cel

mai mic dintre acestea este un numar... care nu poate exista, conform celor de mai sus!

% Bertrand Russel (1872-1970), matematician si filozof britanic.
? Ernst Friedrich Ferdinand Zermelo (1871-1953), matematician german.
* Mai precis, este vorba de un predicat cu o variabil libera.



4 L. Logica, multimi, axiome

Paradoxul de mai sus are alta sursa, si anume ambiguitatea limbajului natural, obignuit. Ce
inseamna exact a defini un numar natural?

Din consideratiile de mai sus rezulta ca, pe lingd o axiomatizare a teoriei multimilor,
trebuie restrins limbajul natural la citeva modalititi bine precizate si simple de exprimare. In
enunt matematic. Aceste scopuri sint realizate de un /imbaj formal. Vom prezenta un astfel de
limbaj (de fapt, este vorba de un limbaj semi-formal, prezentat intuitiv; o prezentare riguroasa
a unui limbaj formal depaseste cu mult cadrul si scopurile noastre). Cu aceasta ocazie, vom

sublinia anumite aspecte de logica matematica.

I.2. Principiile axiomaticii Zermelo-Fraenkel

In teoria axiomatica a multimilor (axiomatizarea Zermelo-Fraenkel-Skolem, acceptati in
cvasitotalitatea matematicii moderne) toate obiectele sint multimi.

Altfel spus, nu se face distinctie intre conceptele ,,element” si ,,multime”. Acest punct de
vedere este firesc, dacd ne gindim cd o multime poate fi element al altei multimi; in plus, o
teorie axiomaticd trebuie sa porneascd de la un minim de notiuni primare si distinctia intre
element i multime ar complica lucrurile inutil.

Prezentam citeva elemente din teoria axiomaticd Zermelo-Fraenkel-Skolem (ZFS) a
multimilor. Pentru o tratare mai detaliata, incluzind multe teme interesante (ordinali, cardinali,
axioma alegerii etc.), vezi SCORPAN [1996].

Nu putem defini un obiect fara a face referire la alte obiecte, presupuse cunoscute. Aceste
obiecte ,,cunoscute” trebuie la rindul lor definite... Se vede ca acest proces nu poate continua
la infinit. Asadar, trebuie sa consideram in cele din urma notiuni care nu se definesc (notiuni
primare); orice alte obiecte vor fi definite pornind de la notiunile primare. Aceasta idee este la

baza oricarei teorii axiomatice.

In axiomatizarea teoriei multimilor, notiunile de multime si de relatie de apartenenti se
considera notiuni primare (nu se definesc). Toate obiectele teoriei sint multimi (in particular,
toate elementele unei multimi sint tot multimi!). Aceste notiuni satisfac un set de axiome
(care, Intr-un anumit sens, definesc obiectele respective). Altfel spus, nu ne interesaza ce sint
multimile, ci cum se comporta unele fata de altele si fata de relatia de apartenenta.

Axiomele stabilesc regulile care se aplica obiectelor abstracte numite multimi si relatiei
de apartenenta. Lista axiomelor este de fapt o lista de propozitii (din limbajul formal al teoriei

multimilor, pe care il vom descrie) care sint declarate si acceptate ca adevarate. Orice altd
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afirmatie despre multimi trebuie demonstratd pornind de la axiome. In acest mod se deduc

toate proprietatile ,,uzuale” ale teoriei multimilor.

Desi, dupa cum am spus, in teoria axiomatica elementele unei multimi sint tot multimi, vom
adopta (pe cit posibil), pentru a nu crea confuzii cititorului, distinctia traditionala in notatie: in
general, vom nota multimile cu majuscule: A, B, ..., 1ar elementele multimilor cu minuscule:
a, b, .... Dacd 4 este o multime si a este un element al lui 4, atunci scriem a € A4 (citit ,,a

apartine lui A” sau ,,A contine pe a’’). Dacd a nu este element al multimii 4, scriem a ¢ A.

Axiomele teoriei (cu exceptia Axiomei extensionalitdtii) sint toate de urmatorul tip: fiind
date una sau mai multe multimi, se garanteaza existenta unei noi multimi cu anumite
proprietati (construitd cu ajutorul multimilor initiale). Cu alte cuvinte, axiomele descriu
constructii permise in cadrul teoriei. Se regaseste astfel motivul pentru care a fost creata
teoria: evitarea paradoxurilor generate de constructii de multimi ,,prea mari”, prin precizarea

clara a regulilor de constructie de noi multimi.

I.3. Limbajul formal al teoriei axiomatice ZF a multimilor

Aceasta sectiune poate fi omisa la o prima lecturd. Cititorul care cunoaste regulile de
manipulare a expresiilor logice formale, continind operatori logici si cuantificatori, poate
trece direct la sectiunea urmdtoare. In esenta, se descriu explicit regulile de formare a unui
expresii a limbajului formal, adicd a unui enunt privitor la multimi (,,sintaxa limbajului”) si
care este sensul acestor enunturi (,,semantica limbajului”). Intuitiv, o expresie a limbajului
formal este o expresie logica, construita (conform regulilor cunoscute de la Logica, folosind
operatori logici si cuantificatori) din enunturi de forma x € y §i x =y, unde x §i y numesc
multimi. De exemplu, (VA) (VB){[(Vx) (xe A < xe B)] > A=B} este o expresie a

limbajului formal.

Axiomele teoriei sint enunturi ale limbajului formal care sint declarate adevarate (vezi

sectiunea urmatoare).

Pentru a putea enunta axiomele teoriei multimilor, avem nevoie de prezentarea (intuitivd) a
limbajului formal al acestei teorii. Subliniem cad nu este vorba de o formalizare propriu-zisa.
Un limbaj formal prezentat riguros ar ocupa zeci de pagini (un exemplu de astfel de
formalizare, in cadrul axiomatizdrii Godel-Bernays a teoriei multimilor, poate fi gésit in
REGHIS [1981]). Mai intii descriem sintaxa limbajului (regulile dupa care putem forma

expresii corecte ale limbajului formal).
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3.1 Definitie. Un enunt al limbajului formal (numit §i expresie a limbajului formal) este un
sir finit de simboluri, format dupa anumite reguli, descrise mai jos. Din punct de vedere
intuitiv, un enunt exprima un fapt bine determinat despre obiectele la care se referd (adica
despre multimi, in cazul nostru).

Descriem acum tipurile de simboluri si regulile de constructie a expresiilor limbajului
formal (adica sintaxa limbajului):

1)  Existd simboluri de tip nume (pe scurt, nume), care denumesc multimi (acestea sint
singurele obiecte pe care le consideram!). Numele sint de doud feluri: nume constante (pe
scurt, constante), care se refera la un obiect bine precizat; nume variabile (pe scurt, variabile),
care noteaza un obiect generic (arbitrar, neprecizat). Se presupune ca avem la dispozitie o
colectie suficient de mare de nume constante si variabile. Exemple de nume: x, y, a, b, ¢, A4,
B,...

11) Existd simbolurile care noteaza relatii: relatia de egalitate, notatd cu simbolul =, si
relatia de apartenentd, notatd cu simbolul € . Daca x, y sint nume (constante sau variabile),
atunci urmatoarele siruri de simboluri sint expresii ale limbajului formal:

x =y (citit ,x este egal cuy”);
x € y (citit ,,x apartine lui y” sau ,,x este element al lui y” sau ,,y contine pe x ).

1i1) Conectorii (sau operatorii) logici sint simboluri care se folosesc pentru a exprima
proprietati mai complexe, pentru a combina mai multe expresii Intr-una noud. Operatorii
logici sint:

A (conjunctia, ,,$1”);
Vv (disjunctia, ,,sau’);
— (negatia, ,,non”)

Daca E, F sint expresii (deja construite), atunci sint expresii i urmatoarele siruri de

simboluri:
E A F (citita ,, E si F”7);
E v F (citita ,, E sau F'”);
—F (cititd ,,non E”).

1v) Cuantificatorii logici sint urmatoarele simboluri:

V (numit cuantificatorul universal i citit ,,oricare”),
3 (numit cuantificatorul existential si citit ,,exista”).

Cu ajutorul cuantificatorilor (numiti uneori §i cuantori) se precizeaza daca, intr-o expresie,
o variabila se referd la toate obiectele sau mdacar la un obiect. Daca E este o expresie a
limbajului si x este o variabila, atunci:

(Vx)E este expresie (cititd ,,pentru orice x are loc E” sau ,pentru orice x, E este
adevarata "),
(Ix)E este expresie (citita ,,existd x astfel incit are loc £ sau ,,existd x astfel incit £

este adevarata”).
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v) Parantezele rotunde (, ) au rolul de a elimina ambiguitatile. Astfel, in constructiile
precedente, se scrie de exemplu (E) A (F) in loc de E A F, sau (Vx)(E) 1n loc de (Vx)E daca
pot aparea confuzii. Uneori, pentru un plus de claritate, se pot folosi si parantezele patrate [ |

sau acoladele { }, dupa regulile uzuale cunoscute.

Singurele expresii (enunturi) admise ale limbajului formal sint cele construite respectind

regulile precedente.

Variabilele unei expresii pot fi libere sau legate. Spunem ca variabila x este libera in
expresia E dacd x apare in E, dar £ nu contine nici o cuantificare a lui x (adica nici Vx, nici Ix
nu apar in E). Spunem ca variabila x este legata in E dacd E contine un subsir de simboluri de
forma (Vx)F sau (3x)F (unde F este o expresie).

Daca expresia E contine variabilele /ibere x, ..., x,, vom sublinia uneori acest lucru scriind
E(xi, ..., x,). Fiind date constantele cy, ..., ¢,, prin inlocuirea peste tot in £ a variabilei x; cu
c1, alui xp cu ¢y, ..., a lui x, cu ¢, se obtine o noud expresie, notata cu E(cy, ..., ¢,). Daca
X1, ..., X, sint toate variabilele libere din E, atunci E(cy, ..., c,) este o propozitie (adica o
expresie care nu are variabile libere). O expresie care are variabile libere se mai numeste

predicat.

3.2 Exemple. Presupunem cad x, y, z sint variabile si a, b sint constante. Aratati ca
urmatoarele siruri de simboluri sint expresii:
x €y, (Vx)(x € y); (a € b) A(x=y); =((a € D) A (x =y)); (V2)A)(x € y).
Care sint variabilele libere din fiecare?
Sirurile de simboluri: x(Vy); x = € ; Vy nu sint expresii corecte ale limbajului formal (de
ce?).

Sa trecem acum la interpretarea sensului expresiilor (adicd semantica limbajului).
Reamintim cd o expresie care nu contine variabile libere se numeste propozitie. Oricarei
propozitii 1 se asociazd o unicd valoare de adevar, dupa regulile descrise mai jos. Valorile de
adevar sint: 0 (sau fals), si 1 (sau adevarat). O propozitie cu valoarea de adevar 0 se numeste
propozitie falsa; o propozitie cu valoarea de adevar 1 se numeste propozitie adevarata. O

propozitie nu poate fi simultan falsd si adevarata.
Descriem acum regulile de determinare a valorii de adevér a unei propozitii date.

Fie a, b constante si x, y variabile.
1) Propozitiile de forma a = b sint adevarate exact atunci cind a si b denumesc acelasi
obiect.
1) Valoarea de adevar a propozitiilor de forma a € b nu poate fi precizatd acum; acest
lucru este descris de axiome (in paragraful urmator). Evident, intuitiv, a € b este

adevaratd daca si numai dacd multimea numita a este un element al multimii numita
b.



8 L. Logicd, multimi, axiome

ii1) O propozitie de forma E A F' (unde E si F' sint propozitii) este adevaratd daca si
numai daca E si F' sint ambele adevarate.

iv) O propozitie de forma E v F este adevaratd daca si numai daca mdcar una din
propozitiile £ si F' este adevaratd (adica sau E, sau F, sau atit £ cit si F sint
adevarate).

v) O propozitie de forma —E este adevaratd dacd si numai daca propozitia E este falsa.

vi) O propozitie de forma (Vx)E(x) (unde variabila x este liberd in E) este adevarata
daca si numai daca pentru orice obiect ¢ propozitia E(c) este adevarata.

vii) O propozitie de forma (Ix)E(x) (unde variabila x este libera in E) este adevarata
dacd si numai dacd exista mdcar un obiect c astfel incit propozitia E(c) sa fie

adevarata.

3.3 Observatie. Valoarea de adevér a propozitiilor de tipul £ A F, E v F se poate defini

prin tabele de adevar. 1ata tabelul de adevar pentru E v F, construit dupa regula iv):

E F EVvF
1 1 1
1 0 1
0 1 1
0 0 0

S-au scris pe linii toate combinatiile posibile de valori de adevar pentru E si F. Tabelul se
citeste pe linii: de exemplu, linia 3 a tabelului spune, ca, daca E are valoarea de adevar 0, iar F'

are valoarea de adevar 1, atunci £ v F are valoarea de adevar 1.

3.4 Definitie. a) Doua propozitii £ si F' se numesc echivalente dacd au aceeasi valoare de
adevar. Scriem aceasta sub forma £ = F.

b) Definitia se poate extinde la expresii oarecare. Doud expresii £ si F sint numite
echivalente daca:

- E s1 F contin aceleasi constante si aceleasi variabile (fie x, ..., x, variabilele din E si F);

- orice variabila care este libera in E este libera in F, si reciproc;

- propozitiile (Vx1)(Vx2)...(Vx)E(x1, ..., x,) st (Vx1)(Vx2)...(Vx,)F(x1, ..., X,) au aceeasi
valoare de adevar.

Scriem atunci E = F'sau E(xy, ..., x,) = F(x1, ..., x,), evidentiind variabilele libere.

3.5 Exercitiu. Daca E, F'si G sint expresii, atunci au loc echivalentele :
—(EAF)=(=E) Vv (=F); —(EvVv F)=(=E)A (=F); (legile lui DeMorgan)
(EAF)vG=(EvG)A(FVvG) (distributivitatea lui v fata de A )
EVIOAG=(EAG)V(FAG) (distributivitatea lui A fata de v )
—((Vx)E) = (Ix)(—FE); —((Ax)E) = (Vx)(—E) (legile de negare a cuantificatorilor).
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De exemplu, —(E A F) = (=E) v (=F) se poate demonstra cu urmatorul tabel de adevar:

E F EAF | ~(EAF) —FE —F (—FE) v (=F)
1 1 1 0 0 0 0
1 0 0 1 0 1 1
0 1 0 1 1 0 1
0 0 0 1 1 1 1

Identitatea coloanelor —(E£ A F) si (=FE) v (—F) demonstreaza echivalenta ceruta.
Legile lui DeMorgan arata ca am fi putut reduce setul de conectori logici si cuantificatori,

de exemplu la V, —, A.

Toate regulile de calcul cu expresii logice si toate tautologiile demonstrate la partea

de Logica ramin valabile pentru expresii ale limbajului formal al teoriei multimilor.

3.6 Definitie. Pentru a face scrierea mai inteligibild, introducem urmaétoarele prescurtari
uzuale. Fie E, F expresii. Atunci scriem:

E — Finloc de (—F) v F si citim ,,E implica F” sau ,,daca E, atunci F™;

E & Finlocde (E — F) A (E — F) si citim ,,E este echivalent cu F”.

3.7 Exercitiu. Scrieti tabelele de adevdr pentru conectorii — si «<». Dacd E si F sint

propozitii, E <> F este adevarata daca si numai daca £ si F au aceeasi valoare de adevar.

Insistam asupra implicatiei, —. Se justificd intuitiv cd E — F este acelasi lucru cu
(—E) v F, astfel: "E — F" inseamna "daca E este adevarata, atunci F' este adevarata". Altfel
spus, sau E este falsd (adica are loc —F), sau E este adevaratd si atunci automat F este
adevaratd (adica are loc F); pe scurt, (—E) v F. Este important de constientizat aceasta
echivalentd logica, utild mai ales cind trebuie negatd o implicatie (lucru care intervine
frecvent, de exemplu in cazul demonstratiilor prin reducere la absurd). Astfel, faptul ca
E — F este falsa inseamna ca are loc (E— F)=-—(—E)v F)=E A (—F) (ipoteza este
adevaratd si totusi concluzia este falsd). Aceastd interpretare este conformd cu intuitia
(,,bunul-simt”). De altfel, concluziile bazate pe un calcul logic formal trebuie totdeauna
interpretate intuitiv, proces absolut necesar in Intelegerea unor demonstratii (sau in gasirea

unor solutii la o problema data).
Ca si la partea de logica, vom scrie

E = F daca £ — F este adevarata

FE < F daca E < F este adevarata.

Vom mai folosi si alte prescurtari, larg utilizate, de exemplu x #y pentru — (x =y) sau

x ¢ yinloc de — (x € y).
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I.4. Axiomele extensionalitatii, reuniunii, multimii partilor

Prezentam citeva elemente din teoria axiomaticd Zermelo-Fraenkel-Skolem (ZFS) a
multimilor. Pentru o tratare mai detaliata, incluzind multe teme interesante (ordinali, cardinali,
axioma alegerii etc.), vezi SCORPAN [1996].

Nu putem defini un obiect fara a face referire la alte obiecte, presupuse cunoscute. Aceste
obiecte "cunoscute" trebuie la rindul lor definite... Se vede ca acest proces nu poate continua
la infinit. Asadar, trebuie sa consideram in cele din urma notiuni care nu se definesc (notiuni
primare); cu ajutorul lor vom putea defini alte obiecte. Aceasta este un principiu de baza in

orice teorie axiomatica.

In axiomatizarea teoriei multimilor, notiunile de multime si de relatie de apartenenti se
considera notiuni primare (nu se definesc) si foate obiectele teoriei sint multimi (in particular,
toate elementele unei multimi sint tot multimi!). Aceste notiuni satisfac un set de axiome
(care, Intr-un anumit sens, definesc obiectele respective). Altfel spus, nu ne interesaza ce sint
multimile, ci cum se comporta unele fata de altele si fatd de relatia de apartenentd. Axiomele
stabilesc regulile care se aplicd obiectelor abstracte numite multimi si relatiei de apartenenta.

Lista axiomelor este de fapt o lista de propozitii (din limbajul formal construit anterior)
care sint declarate si acceptate ca adevarate. Orice alta afirmatie despre multimi trebuie
demonstratd pornind de la axiome. In acest mod se deduc toate proprietitile ,,uzuale” ale

teoriei multimilor.

Desi, dupa cum am spus, in teoria axiomatica elementele unei multimi sint tot multimi, vom
adopta (pe cit posibil), pentru a nu crea confuzii cititorului, distinctia traditionala in notatie: in
general, se noteaza multimile cu majuscule (A, B, ...), iar elementele multimilor cu minuscule
(a, b, ...). Dacd A este o multime si a este un element al lui 4, atunci scriem a € 4 (citit ,,a

apartine lui A” sau ,,A contine pe a’’). Dacd a nu este element al multimii 4, scriem a ¢ A.

4.1 Axioma extensionalitatii (sau a extensiei): Pentru orice doua multimi A si B, avem :
[(Va)(ae A< ae B)]—A=8B.
Mai riguros spus, propozitia urmatoare este adevarata:
(VA) (VB) {[(Va) (a € A <> a € B)] > A =Bj}.

Aceasta axioma nu spune decit cad o multime este determinata de elementele sale. Cu alte
cuvinte, daca doua multimi au aceleasi elemente, atunci multimile coincid.

Observam ca are loc si implicatia inversa: dacd 4 = B, atunci orice element a care apartine
lui 4 apartine si lui B. Acest fapt este evident: 4 si B denumesc acelasi obiect, deci orice enunt

referitor la 4 este adevarat si pentru B (si reciproc).
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Daca 4 si B sint doud multimi, vom scrie 4 < B (51 citim A4 inclus in B sau A este
submultime a lui B sau B include pe A) daca orice element al lui 4 apartine si lui B:
(Va) [(a € A) — (a € B)].
In caz contrar, notim A4 ¢ B.
Cu aceasta notatie, avem: (VA) (VB) [(A=B) < (A< B ABcA)].

Pe aceasta proprietate se bazeaza majoritatea demonstratiilor de egalitate de multimi.

4.2 Observatie importanta. Atentie la folosirea cuvintelor include si contine:

- ,,X contine pe y” Inseamna ca ,,y este un element al multimii x”’;

- ,,X include pe y” inseamna ca ,,y este o submultime a multimii x” (adica orice element al
lui x este si element al lui y).

Evident, sensurile sint diferite!

De exemplu, o dreapta este inclusa intr-un plan, in timp ce un punct este continut in plan.

Axiomele care urmeaza sint toate de urmatorul tip: fiind date una sau mai multe multimi,
se garanteaza existenta unei noi multimi, cu anumite proprietati (construitd cu ajutorul
multimilor initiale). Cu alte cuvinte, axiomele descriu constructii permise in cadrul teoriei. Se
regaseste astfel motivul pentru care a fost construita teoria: evitarea paradoxurilor generate de

constructii de multimi ,,prea mari”.

4.3 Axioma multimii partilor unei multimi. (VM) (3P) (VA)(A € P < A < M)).

In cuvinte: fiind datd o multime M, existd o multime P astfel incit elementele lui P sint
exact submultimile lui M.

Multimea P a cdrei existentd este postulatd mai sus este unic determinata de multimea M.
Intr-adevar, daca si Q satisface conditia (VA4 (4 € Q <> 4 c M)), atunci avem, pentru orice
multime x: x € Q <> x € M < x € P. Din axioma extensionalitatii obtinem ca P = Q.

Notatia traditionala pentru P este P(M) (multimea partilor lui M).

4.4 Axioma reuniunii. Pentru orice multime A (subinteles: avind ca elemente tot multimi),
se admite existenta unei multimi ale carei elemente sint elementele multimilor din A, adica:
(VA) U) (Vx) [(x e U)«> (Fa) (a € A Ax € a)].
Pentru intelegerea acestei axiome, este util sa privim A ca pe o familie de multimi. Axioma
de mai sus nu face decit sa postuleze existenta reuniunii acestei familii de multimi.
Multimea U — a cdrei existentd este garantatd de axioma — este unic determinatd de A
(demonstrati!) si se noteaza U4 sau Uy < 4 x sau U{x | x € A}. Aceasta situatie evidentiazd din

nou futilitatea distinctiei dintre element i multime.
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L.5. Axioma-schema a selectiei. Axioma perechii

Axioma-schema a selectiei (numitd si Axioma-schema a specificarii sau Schema de
comprehensiune) nu este o simpld axioma, ci o schema de axiome. Mai precis, pentru orice
expresie cu o variabila liberd a limbajului formal se obtine o axioma. Asadar, avem de a face

cu o infinitate de axiome.

5.1 Axioma-schema de comprehensiune (a selectiei, a specificarii). Pentru orice
multime A §i pentru orice expresie cu o variabila libera P(x), exista submultimea elementelor

din A pentru care P este adevarata. Formal,
(VA)3B)(Vx)[x € B (x € A A P(x))].

Axioma extensionalitdtii asigurd ca 4 si P(x) determind unmic multimea B din enunt.
Aceastd multime se noteaza traditional:

{x € 4| P(x)} (citit,,multimea elementelor din 4 care satisfac P”).

Subliniem din nou ca se obtine cite o axioma pentru fiecare alegere a unei expresii P cu o
variabila libera. Nu se pot condensa toate aceste enunturi intr-unul singur, de tipul
(VE expresie cu o variabila libera)(VA)(3AB)(Vx)[x € B < (x € A A P(x))],
deoarece acesta nu este o expresie a limbajului formal (vezi definitia expresiilor limbajului

formal): P nu denumeste un obiect legitim (o multime), ci o expresie.

5.2 Observatie. Daca se presupune ca exista mdcar o multime® A, axioma de mai sus
asigurd existenta unei (unice) multimi ce nu contine nici un element, numita multimea vida si
notati cu &.’

Intr-adevir, fie P(x) : "x # x". Din schema de comprehensiune, existd & = {x € 4| x #x}.
Pentru orice x, avem x ¢ & (daca x € &, atunci x # x, absurd). Unicitatea lui & este o

consecintd a axiomei extensionalitatii (demonstrati!). Notam deci & := {x € 4 | x # x}.

5.3 Propozitie. Multimea vida este submultime a oricarei multimi. Formal
(VM)(D = M).
Demonstratie. Conform definitiei, avem & < M daca si numai daca
(Vx) (x € D —x € M).
Dar expresia (x € @ —x e M) este, conform definitiei, o prescurtare pentru

—(x € D) v (x € M), care este adevarata, caci —(x € ) este adevarata. O

> In axiomatizarea lui Zermelo din 1908, acest rezultat era enuntat ca axioma si era numit Axioma selectiei.
6 Acest fapt este postulat de axioma infinitatii, enuntatd mai jos.
" Nu este litera greceasca majuscula phi, @, ci un simbol matematic derivat dintr-o literd norvegiana, @.
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5.4 Observatie. Putem acum defini si alte ,,operatii cu multimi”. Astfel, pentru orice doua
multimi 4 si B, folosind schema de comprehensiune, existd multimile:
ANB = {x € A | x € B} (numiti intersectia lui 4 si B)
A\B :={x € A|x ¢ B} (numita diferenta lui A si B).
Demonstrati ca A( 1B = B[ 1A. Aratati ca, in general, 4 \ B # B\ A4.

Termenul de comprehensiune descrie modalitatea de a preciza o multime prin enuntarea
unei proprietati pe care o au doar elementele multimii §i numai ele. S-a vazut ca aceasta
modalitate, care a stat la baza teoriei naive a multimilor, duce la paradoxuri; schema de
comprehensiune restringe aceastd modalitate doar la posibilitatea urmatoare: pentru orice

multime data M si orice ,,proprietate” P, existd submultimea elementelor lui M care satisfac P.

5.5 Axioma perechii.’ Fie a si b doud multimi. Atunci existd o mulfime ¢ care are drept
elemente pe a §i pe b si numai pe ele. Formal:
(Va)(Vb)dc)(Vx) [(x e c) > (x=avx=D)]

Din axioma de extensionalitate, multimea ¢ de mai sus este unic determinatd de a si b
(demonstrati!). Aceastd multime se noteaza {a, b} si se citeste ,,multimea formata din

elementele a si b”.

5.6 Observatie. Ce se intimpld daca, In axioma de mai sus, a = b? Datd a o multime,
aplicind axioma perechii multimilor a si a, existd o unica multime c care are drept element pe
a si numai pe el. Formal,

(Va)3e) (V) [(x € ¢) > (x = a)]
Aceastd multime se noteaza cu {a} si se citeste ,,multimea formatd din elementul a”.

5.7 Exercitiu. Fie a si b multimi. Demonstrati ca exista reuniunea lor a U b (adica unica
multime cu proprietatea Vx[(x € a U b) < (x € a v x € b))).
Demonstratie. Din axioma perechii, existd {a, b}. Aplicind axioma reuniunii multimii
{a, b}, existda o multime U cu proprietatea cd, pentru orice x, are loc
(x € U) & @[ € {a, bH)Alx € y)]
Cumy € {a, b} < [(y = a)v(y = b)], deducem ci are loc, pentru orice x:
(x € U) & (x € a)v(x € b)]. O

5.8 Exercitiu. Fie a, b, ¢ multimi. Demonstrati cd existd multimea {a, b, c}, adica unica

multime Tcu Vx[(x €e T) & (x=avx=bvx=c)].

8 Sensul cuvintului »pereche” este aici de ,,pereche neordonata”.
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Demonstratie. Din axioma perechii, aplicatd multimilor a si b, existd {a, b}. Aplicind
aceeasi axioma multimii ¢, existd {c}. Din exercitiul precedent, exista {a, b}U{c}=:T.
Avem, pentru orice x. (x € T) <> [(x € {a, b})v(x € {c})], adica

xel<[x=avx=bvx=c]. O

Pe lingd comprehensiune, o multime se mai poate preciza prin extensiune, adica prin
enumerarea tuturor elementelor sale. Astfel, fiind date elementele xi, ..., x,, existd multimea X
ale carei elemente sint exact xy, ..., x,,. Scrierea X = {x, ..., x,,} este o prescurtare a scrierii

(VX)) (x e X (X=X VX=X2V ... VX=Xp)).

5.9 Definitie. Fie M o multime. Dacd 4 < M, adica 4 apartine multimii partilor lui M,
P(M), definim complementara lui A (fata de M) ca fiind multimea M \ 4. Complementara lui
A se noteazd [4 sau C, 4 daci existi pericol de confuzie. Evident, (4 este tot o submultime
alui M. Daca, 4, B € P(M), diferenta simetrica a multimilor A si B este multimea

AAB :=(A\B)U (B\ A).

5.10 Propozitie. Pentru orice multimi A, B, C, au loc relatiile:

) NNA=D,DUA=A, A\ D=4, A\ A =;

ii) ANBc A, ANB < B, A < AUB, B < AUB;

iii) ANB = BNA, AUB = BUA;

iv) AN(BNC) = (ANB)NC, AUBUC) = (AUB)UJC;

v) ANBUC) = (ANBUMANC), AUBNC) = (AUBN(AUC);

vi) AUA =4 = ANA.

Demonstratie. v) A(BUC)={xe 4 |xe BUC} ={x e 4 |xe B v x e C}. Avem deci,
pentru orice x: x € ANBUC) & x €4 A(x e B v x € C). Insa stim de la logica formula
PA(gVvr) = (pAq)Vv(par) (distributivitatea lui A fatd de v). Astfe, xe A A(xe Bvxe ()<
xeArxeB)vixedrxe ) xe ANBvx e ANC < x e (ANB)U (4NC).

Celelalte relatii sint propuse ca exercitiu. O

Exercitii

1. Fie 4, B multimi. Scrieti o expresie a limbajului formal care sa semnifice ca:
a) Multimea 4 nu este inclusa in multimea B.
b) A # B (folositi doar relatia de apartenentd).
¢) 4 contine macar un element.
d) A4 contine cel mult un element.

e) A este submultime a oricdrei multimi.
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f) A este element al oricarei multimi.

g) Bc UA.

Pentru fiecare enunt de mai sus, negati enuntul respectiv si scrieti negatia in limbaj natural
si in limbaj formal.

2. Dati exemplu de multime 4 cu proprictatea 4 # & si U4 = &. Cite astfel de multimi exista?
3. Are loc intotdeauna U4 < 4? Dar U4 o A4? Justificati.
4. Demonstrati ca, pentru orice doud multimi 4, B, are loc: 4 € B <> AUB =B < A(\B = A.

5. Fie M o multime si 4, B, C € P(M). Atunci au loc:
a) C(4UB) = C4) N (CB).
b) C(4NB) = (C4) U (CB).
c)A\B=4NCB.
d) AAB = BAA = (AUB) \ (AB).
¢) (AAB)AC = AA(BAC).
) AND = A.
g) ANBUC) = (AAB)U(AAC).

I.6. Relatii, functii

Sa trecem la un alt concept fundamental, anume la cel de functie. Pentru aceasta, avem

nevoie de notiunea de cuplu (pereche ordonata).

Intuitiv, notiunea de cuplu (pereche ordonata) format(a) de elementele a si b difera de
multimea {a, b}, prin faptul ca avem o ,,ordine”: a este primul, iar b este al doilea. Aceasta

distinctie intre a si b se realizeaza prin:

6.1 Definitie. Fie ¢ si » multimi. Aplicind axioma perechii multimilor a si a, exista
multimea {a}; existd si {a, b}. Aplicind din nou axioma, existd multimea {{a}, {a, b}}, care
se noteazd cu (a, b) si se numeste perechea ordonata (cuplul) format de a si b. Observati ca,
daca a = b, atunci (a, b) = {{a}}.

Aceastd idee de introducere a notiunii de cuplu este atribuitd lui Kuratowski. Are loc
proprietatea fundamentala urmatoare (demonstrati!):
6.2 Propozitie. Fie a, b, a', b’ multimi. Atunci are loc: (a, b)=(a', by <= a=a'sib=>b" 0

Astfel, spre deosebire de multimea {a, b}, in cuplul (a, b) conteaza ordinea elementelor a
si b; daca a # b, atunci (a, b) # (b, a), insa {a, b} = {b, a}.

Avind definitd notiunea de cuplu, definim notiunea de triplet:
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(a, b, ¢) :=((a, b), ¢)
si, prin recurenta, n-uplu, Vn > 3
(ai, ..., ay) =((ai, ..., an-1), an).

Are loc: (ay, ..., an) = (b1, ..., by) o ar=by A ... Na, = b,.

In manualele de liceu (si in multe alte carti de matematici), o functie definita pe o multime
A cu valori intr-o multime B este ,,definitd” (mai bine spus descrisd) ca fiind ,,un procedeu
(lege), prin care oricarui element din A i se asociaza un unic element din B”. Intuitiv,
descrierea este corectd (dar vaga, deoarece foloseste notiunea nedefinitd de procedeu (lege));
in plus, se subintelege ca pentru orice functie se poate descrie un procedeu (algoritm) de
obtinere a imaginii oricarui element prin functia datd. Acest lucru nu este necesar si in
matematicd se intilnesc exemple de functii pentru care acest fapt nu are loc.

Se observa insd cd o functie f: 4 — B este perfect determinata de graficul sau, adica de
multimea cuplurilor {(a, f(a)) | a € A}. Aceasta este si ideea definitiei conceptului de functie

in cadrul unei tratari riguroase. Incepem cu alte doua notiuni, si ele fundamentale:

6.3 Definitie. Fiec 4 si B multimi. Numim produsul cartezian’ al mulfimilor A si B
multimea 4 x B := {(a, b)|a € Anb € B}.

Avem dreptul de a defini o astfel de multime? Ar trebui sd ardtdm ca ne incadram in
schema de comprehensiune, adicd sd indicdm o multfime a carei existenta este certd, care sa
contind toate perechile de forma (a, b) cu ae 4 si b e B. Dar (a, b) = {{a}, {a, b}}.
Observam cda avem {a} € P(AUB)si {a, b} € P(AUB), deci {{a}, {a,b}} € P(P(AUB)).
Astfel, putem defini, respectind schema de comprehensiune:

A x B :={c e P(P(AUB)) | a)@b)[c=(a, b))rna € AADb € B]}.

Folosind produsul cartezian putem defini notiunile de relatie si de functie:

6.4 Definitie. Fie 4 si B doua multimi.

a) Numim relatie binara intre A si B (sau de la A la B) orice triplet de forma (4, B, p),
unde p < 4 x B. Uneori vom exprima acest fapt sub forma ,,p este o relatie intre 4 si B”. Daca
A = B, scriem (4, p) si spunem ca p este o relatie pe A. Adeseori, in loc de (x, y) € p se scrie
xpy. Daca sint subintelese multimile 4 si B, se spune, simplu, ,.,relatia p” in loc de (4, B, p).

b) O relatie binara f'de la 4 la B se numeste functie (sau aplicatie) definita pe A cu valori in
B daca pentru orice a € A exista un unic b € B astfel incit (a, b) € f. Formal:

(fcAxB) A (Va){(a € A) — (3b)[(b € B) A(a, b) € f]} A *)

(Va)(Vb)(VbY{(ae A)A(beB)A(b'e ByAn(a, b) e fA(a b)ef— (b=Db")}

Deoarece pentru orice a € A existd un unic b € B astfel incit (a, b) € f, se scrie:

? In onoarea lui René Descartes (1596-1650), al carui nume latinizat era Cartesius.
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Lflay=b"1nloc de ,,(a, b) € .

Se mai spune ,.f este o functie (aplicatie) de la A la B si se noteaza aceasta prin f: 4 — B
sau A—>B.

Din punct de vedere formal, notatia f: A — B nu este decit o prescurtare a expresiei (*).

Multimea 4 se numeste domeniul functiei f'; B se numeste codomeniul lui f. Orice element
a din domeniul lui /" se numeste argument al functiei f. Daca a € A s1 b € B astfel incit
fla) = b, b se numeste valoarea functiei fin a sau imaginea lui a prin f.

Pentru orice multime A, notdm cu 1,4 sau cu idy functia identitate a multimii 4, anume:
idy:A— A, idya)=a,Va e A.

Daca adoptam punctul de vedere naiv: o functie f: 4 — B este o ,,lege de corespondenta”
prin care oricdrui element a din 4 1 se asociazd un unic element f{a) din B, atunci multimea
{(a, la)) | a € A} < A x B se numeste graficul lui f. Astfel, definitia 6.4.b) identifica o functie

cu graficul ei.

6.5 Observatie. Conditia (*) se scrie, mai putin formalizat:
(fc AxB)siVa € A,3 b € B astfel incit (a, b) € f'si
Vae A, Vb, b' € B,(a, b) € fsi(a b") € fimplicab=5".

Observam ca, In expresii, sirurile de forma "(Va)(a € A)" se scriu adesea prescurtat
"Va € A". Aceasta conventie, larg raspindita, ascunde o capcand: o implicatie, de genul
(Va)[(a € A) — P(a)], se scrie adesea "Va € 4, P(a)", in care implicatia — nu apare
explicit. Trebuie constientizat acest fapt, mai ales cind apare necesitatea negarii unei astfel de
expresii: negatia ei este (3a){(a € 4) A =P(a)}, lucru care nu este clar din scrierea prescurtata

(dar este destul de clar din punct de vedere intuitiv).

Pentru multimile 4 §i B, se noteaza cu B multimea functiilor definite pe A4 cu valori in B:
B = {f < AxB | f este functie}.

6.6 Exercitiu. Fie 4 o multime. Cite functii ¢ : & — A (respectiv ¢ : 4 — ) exista?

6.7 Definitie. Fie / o multime (interpretatd ca ,,multime de indici”). O functie b : I — M,
unde M este o multime, se numeste familie de multimi indexata dupa I. Notatii traditionale
pentru aceasta notiune: (B;); < ; (unde B; := b(i)), sau {B; | i € I}.

Daca (B)); < 1 este o familie de multimi ca mai sus, reuniunea familiei (B;);c; este reuniunea
imaginii functiei b:

UA=UesBi = {x € M| 3i € Iastfel incitx € B;}.

Intersectia familiei {B;}ic; este, prin definitie:

NictBi:={xe M|Viel, x e Bj}.

De exemplu, daca I = {1, 2}, {B;}ic1= {B1, B2},

U{B\, B2} = Uier Bi = BiUBy; 1a fel, {B1, B2} = i1 Bi = Bi[1Ba.
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Se spune ca reuniunea familiei {B;}c; este disjuncta daca {B;};c; sint disjuncte doua cite

doua: pentru orice i, j € I, i #j implicd B \B; = <.

6.8 Propozitie. Pentru orice familie de multimi (B;); < 1 si orice multime A, au loc relatiile:
i) ANUieB)) = Uic/(ANB;)
it) AU(NieiBi) = Nic(AUB;)

Demonstratie. Exercitiu. O

6.9 Definitie. Fie f: A — B o functie. Daca C < 4, se defineste imaginea lui C prin f ca
fiind
fICl=1{y e B|@x)(x € CAflx)=y)}.
Am aplicat schema de comprehensiune. Uneori se scrie, mai putin riguros,
FIC = {fix) | x € C}.

Notatia traditionald pentru imaginea lui C prin f este f{C); nu se poate folosi o astfel de
notatie in teoria axiomatica a multimilor, pentru ca C poate fi simultan submultime a lui 4 si
element al lui 4 (puteti da exemplu de un astfel de caz?) si este foarte posibil ca f{C) (valoarea
in C a lui /) sd difere de f/[C] (imaginea submultimii C prin /). Totusi, astfel de situatii apar
rar in ,,matematica uzualda” si se scrie in majoritatea cazurilor f{C) pentru imaginea
submultimii C prin functia f.

Se noteaza Im f'=f[A4] (imaginea multimii 4 prin functia f) si se numeste imaginea functiei
f

Daca D c B, definim contraimaginea lui D prin f:

/D)= {x € 4|fx) € D).
Folosirea notatiei f ~! nu inseamn in nici un caz ca functia f'este inversabila i cd f arfi

inversa lui f'(vezi definitia 6.13).

6.10 Propozitie. Pentru orice functie f: A — B, orice familii de multimi (4,)ic1, cu A;c A
§i (B))i e s, cu B; € B, au loc relatiile:

i) f[Uicr 4] = Uier f[41].

it) f[Mier Ai] < Nier f[4i].

iii) 7 (es B) = esf ” (B).

W) S UerB) =Uesf " (B).

Demonstratie. ii) Fie y € f[Nic; 4;]. Avem de ardtat ca y € (ic/f[4;]. Dar y € f[Nics 4i]
inseamna ca dx e ;s 4; astfel incit fix) = y. Pe de altd parte, y € ();ie;f[4;] dacd si numai
dacd, Vi € I, 3x; € A; astfel incit y = flx;). Acest lucru este adevirat, caci dx e [;c; 4; astfel
incit fix) = y. O

6.11 Definitie. Se numeste inversa a unei relatii (A, B, p) relatia (B, A, »") unde
p~={(b a)|(a b) e p} =BxA.
Fie relatiile (4, B, p) si (B, C, 7). Relatia (4, C, 7°p), unde
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tep=1{(a,c) e AxC| (Ib)(b € BArapbnbtc)}

este numita compusa (sau compunerea) relatiilor 7 si p.

6.12 Propozitie. a) Fiind date functiile u: A — B, v: B — C, compusa vou este tot o
functie, veu : A — C, si, Va € A, are loc:

(veu)(a) = W(u(a)).

b) Pentru orice relatii (4, B, p), (B, C, 1), (C, D,n), avem (n°t)°p =n °(7°p) (compunerea
relatiilor este asociativd). In particular, compunerea functiilor este asociativd.

Demonstratie. @) Avem de aratat cd veu este functie. Fie a € 4. Atunci exista b € B astfel
incit (a, b) € u. Cum v este functie si b € B, existd ¢ € C astfel incit (b, ¢) € v. Din definitia
compunerii relatiilor, (a, ¢) € vou.

Aratam unicitatea lui ¢ € C cu proprietatea ca (a, c¢) € veu. Fie ¢, d € C astfel incit
(a, ¢) € veu s1 (a, d) € veu. Deci existd b € B astfel incit (a, b) € u si (b, ¢) € veu s1 exista
b' € B astfel incit (a, b') € u s (b', d) € v. Cum u este functie, avem b = b'. Cum v este functie,

avem ¢ = d. O

Se disting urmatoarele tipuri remarcabile de functii:

6.13 Definitie. Fie /: 4 — B o functie. Spunem ca f este:

1) functie injectiva daca: Vx, y € 4, f(x) =fy) =>x=y;

11) functie surjectiva daca: Vy € B, 3 x € A astfel incit f(x) = y;

1i1) functie bijectiva daca este injectiva si surjectiva;

1v) functie inversabila daca existd g : B — A (numita inversa lui /') astfel incit (gof)(x) = x,
Vx € Asi(fg)(y) =y, Vy € B.

Notind, pentru o multime M, prin 1), : M — M functia 1,/(x) = x, Vx € M (numita si functia
identitate a lui M, notatd si cu idy, sau id), conditiile ce definesc functiile inversabile pot fi

. A o - e - . o 1
rescrise Tn modul urmator: gof = 14, f°og = 15. Daca exista, inversa lui f'se noteaza f* .

6.14 Propozitie. Fie f: A — B si g : B — C functii. Atunci:

a) Functia f este inversabila < f este bijectiva,

b)Compunerea a doua functii injective (surjective) este functie injectiva (surjectiva);

¢) Functia gof este bijectiva = g este surjectiva §i f este injectivd. O
Definitia produsului cartezian poate fi extinsad la o familie de trei sau mai multe multimi,

sau, mai general, la o familie oarecare de multimi:

6.15 Definitie. a) Fiind date multimile 4;, 4,, 43 10, definim produsul lor cartezian:
A1 XA2 XA3 = (A1 XA2) XA3.

1% 1n aceasta ordine! De fapt, se da o familie de multimi indexati dupa {1,2,3}.
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Astfel, Va; € A, Va, € Ay, Vas € A3, notam ((a1, az), az), mai simplu, cu (a;, az, as).
b) Pentru orice n > 3 si orice familie de » multimi 4, 4, ..., 4,, definim (prin recuren[:é“):
Ay x Ay %o X Ay == (A1 X Ay X...x Ay —1) X Ap.
n
A x 4> x...x A, se mal noteaza cu HA, sau ngignA,-. DacaVie {1,2,...,n},a; € A;, se

i=1

n
noteaza ((ai, az, ..., an-1), an) € [ [ 4 cu (ai, az, ..., a). Astfel,
i-1

Arx Ay x..x Ay ={(a1, az, ..., ay) | a; € Aj, i = I,_n}
Incazul 4, =4,=... = A, =A,Ax Ax...x A(de n ori) se noteaza cu A".
c) Este necesara si o definitie in cazul general al unei familii oarecare de multimi (4,);cs,

indexata dupa o multime de indici /. Se defineste produsul cartezian [1ic 4
[Ticidi = {@: 1 — Uit 4| i) € A;, Vi € I}.

6.16 Observatie. Produsul cartezian definit ca la c), in cazul unei familii finite de multimi,
nu este exact acelasi cu cel definit la a) si b) si la 6.3. Existd insd o bijectie naturala intre
multimile obtinute prin cele doud definitii. De exemplu, daca /= {1,2}, avem functia
bijectiva S, definita pe {@: {1,2} — 4,U A4y | @i) € A;, Vi € I} cu valori in 4, x A, data de
Ao)=(p(1), @2)). Se pot astfel identifica notiunile de produs cartezian definite mai sus.

LI.7. Relatii de ordine si relatii de echivalenta

Relatiile de ordine si de echivalenta sint deosebit de importante in toata matematica si este

esentiala o buna cunoastere a proprietatilor lor.

Definim urmatoarele tipuri remarcabile de relatii pe o multime:

7.1 Definitie. Fie o multime nevida 4 si p o relatie pe A. Spunem ca relatia p este:

reflexiva daca apa, Va € A. Formal: (Va)(a € A — apa);

- ireflexiva daca Va € A, nu are loc apa;

- simetrica daca Va, b € A, apb — bpa;

- asimetrica dacd Va, b € A, apb — —bpa,

- antisimetrica dacd Va, b € A, (apb $i bpa) — a = b;

- tranzitiva dacd Va, b, c € A, apb si bpc — apc;

- relatie de echivalenta dacad este reflexiva, simetricd si tranzitiva. Pentru relatii de

echivalenta se folosesc notatii de tipul a = b, a ~ b in loc de apb.

"' Folosim o acceptie intuitiva a notiunii de definitie prin recurenti.
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- relatie de preordine daca este reflexiva si tranzitiva,

- relatie de ordine daca este reflexivd, tranzitiva §i antisimetricad. Pentru relatii de
(pre)ordine se folosesc In general notatii de tipul a < b in loc de apb.

- relatie de ordine stricta daca este ireflexiva si tranzitiva. Pentru relatii de ordine stricta

se folosesc in general notatii de tipul a < b in loc de apb.

7.2 Exercitiu. Exprimati definitiile de mai sus in termeni de incluziuni si compuneri de
relatii (si eventual de inverse). De exemplu, p este reflexiva inseamna ca idy < p ; peste
. Coa L o -l
simetrica inseamna cad p C p.

Daca < este o relatie de ordine pe A, scriem (4, <) si spunem ca (4, <) este multime
ordonata. Daca pentru orice a, b € A avem a < b sau b < a, atunci (4, <) se numeste multime
total ordonata (sau lant) si relatia < se numeste relatie de ordine totala. Uneori, pentru a
sublinia cd o anumiti relatie de ordine nu este totald, se spune relatie de ordine partiald. In
loc de a < b se scrie s1 b > a. Se observa ca, daca < este o relatie de ordine pe 4, atunci > este

tot o relatie de ordine.

7.3 Observatie. Daca < este o relatie de ordine pe 4, atunci relatia < pe 4, definita prin:
x<y e (x<y A x#y) este o relatie de ordine stricta pe A. Reciproc, dacd < este o ordine
strictd pe A4, atunci, definind x<y < (x<y v x=y) se obtine o relatie de ordine pe A.
Verificati! Asadar, existd o bijectie intre relatiile de ordine pe A4 si relatiile de ordine stricta pe
A. De aceea, orice definitie sau rezultat aplicabil unei relatii de ordine se aplica si relatiei de
ordine strictd asociate (§i reciproc).

7.4 Definitie. Fie (4, <) o multime ordonata si B o submultime a lui 4. Un element m € 4
se numeste minorant al lui B daca m < b, Vb € B. Un element M € A se numeste majorant al
lui B daca b < M, Vb € B. Submultimea B se numeste minorata (resp. majorata) dacd are un
minorant (resp. majorant). Dacd B contine un minorant m pentru B, spunem ca m este cel mai
mic element (sau primul element) al lui B. Daca B contine un majorant M pentru B, M se
numeste cel/ mai mare element (sau ultimul element) al lui B.

Daca B are un prim element m € B, acesta este unic: Vm' € B, avem m < m' (m este prim
element) si m'<m, deci m =m' din antisimetrie. La fel, ultimul element al lui B este unic
(daca exista).

Ca exercitiu, exprimati definitiile si proprietdtile de mai sus (date pentru relatii de ordine)
pentru relatii de ordine stricta.

7.5 Exemplu. Relatia de divizibilitate "|" pe N, data de:
Va, b € N (alb < Jc € N astfel incit b = ac)
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este o relatie de ordine, care nu este totala (nu are loc nici 2|3, nici 3|2); 0 este ultimul element
al lui (N, |) si 1 este primul element al lui (N, |). Relatia uzuala de ordine "<" pe N este totala,

0 este primul element al lui (N, <); nu exista ultimul element al lui (N, <).

O multime (4, <) cu proprietatea ca orice submultime nevidd B a lui 4 are un prim element
se numeste multime bine ordonata (caz in care relatia < pe 4 se numeste relatie de buna
ordine). Multimile bine ordonate sint foarte importante: pe o multime bine ordonata se poate
aplica un rationament prin inductie.

Orice multime bine ordonata este total ordonata (demonstrati!).

7.6 Definitie. Un element m al unei multimi ordonate (4, <) se numeste element maximal
al lui 4 daca, Vb € A cu m < b rezulta m = b. Un element m se numeste element minimal al lui
A dacd, Vb € A cu b <m rezultd m =b. De exemplu, I1n multimea ordonata N \ {0, 1} cu
divizibilitatea, 2 este element minimal. Care sint toate elementele sale minimale? Aceasta

multime nu are elemente maximale (de ce?).

7.7 Definitie. Fie (4, <) o multime ordonata si B o submultime a sa. Fie Maj(B) multimea
majorantilor lui B. Daca exista cel mai mic element al lui Maj(B), acest element se numeste
supremumul (sau marginea superioarda a) lui B si se noteaza sup B. Daca exista sup B =c,
atunci c este ,,cel mai mic majorant al lui B”, adica satisface conditiile:

- Vb € B, b < ¢ (c este majorant al lui B).

- V' € A astfel incit Vb € B, b < ¢', rezultad ¢ < ¢’ (¢ este mai mic decit orice alt majorant ¢’
al lui B).

»Dual” (considerind relatia de ordine >) se obtine notiunea de infimum (sau margine
inferioara) al submultimii B a lui (4, <), notat (daca exista!) cu inf B.

O multime ordonata (4, <) cu proprietatea cad orice submultime cu doua elemente a sa are
supremum si infimum se numeste /atice. Daca orice submultime a lui 4 are sup si inf, 4 se

numeste latice completa.

7.8 Exemple. a) Pentru o multime nevida oarecare M, multimea P(M) a partilor lui M este
ordonata de relatia de incluziune. Pentru orice 4, B € P(M), existd sup{d, B} = AUB si
inf{4, B} = ANB. (P(M), ) este chiar o latice completa.

b) (N, |) este o latice. Date numerele naturale q, b, cine este inf {a, b} sisup {a, b}?

¢) In multimea numerelor reale R, ordonati cu ordinea uzuali, orice submultime nevida
majoratd are supremum (aceasta este o proprietate fundamentald a lui R, esentiala in Analizd).

d) Nu orice submultime nevidi majorati a lui Q are supremum. Intr-adevar, multimea
A={xe Q| X< 2} este majoratd (de exemplu de 2) si nu are supremum. Intuitiv, sup 4
existd in R si este ~/2, care nu este numir rational (deci nu existd sup 4 in Q). Pentru o

demonstratie riguroasd, se poate proceda astfel. Mai intii se aratd cd 2 ¢ Q. Apoi, daci ar
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. o .2 . g . A .2
imposibil). Daca »~ < 2, atunci se gaseste un numar rational r; astfel incit » < r; s1 1~ < 2, ceea
. o . . 2 - -
ce contrazice faptul ca r=sup 4 (r; € 4 si r <r;). Analog, daca " > 2, se gaseste un numar
. oA .2 . 9 - .
rational r; astfel incit 0 <7, <7 i7" > 2, ceea ce contrazice faptul ca r este sup 4 (am gasit un

majorant 7, pentru 4 cu 1, < r).

Exerecitii

1. Fie 4, B, C, D multimi. Aratati cd (AUB)xC = (AxC)U(BxC) si ca (ANB)x(CND) =
(AxC)NANB)x(BND).
2. Daca (4, B, p) si (B, C, o) sint relatii, atunci (ov,o)_1 = p_loa_l.
3. Fie (4, p) o relatie pe multimea 4. Ce inseamna ca:
Didicpb) pocpe)pep sd)pp  =axdse) fp " cides D) idip=D.
4. Fie A, B multimi finite, cu m elemente, respectiv n elemente.
a) Cite elemente are AxB?
b) Cite relatii binare de la 4 la B exista?
c) Cite functii definite pe 4 cu valori in B exista?
d) Cite functii injective definite pe 4 cu valori in B exista?
5. Fie 4, B, C multimi. Aratati ca exista o functie bijectiva Intre multimile:
a) AxB si BxA;
b) (AxB)xC si Ax(BxC);
¢) (4" si (4"
d) (AxB)" si A< x BS,
e) 4™ si 4°x4°, daca BNC = @.
6. Fie f: A — B o functie. Sa se arate ca:
a) feste injectivd <> VC, D C A, are loc f[CND] = f[C]N f[D].
b) VCc 4,areloc f[C]1=F < C=.
7. Fie f: A — B o functie. Definim: fi: P(4) — P(B), f+(C) =f[C] (imaginea submultimii C
prin ), VC € P(4); 1 P(B) — P(A), £ (D) :ffl(D), VD e P(B). Sa se arate ca urmatoarele
afimatii sint echivalente:
a) f este surjectiva.
b) f* este injectiva.
c) f+ este surjectiva.
d) CF[x] < £[CX], VX € P(4).
8. Cu aceleasi notatii ca in exercitiul precedent, sd se arate cd urmatoarele afimatii sint

echivalente:
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a) f este injectiva.
b) f~ este surjectiva.
c) f+ este injectiva.

d) f[CX] c B [X], VX € P(4).

I.8. Axioma infinitatii. Multimea numerelor naturale. Inductie

In toatd matematica este esentiald multimea numerelor naturale N. Se pune problema unui
mod de a construi aceastd multime (sau, intrucit este vorba de un concept care poate aparea
drept primar, de a axiomatiza N). Vom ardta ca se poate da o constructie satisfacdtoare a lui N
in cadrul teoriei axiomatice a multimilor.

O modalitate de introducere a lui N este data de binecunoscuta axiomatica Dedekind-
Peano. Notiunile primare sint cele de numdr natural si functie succesor'”. Limbajul acestei
teorii axiomatice este format din:

- simbolul = (noteaza egalitatea a doua obiecte);

- simbolul 0 (noteazd un numar natural privilegiat fixat);

-nume variabile, constante, conectorii logici (ca la limbajul teoriei axiomatice a
multimilor), cu deosebirea ca numele denumesc acum obiectele acestei teorii, adicad numere

naturale.
Axiomele acestei teorii sint:

1. Existd un numar natural notat 0.
2. Pentru orice numar natural #z, existd un numar natural unic determinat, numit succesorul
lui n 1 notat s(n) sau n' (Vn)(3n+).
3. Orice doud numere naturale cu acelasi succesor sint egale: (Vm)(Vn)(m+ =n —>m= n).
4. 0 nu este succesorul nici unui numar natural: (Vn)(n+ #0).
5. (Axioma inductiei) Pentru orice predicat cu o variabild A(n) are loc:
[4(0) A (Yn)(A(n) — A(n")] — (Vm)A(m).
Observam ca axioma 5 (binecunoscutul principiu de demonstratie prin inductie) este de

fapt o schema de axiome.

Introducerea operatiilor cu numere naturale, a relatiei de ordine si deducerea principalelor

proprietati ale acestora folosind axiomatica Dedekind-Peano sint interesante si instructive.

"2 Tntrucit este vorba de o teorie axiomatica, functia succesor nu este a priori o finctie in sensul teoriei
multimilor (ci este o notiune primard); este adevarat insd ca in modelul pe care il construim, rolul functiei
succesor va fi jucat de o functie in sens uzual.
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Aceste aspecte fiind insa destul de cunoscute (vezi de ex. BECHEANU et al. [1983]), nu
insistdm in aceasta directie. Vom arata, in schimb, ca se poate modela sistemul axiomatic de
mai sus in cadrul teoriei multimilor, daca mai introducem o axioma (de fapt, acest model se
expune 1n general, cind se vorbeste de axiomatica Peano). Mai precis, vom construi o multime
N, un element 0 € N si o functie (in sens uzual) s: N — N, s(n) =n', care si satisfaca
axiomele de mai sus.

Instrumentele oferite pina acum de axiomele teoriei multimilor permit considerarea
urmatorului ,,$ir de multimi”:
B; {D}; (D, {D}}; {9, {9D}, {D, {D}}}5 .. (1)
Se observa ca, pentru fiecare termen x al sirului, urmatorul termen este x UJ{x}. Primul
termen are 0 elemente, al doilea are 1 element s.a.m.d. Ar fi tentant sa consideram drept
multime a numerelor naturale ,,multimea tuturor termenilor acestui sir”, & sa joace rolul lui 0,
iar functia succesor sa fie s(x) = x U{x}. Apar doud probleme: definirea riguroasd a ,,multimii
tuturor termenilor sirului (1)” si garantarea existentei unei astfel de multimi. Faptul ca exista o

multime care contine toti termenii sirului (1) este asigurat de o noud axioma:

8.1 Axioma infinititii. M) [T € M A (V) e M —yU {3} € M)].

Intuitiv, este clar cd axioma de mai sus garanteazd existenta unei multimi M care contine
toate multimile sirului (1); aceasta nu inseamna ca M contine doar aceste multimi. In teoria
axiomatica a multimilor, se adoptd urmatoarea strategie: se defineste riguros c/asa multimilor
din sirul (1) (aceasta va fi clasa ordinalelor finite); atunci multimea N a numerelor naturale va
fi obtinutd prin comprehensiune, ca fiind multimea acelor elemente din M (datd de axioma
infinitatii) care sint in plus ordinale finite. Apoi se demonstreazd cd toate aceste obiecte
satisfac axiomele Dedekind-Peano.

Nu intram in detaliile acestei abordari (vezi SCORPAN [1995]).

Este deosebit de importantd urmatoarea teorema, care sta la baza rationamentelor prin

inductie:

8.2 Teorema. Multimea numerelor naturale N este bine ordonata in raport cu relatia de

ordine uzuala. Altfel spus, orice submultime nevida a lui N are un prim element.
Nu demonstram acest enunt (pentru ca nu am construit riguros N ...).

Consideram utile citeva remarci si rezultate privind tehnica de demonstratie prin inductie.

Mai intii dam un rezultat denumit uneori ca o ,,varianta a principiului de inductie”:

8.3 Propozitie. Fie P(x) un predicat cu proprietatea cd, pentru orice numar natural n,
daca P(k) este adevarata pentru orice k < n, rezulta ca P(n) este adevarata. Atunci P(n) este
adevarata pentru orice numar natural n. Mai precis, are loc (subintelegem ca toate

variabilele sint in N):
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{Vn[(Vk (k<n— P(k)) = P(n)]} — (Vm)(P(m)).

Demonstratie. Mai intii observdm ca, in conditiille din enunt, P(0) este adevarata.
Intr-adevar, pentru n = 0 are loc implicatia: [Vk(k < 0 — P(k)] — P(0). Dar Vk(k < 0 — P(k))
este adevarata, deoarece k < 0 este falsa pentru orice £k € N (o expresie de forma p — ¢ este
adevirata daci p este falsd!). Deci P(0) adevarata.

Presupunem prin absurd cd existd n € N astfel incit P(n) sa fie falsd. Atunci multimea
nevidd {n € N | P(n) falsa} are un prim element a. Deci P(k) este adevarata, Vk < a, din
modul de alegere a lui a. Cum are loc implicatia (Vk(k < a — P(k)) — P(a), rezulta ca P(a)

este adevarata, absurd. O

Este remarcabil faptul ca acest rezultat are loc n orice multime bine ordonata. Propunem

cititorului sa reia ideea demonstratiei de mai sus pentru a arata :

8.4 Propozitie. Fie (4, <) o multime bine ordonata si fie P(x) un predicat cu proprietatea
ca, pentru orice n € A, daca P(k) este adevarata pentru orice k<n, k € A, rezulta ca P(n)
adevarata. Atunci P(n) adevarata pentru orice n € A. Mai precis, are loc (subintelegem ca
toate variabilele sint in A):

{Vn[(Vk (k<n— P(k)) — P(n)]} — (VYn)(P(n)). O

Un exemplu de aplicare a acestei propozitii este demonstratia teoremei polinoamelor
simetrice: Orice polinom simetric de n nedeterminate este polinom de polionoamele simetrice

fundamentale. (Aici multimea bine ordonati este N”, cu ordinea lexicografici).

Prezentdm o proprietate foarte importantd a lui N, a carei demonstratie ilustreaza principiul
de demonstratie prin inductie. Se presupun cunoscute operatiile de adunare si inmultire in N si

proprietatile lor.

8.5 Teorema (Teorema impartirii cu rest in N). Pentru orice numere naturale a, b, cu
b+#0, exista q, r € N astfel incit a=bqg +r si r=0 sau r < b (q se numeste citul iar r restul
impartirii lui a la b). In plus, q si r sint unic determinate cu aceste proprietdti.

Demonstratie. Fie b # 0 fixat. Demonstram prin inductie dupd a, aplicind 8.3. Mai precis,
consideram P(a): 3¢ 3r (g e NAre NAaa=bg+r Ar<b).

Pentru orice a < b, P(a) este adevarata, luind g =0, » = a. Presupunem acum ca a > b si
P(k) este adevaratd, Vk € N, k<a. Sa demonstram P(a). Cum a>b avem a—b € N si
a — b < a. Deci are loc P(a — b): 3q, rastfel incita—b=bg+rsir<b,adicaa=b(g+ 1) +r,
cur<b.

' Asadar, nu are rost si se arate ci P(0) este adeviarati cind se foloseste acest rationament prin inductie!
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Unicitatea: presupunem ca a = bg +r=>bt+ s, cu r < b si s < b. Pentru a face o alegere, fie
g>t, adicd g—t>0. Atunci b(g—t)=s—r. Cum s<b, rezultd ca s—r<b. Astfel,
b(q —t) < b, de unde obtinem g —t=0sis—r=0. O

Teorema impartirii cu rest este de o importantd covirsitoare in matematicd. O prima

aplicatie a ei este reprezentarea numerelor naturale intr-o baza data (vezi Exercitii).

1.9. Comentarii si completari privind axiomatica multimilor

In aceasta sectiune vom discuta cu titlu informativ anumite aspecte ale teoriei axiomatice a
multimilor. Pentru detalii, se pot consulta lucrari precum SCORPAN [1996], MANIN [1977].

Clase

Nu exista o ,,multime a tuturor multimilor”, caci acest concept conduce la paradoxuri.
Daca ar exista multimea tuturor multimilor, fie aceasta 4, atunci, conform schemei de
comprehensiune, ar exista si multimea C = {B € A | B ¢ B}. Se vede ca regasim paradoxul lui
Russel. Astfel de colectii ,,foarte mari” de obiecte apar insad frecvent Tn matematica (dorim de
exemplu sa vorbim de o proprietate pe care o au ,,toate” grupurile) si este necesara precizarea
unui cadru riguros pentru aceste situatii. O rezolvare rezonabild este datd de conceptul de
clasa.

In cadrul teoriei Godel-Bernays (GB), clasa este notiune primari (nu se defineste clasa, ci
este dat un set de axiome referitoare la clase; multimile vor fi un tip particular de clase — cele
care sint elemente ale altor clase). Teoria astfel dezvoltatd este insd considerabil mai
complicata decit ZFS '*.

In teoria ZFS, prin clasd se intelege o expresie cu o variabild liberd (un predicat cu o
variabild)">. Cu alte cuvinte, o proprietate nu mai defineste o mulfime de obiecte, ci este
privitd ea Insasi ca o entitate si o numim clasa. O clasa nu este un obiect al teoriei ZFS, ci o
expresie a limbajului formal (cf. comentariul de la axioma-schema a substitutiei). De
exemplu, predicatul P(x) : ,.,x =x” este evident satisfacut de orice multime x; acest predicat
defineste ,,clasa tuturor multimilor”. Abuzind de limbajul de la multimi, fiind datd o clasa
P(x), in loc sd se spuna ca un anumit x satisface P sau ,,P(x) este adevaratd”, se spune ,,x
apartine clasei P” sau ,,x este un element al clasei P”.

Observam ca orice multime a defineste o clasa, anume ,,x € a”.

" In plus, se poate arita ci orice enunt despre multimi, demonstrabil in GB, este demonstrabil in ZFS.
15 Aceastd interpretare pentru clase a fost prezentati de W. Quine in 1963.



28 L. Logicd, multimi, axiome

Reciproc, spunem ca o clasd P(x) corespunde unei multimi M daca are loc Vx (P(x) <>
x € M): obiectele care satisfac P sint exact elementele lui M. Uneori spunem in acest caz chiar
ca P este o multime.

In acest sens, clasa tuturor multimilor nu corespunde unei multimi. Demonstratia a fost
data chiar la inceputul acestui paragraf!

Se pot defini si operatii cu clase, prin analogie cu cele de la multimi. Astfel, daca P(x) si
O(x) sint clase, definim reuniunea claselor P si Q ca fiind clasa P(x) v Q(x); intersectia lor
este clasa P(x) A O(x). Cum s-ar defini diferenta lor? Dar faptul ca clasa P este inclusa in
clasa O0?

In aceastd terminologie, schema de comprehensiune nu spune altceva decit ca intersectia
dintre o clasa si o multime este o multime.

Apare acum destul de clar ca exprimari de genul ,,multimea tuturor grupurilor” nu sint
legitime, o exprimare corecta fiind ,,clasa tuturor grupurilor”. Notiunea de clasa este esentiala

in teoria categoriilor.

Axioma alegerii

Axioma alegerii (AC)16 este 0 noud axioma care joaca un rol deosebit In matematica,
datorita faptului ca, pe de o parte, are un enunt aparent ,,evident”; pe de altd parte, are un
caracter neconstructiv care i-a atras multe critici. Existd multe enunturi echivalente cu aceasta
axioma. In formularea lui Zermelo, AC se enunta:

Pentru orice mulfime A in care elementele sint disjuncte doud cite doud ", existd o multime
care contine exact cite un element din fiecare multime nevida din A -

(VAAI(VX)(Vy)x e AryeArx#y)—x(ly=T] —
F)[(Vx)(x € A Ax = D) — (Fz)(c[ x = {z}].

Altfel spus, putem ,,alege” cite un element din fiecare multime nevidd din 4 si forma cu ele
o noud multime. Controversele privind aceastd axiomd provin si din faptul cd unii
matematicieni considerda cd existenta unei astfel de multimi implicd si existenta unui
procedeu de alegere” a unui element dintr-o multime nevida. In 1963 s-a demonstrat ca AC
nu poate fi dedusd din ZF. In majoritatea matematicilor contemporane, AC este acceptati
alaturi de ZF, in sistemul numit ZFC.

Exista numeroase enunturi echivalente cu Axioma Alegerii. lata citeva:

Principiul bunei ordoniri (Zermelo 1904). Orice multime nevida A poate fi bine ordo-
nata (exista o relatie de buna ordine pe A).

Produsul cartezian al unei familii de multimi nevide este nevid.

'® Acronimul expresiei Axiom of Choice.
"7 Reamintim ci elementele lui 4 sint tot multimi.
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Pentru orice multime a, exista o functie de alegere f: a — Ua (adica f are proprietatea ca,
Vxeax+@d — fix)ex).®

Pentru orice functie surjectiva ¢ : E — F exista v : F — E astfel incit oy = idp.

Lema lui Zorn. Fie (A, <) o multime ordonata nevida in care orice submultime total
ordonata este majorata (multime ,, inductiv ordonata’). Atunci exista un element maximal al
lui A.

Lema lui Zorn este folosita in Algebra in demonstrarea unor teoreme importante: existenta
unei baze Intr-un spatiu vectorial oarecare, existenta idealelor maximale intr-un inel, existenta

inchiderii algebrice a unui corp comutativ.
Cardinali

In continuare prezentam citeva notiuni de teoria cardinalilor. Pentru o tratare mai in

detaliu, vezi MIRON, NASTASESCU [1974], SCORPAN.

9.6 Definitie. Fie 4 si B doua multimi. Spunem cd A si B sint echipotente (sau cd sint
cardinal echivalente, sau ca au acelasi cardinal) daca exista o bijectie f: 4 — B. Scriem
atuncid ~Bsau|A|=|B|.

Pentru orice multimi 4, B, C, au loc:

a) A ~ A (reflexivitate);

b) Daca 4 ~ B, atunci B ~ 4 (simetrie);

c)Daca 4 ~ B si B ~ C, atunci 4 ~ C (tranzitivitate).

Astfel, putem spune ca relatia de echipotentd " ~" este o relatie de echivalenta pe clasa
multimilor. Clasa'® tuturor multimilor echipotente cu o multime dati 4 se numeste cardinalul
multimii A $i se noteaza card A sau | 4 |. Spunem cd 4 este o multime finita cu n elemente
(n e N)daca 4 ~ {1, ..., n} st atunci notam | 4 | = |[{1, ..., n}| = n. O multime care nu este fi-
nitd se numeste infinita. Se poate demonstra ca: multimea A este infinita <> exista o functie
injectiva @ : A — A care nu este surjectiva <> exista o functie injectiva y: N — A.

Daca |4 | =| N |, spunem cd 4 este o multime numarabila.

Se introduce o relatie de ordine intre cardinali: spunem cd | 4 | <| B | dacd exista o functie
injectivd ¢ : A — B. Definitia este corecta: daca A ~ A', B~ B’ si exista o functie injectiva
@ : A — B, atunci existd o existd o functie injectivd ¢': A’ — B’ (demonstrati!).

Observam ca | 4 | <| B | daca: exista o functie injectivd ¢: 4 — B, dar | 4 | #| B |, adica nu

exista functii bijective (mai precis surjective) de la 4 la B.

Se verificd imediat ca, pentru orice multimi 4, B, C are loc:

'8 Altfel spus, functia f"alege" cite un element fx) din fiecare multime nevida x € a.
' Nu putem vorbi de "multimea tuturor multimilor echipotente cu A".



30 L. Logicd, multimi, axiome

a) | A | < | 4| (reflexivitate);
b)|A|<|B|si|B|<|Climplica | 4 | < | C| (tranzitivitate);
Are loc urmatoarea teorema importantd, care aratd ca < este si antisimetrica (deci are

intr-adevar aceleasi proprietati ca o relatie de ordine).

9.7 Teorema. (Cantor-Schréder-Bernstein) Fie A §i B doua multimi. Daca |A|<|B| si
| B|<|A|, atunci|A|=|B|.
Demonstratie. Idee: sa gdsim D c 4 astfel incit 4\ D < Img si a: A — B, datd de:

a(a)={ f(a) daciaeD

g '(a) daciaeD

sd fie o bijectie (faceti un desen!). Trebuie sd avem atunci 4\ D =g(B\fD)), adica
D =A4\g(B\AD)).

Pentru a gasi D ca mai sus, definim ¢ : P(4) — P(4), AE) .= A\ g(B\AE)), VE € P(A).
Noi cautdm un D cu ¢(D) = D.

Se aratd usor ca @ este crescatoare: daca E  F, atunci ¢(E) < ¢oF).

Definim M := {E c A | E < @(E)}. Evident, M este nevida caci, de exemplu, & € M.

Fie D := UM (scrisa si U{E | E € M}). Sa ardatam ca ¢(D) = D.

Avem (D)= g(U{E|E e M})=U{(E) | E e M} DU{E|E € M} =D.

Deci D < ¢(D). Aplicind ¢ acestei incluziuni, obtinem ¢(D) < ¢(¢(D)) adicd ¢((D) € M.
De aici, D=U{E | E € M} o ¢(D). Astfel, (D) = D.

Lasam cititorului verificarea faptului ca « este bijectie. O
Relatia de ordine < este si fotala (demonstratia face apel la Axioma Alegerii):

9.8 Teorema. Oricare ar fi doua multimi A, B, areloc | A |<| B |sau|B|<|A4|. O
Aceasta ultima proprietate este chiar echivalenta cu Axioma Alegerii.

Axiomatica ZFS

Sistemul axiomatic ZFS (Zermelo-Fraenkel-Skolem) propriu-zis contine 4 axiome $i o
schemd de axiome: axioma extensionalitdtii, axioma reuniunii, axioma multimii pdrtilor,
axioma-schema a substitutiei $1 axioma infinitatii.

Fata de prezentarea adoptatd de noi, in sistemul axiomatic ZFS diferenta este ca
axioma-schemd de comprehensiune si axioma perechii sint inlocuite de un enunt mai puternic,
anume de Axioma-schema a substitutiei. Pentru enuntarea acestei axiome avem nevoie de o

definitie.

9.1 Definitie. O expresie E(x, y) cu exact doua variabile libere x si y se numeste relatie
functionala daca pentru orice x existd cel mult un y astfel incit E(x, y) sa fie adevarata:
(VX)(VY)(Vz) ((E(x, y) A E(x, 2)) — y =2).
Intuitiv, putem privi o relatie functionala ca pe o ,functie partial definita pe clasa

multimilor”: pentru anumiti x exista un unic y astfel incit E(x, y) sa aiba loc; se noteaza uneori
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chiar ,functional”, y = E (x) in loc de E(x, y). Observdm ci nu este neapirat adevirat cd

(Vx)(3y)E(x, y) (pentru orice x sd existe un y astfel incit E(x, y)).

In termeni mai putin formali, axioma-schemi a substitutiei afirma ca: Pentru orice relatie
functionala E(x, y) si pentru orice multime a, exista ,,imaginea prin E a multimii a”.

Evident, trebuie sd definim riguros conceptul de ,,imagine a unei multimi printr-o relatie
functionala”.

9.2 Definitie. Spunem ca multimea b este imaginea multimii a prin relatia functionala

E(x, y) dacd ,.elementele lui b sint de forma E (x), cu x € a”, adica:
(YY)y € b (3x)(x € a A E(x, y))].
Axioma-schema a substitutiei este: pentru orice relatie functionala E(x, y), are loc:
(Va)(3b)(Vy)y € b < (Fx)(x € a A E(x, ¥))].
In cuvinte: Pentru orice relatie functionald E(x, y) si pentru orice multime a, existd

imaginea prin E a multimii a.

Subliniem din nou ca se obtine cite o axioma pentru fiecare alegere a unei relatii
functionale E. Nu se pot condensa toate aceste enunturi intr-unul singur, de tipul
(VE relatie functionald)(Va)(3b)(Vy)[y € b & (3x)(x € a A E(x, y))],
deoarece acesta nu este o expresie a limbajului formal (vezi definitia expresiilor limbajului

formal): £ nu denumeste un obiect legitim (o multime), ci o expresie.

Folosind axioma extensionalitdtii, se demonstreaza imediat ca imaginea unei multimi
printr-o relatie functionala este unic determinata (multimea b a cérei existenta este garantata

de axioma schema a substitutiei este unic determinata de E si a).

Axioma-schema a comprehensiunii (a selectiei, a specificarii) este in acest cadru o

teoremd, consecinta a axiomei-schema a substitutiei:

9.3 Teorema (Schema de comprehensiune). Pentru orice multime A si pentru orice

expresie cu o variabila libera P(x), exista submultimea elementelor din A pentru care P este
adevdratd. Formal, (VA)(3B)(Vx)[x € B < (x € A A P(x))].%
Demonstratie. Pentru demonstratie, cdutam o relatie functionald si aplicam axioma-schema a
substitutiei. Fie expresia E(x,y) : "(x=y) A P(y)". Afirmam cd E este o relatie functionala.
Intr-adevar, fie x, y, z cu E(x,y) si E(x,z) adevarate. Atuncix =y six =z, deciy =z

Conform axiomei-schema a substitutiei, pentru multimea A4 exista o multime B astfel incit:

(VW) € B o> Gx)(x € 4 A E(x, »)],
adica ye B > (Ix)(x € 4 A (x=y») A P(y)), ceea ce revine la a spune cd ye B <« (y € 4
A P(y)), ceea ce trebuia demonstrat. O

2% {n axiomatizarea lui Zermelo din 1908, acest rezultat era enuntat ca axioma si era numit Axioma selectiei.
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De asemenea, axioma perechii este tot o teorema:

9.4 Propozitie (Teorema perechii). Fie a si b doua multimi. Atunci exista o multime c care

are ca elemente pe a si pe b §i numai pe ele. Formal:
(Va)(Vb)Fc)(Vx) [(x e c) > (x=avx=D)]

Multimea c de mai sus este unic determinata de a si b si se noteaza {a, b}.

Demonstratie. Ideea este de a construi o multime cu doud elemente D si de a obtine {a, b}
ca imaginea lui D printr-o relatie functionala bine aleasd, aplicind axioma substitutiei.

Stim ca existda multimea vida . Construim (cu axioma multimii partilor) multimea P(<),
care are un element (avem & < O, deci & € P(D); & este chiar unicul element al Iui
P(D), deci P(D) = {T}). Cum I nu are nici un element, deducem ca P(L) # J. Construim
acum P(P(D)) = P({D}). Unicele multimi incluse in {J} sint & si {D}, deci P({D})) = {D,
{D}} are doua elemente (cum am dorit).

Fie E(x, y): "k=G Ay=a) v (x={D} Ay =>b)" (verificati ca este o relatie functionald).
Imaginea prin £ a lui P({J}) este chiar multimea cautata c.

Unicitatea lui ¢ rezultd din axioma extensionalitatii. O

9.5 Observatie. O expresie cu exact doud variabile libere se numeste relatie. Pentru orice
relatie R(x, y) putem defini "domeniul” Dy si "imaginea" I ca fiind clasele:
Dp(x): "(FV)R(x, )"

Ir(y): "(E0)R(x, y)"
Demonstrati ca, daca clasele Dy si /g sint multimi, atunci relatiei R(x, y) 1 se asociaza o

relatie p Intre Dy si Iz (in sensul definitiei 6.4.a), p:= {(x, y) € Dg x Iz | R(x, y) adevarata}.
Mai mult, aceasta relatie este functie (in sensul definitiei 6.4.b) dacd si numai dacd R este
relatie functionala. Invers, unei functii f: 4 — B 1 se asociaza o relatie functionald F(x, y) :
"x e Any=L£fx)".

Demonstrati cd, daca R este relatie functionald si Dy este multime, atunci /p este multime.

Reciproca este adevarata?

Consistenta, independenta, modele

Este de dorit ca orice teorie axiomatica (deci si ZFS) sa satisfaca urmatoarele proprietati:

Consistenta (sau necontradictorietatea) teoriei: din axiomele teoriei nu se poate deduce
simultan o propozitie si negatia ei (adicd nu se poate obtine o contradictie). O teorie care nu
este consistenta nu are nici o valoare stiintifica: daca exista o propozitie p astfel incit p §i —p
sint adevarate, atunci orice propozitie q este adevarata (ceea ce elimind orice interes in
stabilirea adevarului unei propozitii). Intr-adevir, este clar ca, daci p si p — ¢ sint adevarate,
atunci ¢ este adevarati. Insd p e adevarata din ipoteza, iar p — g este —p Vv ¢, adevarata cici

—p este adevarata.
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Independenta axiomelor: nici o axioma nu este o consecintd a celorlalte. O teorie in care
axiomele nu sint independente nu este Insa lipsita de interes (poate fi, cel mult, acuzata de

redundanta).

Problemele stabilirii consistentei $i independentei unui sistem axiomatic sint dificile si
profunde.

Strins legata de problema consistentei este modelarea unui sistem axiomatic. Se numeste
model al unei teorii axiomatice o structura de obiecte care satisfac axiomele teoriei. Se pot da
exemple numeroase: un model al axiomelor geometriei plane este RxRR, un model pentru
axiomele inelului este (Z,+, - ) etc. Are loc urmatorul rezultat: o teorie axiomatica este
consistenta daca si numai daca are un model.

Se observa ca, in exemplele de mai sus, modelele teoriilor sint obiecte construite in cadrul
teoriei (axiomatice) a multimilor (care este mai largd decit teoriile respective). O teorema a lui
Godel afirma, intr-o exprimare neriguroasa, ca un model pentru o teorie axiomatica poate fi
construit doar intr-o teorie mai largd. Asadar, un eventual model pentru ZF (care i-ar
demonstra consistenta) nu ar putea fi construit decit intr-o teorie mai larga. Insi ZF este
suficient de cuprinzatoare pentru a putea servi drept fundament al Intregii matematici; pe de
alta parte, verificarea consistentei unei ipotetice teorii mai largi revine la constructia unei
teorii 1 mai largi s.a.m.d. Se vede ca aceasta cale nu conduce la o demonstratie a consistentei
teoriei ZF. Se poate doar presupune ca teoria ZF nu conduce la aparitia de contradictii (de
fapt, am vazut cd a fost creatd tocmai pentru a elimina contradictiile apdrute in teoria naiva a
multimilor). In acest sens, este graitor urmatorul citat din MANIN [1977], p. 102:

Problema consistentei formale a axiomelor Zermelo-Fraenkel trebuie sd rimind o chestiune de
credintd, cu exceptia cazului cind o eventuald inconsistentd formald este demonstrata. Pind acum
toate demonstratiile bazate pe aceste axiome nu au dus niciodata la o contradictie; dimpotriva, au
deschis in fata noastra bogata lume a matematicilor clasice si moderne. Aceastd lume are o
anumita realitate si o viata proprii, care depind in micd masura de formalismele alese pentru a le
descrie. O descoperire a unei contradictii in oricare din diversele formalisme, chiar daca ar aparea,

ar servi doar la clarificarea, rafinarea si poate reconstructia unor anumite idei, dar nu ar conduce la

falimentul lor, cum s-a Intimplat de mai multe ori in trecut.

Independenta axiomelor are si ea legdtura cu consistenta. Sa exemplificam aceasta pe cazul

unei noi axiome, axioma fundarii.

Axioma fundarii (AF). Orice multime nevida contine un element de care este disjuncta:
(Va)la # D — (3b)(b € a A ba =D)].

Acest enunt implica: Nici o multime nu este element al ei insdsi. Intr-adevir, daci avem o
multime x astfel incit x € x, atunci {x} contrazice axioma fundarii: singurul element al lui {x}
este x si avem x{ Ix nevida, caci contine pe x. Mai mult, nu exista ,lanturi de multimi” de
forma xpex; exy e ... €x, €x9. Dacd ar exista un asemenea lant, atunci multimea

{x0, X1, ..., Xy} contrazice AF (de ce?). La fel, nu poate exista un sir (x,), < » astfel incit
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Xn+1 € Xn, Vi € @. AF 151 datoreazd numele faptului ca, pentru orice multime x, orice lant de
forma x2>xy>x;3...2x,>... este finit si se termina cu &: dn astfel 1incit

X3X03x1 3 ...2Xx, >, adica orice sir descrescator (fata de relatia €) este finit si ,, fundat
pe 3.2

S-a demonstrat cd, daca acceptdm ca ZF este consistentd, atunci ZF + AF (sistemul ZF la
care se adauga AF) nu conduce la contradictii. Aceastd probare a consistentei relative a AF
s-a realizat prin construirea unui model (in cadrul ZF) care satisface ZF + AF. In plus, s-a
construit un alt model (tot in cadrul ZF) care satisface ZF si negatia AF. Din aceste doua

rezultate se vede ca AF este independentd de ZF (nu poate fi dedusa din axiomele ZF).

Un alt rezultat in aceastd directie este demonstrarea independentei axiomei infinitatii fata

de restul axiomelor ZF, printr-un procedeu asemanator in principiu cu cel de mai sus.

Exerecitii

1. Aratati ca, pentru orice multime A, are loc |4| <| P(4)|. (Ind. Aratam ca orice functie
f: A4 — P(A) nu este surjectiva. Fie B= {x € 4 | x ¢ f(x)}. Atunci B nu este in imaginea lui f.)
2. Aratati ca:

a)| Z|=|N|

b) | NxN | =|N|. (/nd. Demonstratia revine la a aranja perechile de forma (a, b), cu q,
b € N, intr-un sir. O posibilitate este data de sirul: (0,0), (0,1), (1,0), (0,2), (1,1), (2,0), ....
Deduceti o formuld generala pentru locul in sir al lui (a, b) si definiti cu ajutorul ei o functie
bijectiva de la NxN la N.)

¢) [Q| = IN].

d) [R| > |NJ.
3. Axioma infinitatii face referire la multimea vida &, a carei existenta rezultd din existenta
mdcar a unei multimi. Dar acest lucru este asigurat de axioma infinitatii. Cum se poate iesi din
acest (aparent) cerc vicios?
4. (Reprezentarea unui numar in baza b) Fie b un numar natural nenul fixat (numit baza de
numeratie). Demonstrati ca, Va € N, exista si sint unice n € N’ sico...,cn-1€ {0, 1, ...,
b — 1}, astfel Incit

a:cn_lbn_l+...+clb+co (R)

2! Astfel, intregul univers descris de ZF si AF este "creat" pornind de la & (universul "von Neumann", vezi
MANIN [1977], p. 95-102).
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In cazul in care are loc egalitatea (R) de mai sus, se mai scrie @ = ¢, —1...C1Co, SCriere numita
reprezentarea lui a in baza b. Numerele naturale 0, 1, ..., b — 1 se numesc cz'fre22 in baza b
(pentru scrierea concretd se dau b simboluri care reprezinta aceste cifre si nu se foloseste bara
superioard, scrisa aici pentru a evita confuzia cu produsul ¢, _...cico). Uneori, in notatie, se
mai specifica baza b, ca indice. De exemplu, 1057 = 54¢. (Ind. Din teorema impartirii cu rest
aplicatd lui a si b, 3! g, r € N astfel incit a = bg + r. Se pune ¢y =r si1 se repeta procedeul
pentru g — sau, mai riguros, se aplica o inductie dupa a. Pentru unicitate, se observa ca ¢ este
restul impartirii lui a la b i se aplica o inductie dupad cel mai mic numar de cifre dintr-o
reprezentare a lui a in baza b).

5. Reprezentati in baza 10 numerele 1011,, 1212;. Scrieti in bazele 2, 7, 16, numerele 129,
1152,

* A se remarca distinctia intre numdr si cifrd (intr-o baza fixatd). De exemplu, cifrele in baza 16 (sistem
hexadecimal) sint 0, 1, 2, 3,4,5,6,7,8,9, A, B, C, D, E, F, unde A il reprezinta pe 10 (scris in baza zece), B pe
11 etc.



apartenenta, 6
aplicatie, 16
argument, 17
axioma
alegerii, 28
extensionalitatii, 10
fundarii, 33
inductiei, 24
infinitatii, 25
multimii partilor, 11
reuniunii, 11
axioma perechii, 13
axioma-schema a substitutiei, 30, 31
axiome, 4, 10

axiomele Dedekind-Peano, 24

C

cardinal, 29

clasa, 27

codomeniul unei functii, 17
complementara, 14
compunerea a doud relatii, 19
conectori, 6

conjunctia, 6

constanta, 6

contraimagine, 18
cuantificatori, 6

cuantori, 6

cuplu, 15

Index

D

diferenta simetrica, 14
diferentd, 13
disjunctia, 6

domeniul unei functii, 17

E

egalitate, 6

enunt, 6

expresie, 6

expresii echivalente, 8

extensiune, 14

F

familie de multimi, 17
functia identica, 17
functie, 16
bijectiva, 19
identitate, 19
injectiva, 19
inversabila, 19

surjectiva, 19

graficul

unei functii, 17

imagine, 18
imagine printr-o relatie functionala, 31

infimum, 22



intersectie, 13

a unei familii, 17
inversa

unei relatii, 18

inversa unei functii, 19

L
lant, 21
latice, 22
completa, 22
Lema lui Zorn, 29
M

majorant, 21
majoratad (submultime), 21
maximal (element), 22
minorant, 21
minorata (submultime), 21
model, 33
multime, 3
bine ordonata, 22
finita, 29
inductiv ordonata, 29
infinita, 29
numarabila, 29
ordonata, 21
total ordonata, 21
multimea vida, 12
multimi
cardinal echivalente, 29

echipotente, 29

negatia, 6
notiuni primare, 4, 10
nume constant, 6

nume variabil, 6

pereche ordonata, 15
predicat, 7

primul element, 21
Principiul bunei ordonari, 28
produs cartezian, 16

propozitie, 7

relatie
antisimetrica, 20
de buna ordine, 22
de echivalenta, 20
de ordine, 21
de ordine stricta, 21
de ordine totala, 21
de preordine, 21
ireflexiva, 20
reflexiva, 20
simetrica, 20
tranzitiva, 20
relatie (clasa), 32
relatie binara, 16
relatie functionala, 30
reprezentarea unui numar intr-o baza, 35
reuniune
a unei familii, 17

disjuncta, 18

S

schema de comprehensiune, 12, 31
simbol, 6
submultime, 11

supremum, 22

teorema perechii, 32

37



38

ultimul element, 21

valoare de adevar, 7

variabila, 6

variabila legata, 7

variabila libera, 7

Zermelo, 3
ZFS, 4, 10
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