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Capitolul 1 
 

SPAŢII TOPOLOGICE. SPAŢII METRICE 
 

1.1 Spaţii topologice 
 

 Definiţia 1.1.1. Fie o mulţime ∅≠X  şi τ  o familie de părţi ale lui X.  
  se numeşte topologie pe X dacă: τ

 1)  τ∈∅ X, ;
 2) ( ) ( ) τ∈∪⇒τ⊂∀ α

∈α∈αα DD
AA ; 

 3) ( )  τ∈∩⇒=τ∈∀
=

i

n

ii DniD
1

,...,1, .

 Perechea ( )τ,X  se numeşte spaţiu topologic. 
 Dacă  sunt două topologii pe X, 21, ττ 2τ  este mai fină decât , dacă 

. 
1τ

21 τ⊂τ
 Exemple 
 1) Pentru orice mulţime X, perechea ( )( )XPX , , unde  este 
mulţimea părţilor lui X,  este un spaţiu topologic. Aceasta se numeşte topologia 
discretă pe X. 

( )XP

 2) Familia { X,∅= }τ  constituie o topologie pe X, numită topologia 
grosieră. 
 3) Pe R se consideră 

( ) ( ) ( ){ } ∅∪⊂+−>∃∈∀⊂=τ DrxrxrDxRDR ,incatastfel,0,/ . 
  este un spaţiu topologic. ( RR τ, )
 4) Pe R  se consideră  

( ] [ ) [ ) ( ]{ }RbaDabDbDaD RRR ∈τ∈∞∪∞−∪∞−∪∞∪∪τ=τ ,,/,,,,,, . 
 ( )RR τ,  este un spaţiu topologic. 
 5) Pe mulţimea C a numerelor complexe se consideră 

( ) ( ) ( ){ } ∅∪⊂>∃∈∀⊂=τ DraBrDaCDC ,incatastfel0,/ , unde 
( ) { }razCzraB <−∈= /,  este discul deschis centrat în a şi de rază r. 

  este un spaţiu topologic. ( CC τ, )

)
 
 Definiţia 1.1.2. Fie ( τ,X  un spaţiu topologic. Elementele lui τ  se 
numesc mulţimi deschise. 
 Definiţia 1.1.3. Fie ( )τ,X  un spaţiu topologic. O mulţime XA ⊂ se 
numeşte închisă, dacă complementara sa este mulţime deschisă, adică τ∈CA . 
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 Exemplu 
 În spaţiul topologic ( )RR τ,  mulţimile [ ] [ ) { }aaba ,,,, ∞  unde a şi b sunt 
numere reale, sunt mulţimi închise. 
 
 Definiţia 1.1.4. Fie  un spaţiu topologic, ( τ,X ) Xx∈  şi XV ⊂ .  

V este vecinătate a lui x, dacă există o mulţime deschisă , astfel 
încât 

τ∈D
VDx ⊂∈ . 

 Se notează cu  mulţimea tuturor vecinătăţilor lui x. xV
 
 Teorema 1.1.5. Fie (  un spaţiu topologic şi .  )τ,X XW ⊂

Următoarele afirmaţii sunt echivalente: 
 a) ; τ∈W
 b) ( ) WxVW x ∈∀∈ , . 
 
 Propoziţia 1.1.6. Fie ( )τ,X  un spaţiu topologic şi Xx∈ .  

xV  are următoarele proprietăţi: 
 a) ( ) şi xVV ∈∀ xVUUV ∈⇒⊂ ; 

 b) ( )  ( ) xi

n

ixi VVniVV ∈∩⇒=∈∀
=1

,...,1 ;

 c) ( ) ; VxVV x ∈⇒∈∀
 d) ( ) ( ) ( ) WyVWVWVWVV yxx ∈∀∈⊂∈∃⇒∈∀ ,incatastfelcu, . 
 

1.2 Convergenţa într-un spaţiu topologic 
 
 Definiţia 1.2.1. Fie ( )τ,X  un spaţiu topologic. O aplicaţie 

( ) NnxnfXNf n ∈=→ ,,:  se numeşte şir de puncte ale spaţiului şi se 
notează prin ( ) Nnnx ∈ . 
 Dacă  sunt numere reale, şirul nx ( ) Nnnx ∈  se numeşte şir de numere reale. 
 Definiţia 1.2.2. Fie  un spaţiu topologic. Spunem că şirul ( τ,X ) ( ) Nnnx ∈  
de elemente din X converge la Xx∈ , dacă oricare ar fi V o vecinătate a lui x, 
există un rang , astfel încât NnV ∈ ( ) VnnV ≥nx ∀∈ , . 
 Notaţie: . xxnn

=
∞→

lim

 Observaţie. În mulţimea R a numerelor reale, dacă un şir de numere este 
convergent, limita sa este unică. Într-un spaţiu topologic oarecare, limita unui 
şir, în general, nu este unică. 
 Exemplu 
 Fie X o mulţime infinită, nenumărabilă şi { }finitaeste\/ GXG=τ { }∅∪  
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 În spaţiul topologic  orice şir ( τ,X ) ( ) Nnnx ∈ , cu termenii diferiţi doi câte 
doi, este convergent către orice punct x al spaţiului, deci are o infinitate de 
limite. 
 Spaţiile topologice în care este asigurată unicitatea limitei sunt spaţiile 
topologice separate (Hausdorff). 
 
 Definiţia 1.2.3. Un spaţiu topologic ( )τ,X  se numeşte spaţiu topologic 
separat (Hausdorff) dacă pentru ( ) yyx xX ≠∈∀ cu,, , există  şi xVU ∈ yVV ∈  
cu ∅=∩VU . 
 
 Exemple 
 1) (  este spaţiu topologic separat. )

)

)

RR τ,
 2) (  este spaţiu topologic separat. CC τ,
 
 Propoziţia 1.2.4. Într-un spaţiu topologic separat limita unui şir 
convergent este unică. 
 Propoziţia 1.2.5. Într-un spaţiu topologic separat mulţimile formate  
dintr-un singur punct sunt mulţimi închise. 
 Corolar 1.2.6. Într-un spaţiu topologic separat mulţimile finite sunt 
mulţimi închise. 
 
 Definiţia 1.2.7. Fie ( τ,X  un spaţiu topologic, Xx∈  şi mulţimea 

. U se numeşte sistem fundamental de vecinătăţi ale lui x, dacă pentru 
orice vecinătate V  există U

xVU ⊂

xV∈ U∈  astfel încât U V⊂ . 
 
 Exemple 
 1) În spaţiul topologic ( RR )τ, , familia ( ){ }0/, >+−= rrxrxU x  este un 
sistem fundamental de vecinătăţi ale lui x. 

 2) În spaţiul topologic ( )RR τ, , familia 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−= */1,1 Nn

n
x

n
xU x  

este un sistem fundamental numărabil de vecinătăţi ale lui x. 
 3) În spaţiul topologic ( )CC τ, , familia ( ){ }0/, >= rrzBU z  este un 
sistem fundamental de vecinătăţi ale lui z. 

 4) În spaţiul topologic ( )CC τ, , familia 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

≥⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 1/1, n

n
zBU z  este un 

sistem fundamental numărabil de vecinătăţi ale lui z. 
 
 Teorema 1.2.8. Fie  un spaţiu topologic, şirul ( τ,X ) ( ) Nnnx ∈  de elemente 
din X, Xx∈  şi  un sistem fundamental de vecinătăţi ale lui x. xU
 Următoarele afirmaţii sunt echivalente: 
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 1) ; xxnn
=

∞→
lim

 2) ( ) ( ) ( ) UnUx nnUxNnUU ≥∀∈∈∃⇒∈∀ ,cu . 
 
 Corolar 1.2.9. Fie şirul de numere reale ( ) Nnnx ∈  şi Rx∈ . 
 Următoarele afirmaţii sunt echivalente: 
 1) ; xxnn

=
∞→

lim

 2) ( )  cu proprietatea ( ) Nn ∈∃⇒>ε∀ ε0 ( ) ε≥∀ε<− nnxxn , . 
 
 Corolar 1.2.10. Fie şirul ( ) Nnnz ∈  de numere complexe şi Cz∈ . 
 Următoarele afirmaţii sunt echivalente: 
 1) ; zznn

=
∞→

lim

 2) ( )  cu proprietatea ( ) Nn ∈∃⇒>ε∀ ε0 ( ) ε≥∀ε<− nnzzn , . 
 
 

1.3 Interiorul şi aderenţa unei mulţimi 
 

Definiţia 1.3.1. Fie (  un spaţiu topologic, )τ,X XA ⊂  şi un punct Xx∈ .  
x se numeşte punct interior al lui A, dacă mulţimea A este vecinătate 
pentru x, adică . xVA∈

 Se notează cu . { }AxXxA luialinteriorpuncteste/∈=
o

 Mulţimea 
o

A  se numeşte interiorul lui A. 
 
 Exemplu 
 Fie spaţiul topologic ( )RR τ,  şi [ ] baRbabaA <∈= ,,,, .  

Atunci . ( )baA ,=
o

 Propoziţia 1.3.2. Fie ( )τ,X  un spaţiu topologic şi XA ⊂ .  
o

A  are următoarele proprietăţi: 

 a) AA⊂
o

; 

 b) ; 
oo

BABA ⊂⇒⊂

 c) ; 
ooo

BABA ∩=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∩

 d) A este mulţime deschisă dacă şi numai dacă 
o

AA = ; 
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 e) , adică interiorul lui A este cea mai mare 
mulţime deschisă conţinută în A. 

{ ADDDA ⊂τ∈∪= ,/
o

}

)
 
 Definiţia 1.3.3. Fie (  un spaţiu topologic, τ,X XA ⊂  şi un punct Xx∈ . 
x se numeşte punct aderent al lui A, dacă pentru orice vecinătate 

∅≠∩⇒∈ AVVV x . 
 Se notează cu { }AxXxA luialaderentpuncteste/∈= . 
 Mulţimea A  se numeşte aderenţa, sau închiderea lui A. 
 
 Exemplu 
 Fie spaţiul topologic ( )RR τ,  şi ( ) baRbabaA <∈= ,,,, .  
Atunci [ ]baA ,= . 
 
 Propoziţia 1.3.4. Fie ( )τ,X  un spaţiu topologic şi XA ⊂ .  

A  are următoarele proprietăţi: 
 a) AA ⊂ ; 
 b) BABA ⊂⇒⊂ ; 

 c) BABA ∪=∪
_____

. 
 
 Teorema 1.3.5. Fie (  un spaţiu topologic şi )τ,X XA ⊂ .  

A este mulţime închisă, dacă şi numai dacă AA = . 
 

 Propoziţia 1.3.6. Fie ( )τ,X  un spaţiu topologic şi XA ⊂ .  
Atunci { }FAFFFA ⊂=∩= ,/ , adică aderenţa lui A este cea mai mică 
mulţime închisă care o include pe A. 
 
 Definiţia 1.3.7. Fie ( )τ,X  un spaţiu topologic şi XA ⊂ . Mulţimea 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∩=

______
\ AXAAFr  se numeşte frontiera lui A. 

 
 Exemplu. Fie spaţiul topologic ( )RR τ, . Frontiera lui [ ]ba,  este  { }ba, .
 
 

1.4  Puncte de acumulare 
 
 Definiţia 1.4.1. Fie  un spaţiu topologic şi ( τ,X ) XA ⊂ . Un punct Xx∈  
se numeşte punct de acumulare al mulţimii A, dacă pentru orice vecinătate 

{ }( ) ≠ ∅∩⇒∈ AxVVV x \ . 
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 Se notează cu . { }AxXxA luialacumularedepuncteste/∈=′
 
 Propoziţia 1.4.2. Fie ( )τ,X  un spaţiu topologic şi XA ⊂ .  

A′  are următoarele proprietăţi: 
 a) AA ⊂′ ; 
 b) ; BABA ′⊂′⇒⊂

 c) ( ) ; BABA ′∪′=′∪
 d) AAA ′∪= . 
 
 Propoziţia 1.4.3. Fie ( )τ,X  un spaţiu topologic, XA ⊂  şi Xx∈ .  

Sunt echivalente afirmaţiile: 
 a) Ax ′∈  ; 
 b) ( ) ( ) Nnnx ∈∃  un şir de elemente distincte din A, cu ( ) Nnxxn ∈∀≠ , , 
astfel încât xxnn

=
∞→

lim . 

 
1.5 Spaţii compacte 

 
Definiţia 1.5.1. Fie ( XX )τ,  un spaţiu topologic şi XA ⊂ . O familie de 

părţi ale lui X,  ( ) IiiD ∈ se numeşte acoperire a lui A dacă . iIi
D

∈
∪⊂A

 Dacă , atunci acoperirea se numeşte deschisă. ( ) IiD Xi ∈∀τ∈ ,
 Se spune că din acoperirea ( ) IiiD ∈ se poate extrage o subacoperire 
finită, dacă există un număr finit de mulţimi , astfel încât 

. 
niii DDD ,...,,

21

niii DDDA ∪∪∪⊂ ...
21

 
 Definiţia 1.5.2. Un spaţiu topologic separat ( )XX τ,  se numeşte compact, 
dacă din orice acoperire deschisă a lui X se poate extrage o subacoperire finită. 
 
 Exemplu 
 Spaţiul topologic (  nu este compact, deoarece din acoperirea 
deschisă  nu se poate extrage o subacoperire deschisă. 

)

)

RR τ,
( ){ } Nnnn ∈− ,

 
 Definiţia 1.5.3. Fie ( τ,X  un spaţiu topologic separat. O mulţime 

XK ⊂  se numeşte compactă, dacă spaţiul ( )KK τ,  este compact. 
 
 Teorema Borel-Lebesgue. Orice mulţime închisă şi mărginită RK ⊂  
este compactă. 
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 Observaţii 
 1) Orice mulţime finită dintr-un spaţiu topologic separat este compactă. 

 7

]
 2) O submulţime a unui spaţiu topologic compact nu este totdeauna 
compactă. De exemplu,  este compact, dar [ baX ,= ( )ba,  nu este compact. 
 
 Teorema 1.5.4. Fie ( )τ,X  un spaţiu topologic separat şi o mulţime 

XK ⊂ . Atunci sunt echivalente următoarele afirmaţii: 
 1) K este compactă; 
 2) Din orice acoperire deschisă a lui K se poate extrage o subacoperire 
finită. 
 
 Definiţia 1.5.5. Un spaţiu topologic ( )τ,X  se numeşte local compact 
dacă orice punct din X are o vecinătate compactă. 
 
 Exemple 
 1) Orice spaţiu compact este local compact. 
 2)  nu este compact, dar este local compact, deoarece orice punct ( RR τ, )

Rx∈  este punct interior unui interval [ ] 0, >εε+ε− xx , care este o mulţime 
compactă. 
  
 Teorema 1.5.6. Fie ( ) ( )YX YX ττ ,,,  două spaţii topologice separate, 

YXf →:  şi K o mulţime compactă din X. 
 Atunci (  este compactă în Y. )Kf
 
 Teorema 1.5.7. Fie ( XX )τ,  un spaţiu topologic separat, K o mulţime 
compactă din X şi RKf →: . Atunci f este mărginită şi îşi atinge marginile. 
 
 

1.6  Topologia unui spaţiu metric 
 

 Definiţia 1.6.1. Fie X o mulţime nevidă. O funcţie RXXd →×:  se 
numeşte distanţă (metrică) pe X  dacă: 
 1) ( ) ( ) ( ) Xxxxdyxyxd ∈∀=≠> ,0,;pentru0,  (pozitivitatea); 
 2) ( ) ( ) ( ) Xyxxydyxd ∈∀= ,,,  (simetria); 
 3) ( ) ( ) ( ) ( ) Xzyxzydyxdzxd ∈∀+≤ ,,,,,  (inegalitatea triunghiului). 
 
 Definiţia 1.6.2. Perechea ( )dX ,  formată din mulţimea nevidă X şi 
distanţa d se numeşte spaţiu metric. 
 Elementele din X se numesc puncte, iar ( )yxd ,  este distanţa de la x la y. 
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 Exemple 
 1) ( ) ( ) yxyxdRRRddR −=→× ,,:unde,  este spaţiu metric. 
 2) ( ) ( ) 2121,:unde, zzzzdRCCddC −=−→×  este spaţiu metric. 

 3) ( ) ( ) ( )∑
=

−=→×
n

i
ii

nnn yxyxdRRRddR
1

2,,:unde, pentru 

 este spaţiu metric. ( ) ( nn yyyyxxxx ,...,,,,...,, 2121 == )

)
 
 Definiţia 1.6.3. Fie  un spaţiu metric.  ( dX ,
 Mulţimea ( ) ( ){ } ( )0,/, ><∈= rryxdXyrxB  se numeşte bila deschisă 
de centru x şi de rază r. 
 Mulţimea ( ) ( ){ } ( )0,/, >≤∈=′ rryxdXyrxB  se numeşte bila închisă 
de centru x şi de rază r. 
 
 Exemple 
 1) Fie ( ) ( ) yxyxdRRRddR −=→× ,,:unde, .  
Atunci ( ) ( rxrxrxB + )−= ,,

xrx − ,
, adică bila deschisă de centru x şi rază r coincide 

cu intervalul deschis ( ) . r+

 2) Fie ( ) ( ) ( ) ( )222
2

11
2 ,unde, yxyxyxddR −+−= . Atunci bila 

deschisă de centru x şi rază r coincide cu mulţimea punctelor din discul cu 
centrul în  şi de rază r, fără circumferinţa sa. ( 21, xxx = )
 3) Fie ( ) ( ) ( ) ( ) ( )233

2
22

2
11

3 ,unde, yxyxyxyxddR −+−+−= . Atunci 
bila deschisă de centru x şi rază r coincide cu interiorul sferei centrate în 

 şi de rază r. ( 321 ,, xxxx = )

)

 
 Propoziţia 1.6.4. Orice spaţiu metric este un spaţiu topologic. 
 
 Propoziţia 1.6.5. Bila deschisă este o mulţime deschisă, iar bila închisă 
este o mulţime inchisă. 
 
 Propoziţia 1.6.6. 1) Orice spaţiu metric este un spaţiu topologic separat. 
 2) Limita unui şir convergent într-un spaţiu metric este unică. 
 
 Teorema 1.6.7. Fie  un spaţiu metric, ( dX , ( ) Nnnx ∈  un şir de puncte din 
X şi Xx∈ . Următoarele afirmaţii sunt echivalente: 
 1) ; nn

xx
∞→

= lim

 2) pentru orice 0>ε  există Nn ∈ε  astfel încât ( ) ε<xxd n ,  oricare ar fi 
; ε≥ nn
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 3) . ( ) 0,lim =
∞→

xxd nn
 
 Propoziţia 1.6.8. Fie  un spaţiu metric, ( dX , ) ( ) Nnnx ∈  un şir de puncte 
din X şi . Atunci orice subşir al şirului nn

xx
∞→

= lim ( ) Nn∈nx  este convergent şi are 

limita x. 
 
 Definiţia 1.6.9. Fie  un spaţiu metric şi ( dX , ) XA ⊂ . Mulţimea A se 
numeşte mărginită dacă există Xx ∈0  şi 0>r  astfel încât . ( )rxB ,0A⊂
 
 Propoziţia 1.6.10. Într-un spaţiu metric orice şir convergent este mărginit. 
 

1.7  Spaţii metrice complete 
 

 Definiţia 1.7.1. Fie  un spaţiu metric. Un şir ( dX , ) ( ) Nnnx ∈  din X se 
numeşte şir Cauchy dacă pentru orice 0>ε  există  astfel încât 

 
N∈nε

( ) ( ) ≥∀ε< nmnxxd mn , ε, .
 
 Propoziţia 1.7.2. Fie  un spaţiu metric. Atunci au loc următoarele 
afirmaţii: 

( dX , )

 1) Orice şir convergent ( ) Nnnx ∈  din X este şir Cauchy; 
 2) Orice şir Cauchy este mărginit; 
 3) Dacă şirul ( ) Nnnx ∈  conţine un subşir convergent la x, atunci 

. xxnn
=

∞→
lim

 
 Definiţia 1.7.3. Spaţiul metric ( )dX ,  se numeşte complet dacă orice şir 
Cauchy din  este convergent. ( dX , )
 
 Exemple 
 1) ( ) ( ) yxyxdRRRddR −=→× ,,:unde,  este spaţiu metric complet. 

 2) ( ) ( ) ( )∑
=

−=→×
n

i
ii

nnn yxyxdRRRddR
1

2,,:unde,  este spaţiu 

metric complet. 
 
 Principiul contracţiei. Fie ( )dX ,  un spaţiu metric complet şi XXT →:  
o aplicaţie cu proprietatea: 
 ( ) ( )( ) ( ) ( ) 10,unde,,,,, <≤∈∈∀⋅≤ cRcXyxyxdcyTxTd  . 
 Atunci ecuaţia  are soluţie unică, care se poate obţine iterativ: ( ) xxT =

 9
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 ( ) XxNnxTx nn ∈∈=+ 01 cu,, dat. 
 
 Definiţia 1.7.4. O funcţie XXT →:  cu proprietatea că există 10 <≤ c  
astfel încât ( ) ( )( ) ( ) ( ) xyx XydcyTxTd ∈∀⋅≤ ,, ,, se numeşte contracţie de 
coeficient c. 
 Soluţia dată de procesul iterativ ( ) XxNnxTx nn ∈∈=+ 01 cu,, dat se 
numeşte punct fix pentru funcţia T. 
 
 

1.8  Spaţii normate. Spaţii Banach 
 

 Definiţia 1.8.1. Fie X un K-spaţiu vectorial (K este R, sau C). O aplicaţie 
RX →⋅ :  se numeşte normă pe X dacă: 

 1) ( ) Xxxx ∈∀=⇔= 00 ; 
 2) ( ) ( ) XKxxx ×∈α∀⋅α=⋅α , ; 
 3) ( ) ( ) XXyxyxyx ×∈∀+≤+ , . 
 Perechea ( )⋅,X  se numeşte spaţiu normat. Numărul x  se citeşte 
norma lui x. 
 Dacă corpul K este corpul numerelor reale, spaţiul ( )⋅,X  se va numi 
spaţiu normat real. 
 Dacă corpul K este corpul numerelor complexe, spaţiul ( )⋅,X  se va 
numi spaţiu normat complex. 
 
 Observaţia 1.8.2. Fie ( )⋅,X  un spaţiu normat. Aplicaţia RXXd →×:  
definită prin ( ) ( ) ( ) XXyxyxyxd ×∈∀−= ,,  este o distanţă pe X, de unde 
rezultă că orice spaţiu normat este spaţiu metric. Reciproca nu este adevărată. 
De exemplu, Q este spaţiu metric relativ la distanţa euclidiană, dar nu este spaţiu 
normat (nu este nici spaţiu vectorial). 
 
 Exemple 
 1) Pentru orice ( ) ( )CKRKKxxxx n

n ==∈= ,,,...,, 21  definim: 

 i
ni

n

i
i

n

i
i xxxxxx

≤≤∞
==

==⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
= ∑∑ 11

1

2/1

1

2
2 max;; . 

 ( ) ( ) ( )∞⋅⋅⋅ ,,,,, 12
nnn KKK  sunt spaţii normate. 
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 2) Fie A o mulţime nevidă şi ( )AB  mulţimea funcţiilor mărginite 
RAf →: . Atunci ( )( ) ( )xfAB f

Ax∈
=⋅ unde, sup  este spaţiu normat real, iar 

norma definită astfel se numeşte norma uniformă. 
 
 Definiţia 1.8.3. Un spaţiu normat care este metric complet relativ la 
distanţa din Observaţia 1.8.2 se numeşte spaţiu Banach. 
 
 Exemple 
 1) nR  este un spaţiu Banach relativ la norma euclidiană: 
 ( ) ( ) n

nn Rxxxxxxxx ∈=∀+++= ,...,,,... 21
22

2
2
1 . 

 2) Fie m mulţimea şirurilor mărginite de numere reale. Pentru orice 
( ) mxxx Nnn ∈= ∈ ,  aplicaţia n

Nn
xx

∈
= sup  este o normă pe m şi cu aceasta m 

devine un spaţiu Banach. 
 3) Fie c mulţimea şirurilor convergente de numere reale. Pentru orice 

( ) cxxx Nnn ∈= ∈ ,  aplicaţia n
Nn

xx
∈

= sup  este o normă pe c şi cu aceasta c 

devine un spaţiu Banach. 
 
 Definiţia 1.8.4. Fie ( )⋅,X  un spaţiu normat şi Xa∈ . 
 Mulţimea ( ) { } ( )0/, ><−∈= rraxXxraB  se numeşte bila deschisă 
de centru a şi rază r. 
 Mulţimea ( ) { } ( )0/, >≤−∈=′ rraxXxraB  se numeşte bila închisă 
de centru a şi rază r. 
 
 Observaţia 1.8.5 
 Topologia asociată normei ⋅  este: 
 ( ) ( ) ( ){ } ∅∪⊂> { }∃∈∀⊂=τ ⋅ DrxBrDxXD ,carepentru0,/ . 

 ( )⋅τ,X  este un spaţiu topologic, în care se poate defini noţiunea de 

convergenţ a unui şir. 
 Fie ( )⋅,X  un spaţiu normat, ( ) Nnnx ∈  un şir din X şi . Xa∈
 Atunci ( ) ( ) Nnaxnn

∈∃>ε∀⇔= ε
∞→

,0lim  astfel încât ε<− axn  

pentru ( ) . εn≥∀ n
 
 Observaţia 1.8.6 
 Într-un spaţiu normat are sens noţiunea de serie convergentă. 
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 Definiţia 1.8.7. Fie ( )⋅,X  un spaţiu normat şi ( ) Nnnx ∈  un şir de 

elemente din X. Seria  se numeşte convergentă în X cu suma s, dacă şirul 

sumelor parţiale 

∑
∞

=1n
nx

( ) Nnns ∈  unde , este 
convergent în X şi are limita s, adică 

( ) n∈∀ *
21 ,... Nxxxs nn +++=

0...lim 21 =−+++
∞→

sxxx nn
. 

 Definiţia 1.8.8. Seria  se numeşte absolut convergentă, dacă seria 

de numere reale şi pozitive 

∑
∞

=1n
nx

∑
∞

=1n
nx  este convergentă. 

 
 Teorema 1.8.9. Într-un saţiu Banach orice serie absolut convergentă este 
convergentă. 

 Teorema 1.8.10. Fie seria  în spaţiul normat ∑
∞

=1n
nx ( )⋅,X  şi seria de 

numere pozitive convergentă, astfel încât există un rang  cu 

proprietatea 

∑
∞

=

α
1n

n Nn ∈0

( ) 0nnx nn ≥∀α≤ . 

 Atunci seria ∑  este convergentă în X. 
∞

=1n
nx

 
1.9  Aplicaţii 

 
 1.9.1  Fie . Să se arate care din familiile următoare de { 5,4,3,2,1=X }
părţi ale lui X este topologie pe X: 
 { } { } { } { } { } { }{ }4,3,1,4,2,1,4,2,3,1,2,1,1,,1 X∅=τ ; 
 { } { } { } { } { }{ }4,3,2,1,4,3,2,4,2,1,3,2,1,2,1,,2 X∅=τ ; 
 { } { } { } { }{ }5,4,3,2,5,4,3,3,3,2,,3 X∅=τ . 
 
 Indicaţie de rezolvare 
  nu este topologie pe X, deoarece 1τ { } { } 13,1,2,1 τ∈ , dar 

. { } { } { } 13,2,13,2,1 τ∉=1∪
  nu este topologie pe X, deoarece 2τ { } { } 24,3,2,4,2,1 τ∈ , dar intersecţia 
lor { } { } { } 24,24,3,2,1 4,2 τ∉=∩ . 
 Pentru  se verifică toate condiţiile din definiţia topologiei, deci este o 
topologie pe X. 

3τ
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 1.9.2 Să se arate că intersecţia unei familii infinite de mulţimi deschise nu 
este întotdeauna mulţime deschisă. 
 
 Indicaţie de rezolvare 
 Se consideră familia de mulţimi deschise ( ) *NnnA ∈ , pentru care 

( ) *,1,1 Nn
nn

An ∈∀⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−= . Atunci { }0

1
=∩

∞

=
nn

A , care este o mulţime închisă. 

 
 1.9.3  Să se arate că reuniunea unei familii infinite de mulţimi închise nu 
este întotdeauna mulţime închisă. 
 
 Indicaţie de rezolvare 
 Se consideră familia de mulţimi închise ( ) *NnnA ∈ , pentru care 

( ) *,1,1 Nn
n

An ∈∀⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡= . Atunci  care nu este o mulţime închisă. 

 

 1.9.4  Dacă A este o mulţime deschisă, să se arate că 
o

AA⊂ . 
 
 Indicaţie de rezolvare 

 Mulţimea A este deschisă, dacă şi numai dacă 
o

AA = . 

Cum 
ooo

AAAAAA ⊂⇔⊂⇒⊂ . 

 1.9.5  Dacă A este o mulţime închisă, să se arate că AA ⊂

__
o

. 
 
 Indicaţie de rezolvare 
 Mulţimea A este închisă, dacă şi numai dacă AA =  . 

Cum ⇒⊂⇒⊂ AAAA

__
oo

AA ⊂

__
o

. 
 
 1.9.6  Fie { 5,4,3,2,1 }=X , pe care se consideră topologia următoare: 

{ } { } { } { } { }{ }4,3,2,1,5,2,1,4,3,1,2,1,1,, X∅=τ . 
 a) Să se determine punctele interioare mulţimii ; { }3,2,1, =⊂ AXA
 b) Să se determine punctele exterioare ale lui A; 
 c) Să se determine punctele  frontieră ale lui A; 
 d) Să se determine punctele de acumulare pentru mulţimile  şi 

 din X. 
{ }5,4,3=B

{ }2=C
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 Indicaţie de rezolvare 

 a) . { } { }
oo

AAAA ∈∈⇒⊂∈⊂∈ 2,12,12,2,11
 3 nu este punct interior al lui A, deoarece el nu aparţine nici unei mulţimi 
deschise, inclusă în A; 
 b) Punctele exterioare lui A sunt punctele interioare ale mulţimii 
complementare lui A. 

 , deci nu există puncte exterioare lui A; { } ∅=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⇒=

o

CACA 5,4

 c) ( ) { }5,4,3
___

=∩= CAAAFr ; 
 d) . { } {5,4,3 =′=′ CB }
 

 1.9.7  Fie 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧= ,...1,..,

2
1,1

n
A . Să se determine mulţimea punctelor de 

acumulare A′ . 
 
 Indicaţie de rezolvare 
 Se demonstrează că A′∈0 , adică pentru orice vecinătate V a lui 0, se 
verifică  { }( ) ∅≠∩ AV 0\ .

 Fie  arbitrar şi vecinătatea *
0 Nn ∈ 0

00

1,1 V
nn

V ∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= . 

 Rezultă că { } ∅≠∩⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− A

nn
0\1,1

00
, deoarece 

1
1

0 +n
 aparţine 

intersecţiei.  
 Se arată că nu mai există nici un punct de acumulare pentru mulţimea A. 

 Fie ( )
0

0
*

000
1caastfel0,
n

xNnxAx =∈∃⇒≠∈ . Se consideră 

vecinătatea punctului , de forma 0x ( )
1

11,,
00

00 +
−=εε+ε−=

nn
xxV . 

Rezultă , deci  nu este punct de acumulare. { }( ) ∅=∩ AxV 0\ 0x
 Astfel, { }0=′A . 
 

 1.9.8  Fie mulţimea 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ∈+=∈= *,;11/ Nmn

mn
xRxA . Să se 

determine mulţimea A′ . 
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 Indicaţie de rezolvare 
 Se consideră mulţimile 

( ) ( ) ** ,,11/ NnNm
mn

xRxAn ∈∀
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ∈∀+=∈= . 

 Atunci . Cum AAAA nn ′⊂′⇒⊂
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧=′

n
An

1 , rezultă că mulţimea 

A
n

′⊆
⎭
⎬
⎫,...1B

⎩
⎨
⎧= ,...,

2
1,1,0 . Se demonstrează incluziunea inversă, adică . BA ⊆′

Pentru aceasta, fie un punct ( ) ( ) 00 , xxAxAx nnn ≠⊂∃⇒′∈ , astfel încât 
. Cum 0lim xxnn

=
∞→

nnn zyxn Ax +=⇒∈ . Fie nn
zz

∞→
= lim  şi . 

Rezultă că 
nn

yy
∞→

= lim

zyx +=0 . Dacă Bxzy ∈=⇒== 00 0 y ≠ 0
0 Byx

. Dacă  este 
un şir staţionar şi , deci 

( )nny⇒
lim
→n

==
∞

zzn ∈=0 . 

 Rezultă, astfel că BA =′ . 
 

 1.9.9  a) Fie 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∈
−

= NnA n

n

nn ,
2

12,...,
2
2,

2
1 . Să se demonstreze că 

[ ]1,0=A ; 

 b) Fie mulţimile ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +−∪=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−∪=

∞

=

∞

= 20
11,

20
11,

20
11,

20
11

111 nn
B

nn
B

nn
.  

Să se calculeze BBB ,, 1 . 
 
 Indicaţii de rezolvare 
 a) [ ] [ ]1,01,0 ⊂⇒⊂ AA . Pentru a demonstra incluziunea inversă, se  
 

consideră un punct [ ] ( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +

∈∃⇒⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +

∪=∈
−

= nnnnl

llxllx
n

2
1,

22
1,

2
1,0

12

0
 

 

Prin urmare, pentru orice vecinătate ( ) nxxV
2
1,, >εε+ε−= , rezultă 

∅≠∩ AV   şi deci [ ]1,0=A . 
 b) 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=∪=

∞

= 20
11,

20
9,

20
21,

20
19,

20
11,

20
11unde 211

II
nn

IIB nnn
. 

Se arată că ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−∪⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡∪⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡=⇒⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−∪∪=

60
23,

20
1

20
11,

20
9

20
21,

20
19

60
23,

20
1

21 BIIB  
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 ⎥⎦
⎤

⎜
⎝
⎛−∪⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡∪⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡=

60
23,

20
1

20
11,

20
9

20
21,

20
19

1B . 

 
 
 
 1.9.10  Să se demonstreze că mulţimea ( ) QA ∩= 1,0  nu este compactă. 
 
 Indicaţie de rezolvare  
 Presupunând, prin reducere la absurd, că A este compactă, rezultă că din 
orice acoperire deschisă a sa, se poate extrage o subacoperire finită. 

 Fie ( ) *,1,1unde,
*

Nn
n

DDA nn
Nn

∈∀⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=∪⊂

∈
. 

 Fie . 

Rezultă că 

ki nnnn

k

ik DDDDAnnn ⊂⊂⊂∪⊂⇒<<<
=

...unde,...
21121

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⊂⇒⊂ 1,1

k
n n

ADA
k

, ceea ce este fals, deoarece A
nk

∈
+1

1 , dar 

⎟⎟
⎠

⎞
1,1

kn⎜
⎜
⎝

⎛
∉

+1
1

kn
. Deci, presupunerea făcută este falsă şi A nu este compactă. 

 

 1.9.11  Să se arate că ( ) ( )
yx

yx
yxdRRRddR

−+
−

=→×
1

,,:unde,  este 

un spaţiu metric. 
 
 Indicaţie de rezolvare 
 Se verifică imediat că ( ) ( ) ( ) Rxxxdyxyxd ∈∀=≠> 0,;pentru0,

R∈, .
 şi 

că  ( ) ( ) ( ) yxxydyxd ∀= ,,,
 Pentru a demonstra inegalitatea triunghiului se utilizează inegalitatea: 

 
β+

β
+

α+
α

≤
β+α+

β+α
≤

β+α+
β+α

1111
, inegalitate ce se obţine din faptul 

că funcţia ( )
λ+

λ
=λϕ

1
 este crescătoare pentru 0≥λ . 

 Rezultă că 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( zydyxd

zy
zy

yx
yx

zyyx
zyyx

zx
zx

zxd ,,
1111

, +=
−+

−
+

−+
−

≤
−+−+

−+−
=

−+
−

= )
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 1.9.12 Fie s mulţimea şirurilor de numere reale. Să se arate că aplicaţia  

( ) ∑
∞

= −+
−

⋅=→×
1 12

1,,:
n nn

nn
n yx

yx
yxdRssd  este o distanţă, dar aplicaţia 

( ) 1
12

1,,:
1

≥
−+

−
⋅=→× ∑

=

k
yx

yx
yxdRssd

k

n nn

nn
nkk   fixat nu este o distanţă. 

 
 Indicaţie de rezolvare 
 Pentru aplicaţia d se verifică condiţiile distanţei, iar pentru  se arată că 

. 
kd

( ) yxyxdk ≠= pentru0,
 
 1.9.13  Să se arate că mulţimea [ ]( )baL ,2  a funcţiilor continue 

[ ] Rbaf →,:  este un spaţiu normat relativ la: 

 ( )
2/1

2 d
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
= ∫

b

a

ttff  . 

 
 Indicaţie de rezolvare 
 Condiţiile 1) şi 2) se verifică imediat. Pentru condiţia 3) se utilizează 
inegalitatea 

  

( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( ) ( ) 0dd2d

0d

222

2

≥
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+λ⋅

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
⋅+λ⋅

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
⇔

⇔≥
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+⋅λ

∫∫∫

∫
b

a

b

a

b

a

b

a

ttgttgtfttf

ttgtf

 

 Ţinând seama de semnul trinomului de gradul doi, rezultă că 
discriminantul , adică: 0≤Δ

( ) ( ) ( ) ( ) 0ddd 22
2

≤
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
⋅
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
∫∫∫
b

a

b

a

b

a

ttgttfttgff . Extrăgând radicalul, se va 

obţine imediat condiţia 3) din definiţia normei. 
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Capitolul 2 
 

ŞIRURI ŞI SERII DE NUMERE 
 

2.1 Şiruri de numere reale. Puncte limită. Convergenţă 
 

Definiţia 2.1.1. Fie şirul ( ) Nnnx ∈  de numere reale. Un număr real a se 
numeşte punct limită al şirului considerat, dacă în orice vecinătate a sa, se află o 
infinitate de termeni ai şirului. 
 
 Notându-se cu A mulţimea punctelor limită pentru şirul ( ) Nnnx ∈ , 
marginea superioară a mulţimii A se va numi limita superioară a şirului, iar 
marginea inferioară a mulţimii A, se va numi limita inferioară a şirului 
considerat. 
 Se va scrie:  ( ) ( )n

n
xAL

∞→
== suplimsup  şi ( )nn

x
∞→

= infliml .  

Exemple  

1) Şirul cu termenul general Nnnxn ∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

= ,
4

sin  are ca puncte limită 

pe 1,
2
2,0,

2
2,1 −−  şi deci 1=L şi 1−=l . 

2) Şirul cu termenul general *,1 Nn
n

xn ∈=  va avea 0== lL . 

Definiţia 2.1.2. Şirul ( ) Nnnx ∈  se numeşte convergent, dacă există un 
număr x, astfel încât pentru ( ) ( ) ( ) Nn ∈ε∃>ε∀ ,0 , astfel încât pentru 

 să se verifice ( ) ( )ε≥∀ nn ε<− xxn . 
 Numărul real x cu proprietatea de mai sus, se numeşte limita şirului 
( ) Nnnx ∈  şi se va scrie ( ) xxnn

=
∞→

lim . 

 Dacă un şir ( ) Nnnx ∈  este convergent, atunci l=L . 
 

Definiţia 2.1.3. Un şir care are limita infinită, sau un şir pentru care cele 
două limite, inferioară şi superioară sunt diferite, se numeşte şir divergent. 

 
Teorema lui Weierstrass. Orice şir monoton şi mărginit este convergent. 
 

 Teorema Töplitz. Fie o matrice infinită de numere reale 
 cu proprietatea că există  astfel încât: ( )( ) **, NNnmmnaA ×∈= *

+∈RM

 ( ) *
21 ,...... NkMaaa kmkk ∈∀≤++++ . 

 Următoarele afirmaţii sunt echivalente: 
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 1) Pentru orice şir convergent de numere reale ( )nnx

nx

 şirul  definit 

prin  este convergent şi 

( )nny

∑
∞

=

⋅=
1k

knkn xay
nnn

y
∞→∞→

= limlim ; 

 2) (i) ; ( ) *,0lim Nmanmn
∈∀=

∞→

      (ii) ( ) 1......lim 21 =++++
∞→

nmnnn
aaa . 

 
 Consecinţa 1. Dacă în Teorema Töplitz se modifică 2.(ii) în 

, atunci afirmaţia 1) devine ( ) ∞<=∃ ∑
≥

∞→
l

1
lim

m
nmn

a ( ) nnnn
xy

∞→∞→
⋅=∃ limlim l . 

 
Teorema Cesaro-Stolz. Fie şirul ( ) Nnna ∈  oarecare şi ( ) Nnnb ∈  monoton 

crescător de numere pozitive, cu ∞=
∞→

nn
blim . Atunci, dacă există 

l=
−
−

+

+

∞→ nn

nn
n bb

aa

1

1lim , va exista şi 
n

n
n b

a
∞→

lim  şi cele două limite vor avea aceeaşi 

valoare. 
Indicaţie de rezolvare 

Se aplică Teorema Töplitz şirului ( )
1

1,
−

−

−
−

=
nn

nn
nnn bb

aaxx , iar şirul dublu 

( ) nk
b

bbAA
n

kk
nkNmnnm ≤

−
= −

∈ ,, 1
,  şi nkAnk >= ,0 . 

În aceste condiţii l==⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅

−
++⋅

−
∞→

−

∞→
nnn

n

nn

nn
xx

b
bbx

b
bb

lim...lim 1
1

01 . 

De asemenea, ( ) *1
1

01 ,... Nn
b
ax

b
bbx

b
bb

n

n
n

n

nn

n
∈∀=⋅

−
++⋅

− − . 

Consecinţa 2. Dacă ( ) ( )nnnn ba ,  sunt două şiruri de numere reale cu 
proprietăţile: 

1) ; ( ) nRbb n

n

k
kn

∀∈∞= +
=

∞→ ∑ ,,lim *

1
2) ( ) ; aann

=∃
∞→

lim

Atunci ( ) a
bb

baba

n

nn
n

=
++

⋅++⋅
∃

∞→ ...
...

lim
1

11 . 
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 Criteriul radicalului 
Dacă şirul ( )nna  este convergent şi are termenii pozitivi, atunci 

nn ∞→
= limn

nn
aaaa

∞→
⋅⋅⋅ ...lim 21 . 

 
 Indicaţie de rezolvare  
 Se aplică teorema Cesaro-Stolz pentru şirurile ( )nnalg  şi . Atunci nbn =

nn
lim

∞→
=n

nnnn
n

n
aaaa

n
aaa

lglglimlglim
lg...lglg

lim 21
∞→∞→∞→

⇒=
+++

a ...21 ⋅⋅⋅ , 

de unde rezultă ⎟
⎠
⎞

na⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ⋅⋅⋅

∞→∞→ n
n

nn
aaa limlg...limlg 21  şi de aici cerinţa 

problemei. 
 
  Criteriul raportului 

Dacă şirul  are termenii pozitivi, atunci ( )nna
n

n
n

n
nn a

a
a 1limlim +

∞→∞→
= , dacă 

ultima limită există. 
 

 Criteriul produsului 
Fie şirurile ( )nnx  mărginit şi ( )nna  convergent la zero. Atunci şirul 

produs  este convergent la zero. ( nnn ax ⋅ )
 
O reciprocă a teoremei Cesaro-Stolz 
Dacă ( )  sunt două şiruri de numere reale cu proprietăţile: ( )nnnn ba ,

1) ( ) NnbbRb nnn ∈∀≠∈ + ,, 1
* ; 

2) ( ) R
b
a

n

n
n

∈=∃
∞→

llim ; 

3) ( ) { }1\lim
1

Rb
b
b

n

n
n

∈=∃
+∞→

; 

Atunci ( ) l=
−
−

∃
+

+

∞→ nn

nn
n bb

aa

1

1lim . 

 
Criteriul general de convergenţă al lui Cauchy. Condiţia necesară şi 

suficientă ca un şir ( ) Nnnx ∈  să fie convergent este ca pentru 

 astfel încât pentru( ) ( ) ( ) ,,0 Nn ∈ε∃>ε∀  ( ) ( )ε≥∀ nn  şi pentru * , să 
se verific

 ( ) Np∈∀

e ε<−+ npn xx . 
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2.2  Siruri recurente 
 

Definiţia 2.2.1. Un şir  se numeşte şir recurent, dacă este definit de 
o relaţie de forma  cunoscuţi. 
Numărul natural k se numeşte ordinul relaţiei de recurenţă. 

( )nnx

nn x,1−( ) kknn xxxknxxfx ,...,,cu,,..., 212 >= −−

 
Recurenţă de ordinul 1 

Rxnbxax nn ∈≥+⋅=+ 01 ,0, . 
Cazul 1. . ( ) Nnxaxxaxba n

nnn ∈∀⋅=⇒⋅=⇒=≠ + ,0,0 01
Cazul 2. ( ) Nnxbnxbxxba nnn ∈∀+⋅=⇒+=⇒≠= + ,0,1 01 . 
Cazul 3. { } ( ) Nnbxaxab nn ∈∀+⋅=⇒∉≠ + ,1,0,0 1 . 

Se caută un şir cu termenul general de forma Rxy nn ∈αα+= , . 
( ) ( ) bayaybyay nnnn +−⋅α+⋅=⇒+α−⋅=α− ++ 111

( ) 01 =+−⋅α ba 1 yyay nnn ⇒⋅=+

. Impunem condiţia 
 şi rezultă  şi deci 0yan ⋅=

( ) Nn
a

b
a

bxax n
n ∈∀

−
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+⋅= ,

110 . 

 
 Recurenţă de ordinul 2 
 Rdcbandxcxbxa nnn ∈≥=⋅+⋅+⋅ −+ ,,,,1,11 . 
 Observaţie: Printr-o translaţie a şirului ( )nnx

cba
 se poate obţine o recurenţă 

de forma Rnxcxbxa nnn ∈≥=⋅+⋅+⋅ −+ ,1,011 ,, . 
 Pentru această problemă, se caută soluţii de forma . 
Înlocuind aceasta în relaţia de recurenţă, vom obţine ecuaţia 

0, ≠= rrx n
n

02 =+⋅+ c⋅ rbra , 
numită ecuaţia caracteristică asociată recurenţei. 
 Se disting trei cazuri: 
 Cazul I: Dacă 0  ecuaţia caracteristică are două rădăcini reale şi 
distincte . 

>Δ
21, rr

 Lema 1. Şirurile cu termenii generali  sunt 
soluţii ale relaţiei de recurenţă. 

Nnrzry n
n

n
n ∈== ,, 21

 Lema 2. Orice combinaţie liniară a şirurilor  
este soluţie a relaţiei de recurenţă. 

Nnrzry n
n

n
n ∈== ,, 21

 Lema 3. Soluţia generală ( )nnx  a relaţiei de recurenţă şi şirurile 
 sunt liniar dependente. ( ) ( )nnnn zy ,

 Prin urmare, soluţia generală a relaţiei de recurenţă este: 
  . RBANnrBrAx nn

n ∈∈⋅+⋅= ,,,21
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 Cazul II: Dacă .0 21 rrr ==⇒=Δ  . 
 Lema 1. Şirurile cu termenii generali  sunt soluţii ale 
relaţiei de recurenţă. 

n
n

n
n rnzry ⋅== ,

 Lema 2.Orice combinaţie liniară a şirurilor ( ) ( )nnnn zy ,  este soluţie a 
relaţiei de recurenţă. 
 Lema 3. Soluţia generală ( )nnx  a relaţiei de recurenţă şi şirurile 

 sunt liniar dependente. ( ) ( )nnnn zy ,
 Prin urmare, soluţia generală a relaţiei de recurenţă este: 
  ( ) RBANnrnBAx n

n ∈∈⋅+= ,,, .
 
 Cazul III: Dacă ( ) ( )θ⋅−θ⋅ρ=θ⋅+θ⋅ρ=⇒<Δ sinicos,sinicos0 21 rr  
 Lema 1. Şirurile cu termenii generali  şi  θ⋅ρ= ny n

n cos θ⋅ρ= nz n
n sin

Sunt soluţii ale relaţiei de recurenţă. 
 Lema 2.Orice combinaţie liniară a şirurilor ( ) ( )nnnn zy ,  este soluţie a 
relaţiei de recurenţă. 
 Lema 3. Soluţia generală ( )nnx  a relaţiei de recurenţă şi şirurile 

 sunt liniar dependente. ( ) ( )nnnn zy ,
 Prin urmare, soluţia generală a relaţiei de recurenţă este: 

( ) RBANnnBnAx n
n ∈∈θ+θ⋅ρ= ,,,sincos . 

 
Observaţie: Pentru relaţii de recurenţă de ordin superior lui doi se 

procedează similar, urmând următoarele etape: 
1) Se scrie şi se rezolvă ecuaţia caracteristică. 
2) Se scrie soluţia generală a relaţiei de recurenţă ca o combinaţie liniară a 

soluţiilor parţiale. 
 
 

2.3  Aplicaţii 
 

2.3.1 Să se determine punctele limită pentru următoarele şiruri : 

a) ( )
n

a
n

n
111 +=

+−u  ;   b) 
n

n n
nu ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π
+=

cos1 ;  

c) 
4

sin π
=

nun ;   d) ( ) nn
n nu ⋅−= 1 . 
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 Indicaţii de rezolvare  

a) Pentru n număr par, 
ana

un
111

→+= . Pentru n număr impar 

a
n

aun →+=
1 . Deci punctele limită sunt a şi 

a
1 ; 

b) e şi 
e
1 ; 

c) 1,
2
2,0,

2
2,1 −− ; 

d) -1,1. 
 

2.3.2 Să se determine limitele inferioară şi superioară pentru următoarele 
şiruri  

a) ( ) ( )
12

1
2

11
+

⋅−+
−+

=
n
na n

n

n ;  

b) ( )
4

sin1 21 π
+⋅= − nn

n
a

n

n  ; 

c) ( )
2

cos1
2
111 π

+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += n

n
a n

n

n . 

 
 Indicaţii de rezolvare  

a) Se determină punctele limită ale şirului. Pentru n număr par 

2
3

22
1 →

+
+=

n
nan , iar pentru n număr impar 

2
1

12
−→

+
−=

n
nan . Deci 

mulţimea punctelor limită este 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧−=

2
3,

2
1L , de unde rezultă că 

2
3suplim =

∞→
n

n
a  

şi 
2
1inflim −=

∞→
nn

a ; 

b) 2suplim =
∞→

n
n

a  şi 
2
1inflim =

∞→
nn

a ; 

c) 1e
2
3suplim +⋅=

∞→
n

n
a  şi 

2
einflim −=

∞→
nn

a . 

 
 2.3.3  Folosind teorema lui Weierstrass să se studieze convergenţa 

următoarelor şiruri : 

a) 
( )2!n
na

n

n = ;   b) 0,0, 01 =>+= − aaaaa nn ;  
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c) 0,0,
2
1

0
1

1 >>⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

−
− aa

a
aaa
n

nn ;  d) 10,0,
22 0

2
1 <<=−= − aa

aaa n
n ;  

e) ( ) 10,1 01 <<−=+ aaaa nnn  ;  f) 1,21 0
1

=+=
−

a
a

a
n

n . 

 
 Indicaţii de rezolvare  

a) Şirul ( ) Nnna ∈  este cu termenii pozitivi, iar raportul 

( ) ( ) *1 ,1
1

111
1

1
1

1 Nne
nnnna

a n

n

n ∈∀<⋅
+

<⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅

+
⋅

+
=+ 1

n
n

n

n
=

+ , de unde rezultă 

că şirul este monoton descrescător. Cum toţi termenii sunt pozitivi, şirul va fi 
mărginit inferior de 0, deci este convergent. Pentru calculul limitei, dacă 

, introducând limita  în relaţia de recurenţă nn
a

∞→
= liml

n

nn aa ⋅=+1 nn
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅

+
11

1
1 , se va obţine e⋅⋅= 0ll , de unde 0=l ; 

 
b) Şirul ( ) Nnna ∈

nn
a

∞→
= lim

 este un şir de numere pozitive şi monoton crescător, 
demonstraţie ce se poate realiza prin inducţie matematică după n. Presupunând 
că ar exista , aceasta va trebui să verifice relaţia de recurenţă, adică l

ll += a , de unde 02 =−− all  şi se obţin 

2
411, 2 =l

2
11

1
a+−++

=l
4a . Cum 02 <l

1l

 nu convine, termenii şirului 

fiind pozitivi, rezultă ca limită posibilă ; 
 Cum şirul este crescător, adică  şi nn aa <−1

( ) 2,,1 ≥∈∀<= nNnaaa n   rezultă 1<
n

a,1 11 =<−

nn

n

aa
a

a
a

, de unde 

a
a
a

n
< . Din relaţia de recurenţă ridicată la pătrat, se va obţine , 

adică 

1−+ na2 =n aa

( ) *1 ,1 Nna
a

a
a
aa

n

n

n
n ∈∀+<+= − , adică şirul este măginit superior, 

deci este convergent, iar  este limita sa. 1l

 
 2.3.4  Folosind teorema Cesaro-Stolz, să se calculeze următoarele 

limite : 

a) nn

n
2

lim
∞→

; b) 01,...21lim 1 >+
+++

+∞→
p

n
n

p

ppp

n
; c) 

n
n

n

1...
2
11

lim
+++

∞→
;  

 24



Iu
lia

na
 S

pr
in
ţud) 

n
n

n ln

1...
2
11

lim
+++

∞→
;     e) 

n
n

n

1...
2

11
lim

+++

∞→
;    

f) 
nn

nn

n

+++
∞→

...21lim ;  g) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
+

++
+
+

+
+
+

∞→ dnc
bna

dc
ba

dc
ba

nn
...

2
21lim . 

 
 Indicaţii de rezolvare  

a) Cu notaţiile din teorema Cesaro-Stolz, se consideră , de 
unde rezultă ; 

n
nn bna 2, ==

0lim =
∞→

nn
a

b) Pentru 1,...21 +=+++= p
n

ppp
n nbna , rezultă că 

( )
( )

1
1

...

...

1
1

11
1

1

11

+
=

−++

++

=
−

+

++
+

−

++

pnC

Cn

n
n

pp
p

p

p
p

p

pp

p

lim

limlim

1
1

10
1

10
1

1

+⋅

⋅+⋅
=

+
=

−
−

+
+

+
∞→

∞→+

+

∞→

nCnC

CnC

nbb
aa

p
p

p

p
p

p

n

nnn

nn
n

; 

c)  0
1

1limlim
1

1 =
+

=
−
−

∞→+

+

∞→ nbb
aa

nnn

nn
n

; 

d) ( ) 1
ln1ln

1
1

limlim
1

1 =
−+

+=
−
−

∞→+

+

∞→ nn
n

bb
aa

nnn

nn
n

 ; 

e) 2
1

1lim
1

1
1

limlim
1

1 =
+
++

=
−+
+=

−
−

∞→∞→+

+

∞→ n
nn

nn
n

bb
aa

nnnn

nn
n

 ;  

f) 0 ; g) 
c
a . 

 
2.3.5 Să se calculeze limitele următoare : 

a)  ; b) n
n

nlnlim
∞→

 ; c) 
n
nn

n

!lim
∞→

 ;  n
n

n!lim
∞→

d) ( )( ) ( )n
n

nnn
n

2...211lim ++
∞→

; e) ( )( )1 !1!lim −
∞→

−− nn
n

nn  ;  

f) ( )( ) ( ) 1,
!

...21lim −>
+++

∞→
a

n
naaan

n
;  
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 Indicaţii de rezolvare  

a) ( )
∞=

+
=

∞→∞→ !
!1lim!lim

n
nn

n
n

n
; 

b) ( ) 1
ln

1lnlimlnlim =
+

=
∞→∞→ n

nn
n

n
n

; 

c) 
( )
( )

( ) e
1

1
lim

!
1

!1

lim
...
...21lim!lim!lim

1
=

+
=+

+

=
⋅⋅⋅
⋅⋅⋅

==
∞→

+

∞→∞→∞→∞→ n

n

n
n

n

n
n

n
n

nn

n

n n
n

n
n

n
n

nnn
n

n
n

n
n ; 

d) 

( )( ) ( )n
n

nnn
n

2...211lim ++
∞→

=

( )( ) ( )( )
( )

( )( ) ( ) ( )( )
( ) e

4
1

12212
1

lim
2...21

1
2212...32

lim 2

1
=

+
⋅++⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
=

++
+

++++

=
∞→

+

∞→ n
nn

n
n

n
nnn

n
nnnn

n

n
n

n

n

 
e) Se aplică teorema Cesaro-Stolz şirurilor nbna n

n
n == ,! . Rezultă că 

( )
( ) ( )( )1

1
!1!lim

e
1

!
1

!1

lim!lim!lim −
∞→

+

∞→∞→∞→
−−==+

+

== nn
n

n

n

n
n

nn

n

n
nn

n
n

n
n

n
n

n
n ; 

f) 1. 
 
 
2.3.6  Fie (  un şir de numere pozitive, crescător şi divergent. )nnu

a) Să se arate că dacă λ=
−∞→ 1

lim
n

n
n u

u
,  şi { }1\+∈λ R

λ′=
+++

∞→ n

n
n u

uuu ...
lim 21 , atunci 

1−λ
λ

=λ′ ; 

b) Să se arate că dacă λ=
−∞→ pn

n
n u

u
lim  unde { }1\+∈λ R  , atunci 

( ) 1,
1

...
lim

1
21 ≥∀

−λ
λ

=
+++ +

−∞→
p

u
uuu p

pn

n
n

; 
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c) Să se arate că dacă λ=
−∞→ 1

lim
n

n
n u

u
, unde { }1\+∈λ R , atunci 

λ=
+++
+++

−∞→ 121

21

...
...

lim
n

n
n uuu

uuu
; 

d) Să se arate că dacă λ=
−∞→ 1

lim
n

n
n u

u
, unde { }1\+∈λ R , atunci 

( ) 1,
...
...

lim 1

21

21 ≥∀λ=
+++
+++ +

−∞→
p

uuu
uuu p

pn

n
n

. 

 
Indicaţii de rezolvare 
a) Se consideră nnnn ubuuua =+++= ,...21  şi se aplică Teorema 

Cesaro-Stolz.  
Rezultă 

11
limlimlim

...
limlim

1

1

11

11

−λ
λ

=
−

=
−

=
−
−

=
++

=

−

−

∞→−∞→−

−

∞→∞→∞→

n

n

n

n

nnn

n
nnn

nn
nn

n
nn

n
n

u
u
u
u

uu
u

bb
aa

u
uu

b
a

şi deci 
1−λ

λ
=λ′ ; 

b) 
pn

pn

n

n

n

n

n

n

pn

n

u
u

u
u

u
u

u
uu

u
uu

−

+−

−

−

−−
⋅⋅⋅⋅

++
=

++ 1

2

1

1

11 ...
...... . 

Rezultă 
1

...
1

...
lim

1
1

−λ
λ

=λ⋅⋅λ⋅
−λ
λ

=
++ +

−∞→

p

pn

n
n u

uu ; 

c) 

1

111

11

1

11111

1

...
11

...
1

...
1

...
...

−

−−

−

−

−−−

++
⋅+=

=
++

⋅+=
++

+=
++
++

n

nn

n

n

n

n

n

n

n

n

n

u
uuu

u
uu

u
u
u

uu
u

uu
uu

 

Trecând la limită şi ţinând seama de punctul b) se va obţine 

λ=
λ
−λ

⋅λ+=
++
++

−∞→

11
...
...

lim
11

1

n

n
n uu

uu
. 

 
 2.3.7  Utilizând criteriul general de convergenţă al lui Cauchy, să se 

demonstreze convergenţa şirurilor : 

a) n
n

n
aaau

2
sin

...
2

sin
2

sin
2

21 +++=  ;  b) ( ) ;
1

cos
...

32
cos

21
cos 21

+
++

⋅
+

⋅
=

nn
aaau n

n  
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c) ( )
n

u n
n

11...
4
1

3
1

2
11 1 ⋅−++−+−= −  ;  

d) ( )[ ] ( )nn
un 31131

1...
74

1
41

1
+⋅−+

++
⋅

+
⋅

=  ; 

e) ( )( )41
1...

63
1

52
1

++
++

⋅
+

⋅
=

nn
un  ;  f) ( )1

1...
32

1
21

1
+

++
⋅

+
⋅

=
nn

un  ; 

g) 
nn
nxxxu

3
cos...

3
2cos

3
cos

2
+++=  ;  h) 22

1...
2
11

n
un +++=  ; 

 
 Indicaţii de rezolvare  

a) Fiind dat 0>ε  arbitrar fixat, se va căuta un rang ( ) Nn ∈ε , astfel încât 
pentru ( )  şi pentru , să se verifice (ε≥∀ nn ) ( ) *Np∈∀ ε<− np u+nu . 

npn

p

npn

pnnpn
pn

n
n

npn
aauu

2
1

2
11

2
1

2
1
2
11

2
1

2
1...

2
11

2
1

2
1...

2
1

2

sin
...

2
sin

111

11
1

<⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅=

−
⋅=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++⋅=

=++<++=−

+−+

+++
+

+
+

+

 

şi cum 0
2
1lim =

∞→ nn
 se poate găsi un rang, de exemplu ( ) 1

2ln

1ln
+

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
ε=εn , pentru 

care ( ) ( ) ( ) *,,
2
1 Npnnuu nnpn ∈∀ε≥∀ε<<−+ , deci şirul este convergent; 

c) ( )
pnnn

uu p
npn +

⋅−++
+

−
+

=− −
+

11...
2

1
1

1 1 .  

Dacă p este număr par, atunci 

pnpnn

pnpnpnnnnnn

pnpnnnnn

pnpnnn
uu npn

+
<

+
−

+
=

=
+

−
−+

+
−+

−−
+

+
+

−
+

+
+

−
+

<

<⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−
−+

++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

+
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

+
=

=
+

−
−+

++
+

−
+

=−+

11
1

1

1
2

1
2

1...
4

1
4

1
2

1
2

1
1

1

1
1

1...
4

1
3

1
2

1
1

1

1
1

1...
2

1
1

1
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Dacă p este impar, atunci  

1
1

1
1

1
1

2
1...

4
1

2
1

2
1

1
1

1...
4

1
3

1
2

1
1

1

+
=

=
−+

+
−+

−
−+

++
+

−
+

+
+

−
+

<

<
+

++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

+
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

+
=−+

n

pnpnpnnnnn

pnnnnn
uu npn

. 

Cum 0
1

1lim =
+∞→ nn

, se poate găsi un rang ( ) 111
+⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −
ε

=εn , pentru care 

( ) ( ) ( ) *,,
1

1 Npnn
n

uu npn ∈∀ε≥∀ε<
+

<−+ , deci şirul este convergent; 

d) ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

−
−+

++−+−=
nnn

un 31
11

3
1

31
1

131
1...

7
1

4
1

4
11

3
1 , de 

unde ε<<
+

⋅<⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

−
+

=−+ nnpnn
uu npn

1
31

1
3
1

331
1

31
1

3
1 ; 

e) 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

+
−

+
−++=

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

+
−

+
+

+
−++−+−+−+−=

4
1

3
1

2
1

4
1

3
1

2
1

3
1

4
1

1
1

3
11...

8
1

5
1

7
1

4
1

6
1

3
1

5
1

2
1

3
1

nnn

nnnn
un

 

Rezultă ε<<⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

+
+

+
<−+ nnnn

uu npn
1

4
1

3
1

2
1

3
1 , deci şirul este 

convergent; 
h) 

( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( )

ε<<
+

−=

=
+

−
−+

++
+

−
+

+
+

−=

=
+−+

++
++

+
+

<

<
+

++
+

+
+

=−+

npnn

pnpnnnnn

pnpnnnnn

pnnn
uu npn

111

1
1

1...
2

1
1

1
1

11
1
1...

21
1

1
1

1...
2

1
1

1
222

 

şi deci şirul este convergent. 
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2.3.8 Folosind criteriul lui Cauchy, să se demonstreze divergenţa şirurilor  

a) 
nn
1...

2
11 +++=u ;   

b) ;  c) nun sin=
n

un
1...

2
1

1
1

+++= . 

 Indicaţii de rezolvare  
a) Va trebui să găsim , astfel încât *,0 Np∈>ε ( ) Nnuu npn ∈∀ε>−+ , . 

2
11...

2
1

1
1

=
+

>
+

++
+

+
+

=−+ pn
p

pnnn
uu npn  pentru np = , deci se poate 

lua 
2
1

=ε , şirul fiind divergent; 

b) Presupunem, prin reducere la absurd, că există nu
nnn

sinlimlim
∞→∞→

==l

0coslim0

. 

( ) ( )( ) cos1sin2lim01sin1sinlim =⇒=⋅⋅⇒=−−+
∞→∞→

nn
nn ∞→

nn
n

.  

În acelaşi timp, ( ) 00cossin2lim2sinlim =⇒=⋅⋅==
∞→∞→

ll nnn
nn

. Cum 

( ) 011sinlim 22 ≠=⇒=⇒
∞→

ln
n

1sincoslim 22 =+
∞→

nn
n

, contradicţie, deci şirul 

nu are limită. 
 
 2.3.9 Se consideră şirul ( )nnu  definit prin relaţia de recurenţă : 

01 ,,, ubabuau nn +⋅= −  fiind daţi. Să se găsească expresia lui  în funcţie de 
a,b şi . În acest caz există . 

nu
0u ?lim nn

u
∞→

 Indicaţie de rezolvare  

  şi înmulţim prima ecuaţie cu 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

+⋅=

+⋅=
+⋅=

− buau

buau
buau

nn 1

12

01

...
1−na , pe a doua cu 2−na  şi 

aşa mai departe, ultima cu a. Prin adunare, vom obţine : 

( )
a

abuaaaabuau
n

nnn
n −

−
⋅+=+++++= −

1
1...1 0

12
0 . 

Dacă ∞=>
∞→

n
n

aa lim,1 , deci  nu are limită. Dacă nu
a

bua nn −
=<

∞→ 1
lim,1 . 

Dacă , 1 ±∞=a =
∞→

nn
ulim , în funcţie de semnul lui b. 

Dacă , 1 01202 , ubuuu pp−=a −== + , şirul reducându-se la două puncte 
distincte, deci nu are limită. Rezultă că şirul are limită doar în cazul 1<a . 
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2.3.10  Să se studieze convergenţa şirurilor: 
 
a) 1,65,3,1 1221 ≥⋅−⋅=== ++ nxxxxx nnn ; 

b) 1,
4

,1,0 1221 ≥−=== ++ nxxxxx n
nn ; 

c) 1,2,1,
2
2

1221 ≥−⋅=== ++ nxxxxx nnn . 

 
Indicaţii de rezolvare 

b) Ecuaţia caracteristică este 
2
10

4
1

21
2 ==⇒=+− rrrr . Aplicându-se 

propoziţia corespunzătoare cazului II rezultă 
nn

n ndcx ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅⋅+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅=

2
1

2
1 şi 

punând condiţia ca 4,41,0 21 =−=⇒== dcxx . 

Rezultă 0lim
2
14

2
14 =⇒⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅⋅+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅−=

∞→
nn

nn

n xnx  . 

 
 2.3.11  Să se studieze convergenţa şirurilor: 

 a) 0,,
2

1 >∈
+
⋅⋅

=+ aRa
xa
xax
n

n
n , cu ; 00 >x

 b) [ ]2,1,1,22 1
2

1 ∈≥+⋅−=+ xnxxx nnn ; 

 c) 
2
3,1,23 1

2
1 =≥−⋅=+ xnxx nn ; 

 d) 3,0,13 01 =≥+=+ xn
x

x
n

n . 

 
 Indicaţii de rezolvare 
 a) Pentru ax <0   şirul este monoton crescător şi are limita a. 
 Pentru axaxax nnn =⇒=⇒=

∞→
lim0 . 

 Pentru ax >  şirul este monoton descrescător şi cu limita a; 0
 b) Se demonstrează prin inducţie matematică faptul că  este un şir 
descrescător şi mărginit . Rezultă că 

( )nnx
[ 2,1∈nx ] ( )nnx  este convergent. 

Notând cu  şi trecând la limită în relaţia de recurenţă, vom obţine ca 

limite posibile . Dacă 
nn

x
∞→

= liml

,11 =l 22 =l ( ) 1,111 =⇒∀=⇒= lnxx n .  
Dacă ( ) 2,221 =⇒∀=⇒= lnxx n . Dacă ( )2,11 ∈x  şirul este descrescător şi 
mărginit inferior de 1, deci ; 1=l
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 d) Fie R∈l  soluţia ecuaţiei 
l

l
13+= . Cum , dacă 

şirul ar fi convergent atunci limita sa va fi . 

( ) *,3 Nnxn ∈∀>

3≥l

lll
l

l

l
ll −⋅≤−⇒−⋅≤

⋅
−

=+−=−+=− ++ nnn
n

n

nn
n xxx

x
x

xx
x 211 3

1
9
11113  

şi de aici ( ) Nnxx
n

n ∈∀−⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≤−≤ ,

3
10 02 ll . Prin trecere la limită obţinem 

că există 3
2

133lim >
+

==
∞→

lnn
x . 

 
 
2.3.12  Să se studieze convergenţa şirurilor definite prin: 

a) ( ) 1,0,
1

,0 01 =≥∀
+

≤> + xn
x

xxx
n

n
nn ; 

b) ( ) ( ) NnxxNnxx nnnn ∈∀<∈∀>+ ++ ,,,0 22
11 ; 

c) ( ) ( ) Nnxxx nnn ∈∀>⋅−<< + ,12,20 1 . 
 

Indicaţii de rezolvare 

a) nn
nn

n xx
xx

x
<⇒<

+
≤ +

+
1

1 1
1

1 , deci şirul este monoton descrescător şi 

mărginit inferior de 0, deci conform teoremei Weierstrass este convergent. 
Notând cu nn

x
∞→

= liml  şi trecând la limită în relaţia de recurenţă, rezultă 

0
1

1 2 ≤⇔
+

≤ l
l

l 0 şi cum şirul are termenii pozitivi, rezultă . =l

c) Se aplică inegalitatea mediilor, de unde rezultă: 

( ) ( )
1

1
1 22

2
2

21 +
+

+ +−<⇒
+−

≤⋅−< nn
nn

nn xxxxxx  şi deci şirul este 

strict crescător. Fiind mărginit superior de 2, el este convergent. 
Notând cu nn

x
∞→

= liml  şi trecând la limită în relaţia de recurenţă, rezultă 

1=l . 
 

2.3.13 Fie  şi două şiruri 0>> ba ( ) Nnna ∈  şi ( ) Nnnb ∈  definite prin : 

 aa
ba

a
a

nn

n
n =

+
=+ 0

2

1 ,  şi bb
ba

b
b

nn

n
n =

+
=+ 0

2

1 , . Să se studieze 

 şi 11 ++ − nn ba
1

1

+

+

n

n

a
b

 şi să se deducă limitele celor două şiruri. 
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 Indicaţie de rezolvare  

 0... 00

22

11 >−=−==−=
+
−

=− ++ bababa
ba
ba

ba nn
nn

nn
nn . 

 
224

1

1
2

1

1 ...
+

−

−

+

+ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

n

n

n

n

n

n

n

a
b

a
b

a
b

a
b

 .  

Cum 1<
a
b , rezultă 0lim

1

1 =
+

+

∞→ n

n
n a

b
. În acelaşi timp, 

1

1

1

1

+

+

+

+ +−
=

n

n

n

n

a
baa

a
b

, deci 

0lim
1

1 =
+−

+

+

∞→ n

n
n a

baa
. Se va obţine astfel baaa nnnn

−==
∞→

+
∞→

limlim 1  şi 

. 0lim =
∞→

nn
b

 
 2.3.14  Să se arate că şirul ( ) Nnna ∈  definit prin 

⎟
⎠
⎞

+
−

1
1

n
n

⎜
⎝
⎛⋅⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−= ...

1
21

1
11

nn
an  este convergent şi să se calculeze 

limita sa. 
 
 Indicaţie de rezolvare  

 
( )nn
n

n
nn

n
n

na
1
!

1
1...

1
1

1 +
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
⋅⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
= , de unde rezultă că şirul este 

mărginit de 0 inferior şi de 1 superior. În acelaşi timp, 1
2
1 1

1 <⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

=
+

+
n

n

n

n
n

a
a

, 

deci ( ) Nnna ∈

n ∞→
= liml

 este monoton descrescător. Rezultă că şirul este convergent, iar 

dacă , trecând la limită în relaţia de recurenţă na n

n

n a
n
na ⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

=
+

+

1

1 2
1 , 

se va obţine 1e−⋅= ll , deci 0=l . 

2.3.15  Să se arate că şirul cu termenul general 
111
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

n

n n
a  este 

convergent şi să se deducă inegalitatea 
nn

nn
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+<<⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

1
11e11 . 

 Indicaţie de rezolvare  

 Se ştie că pentru ( ) anaa n +>+> 11,0 , iar pentru 
1

1
−

=
n

a  inegalitatea 

devine 2
1

12
1

>
−

+=
−

+1
1

11 >⎟
⎠
⎞

⎝ −
+

nn
n

n

n

⎜
⎛ . Deci 211

1

>⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

+n

n n
a . 
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 Pentru monotonie se compară 
n

n n
a ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+=− 1

111 cu 
111
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

n

n n
a . 

Înlocuind în inegalitatea ( ) anaa n +>+> 11,0  pe 
1

1
2 −

=
n

a , se va obţine 

nn
n

n

nn 11
11

1
1

11 22 +>⎟
⎠
⎞

−
+>⎟

n
n

n
n

n

n

1
11 ⎜

⎝
⎛

+
⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
⇔+>

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+ ,sau 

nn

nn

n

n

aa
nn

n
n

n
n

n
>⇔⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +>⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+⇔

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+

+
>⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

− −

+

1

111
1

11

1

11

1
, deci şirul este 

monoton descrescător. Cum este mărginit inferior de 2, el va fi convergent, deci 

există .e1111lim11lim
1

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

∞→

+

∞→ nnn

n

n

n

n
  

 

2.3.16  Să se arate că şirul cu termenul general n
n

an ln1...
2
11 −+++=  

este convergent. 
 Indicaţie de rezolvare   
 Se utilizează inegalitatea de la ex. 2.3.15, aplicându-se logaritmul. 

 Astfel, din ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅+<<⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅⇒⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+<<⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

n
n

n
n

nn

nn 11ln1111ln
1

11e11  , 

( )
n

nn
nnnn

1ln1ln
1

1111ln
1

1
<−+<

+
⇔<⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +<

+
. Dând valori pentru 

kn ,...,2,1=

( )
 şi însumând inegalităţile obţinute, se va obţine 

k
k 11ln <+

1...
2
1

+++ , deci ( ) *,0 Nkak ∈∀> . 

 Pentru monotonie, se calculează ( ) ,0
1

1ln1ln1 >
+

−−+=− + k
kkaa kk  

deci şirul este monoton descrescător, de termeni pozitivi, deci este convergent. 
 

2.3.17 Să se arate că şirul definit prin termenul general 

nnnn
an +

++
+

+
+

=
1...

2
1

1
1  este convergent şi să i se calculeze limita. 
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 Indicaţie de rezolvare  

 Utilizând exerciţiul 2.3.16, notând ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+++=

∞→
n

nn
ln1...

2
11liml , rezultă 

că şi ( ) 2lnlim2ln1...
1

11...
2
11lim =⇒=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+
++

+
++++

∞→∞→
nnn

an
nnnn

l . 

 
 2.3.18 Se consideră şirurile ( )nna  şi ( )nnb  care verifică următoarele 
condiţii  
 1) termenii şirului  sunt pozitivi ; ( )nnb
 2)  are limita infinită ; nn bbbs +++= ...21

 3) l=
∞→ n

n
n b

a
lim . 

 În aceste condiţii se verifică 
n

n
nn

n
n b

a
bbb
aaa

∞→∞→
=

+++
+++

lim
...
...

lim
21

21 . 

 Indicaţie de rezolvare 

( ) ( ) nk
b
ann

b
a

b
as k

k

k

n

n

n

n
nnn

,...,2,1,,
2

lim,lim =ε=−⇔ε≥∀
ε

<−⇔=∞=
∞→∞→

lll  

Rezultă ( )
2

; ε
<ε⋅ε−= kkkk ba l . Luând k=1,2,…,n şi însumând se va obţine 

( )

n

nnNN

n

NN

n

n

nnnn

s
bb

s
bbb

s
aaa

bbbbbaaa

⋅ε++⋅ε
+

⋅ε++⋅ε+⋅ε
=

=−
+++

⇔

⇔⋅ε++⋅ε++++⋅=+++

++ ......

...
.........

112211

21

112121

l

l

 

unde  . ( )ε= nN

Atunci 
n

nnNN

n

NN

n

n
s

bb
s

bb
s

aaa ⋅ε++⋅ε
+

⋅ε++⋅ε
≤−

+++ ++ ......... 111121 l . 

0
...

lim 11 =
⋅ε++⋅ε

∞→ n

NN
n s

bb
, iar  

<
ε++ε

≤
⋅ε++⋅ε ++++

n

nnNN

n

nnNN

s
bb

s
bb ...... 1111  

( )
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ++
−

ε
=

++−
⋅

ε
=

++
⋅

ε
< +

n

N

n

Nn

n

nN

s
bb

s
bbs

s
bb ...

1
2

...
2

...
2

111 . 

Rezultă ε<⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ++
−

ε
+

ε
<−

+++

n

n

n

n

s
bb

s
aaa ...

1
22

... 121 l . 

 35



Iu
lia

na
 S

pr
in
ţu

 
 2.3.19  Să se arate că dacă aann

=
∞→

lim  şi nnnn bbbB 221 ...+++= ++  cu 

0>nb  are limita egală cu b,  
atunci ( ) babababa nnnnnnn

⋅=⋅++⋅+⋅ ++++
∞→

222211 ...lim . 

 
 Indicaţie de rezolvare  
 ( ) ( ) ( ) Nnaann

∈ε∃>ε∀⇔=
∞→

1,0lim  astfel încât pentru  să 

rezulte 

( ) ( )1ε≥∀ nn

ε<− aan . 
 De asemenea, din bBnn

=
∞→

lim  rezultă că ( ) ( 2, ε≥ )∀ε<− nnbBn . 

 Cum şirurile  şi  sunt convergente, ele sunt mărginite, adică 
astfel încât 

( )nna ( )nnB
( ) 01 ≥∃ M ( ) 31, nna ≥Mn ∀≤  şi ( ) 02 ≥∃ M astfel încât 

( )2 , nnMBn ≥∀≤ 4 . 
 Se notează nn aa α=−  şi nn bB β=−  şi se consideră 
( ) ( ) ( )21 ,max nnn ( )43 ,, nnεε=ε . 

Atunci 
( ) ( )

( )

( )aM

bBabb

baBabb

babababababa

nnnnn

nnnnn

nnnnnnnn

+⋅ε<

<−⋅+⋅α++⋅α≤

≤⋅−⋅+⋅α++⋅α=

=⋅−⋅+α++⋅+α=⋅−⋅++⋅

++

++

++++

2211

2211

22112211

...

...

......

 

Unde . ( )21,max MMM =
Rezultă ( ) babababa nnnnnnn

⋅=⋅++⋅+⋅ ++++
∞→

222211 ...lim . 

 

2.3.20 Să se calculeze ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

++
+
π

∞→ nnn 2
sin...

1
sinlim . 

 Indicaţie de rezolvare   

 Se utilizează exerciţiul 2.3.19, considerând 
nn

Bn 2
1...

1
1

++
+

= , 

n
nan

π
⋅= sin  şi se obţine ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

++
+
π

∞→ nnn 2
sin...

1
sinlim 2ln⋅π= . 
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2.4  Serii de numere. Criterii de convergenţă 
 

 Definiţia 2.4.1.  Fie (  un şir de numere reale şi )nna ( )nns  un şir definit 

prin : .  

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

+++=

+=
=

nn aaas

aas
as

...
...

21

212

11

 Seria ∑  de numere reale se numeşte convergentă, dacă şirul sumelor 

parţiale este convergent. 

∞

=1n
na

 Seria ∑  de numere reale se numeşte divergentă, dacă şirul sumelor 

parţiale este divergent. 

∞

=1n
na

 
 Criteriu necesar de convergenţă. Condiţia necesară, dar nu şi suficientă, 

ca o serie ∑  să fie convergentă este ca 
∞

=1n
na 0lim =

∞→
nn

a . 

 
 Exemplu 

 Seria ∑
∞

=1

1

n n
 este divergentă, cu toate că 01lim =

∞→ nn
. 

 
Criteriul general al lui Cauchy 

∑
∞

=1n
na  este convergentă ( ) ( ) ( ) Nn ∈ε∃>ε∀⇔ ,0 , astfel încât 

ε<++ ++ pnn aa ...1 , ( ) ( ) ( ) *, Npnn ∈∀ε≥∀ . 
 

2.5  Serii cu termenii pozitivi. Criterii de convergenţă 
 

Criteriul I al comparaţiei  

 Fie  şi  două serii cu termenii pozitivi, astfel ca 

. Atunci :  

∑
∞

=1n
na

( ) 0nn ≥

∑
∞

=1n
nb

,ba nn ∀≤

 a) Dacă seria  este convergentă, seria  va fi convergentă. ∑
∞

=1n
nb ∑

∞

=1n
na
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 b) Dacă seria ∑  este divergentă, seria  va fi divergentă. 
∞

=1n
na ∑

∞

=1n
nb

 
Criteriul II al comparaţiei 

 Fie  şi  două serii cu termenii pozitivi, astfel ca ∑
∞

=1n
na ∑

∞

=1n
nb

( ), n∀ 0
11 n

b
b

a
a

n

n

n

n ≥≤ ++ . 

Atunci : 

  a) Dacă seria  este convergentă, seria ∑  va fi convergentă. ∑
∞

=1n
nb

∞

=1n
na

  b) Dacă seria ∑  este divergentă, seria  va fi divergentă. 
∞

=1n
na ∑

∞

=1n
nb

 
Criteriul III al comparaţiei 

 Fie ∑  şi  două serii cu termenii pozitivi, astfel ca 
∞

=1n
na ∑

∞

=1n
nb K

b
a

n

n
n

=
∞→

lim . 

Atunci : 
 a) Dacă +∞<< K0  cele două serii au aceeaşi natură. 

 b) Dacă K=0, iar seria ∑  este convergentă, seria  va fi 

convergentă. 

∞

=1n
nb ∑

∞

=1n
na

 c) Dacă +∞=K , iar seria  ∑ este divergentă, seria va fi 

divergentă. 

∞

=1n
na ∑

∞

=1n
nb

 
 

Criteriul rădăcinii (al lui Cauchy) 

 Fie ∑  o serie cu termenii pozitivi şi 
∞

=1n
na λ=

∞→
n

nn
alim . 

Atunci : 
 a) Dacă 1 seria este convergentă. <λ
 b) Dacă 1 seria este divergentă. >λ
 c) Pentru 1=λ  criteriul nu se aplică. 
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Criteriul raportului (al lui d′Alembert) 

  Fie ∑  o serie cu termenii pozitivi şi 
∞

=1n
na λ=+

∞→ n

n
n a

a 1lim . 

Atunci : 
 a) Dacă 1 seria este convergentă. <λ
 b) Dacă 1 seria este divergentă. >λ
 c) Pentru 1=λ  criteriul nu se aplică. 
 
 Exemple 

 1) Se consideră seria ...
3
1

2
1...

3
1

2
1

3
1

2
1

22 +++++++ nn . Să se arate că ea 

este convergentă şi că .1inflimiar,1suplim 11 <> +

∞→

+

∞→ n

n
nn

n

n u
u

u
u

 

 
 Indicaţie de rezolvare 

 Seria are aceeaşi natură cu seria ∑
∞

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

1 3
1

2
1

n
nn . 

 Cum ( ) Nnnnnnn ∈∀=+<+
−

,
2

1
2
1

2
1

3
1

2
1

1  din criteriul I de comparaţie 

rezultă convergenţa seriei. 

 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=⇒

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

= +

imparpentru
3
1

3
2

parpentru
2
1

2
3

imparpentru
2
1

parpentru
3
1

1

n

n

u
u

n

n
u

n

n

n

n

n

n

n  

 .10inflimiar,1suplim 11 <=>∞= +

∞→

+

∞→ n

n
nn

n

n u
u

u
u

 

 

 2) Să se arate că seria ...2
2
1...2

2
12

2
1 2

2 +++++++ n
n  este divergentă, 

şi .1inflimiar,1suplim 11 <> +

∞→

+

∞→ n

n
nn

n

n u
u

u
u

 

 
 Indicaţie de rezolvare 

∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

1

2
2
1

n

n
n Seria are aceeaşi natură cu seria , care este divergentă, 

deoarece ( ) Nnnn
n ∈∀>+ ,22

2
1 . 
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⎩

⎪
⎨

⎧
=⇒⎪

⎨= +
parntruparpentru2

1 nun
u n   

⎪
⎩

⎧

+

+

imparpentru2

pe
2

1

imparpentru
2
1

12

12

n
un n

n

nn

n

n

 Rezultă că .10inflimiar,1suplim 11 <=>∞= +

∞→

+

∞→ n

n
nn

n

n u
u

u
u

 

 
 Observaţie: Criteriul raportului dă numai condiţii suficiente de 
convergenţă şi divergenţă, aşa după cum rezultă din exemplele anterioare. 

Criteriul logaritmic 
 

 Fie ∑
∞

na  o serie cu termenii pozitivi şi 
=1n

λ=
∞→ n

an
n ln

ln
lim . 

1

tunc
 a) e convergentă. 
 b) Pentru 

A i : 
Pentru 1>λ  seria est

1<λ  seria este divergentă. 

 
iteriul lui Kummer 

 c) Pentru 1=λ  criteriul nu se aplică. 

Cr

∑
∞

=1

1

n nc
Fie şirul ( ) +⊂ Rc nn  astfel încât seria *  este divergentă. 

ozitivi  este: 

gentă, dacă

 ∑
=1n

na
∞

Atunci seria cu termeni p

a) conver  0lim ⎜⎜
⎛

−⋅ n
n cac  ; 1

1
>⎟⎟

⎠

⎞

⎝
+

+∞→
n

nn a

b) divergentă, dacă 0lim 1 ≤⎟⎟
⎞

⎜⎜
⎛

⋅ n
n

ac
1 ⎠⎝
− +

+∞→
n

nn
c

a
 

 

 Se consideră seria . În acest caz, 

Exemplu 
∞

, iar seria ∑
∞

=1

1

n nc
 0,

1

>⋅∑
=

aan n ncn =
n

( )
( ) ⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

=−
>∞−

<∞
=

+
−

1
2 aaneste divergentă. −−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⋅

∞→
+

+∞→
12
1

1
1limlim

2

1
1 a

a
a

na
anc

a
ac

nn
n

n
nn

, 

de unde rezultă că seria este convergentă pentru ( )1,0∈a . 
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Criteriul Raabe-Duhamel 

 Fie  o serie cu termenii pozitivi şi ∑
=1n

na
∞

λ=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ na

Atunci : 
 a) Pentru λ

 c) Pentru 1=λ  criteriul nu se aplică. 

−
+∞→

1lim
1nn a

n . 

 seria este convergentă. 
 b) Pentru  seria este divergentă. 

Criteriul de condensare al lui Cauchy  

 şi descrescători, iar  un şir 

ere naturale, astfel încât şirul cu termenul general 

1>
1<λ

 
 

Fie ∑
∞

 o serie cu termeni pozitivi 
=1n

nu

 de num

( )nna

1

1

−

+

−
−

nn

n

a
a

şi natur

divergent n

a
a

 să 

 au aceea ă. 

Observaţie 
ind , care 

atisfa ndiţi

 Criteriul lui Bertrand 

 Seria cu termenii pozitivi este: 

 1) convergentă, dacă

fie mărginit. Atunci seriile ∑u  şi (∑ 1a
∞ ∞

)⋅− an n
ua

=1n
n

=
+

1n
n

 
 ( ) Nna n

n ∈∀= ,2 Şirul ( )nna  se alege cel mai frecvent ca fi
s ce co ile criteriului de condensare. 
 

∞

=1n
∑ na

 111lnlim
1

>⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⋅

+∞→ n

n
n a

ann ; 

111lnlim
1

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎟

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⋅

+∞→ n

n
n a

ann 2) divergentă, dacă <⎥
⎦

⎟
⎠

. 

sideră )

 
 Exemplu 

 Se con  seria  ( ) (∑
∞ !n

= −+α⋅⋅+αα1 1...1n n
. 

 ( )
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>α∞
=α
<α∞−

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

+
−−α

⋅=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ⎞⎛ an −⎟⎟
⎠

⎜⎜
⎝

−⋅
∞→+∞→

2
20

2

1
12lnlim11lnlim

1 n
nn

a
nn

nnn
, de 

ă pentru unde rezultă că seria este convergent 2>α  şi devergentă pentru 2≤α . 
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ui Gauss 

menii pozitivi pentru care 

 Criteriul l

 Seria ∑ na cu ter
∞

=1n
2

1 nna
a n

n

n θ
+

μ
+λ=

+
, unde 

R∈μλ, , iar şirul ( )nnθ  este mărginit , este: 
1) convergentă, dacă , sau dacă  1>λ  1=λ  şi 1>μ ; 

 2) divergentă, dacă , sau dacă 1<λ  1=λ  şi 1≤μ . 

Seria hipergeometrică 

 
Exemplu  

 

( ) ( )) ( ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ...

1
1

1...1!
1...11...,

2 +⋅+⋅
γ⋅

α
+=

=⋅
−+γ+γ⋅γ⋅

−+β+β⋅β⋅−+α
βα

=

xx

x
nn

nn n

n  

1!2
11

1

+γγ⋅
+β⋅β⋅+ααβ⋅

11,, +αα
+=γ ∑

∞

xF

 *,,, +∈γβα Rx . 
( )( )
( )( ) ∞

+γ+
x

nnan 1
ă 

ă seria este convergent

→→⋅
+β+α

=+ nxnnan pentru1 . Din criteriul raportului, rezult

1<x  şi divergentă pentru 1>xc ă pentru . 

 Pentru ( )( )
( )( )

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ β
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ α
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ γ
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
+β+α
+γ+

=⇒=
+

nn

nn
nn
nn

a
ax
n

n

11

111
11

1
 

2

2 1

1
1

1

1
n

Se utilizează dezvoltarea 

n ⎠⎝
n

n

⋅
⎟
⎞

⎜
⎛ α
+

α
+

α
−=

α
+

 şi 

2
1

1
1 nn

⋅
⎟
⎞

⎜
⎛ β
+

+−=
β

+

2 11

nn ⎠⎝

ββ . 

t  crie 2
1

11
nna

a n

n

n θ
+

+β−α−γ
+=

+
, ( )nnθ unde Se poa e s  este un şir 

mărginit. Aplicând criteriul lui Gauss, seria este convergentă pentru 
0>β−α−γ  şi divergentă pentru 0≤β−α−γ . 

Criteriul integral Mac Laurin-Cauchy 

Fie seria , care se ate scrie sub forma , unde 

funcţia f este continuă, pozitivă şi monoton descrescătoare. 

 

∑
∞

=1n
na ( )∑∑

∞

=

∞

=

=
11 nn

n nfapo
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Atunci seria  este: ∑
∞

=1n
na

a) convergentă, dacă ( ) ( ) ∞<∃
∞→

xF
x
lim ; 

b) divergentă, dacă ( ) ( ) +∞=∃
∞→

xF
x
lim , 

unde F este o primitivă a lui f. 
 
Exemple 

1) Să se studieze convergenţa seriei ( ).lnlnln
1

3
∑
∞

= ⋅n nnn
 

Indicaţie de rezolvare 

( ) ( ) ( ) +∞==⇒
⋅

=
∞→

xFxxF
xxx

xf
x
limiar,lnlnln

lnlnln
1 , deci seria 

este divergentă. 

2) Să se studieze convergenţa seriei 
( )

0,
ln

1

3
1 >σ

⋅
∑
∞

=
σ+

n nn
. 

Indicaţie de rezolvare 

( )
( )

( )
( )σσ+ ⋅σ

−=⇒
⋅

=
x

xF
xx

xf
ln
1

ln
1

1  şi cum  rezultă că 

seria este convergentă. 

( ) 0lim =
∞→

xF
x

 
Criteriul lui Ermakov 

Fie seria , care se poate scrie sub forma , unde 

funcţia f este continuă, pozitivă şi monoton descrescătoare. 

∑
∞

=1n
na ( )∑∑

∞

=

∞

=

=
11 nn

n nfa

Atunci seria  este: ∑
∞

=1n
na

a) convergentă, dacă , astfel încât ( ) 10 ≥∃ x ( )
( ) 0,1ee xxq
xf

f xx
≥<≤

⋅ ; 

b) divergentă, dacă ( ) , astfel ca 10 ≥∃ x ( )
( ) 0,1ee xx
xf

f xx
≥≥

⋅ . 

Exemplu 

Să se studieze natura seriei 
( )

0,
lnlnln

1

3
1 >σ

⋅
∑
∞

=
σ+

n nnn
. 
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Indicaţie de rezolvare 

( )
( )

( )
( )

( )
( )σ

σ+

σ+
=

⋅
⇒

⋅
=

x
x

xf
f

xxx
xf

xx

ln
lnlnee

lnlnln
1 1

1 , iar 

( )
( )

0
ln
lnlnlim

1
=

σ

σ+

∞→ x
x

x
, deci seria este convergentă. 

 
 

2.6  Serii absolut convergente. Serii alternate 
 

Definiţia 2.6.1. O serie cu termenii oarecare ∑  se numeşte absolut 

convergentă, dacă seria modulelor 

∞

=1n
nu

∑
∞

=1n
nu  este convergentă. 

 

Definiţia 2.6.2. Dacă seria ∑  este convergentă, dar seria modulelor 
∞

=1n
nu

∑
∞

=1n
nu  este divergentă, seria se numeşte semiconvergentă. 

 
Teorema 2.6.3. O serie cu termeni oarecare absolut convergentă este 

convergentă. 
Observaţie. Reciproca teoremei nu este adevărată, deoarece există serii 

convergente, dar care nu sunt absolut convergente. 

Exemplu: Seria lui Riemann ( )∑
∞

=
α

⋅−
1

11
n

n

n
, pentru 1>α  este absolut 

convergentă, iar pentru  este semiconvergentă. 1≤α
 
Observaţie. Seriile cu termeni pozitivi sunt absolut convergente. 

Criteriile de convergenţă stabilite la seriile cu termeni pozitivi sunt valabile şi 
pentru seriile absolut convergente. 

 
Teorema 2.6.4.  Dacă într-o serie absolut convergentă se schimbă ordinea 

termenilor în mod arbitrar, obţinem o nouă serie absolut convergentă cu aceeaşi 
sumă. 

Observaţie. Teorema este valabilă şi pentru seriile cu termeni pozitivi 
care sunt absolut convergente. 
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Teorema lui Riemann. Într-o serie de numere reale, semiconvergentă, se 
poate 

plu: Fie seria semiconvergentă 

schimba ordinea factorilor astfel încât seria obţinută să aibă ca sumă un 
număr dat. 

Exem

...11...111
+

2212432
1

+
−++−+ . S

+
−=

nn
S e pot schimba termenii în ordinea 

( ) ( ) ...
222

1
122

1
12

1...
8
1

6
1

3
1

4
1

2
11 +

+
−

+
−

+
++−−+−−

nnn

ma 

 iar noua serie 

are su S⋅
2
1 . 

 
Criterii de convergenţă simplă (semiconvergenţă) 

 
Criteriul lui Abel 

 Dacă seria  se poate scrie sub forma , unde şirul ∑
=1n

na
∞

∑
∞

=

⋅
1n

nn vu ( )nnu  

∑
∞

=1n
na  este monoton şi m rginit, iar seria este convergent , atunci seria 

este convergentă. 

Criteriul lui Dirichlet 

 Dacă seria  se poate scrie sub forma , unde şirul 

ă ∑
∞

=1n
nv ă

 

∑
=1n

na
∞

∑
∞

=

⋅
1n

nn vu ( )nnu  

ţiale este monoton şi convergent la zero, iar seria irul sumelor par

mărginit, atunci seria  este convergentă. 

 Exemplu 

 Să se arate că seria 

∑
∞

=1n
nv  are ş

∑
∞

=1n
na

∑
∞

=

⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++

1

sin1...
2
11

n n
nx

n
 este convergentă pentru 

Zkkx ∈π≠ ,2 . 
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 Indicaţie de rezolvare 

 Şirul cu termenul general 
n

nun

1...
2
11 +++

=

ema Cesaro-Stolz), iar seria 

 este monoton descrescător şi 

convergent la zero (utilizând teor  are şirul 

sumelor parţiale mărginit, deoarece 

∑
=1

sin
n

nx
∞

2
sin2

cos
2

cos
sin

1
x

nx

kx
n

k ⋅

⎜
⎝
⎛−

=∑
=

, de unde 2
1 x⋅⎟
⎠
⎞+

Zkkx
x

kx
n

k
∈π≠≤∑

=

,2,

2
sin

1sin
1

. 

 

 Definiţia 2.6.5. Se numeşte serie alternată o serie de forma , 

unde . 

Criteriul lui Leibniz 

 Dacă într-o serie alternată şirul 

( )∑
∞

=

⋅−
1

1
n

n
n u

( ) *,0 Nkuk ∈∀≥
 
 

( )∑
∞

=

⋅−
1

1
n

n
n u  ( )nnu  este monoton 

descrescător şi are limita zero, atunci seria este convergentă. 

2.7  Operaţii cu serii 

 Fie şi două serii. Atunci seriile , şi 

 
 

 

∑
∞

=1n
na  

, unde cn

∑
∞

=1n
nb

1 ba n

( )∑
∞

=

+
1n

nn ba ( )∑
∞

=

−
1n

nn ba  

∑
∞

=1n
nc 112 ... baba nn ⋅++⋅+= −

 ∑
∞

=1n
na  şi ∑

∞

=1n
nb . 

⋅

produsul seriilor

 se numesc, respectiv, suma, 

ţa diferen şi 
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 Dacă seriile ∑  şi  sunt convergente şi au sumele A şi B, atunci  

seria  este convergentă şi are suma 

∞

=1n
na

)

∑
∞

=1n
nb

(∑
∞

=

±
1n

nn ba BA± . 

 
 Teorema lui Abel 

 Dacă seriile , , sunt convergente şi dacă A, B, C sunt, 

respectiv, sumele lor, atunci 

∑
∞

=1n
na ∑

∞

=1n
nb ∑

∞

=1n
nc

CBA =⋅ . 
 
 Teorema lui Mertens 

 Dacă seriile , sunt convergente şi cel puţin una dintre ele este 

absolut convergentă, atunci seria produs  este convergentă şi 

∑
∞

=1n
na ∑

∞

=1n
nb

∑
∞

=1n
nc CBA =⋅ . 

 
 Teorema lui Cauchy 

 Dacă seriile ∑ , sunt absolut convergente, atunci seria produs 

este absolut convergentă. 

∞

=1n
na ∑

∞

=1n
nb

∑
∞

=1n
nc
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2.8  Aplicaţii 
 

 2.8.1  Să se arate că următoarele serii sunt convergente şi să se 
determine sumele lor: 

a) ( ) ...
3
11...

9
1

3
1 1 +⋅−++− +

n
n  ;    b) 1...,...21

2 >++++ a
a
n

aa n  ; 

c) ( ) 0,121
1

>−+++⋅−++∑
∞

=

aananan
n

 ;  

d) ( ) ( ) ZRa
nanan

\,
1

1

1

∈
++⋅+∑

∞

=

;   e) ∑
∞

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

1
2

11ln
n n

;  

f) ∑
∞

= −

−−+

1
2 14

1212

n n

nn . 

 
 Indicaţii de rezolvare  

a) Şirul sumelor parţiale are termenul general 

( )
4
1lim

3
11

3
11

3
1

3
11...

9
1

3
1 1 =⇒

+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−

⋅=⋅−++−=
∞→

+
nn

n

n
n

n ss , deci seria este 

convergentă şi are suma 
4
1

=s ; 

b) nn a
n

aa
s +++= ...21

2 . Pentru calculul limitei şirului sumelor parţiale 

se consideră funcţia ( ) Rx
a
x

a
x

a
xxf

n

∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+= ,...

2

. Atunci .  ( )1fsn ′=

În acelaşi timp, 

( ) ( )
( )

.
1

11

1

1

2

11

n

n

nn

nn

n

aa
aanns

aax
xax

a
x

a
x

a
xxf

⋅−

++−
=⇒⋅

−
⋅−

=
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

⋅=
++

  

Deoarece 1>a  rezultă 
( )21

lim
a

asnn −
=

∞→
, rezultă că seria este convergentă şi 

are suma 
( )21 a

as
−

= ; 

c) 1+−= aas ; 
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d) 
1

1lim
1

1
1

1
1

11
+

=⇒
++

−
+

=⇒
++

−
+

=
∞→ a

s
naa

s
nana

a nnnn , deci 

seria este convergentă şi are suma 
1

1
+

=
a

s ; 

e) 
2
1ln=s ; 

f) 1=s . 
 
 

2.8.2 Să se însumeze seriile următoare date prin termenii generali : 
 

a) ( ) ( )1−ϕ−ϕ= nnun  ;  b) ( ) ( ) .,
...1
1 Nk

knnn
un ∈

+⋅⋅+
= ; 

c) 
92

4
24 ++

=
nn
nun ;  d) ( )( ) ( )nxxx

nun +⋅⋅++
=

...21
! ;  

e) 
1

1arctg 2 ++
=

nn
un ; f) 2

2arctg
n

un = ;  

g) ( )
( ) 1,

1lnln
ln1ln

>
+⋅

−+
= n

nn
nnun ;  h) ( )

!
1 22

n
nnun
+

= . 

 
 Indicaţii de rezolvare  

a) ( ) ( )0ϕ−ϕ= nsn , deci pentru ( ) (0,lim )ϕ−=⇒=ϕ
∞→

ll sn
n

; 

b) ( ) ( ) ( ) ( ) !
1

...1
1

1...1
11

kk
s

knnknnnk
un ⋅

=⇒⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++

−
−++

= ; 

c) 

( )[ ] ( )[ ]
( ) ( )

( ) ( ) 6
5

21
1

21
1

2121
212192

22

22
2224

=⇒
++

−
+−

=

=
++

+
+

+−

+
=⇒++⋅+−=++

s
nn

n
dcn

n
banunnnn n

 

d) 
1

1
−

=
x

s ; 
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e) 

( )

( )

4
1arctglim

1
1arctg1arctg

1
1arctg1arctg

1
111

1
11

arctg

1
11

1
1

arctg
1

1arctg 2

π
===⇒

+
−=

+
−=

+
⋅+

+
−

=

+
+

+=
++

∞→
nnn ss

n
s

nn
nn

nn

nn

nn
nn  

f) ( ) 4
lim

1
1arctg

1
1arctg

11
2arctg 2

π
==⇒

+
−

−
=

+−
=

∞→
nnn ss

nnn
u ; 

g) ( ) ( ) 2ln
1lim

1ln
1

2ln
1

1ln
1

ln
1

==⇒
+

−=⇒
+

−=
∞→

nnnn ss
n

s
nn

u ; 

h) . e27lim ⋅==
∞→

nn
ss

  
2.8.3  Folosind criteriul lui Cauchy, să se studieze natura seriei 

1,1

1

≤α∑
∞

=
α

n n
. 

 
 Indicaţie de rezolvare  

 Pentru 0≤α  se observă că 01lim ≠
α∞→ nn

, deci seria este divergentă. 

 Pentru 10 ≤α<  se aplică criteriul lui Cauchy, deci 

( ) ( ) ( )
( ) Np

pn
p

pn
aan ∈∀

+
≥

+
++++

ααα+ ,1...
1

1...1
n

pn
+

=+ . Luând np =  

se va obţine α−
ααα++ ⋅=

⋅
≥++ 1

1
2
1

2
... n

n
naa pnn  şi cum 01 ≥α−  rezultă că 

nu se verifică condiţia din criteriul lui Cauchy, deci seria este divergentă. 
 

2.8.4 Folosind criteriul lui Cauchy, să se demonstreze convergenţa seriei 

∑
∞

=
α

≥α
1

2,1

n n
. 

 Indicaţie de rezolvare  

 ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) npnnpnpnnn

pnnpnn
aa pnn

111
1
1...

1
1

1...
1

11...
1

1...
221

<
+

−=
+−+

++
+

<

<
+

++
+

≤
+

++
+

=++
αα++

 

deci seria este convergentă. 
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2.8.5  Utilizând criteriile de comparaţie, să se stabilească natura 
următoarelor serii : 

 

a) ∑
∞

= ++1
2 53

7

n nn
n ;  b) ∑

∞

=1

!

n
nn

n ;   c) ∑
∞

= ⋅1

1

n
n nn

;  d) ∑
∞

=

−+

1

1

n n
nn  ;   

e) ∑
∞

=

+++

1

1...
2
11

n n
n  ;      f) ( )∑

∞

=

≥
+++1

0,
...1

1

n
n a

aan
 ;    

g) 1,1

1

−≥
+

∑
∞

=

a
nan

n ;      h) ∑
∞

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅

1
2

2 11ln
n n

n ;    

i) π≤≤⋅∑
∞

=

30,
3

sin2
1

aa

n
n

n . 

 
 Indicaţii de rezolvare  

a)  Se consideră 
53

7
2 ++

=
nn
nun şi 

2
3

1

n

vn = .  

Cum ( ∞∈=
∞→

,07lim
n

n
n v

u ), rezultă că cele două serii au aceeaşi natură şi 

cum seria  este convergentă şi seria este convergentă; ∑
∞

=1n
nv ∑

∞

=1n
nu

b) nn v
nnnn

n
nn

u =⋅=⋅<⋅⋅⋅= 2
1221...21 , iar seria  este convergentă, 

deci şi seria  este convergentă; 

∑
∞

=1n
nv

∑
∞

=1n
nu

c) Se compară cu seria divergentă ∑
∞

=1

1

n n
; 

d) Se compară cu seria convergentă ∑
∞

=1 2
3

1

n n

; 
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nn
nu =≥

+++
=

1
1...

2
11

şi cum seria ∑  este divergentă rezultă 

că şi seria  este divergentă; 

∞

=1n
nv

∑
∞

=1n
nu

f) Pentru a=1, seria devine ∑
∞

=1
2

1

n n
 care este convergentă. 

Pentru nnn v
a

ua =≤⇒>
11  şi cum seria  este convergentă rezultă că şi 

seria  este convergentă. 

∑
∞

=1n
nv

∑
∞

=1n
nu

Pentru ( ) ( ) nnnn v
n

a
an
a

a
an

ua =
−

≥
−

−
=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
−

=⇒∈
++

1
1
1

1
1

11,0
11

 şi cum seria 

 este divergentă, rezultă că şi seria  este divergentă. ∑
∞

=1n
nv ∑

∞

=1n
nu

Pentru a=0, seria este divergentă, ea fiind ∑
∞

=1

1

n n
; 

 

g) ⇒=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=≤

+
= n

n

nnn v
aana

u 111 pentru  seria este convergentă. 1>a

Pentru  se compară cu seria ( 1,1−∈a ) ∑
∞

=1

1

n n
. Cum ( ∞∈= )

+∞→
,01lim

na
n

nn
 rezultă 

că seria va fi divergentă. 

Pentru a=1, seria este divergentă, ea fiind ∑
∞

= +1 1
1

n n
; 

 
h)  deci seria este divergentă; 1lim =

∞→
nn

u

i) Seria este convergentă. 
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2.8.6  Să se stabilească natura următoarelor serii folosind criteriul 
rădăcinii  

a) 
( )∑

∞

=2 ln
1

n
nn

 ;     b) 0,1

1

2

>⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +∑

∞

=

aa
n

n

n

n
n

 ;  

c) 0,
1

≥∑
∞

=

a
n
a

n
n

n
 ;     d) 0,11

1

≥⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅∑

∞

=

a
n

a
n

n
n ;  

e) ( )( )( ) 0,1
1

>−++∑
∞

=

anann
n

n
 ;    f) ( )∑

∞

=

−
1

1
n

nn n ;  

g) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ α

+∑
∞

= 2
,0,tg

1

a
n

a
n

n ;          h) +

∞

=

∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+∑ Rdcba

dcn
ban

n

n
,,,,

1

. 

 
 Indicaţii de rezolvare  

a) convergentă; 

b) elim aun
nn
=

∞→
, de unde rezultă că pentru 

e
1

<a  seria este 

convergentă, iar pentru 
e
1

>a  seria este divergentă. Pentru 
e
1

=a , 

n

n

n n
u

e
111

2

⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += ; 

c) convergentă; 

d) a
n

au
n

n
nn

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅=

∞→∞→

11limlim , de unde rezultă că pentru  seria 

este convergentă, pentru  seria este divergentă, iar pentru a=1 se obţine 

seria 

1<a

1>a

∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

1

11
n

n

n
care este divergentă; 

e) 
2

1lim +
=

∞→

aun
nn

, de unde rezultă că pentru  seria este 

convergentă,  pentru  seria este divergentă, iar pentru a=1, , deci 
seria este divergentă; 

1<a

1>a 1=nu

f) convergentă; 

g) a
n

au
n

n
nn

tgtglimlim =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ α

+=
∞→∞→

, deci pentru ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

∈
4

,0a  seria este 

convergentă, pentru ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ππ

∈
2

,
4

a  seria este divergentă, iar pentru 
4
π

=a , 

, deci seria este divergentă; 0elim 2 ≠=
∞→

a
nn

u
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h) Pentru ca <  seria este convergentă, pentru  este divergentă. ca ≥
 
 
2.8.7  Folosind criteriul raportului, să se studieze natura următoarelor serii  

a) Rpa
n
a

n
p

n
∈>

∞

=

,0,
1
∑  ;           

b) ( )( ) ( ) 0,e2...e2e2
2

3 >⋅−−−+∑
∞

=

aaa
n

nn  ; 

c) ( )
( )∑

∞

=1

2

!2
!

n n
n  ;          d) ( )

( ) 0,
!1

1

1

3
≥

+
⋅+∑

∞

=

a
n

an

n

n
 ;  

e) 0,
!1

≥∑
∞

=

a
n
a

n

n
 ;     f) 0,

!1

≥∑
∞

=

a
n

a

n

n
. 

 
 Indicaţii de rezolvare  

a) a
u

u

n

n
n

=+

∞→

1lim , deci pentru 1<a  seria este convergentă, pentru  

seria este divergentă, iar pentru a=1 se obţine seria armonică generalizată 

1>a

∑
∞

=1

1

n
pn

, care este convergentă pentru 1>p  şi divergentă pentru 1≤p ; 

b) a
u

u

n

n
n

=+

∞→

1lim , deci pentru 1<a  seria este convergentă, pentru  

seria este divergentă, iar pentru a=1 avem 

1>a

1
1

1 e2 ++ −= n

n

n

u
u

.  

Deoarece 
111e
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +<

n

n
, rezultă că 

1
1

1
1111e 11

1

−

=−>⇒+< ++

n

n
nu

u
n n

nn  şi 

din criteriul III de comparaţie, seria este divergentă; 
c) convergentă; 
d) convergentă; 
e) convergentă; 
f) convergentă. 

 
2.8.8  Utilizând criteriul logaritmic, să se cerceteze natura seriilor: 

 a) ∑ ;   b) 0,
1

ln >
∞

=

xn
n

x
( ) 0,1

1
ln1ln >∑

∞

=
−+

a
nn

nan ; 
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 c) 
( )∑

∞

=1
lnlnln

1

n
nn

. 

 
 Indicaţii de rezolvare 

 a) x
n
an

n
ln

ln

1ln
lim −=

∞→
, de unde rezultă că pentru 

e
1

<x  seria este 

convergentă, iar pentru 
e
1

>x  seria este divergentă. Pentru 
e
1

=x , se obţine seria 

armonică divergentă; 
 b) Pentru  seria este convergentă, iar pentru  seria este 
divergentă; 

e>a e<a

 c) Divergentă, deoarece 0
ln

1ln
lim =

∞→ n
an

n
. 

 
2.8.9  Să se stabilească, cu ajutorul criteriului Raabe-Duhamel, natura 

următoarelor serii : 

a) ( )
( )∑

∞

=1
2!4

!2

n
n n

n  ;  b) ∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅

1 e!
1

n

nn
n

 ;  

c) ( ) ( ) { }aRa
nn

naaa

n
\,0,1

!
1...1

1

∈α>⋅
−++∑

∞

=
α

; 

d) ( ) ( )
( ) ( )∑

∞

=

α

∈α>⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−++
−++

1

,0,,,
...
...

n
Rrba

rnrbrbb
rnraraa  ; 

e) ( )
( ) Ra

n
n

n

a

∈⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅⋅⋅

−⋅⋅⋅∑
∞

=

,
2...42

12...31

1

. 

 
 Indicaţii de rezolvare  

a) divergentă; 

b) 

n

n
nu

un

n

n

n

n
1

11e
111

1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−

⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−

+
. Se consideră funcţia 

, definită prin ( ) Rf →∞,0: ( ) ( )
x

xxf x
1

1e +−
=  şi se determină limita acesteia în 

punctul x=0. 
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 Se va obţine ( ) 1
2
11lim

e
11lim

2
elim

10
<=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⇒=

∞→+∞→→ n
f

u
unxf

nn

n
nx

, deci seria 

este divergentă; 
c) Pentru a<α  seria este divergentă, pentru a>α  seria este 

convergentă; 
d) Pentru ( abr −α )<  seria este convergentă, pentru  seria 

este divergentă; 
( abr −α> )

e) Pentru  seria este divergentă, pentru  seria este convergentă. 2<a 2>a

Pentru a=2, se utilizează inegalitatea ( )
( ) nn
n

2
1

2...42
12...31
≥

⋅⋅⋅
+⋅⋅⋅ , de unde rezultă că 

( )
( ) nn
n

4
1

2...42
12...31 2

≥⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅⋅⋅

+⋅⋅⋅ , deci seria este divergentă. 

 

 2.8.10  Să se studieze natura seriei armonice generalizate R
nn

∈α∑
∞

=
α

,1

1

. 

 Indicaţie de rezolvare 

 Pentru 01lim0 ≠⇒≤α
α∞→ nn

, deci seria este divergentă. 

 Pentru  este şir descrescător, deci seria armonică 

generalizată are aceeaşi natură cu seria , care este 

seria geometrică cu raţia 

00 >=⇒>α α−nan

( ) ( )∑∑
∞

=

α−
∞

=

α−
=⋅

1

1

1

222
k

k

k

kk

α−12 . Deci, pentru 1121 ≤α⇔≥α−  seria este 
divergentă, iar pentru  seria este convergentă. 1121 >α⇔<α−

 

 2.8.11  Să se arate că seria  cu termeni pozitivi şi monoton ∑
∞

=1n
nu

descrescători are aceeaşi natură cu seria ∑ . 
∞

=

⋅
1n
n 2nu

 Indicaţie de rezolvare 
 Se consideră ( )222 11 ...

++
+++= nnnn uuuv . 

 Rezultă ( )[ ] ( ) ( )[ ] 22 1111 22
1

22
nnn unnvunn ⋅+−+≤≤⋅+−+

+
, de unde 

( ) ( ) ( ) ( ) 222 2121
11 nnnn unvunun ⋅⋅≤≤⋅+≤⋅+
++

∑
∞

=1n
nu ∑

∞

=

⋅
1

2

n
nun

 şi din criteriul I de comparaţie 

seriile  şi  au aceeaşi natură. 
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2.8.12  Să se stabilească natura seriilor alternate : 
 

a) ( ) ( )∑
∞

=
+

+
+ +
⋅−

1
2

1
1 11

n
n

n
n

n
n  ;  

b) ( ) 0,
10

10...10101
1

21
1 >

+⋅++⋅+⋅
⋅−∑

∞

=

−−
+ aaaaa

n
n

nn
n  

c) ( )∑
∞

=

+ +
⋅−

1

1

3
121

n
n

n n  ;  

d) ...
1

1
1

1...
12

1
12

1
+

+
−

−
++

+
−

− nn
 

 
 Indicaţii de rezolvare  

a) Şirul cu termenul general ( )
2

11
+

++
= n

n

n n
nu  este un şir descrescător, 

deoarece 0111limlim,1
12

2 12

2

2
1 =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=<⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

++
+

=
+

∞→∞→

+
+

n

nnn

n

n

n

nn
u

nn
nn

u
u

, deci 

conform criteriului lui Leibniz, seria este convergentă; 

b) 0
9109

110lim ≠=
⋅

−
⋅=

∞→

aau n

n

nn
, deci seria este divergentă; 

c) convergentă; 

d) ( )
n

u n
n

21 1 ⋅−= + , şir descrescător şi convergent la zero, deci seria este 

convergentă. 
 

2.8.13 Să se studieze convergenţa absolută şi semiconvergenţa seriilor cu 
termenii oarecare : 

a) Rxnx

n
n ∈∑

∞

=

,
3

sin

1

 ;       b) ∑  ;  
∞

=1

2sin
n

n

c) Rx
n

nx

n
∈∑

∞

=

,cos

1
2

 ;        d) ( )
( ) −

∞

=
α

∈∈α
+

⋅−∑ ZRaR
ann

n \,,11
1

 ;  

e) 1,
11

±≠
−∑

∞

=

a
a

a

n
n

n
 ;            f) Ra

a
a

n
n

n
∈

+∑
∞

=

,
11

2  ;  

g) ( )∑
∞

= +1 3n

n

nn
a

 unde (  este un şir mărginit. )nna
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 Indicaţii de rezolvare  

a) nnu
3
1

≤  şi utilizând criteriul I de comparaţie, seria este absolut 

convergentă; 
b) divergentă, deoarece  nu există; nn

u
∞→

lim

c) absolut convergentă; 
d) Pentru  seria este absolut convergentă, pentru  seria este 

divergentă, deoarece nu se verifică condiţia necesară de convergenţă a unei serii, 
iar pentru , seria este semiconvergentă, utilizând criteriul lui Leibniz; 

1>α

]1,

0≤α

(0∈α
e) Pentru 1<a  seria este absolut convergentă, iar pentru 1>a  seria este 

divergentă, deoarece ; 0lim ≠
∞→

nn
u

f) Pentru 1±=a  seria este divergentă, deoarece , iar pentru 

 seria este absolut convergentă; 

0lim ≠
∞→

nn
u

{ 1,1\ −∈Ra }

g) Seria este absolut convergentă, deoarece ( ) 23 n
M

nn
a

u n
n ≤

+
= . 

 
 

2.8.14 Să se stabilească natura seriilor cu termenii oarecare : 
 

a) ∑
∞

=

⋅

1

2cossin

n n
nn  ;       b) Rx

n
nx

n
∈∑

∞

=

,sin

1

 ;  

c) ∑
∞

=

⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++

1

sin1...
2
11

n n
nx

n
 ;       d) ( ) ( )

( )∑
∞

= +
+

⋅−
1

2

3

e3ln
e2ln1

n
n

n
n  ;  

e) ( )∑
∞

=

⋅−
2 ln

1
n

n
n

n
n  ;         f) ∑

∞

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅

1
2

11ln11lnln
n nn

n ; 

g) ( ) R

nn n

n
∈α

−∑
∞

= +α

+

,1

1
1

1
 . 

 
 Indicaţii de rezolvare  

a) Se utilizează criteriul lui Dirichlet, considerând şirul cu termenul 

general 
n

vn
1

= , care converge la zero şi seria , pentru ∑∑
∞

=

∞

=

⋅=
1

2

1

cossin
nn

n nnu
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care ( ) ( )[ 22 sinsin
2
1 nnnnun −++= ], deci şirul sumelor parţiale 

( 2sin
2
1 nnsn += ) este mărginit. Seria este deci convergentă; 

 
b) convergentă, cu criteriul lui Dirichlet, pentru şirul cu termenul general 

n
vn

1
=  convergent la zero şi seria  

2
sin

2
1sin2

2
sin2

sin...sinsin
11

nxxnsx

nxxsnxu

n

n
nn

n

⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=⋅⇒

⇒++=⇒=∑∑
∞

=

∞

=  

de unde rezultă că 

2
sin

1
x

sn ≤ , deci şirul sumelor parţiale este mărginit, iar 

seria este convergentă; 
c) convergentă; 
d) divergentă, deoarece 0lim ≠

∞→
nn

u ; 

 
e) convergentă, utilizând criteriul lui Abel, pentru şirul cu termenul 

general n
n nv =  care este monoton şi mărginit şi seria ( )∑

∞

=

−

1 ln
1

n

n

n
 convergentă 

(Leibniz); 
f) Se utilizează inegalitatea 

( ) nn v
nn

nuNnnn =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅≤⇒∈∀< 2

* 11ln11ln,ln . 

Seria  este convergentă, utilizând criteriul III de comparaţie cu seria 

convergentă 

∑
∞

=1n
nv

∑
∞

=1
2

1

n n
; 

g) Se studiază convergenţa absolută, utilizând criteriul III de comparaţie 

cu seria cu termenul general ( ∞∈=⇒=
∞→α

,01lim1

n

n

nn v
u

n
v ), deci cele două serii 

au aceeaşi natură. Rezultă că pentru 1>α  seria este absolut convergentă. 
Pentru  seria este divergentă, deoarece nu se verifică condiţia necesară de 
convergenţă a unei serii. 

0≤α
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Pentru  se aplică criteriul lui Abel pentru şirul cu termenul general ( ]1,0∈α n n
1  

monoton şi mărginit şi pentru seria ( )∑
∞

=
α

+−

1

11

n

n

n
 convergentă cu criteriul lui 

Leibniz. 
 
 2.8.15  Să se arate că: 
 a) Suma dintre o serie convergentă şi una divergentă este o serie 
divergentă; 
 b) Există serii divergente a căror sumă este o serie convergentă. 
 
 Indicaţii de rezolvare 

 a) Fie ∑  o serie convergentă şi  o serie divergentă. Dacă seria 

 ar fi convergentă, atunci diferenţa dintre aceasta şi seria ∑  ar 

fi o serie convergentă, dar diferenţa este seria ∑ , care este o serie 

divergentă. Rezultă că seria ∑  este divergentă; 

∞

=1n
na

)

∑
∞

=1n
nb

)

(∑
∞

=

+
1n

nn ba
∞

=1n
na

∞

=1n
nb

(
∞

=

+
1n

nn ba

 b) Seriile  sunt divergente, dar suma lor este seria 

cu suma egală cu zero, deci este o serie convergentă. 

( ) ( )∑∑
∞

=

+
∞

=

−−
1

1

1

1,1
n

n

n

n

 

 2.8.16  Să se efectueze produsul seriilor absolut convergente ∑
∞

=0 !
1

n n
 şi 

( )∑
∞

=

⋅−
0 !

11
n

n

n
 şi să se deducă de aici suma seriei ( )∑

∞

=

⋅−
0 !

11
n

n

n
. 

 
 Indicaţie de rezolvare 

 Seria valorilor absolute este ∑
∞

=0 !
1

n n
 pentru ambele serii. Pentru aceasta, 

şirul sumelor parţiale este 
!

1...
!2

1
!1

11
n

++++  convergent către e, de unde rezultă 
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că ambele serii sunt absolut convergente. Din Teorema lui Cauchy, seria produs 

este absolut convergentă şi suma ei verifică ∑
∞

=0n
nc BAC ⋅= . 

Dar ( ) 0011
!

1
=⇒=−⋅= C

n
cn

n . Cum 0=⇒= BeA . Deci, ( )∑
∞

=

⋅−
0 !

11
n

n

n
=0. 

 
 2.8.17  Se poate ca produsul a două serii divergente să fie o serie absolut 
convergentă ?  

n
Să se efectueze produsul seriilor ∑

∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

1 2
31

n
 şi 

∑
∞

=
+

−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

1
1

1

2
12

2
31

n
n

n
n

. 

 

2.8.18 Ştiind că ∑
∞

=1
2

1

n n 6

2π
=  să se calculeze 

( )∑
∞

= ⋅1
2

n n + 21
1
n

. 

 
 Indicaţie de rezolvare  

( ) ( )
⎜
⎝
⎛⋅−

+
+=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−=

+

12
1

11
1

11
1

1
22

2

22 nnnnnnn
⎟
⎠
⎞

+
−

1
1

n
, de unde rezultă  

( ) 3
9

1
1 2

1
22

−π
=

+
∑
∞

=n nn
. 

 

2.8.19 Să se studieze convergenţa seriei ( )
( )∑

∞

=

⋅⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅⋅⋅

−⋅⋅⋅

1

1
2...42

12...31

n
q

p

nn
n , 

ştiind că ( )
( ) 12

1
2...42

12...31
2

1
+

≤
⋅⋅⋅

−⋅⋅⋅
≤

nn
n

n
. 

 
 Indicaţie de rezolvare  

Condiţia necesară de convergenţă a seriei se verifică pentru 0
2

>+ qp . Deci 

pentru 0
2

≤+ qp  seria este divergentă. 

Aplicându-se criteriul Raabe-Duhamel, se obţine o serie convergentă pentru 

1
2

>+ qp  şi divergentă pentru 1
2

<+ qp . 
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Pentru cazul în care 1
2

=+ qp se aplică criteriul comparaţiei I cu seria divergentă 

cu termenul general 
n
1 . 

 

2.8.20 Fie şirul definit prin 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥>α+α=

α=

− 2,0,1

1

naa

a

nn
. 

a) Să se demonstreze că şirul ( )nna  este convergent şi să se calculeze 
. nn

a
∞→

= liml

b) Să se studieze natura seriei . ( )∑
∞

=

−
1n

nal

 Indicaţie de rezolvare  
a) Se demonstrează că şirul este monoton crescător, de termeni pozitivi şi  

că are limita 
2

411 α++
=l . 

b) convergentă. 
 

2.8.21 a) Să se studieze convergenţa şirului ( )nnx  cu  şi definit 00 >x

prin 0,,
2

1 >∈
+
⋅⋅

=+ aRa
xa
xa

x
n

n
n . 

b) Să se studieze convergenţa seriei . ( )∑
∞

=

−
1n

n ax

 Indicaţie de rezolvare  
a) Dacă ax <0  şirul este crescător, dacă  şirul este descrescător. 

Limita şirului este a. 
ax >0

b) convergentă. 
 

2.8.22 Să se demonstreze că seria ∑
∞

=0 !n

n

n
x  este absolut convergentă pentru 

orice x real. Dacă  este suma seriei, să se stabilească relaţia 
. 

( )xs
( ) yx,( ) ( ) ( ) Rysxsyxs ∈∀⋅=+ ,

 
 Indicaţie de rezolvare  

Dacă se consideră 10lim
!

1 <=⇒= +

∞→ n

n
n

n

n u
u

n
xu , deci seria este absolut 

convergentă. 
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( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )yxsyx
n

xnxyny
n

ysxs

n
yys

n
xxs

n

nnnn

n

n

n

n

+=+⋅=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅++⋅⋅+=⋅⇒

⇒==

∑

∑∑
∞

=

−

∞

=

∞

=

0

1

00

!
1

!1
!...

!1!
1

!
,

!
 

 
 2.8.23  Se dau şirurile ( ) ( )nnnn ba ,  definite prin formulele de recurenţă : 

 

 63

0,,
2

,
2 0011 >=>=∈

+
⋅ ⋅

=
+

= ++ bbaaNn
ba
babbaa
nn

nn
n

nn
n . 

 a) Să se demonstreze că cele două şiruri sunt convergente şi că au aceeaşi 
limită l ; 

 b) Să se studieze natura seriei . ( )∑
∞

=

−
0n

nbl

 Indicaţie de rezolvare 
 a) Se demonstrează  că şirul ( )nna  este monoton descrescător de termeni 
pozitivi, iar  este monoton crescător, prin inducţie matematică . ( )nnb
Notând  şi  şi trecând la limită în relaţiile de recurenţă, 

rezultă că 
nn

a
∞→

= lim1l

ll

nn
b

∞→
= lim2l

l== 21 ; 

 b) Seria numerică  este cu termenii pozitivi şi aplicându-se 

criteriul raportului, rezultă că este convergentă. 

(∑
∞

=

−
0n

nbl )

 
 2.8.24  Fie ( )nnλ  un şir de elemente din [ ]1,0  şi ( )nnx  un şir definit prin 

( ) ( ) 2,1, 11 ≥∀⋅λλ== − nxxbx nnnn −+⋅a , unde Rba ∈,  sunt fixate, astfel 
încât . ba <
 a) Să se demonstreze că şirul ( )nnx  este convergent; 
 b) Dacă şirul  este monoton crescător, să se studieze natura seriei 

. 

( )nnλ

( )∑
∞

=

−
1n

nxa

 Indicaţie de rezolvare 
 b) Fie ( ) axxaxxx nnnn

=⇒⋅λ−+⋅λ=⇒λ=λ=
∞→∞→

1lim,lim . 

 Dacă termenul general al seriei este nn xau −= , din criteriul raportului, 

rezultă că 
( )[ ]

11
1

limlimlim 111 <λ−=
⋅1

−
−+⋅λ− λ

=
−
−

= +

∞→

+

∞→

+

∞→ n

nn
nn

n
nn

n
n x

xa
xa

xa
u

u +n

a
a

 

deci seria este convergentă. 
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Capitolul 3 
 

LIMITE DE FUNCŢII ŞI CONTINUITATE 
 

3.1  Limite de funcţii şi continuitatea  
în spaţii topologice 

 
 Definiţia 3.1.1. Fie ( )XX τ,  şi ( )YY τ,  două spaţii topologice, XA ⊂ , 

Aa∈  şi YAf →: . Spunem că funcţia f are limită în punctul a dacă există 
Y∈l  cu proprietatea: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) VAUfaUUVV
XY

⊂∩∈∃⇒∈∀ ττ cul

X

, unde  
reprezintă mulţimea vecinătăţilor lui a în topologia 

( )aV
Xτ

τ , iar  reprezintă 
mulţimea vecinătăţilor lui l  în topologia 

(l
Y

Vτ )
Yτ . 

 Y∈l  se numeşte limita lui  f  în punctul a şi se notează . ( )xf
ax→

= liml

 
 Observaţie. Dacă  este spaţiu topologic separat, ( YY τ, ) Y∈l  este unic. 
 
 Teorema 3.1.2. Fie ( )XX τ,  şi ( )YY τ,  două spaţii topologice, XA ⊂  şi 

Aa∈ . Presupunem că există ( ) Nn∈nU

1+nU
 un sistem fundamental de vecinătăţi ale 

lui a, cu proprietatea U . Fie ⊃n YXf →: . 
 Atunci  există dacă şi numai dacă pentru orice şir de elemente 

din A, , şirul 

( )xf
ax→

lim

nN ∞→
limcu( ) axx nnn =∈ ( )( ) Nnnxf ∈  este convergent. 

 
 Criteriul Cauchy-Bolzano. Fie ( )XX τ,  un spaţiu topologic separat, 

XA ⊂ , Aa ′∈  şi aplicaţia RAf →: . Presupunem că există ( ) NnnU ∈  un sistem 
fundamental de vecinătăţi ale lui a. 
 Următoarele afirmaţii sunt echivalente: 
 1)  există; ( )xf

ax→
lim

 2) ( ) ( ) ( )aVU
Xτε ∈∃⇒>ε∀ 0  cu proprietatea ( ) AUxx ∩∈′′′∀ ε,  rezultă 

că ( ) ( ) ε<′′− xf′xf . 
 
 Definiţia 3.1.3. Fie şi ( )XX τ,  ( )YY τ,  două spaţii topologice, YXf →:  
şi Xa∈

fV
Yτ∈

. Spunem că f este continuă în punctul a dacă pentru orice 
 există U  astfel încât ( )( aV ) ( )aV

Xτ∈ ( ) VUf ⊂ . 
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 Teorema 3.1.4. Fie  şi ( )XX τ, ( )YY τ,  două spaţii topologice, YXf →:  
şi Xa∈ . Aplicaţia f este continuă în punctul a dacă şi numai dacă imaginea 
inversă prin f a oricărei vecinătăţi a lui ( )af  este o vecinătate a lui a. 
 
 Propoziţia 3.1.5. Fie ( )XX τ,  şi ( )YY τ,  două spaţii topologice, 

YXf →:  şi Xa∈
)

x→
lim

. Aplicaţia f este continuă în punctul a dacă şi numai dacă 
există  şi (xf

ax→
lim ( )xf

a
( )af= . 

 
 Propoziţia 3.1.6. Fie ( )XX τ,  şi ( )YY τ,  două spaţii topologice, 

YXf →: , Xa∈  şi ( ) ( ) ( )( )aVU afa τ⊂ fV
Yτ⊂Wa

X
,  sisteme fundamentale 

de vecinătăţi ale lui a, respectiv ( )af . 
 Atunci f este continuă în punctul a dacă şi numai dacă pentru orice 

există  astfel încât ( )afWW ∈ aUU ∈ ( ) WUf ⊂ . 
 
 Exemple 

1) Fie ( ) ( ) RaRRf RR ∈τ→τ ,,,: . 
f este continuă în punctul a dacă pentru orice 0>ε  există 0>δε  astfel încât 
pentru ( ) εδ<−∈∀ axRx cu  să avem ( ) ( ) ε<− afxf . 
 2) Fie ( ) ( ) CaCCf CC ∈τ→τ ,,,: . 
f este continuă în punctul a dacă pentru orice 0>ε  există 0>δε  astfel încât 
pentru ( ) εδ<−∈∀ azCz cu  să avem ( ) ( ) ε<− afzf . 
 
 Teorema 3.1.7. Fie ( )XX τ,  şi ( )YY τ,  două spaţii topologice separate, 

XA ⊂  şi Aa∈ . Presupunem că există ( ) Nnn ∈U

1+

 sistem fundamental de 
vecinătăţi ale lui a, cu proprietatea ⊃ nUnU . Fie YXf →: . 
 f este continuă în punctul a dacă şi numai dacă pentru orice şir ( ) Nnnx ∈  de 
elemente din A cu , rezultă că axnn

=
∞→

lim ( ) ( )afxf nn
=

∞→
lim . 

 
 Teorema 3.1.8. Fie ( )XX τ,  şi ( )YY τ,  două spaţii topologice şi 

YXf →: . Următoarele afirmaţii sunt echivalente: 
 1) f este continuă pe X; 

 2) ( ) ( ) ( )
_____

AfAfXA ⊂⇒⊂∀ ; 
 3) ( )  închisă în  rezultă că F∀ Yτ ( )Ff 1−  este închisă în ; Xτ

 4) ( ) ( ) ( )BfBfYB 1
______

1 −− ⊂⇒⊂∀ ; 
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 5) ( ) ; ( )
oo

BfBfYB 11 −− ⊂⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⇒⊂∀

 6) ( ) . ( ) XY GfG τ∈⇒τ∈∀ −1

 
 Exemple 
 1) Fie spaţiul  spaţiul topologic discret şi  un spaţiu 
topologic oarecare. O funcţie arbitrară 

( )( XPX , ) )( YY τ,
YXf →:  este continuă pe X. 

 
 Indicaţie de rezolvare 
 Pentru ( ) ( )XPDfD Y ∈⇒τ∈ −1 , deci este mulţime deschisă din X şi din 
teorema 3.1.8 (6) rezultă că funcţia f este continuă. 
 2) Dacă 21, ττ  sunt două topologii pe X cu 21 τ⊂τ , atunci aplicaţia 
identică  este continuă pe X. ( )2, →τ ( 1,:1 τXXX )
 
 Indicaţie de rezolvare 
 Pentru  deoarece ( ) 2

1
1 1 τ∈=⇒τ∈ − DDD X 21 τ⊂τ , şi utilizând teorema 

3.1.8 (6) rezultă că aplicaţia identică este continuă. 
 
 Teorema 3.1.9. Fie ( )XX τ, , ( )YY τ,  şi ( )ZZ τ,  trei spaţii topologice. 
Dacă ZYgYXf →→ :,:  sunt continue pe domeniile lor de definiţie, atunci 
aplicaţia compusă ZXfg →:o  este continuă pe X. 
 
 Definiţia 3.1.10. Două spaţii topologice ( )XX τ,  şi ( )YY τ,  se numesc 
homeomorfe dacă există o aplicaţie bijectivă YXf →: , astfel încât f şi 1−f  să 
fie continue pe X, respectiv pe Y. 
 În acest caz, f se numeşte homeomorfism. 
 
 Exemple 
 1) Fie mulţimea  înzestrată cu topologia ( ∞= ,0X ) Rτ .  

Funcţia XXf →: , definită prin ( )
x

xf 1
=  este homeomorfism. 

 2) Fie spaţiile topologice ( )( ) ( )RRRPR τ,,,  şi aplicaţia bijectivă 
( ) xxRR RR =→ 1,:1 . Deoarece RR →R

− :11  nu este continuă rezultă că  nu 
este homeomorfism. 

R1
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3.2  Limite de funcţii şi continuitatea  
în spaţii metrice 

 
 Teorema 3.2.1. Fie ( ) şi dX , ( )ρ,Y  două spaţii metrice, AaXA ∈⊂ , , 

Y∈l  şi YAf →: . Următoarele afirmaţii sunt echivalente: 
 1) ( )xf

ax→
= liml ; 

 2) Pentru orice 0>ε  există 0>δε  astfel încât pentru orice Ax∈  cu 
 să avem ( ) εδ<axd , ( )( ) ε<ρ l,xf ; 

 3) Oricare ar fi şirul ( ) Ax Nnn ⊂∈  cu  rezultă că 

. 

axnn
=

∞→
lim

( ) l=
∞→

nn
xflim

 
 Corolar 3.2.2. Fie ( ) ( )ρ→ ,,: YdXf  şi Xa∈ . Următoarele afirmaţii 
sunt echivalente: 
 1) f este continuă în a; 
 2) Pentru orice 0>ε  există 0>δε  astfel încât pentru orice Xx∈  cu 

 să avem ( ) εδ<axd , ( ) ( )( ) ε<ρ afxf , ; 
 3) Oricare ar fi şirul ( ) Xx Nnn ⊂∈  cu  rezultă că 

. 

axnn
=

∞→
lim

( ) (afxf nn
=

∞→
lim )

 
 Corolar 3.2.3. Fie  şi ( )dX , ( )ρ,Y  două spaţii metrice, AaXA ′∈⊂ ,  şi 

YAf →: . Atunci f este continuă în a dacă şi numai dacă limita  există 

şi este egală cu . 

( )xf
ax→

lim

( )af
 
 Exemplu 
 Fie spaţiul metric ( ) 1,, ≥ndRn , unde d este distanţa euclidiană.  
Se definesc aplicaţiile de proiecţie ( )nkRRp n

k ≤≤→ 1:  prin: 
 . ( ) knk xxxxp =,...,, 21

 Acestea sunt continue pe nR . 
 
 Indicaţie de rezolvare 
 Fie un punct  fixat şi un şir ( ) n

n Raaaa ∈= ,...,, 21 ( )
Nppx

∈
 de elemente 

din nR , astfel încât . Cum ax pp
=

∞→
lim ( ) kpkpp axxxx =

ppn ⇒px =
∞

,...,, 21
→

lim  în 

mulţimea numerelor reale şi deci ( ) ( ) ( )apk kxp pk ∀→ , de unde rezultă că 
fiecare aplicaţie de proiecţie  este continuă. kp
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3.3  Continuitate uniformă 
 

 Propoziţia 3.3.1. Orice mulţime compactă K dintr-un spaţiu metric ( )  
este închisă şi mărginită. 

dX ,

 
 Teorema 3.3.2. Fie  un spaţiu metric. O submulţime ( dX , ) XK ⊂ este 
compactă dacă şi numai dacă orice şir de puncte din K are un subşir convergent 
în K. 
 
 Corolar 3.3.3. Un spaţiu metric ( )dX ,  este compact dacă şi numai dacă 
orice şir de puncte din X conţine un subşir convergent. 
 
 Teorema 3.3.4. O submulţime  este compactă dacă şi 
numai dacă este închisă şi mărginită. 

1, ≥⊂ mRK m

 
 Definiţia 3.3.5. Fie  şi ( )dX , ( )ρ,Y  două spaţii metrice. O funcţie 

YXf →:
0>δε

 se numeşte uniform continuă pe X dacă pentru orice  există 
 astfel încât pentru orice 

0>ε
( ) ( ) (( )) ε<′′′ρ⇒δ<′′′∈′′′ ε xfxx ,,  xf,dX cuxx

 
 Teorema 3.3.6. Fie  şi ( )dX , ( )ρ,Y  două spaţii metrice şi YXf →: . 
Dacă  este compact şi f este continuă pe X, atunci f este uniform continuă 
pe X. 

( dX , )

 
 Definiţia 3.3.7. Fie  şi ( )dX , ( )ρ,Y  două spaţii metrice. O funcţie 

YXf →:  se numeşte lipschitziană dacă există o constantă reală 0>C  astfel 
încât ( ) ( )( ) ( ) ( ) xxdCyf Xyyxf ∈∀⋅≤ρ ,, ,, . 
 
 Propoziţia 3.3.8. Fie  şi ( )dX , ( )ρ,Y  două spaţii metrice. Orice funcţie 

YXf →:  lipschitziană este uniform continuă. 
 
 

3.4  Aplicaţii 
 

3.4.1 Să se studieze continuitatea funcţiei ( ) ( ) [ )∞∈⋅= ,0, xxExxf , unde 
( )xE  este partea întreagă a lui x. 
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 Indicaţie de rezolvare  

( )

[ )
[ )

[ )
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

+∈

∈
∈

=

...
1,

...
2,1
1,00

nnxnx

xx
x

xf . 

Problema continuităţii se pune, deci, în punctele Nnnx ∈= , . 
( ) ( ) ( ) ( ) 211limlim nnfnnxnxf

nx
nx

nx
nx

=≠−⋅=⋅−=
<
→

<
→

[ ) N\,0 ∞

, deci funcţia este continuă pe 

. 
 

3.4.2 Să se studieze continuitatea funcţiei ( ) ( ) [ )∞∈−= ,0,22 xxExxf , 
unde  este partea întreagă a lui x. ( )xE
 
 Indicaţie de rezolvare  
Se exprimă partea întreagă a lui x şi se studiază continuitatea în punctele 

Nnnx ∈= , .  
 

3.4.3 Folosind criteriul Cauchy-Bolzano, să se cerceteze existenţa 
limitelor:  

a) Nn
x

xn
x

∈⋅
→

,1sinlim
0

 ;      b)  ;  x
x

signlim
0→

c) 
xx

1coslim
0→

 ;    d) 
1

lim
1 +→ x

x
x

. 

 
 Indicaţii de rezolvare 

a) Pentru  arbitrar, se caută 0>ε ( ) 0>εδ , astfel încât pentru ( ) xx ′′′∀ ,  
care verifică ( ) ( )εδ<′′′ xx ,εδ< , să se verifice ( ) ( ) ε<′′−′ xfxf . 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )nnnnn xx
x

x
x

xxfxf εδ<′′+′≤
′′

⋅′′−
′

⋅′=′′−′ 21sin1sin  şi impunând 

ca ( )( ) ( ) nn

2
02 ε

<εδ<⇒ε<εδ  şi deci, conform teoremei Cauchy-Bolzano, 

limita există; 

b) Pentru ( ) ( ) 2,1si1
=′′−′⇒δ<′′−=′′δ<=′ xfxfx

n
x

n
x , deci limita 

nu există; 
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c) Pentru ( ) ( ) ( ) 1
12

2,
2

1
=′′−′⇒

π+
=′′

π
=′ xfxf

n
x

n
x , deci limita nu 

există; 
d) limita există. 

 
 3.4.4  Fie aplicaţiile continue RRAgf →⊂:,  şi mulţimile:  

  
( ) ( ){ }
( ) ( ){ }
( ) ( ){ }xgxfAxG

xgxfAxF
xgxfAxE

<∈=
≤∈=
=∈=

/
/
/

 Să se arate că mulţimile E şi F sunt închise, iar G este deschisă. 
 
 Indicaţie de rezolvare 
 Funcţia ( )( ) ( ) ( ) ( ) AxxgxfxgfRAgf ∈∀−=−→− ,,:  este continuă. 

 ( ) ( ) ( ) ( ] ( ) ( )0,,0,,0 111 ∞−−=∞−−=−= −−− gfGgfFgfE . 
 
 

3.4.5 Să se studieze continuitatea uniformă a funcţiilor : 

a) [ )∞∈⋅( )
+
+

= ,0,sin
1
2 22 xx

x
xxf  ;  

b)  ;  c) ( ) [ ] 0,,,ln >εε∈= exxxf ( ) ( ]e,0,ln ∈= xxxf  ;  

d)  ; e) ( ) Rxxxf ∈= ,sin 2 ( ) ( )∞∈+
+

= ,0,
1

xx
x

xxf  ;  

f) ( ) ( )∞−∈+
+

= ,1,
1

xx
x

xxf . 

 
 Indicaţii de rezolvare  

a) Pentru 0
2

2,2 2121 →−⇒
π

+π=π= xxnxnx ,  

dar ( ) ( ) 121 >− xfxf , deci funcţia nu este uniform continuă; 
 

b) Funcţia este continuă pe interval compact, deci este uniform continuă; 
 

c) Pentru 0
12

1,1
2121 →−⇒

+
== xx

n
x

n
x , dar 

( ) ( ) 2ln12ln21 ≥⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=−

n
xfxf , deci funcţia nu este uniform continuă; 

d) Nu este uniform continuă. 
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e) Pentru 0>ε  arbitrar şi pentru ( )∞∈ ,0, 21 xx , pentru care 

εεε <δ<⇔δ<− 2121 , xxxx

( ) ( )

, se va obţine : δ

( )( ) εδ<−⋅<
++

−
+−≤

≤−
+

−+
+

=−

22
11

11

21
21

21
21

2
2

2
1

1

1
21

xx
xx
xxxx

x
x

xx
x

xxfxf
 

 
şi impunând condiţia , rezultă că funcţia este uniform continuă; ε<δε2
 

f) Pentru 0121,11 2121 →=−⇒+−=+−=
n

xx
n

x
n

x , dar 

( ) ( ) ∞→− 21 xfxf , deci funcţia nu este uniform continuă. 
 
 

3.4.6 Să se studieze continuitatea uniformă a funcţiilor 

212121 ,,, ffffff ⋅+  definite pe R prin ( ) ( ) 22
2

22
1 cos;sin xxxfxxxf ⋅=⋅= . 

 
 Indicaţie de rezolvare  

Pentru ( ) 0,
2

12 2121 →−⇒π=
π

+= xxnxnx , dar ( ) ( ) ∞→− 2111 xfxf  

deci funcţia  nu este uniform continuă. 1f
În mod asemănător se arată că nici funcţia  nu este uniform continuă. 2f
Funcţia (  şi este uniform continuă pe R. )( ) xxff =+ 21
Se arată că funcţia  nu este uniform continuă, considerând 21 ff ⋅

( )
2
πn,

4
12 21 =
π

+= xnx . 

 

 3.4.7  Fie [ ] [ ] ( )
4

43,3,03,0:
2 +−

=→
xxxff . 

 a) Să se arate că ( ) [ ]3,0Im ⊂f ; 
 b) Să se arate că f este o contracţie de coeficient k; 
 c) Să se deducă de aici că şirul ( ) ( ) 0,, 01 ==+ xxfxx nnnn  converge la 
unicul punct fix al lui f. 
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Indicaţie de rezolvare 

 a) 

 

16
25

2
31 2
⎞⎛  este atins pentru 

2
3

=x( )( )xfmax( )
4

+⎟
⎠

⎜
⎝

−⋅−= xxf , deci , iar 

 pentru ( )( )xfmin 3,0 == xx , de unde rezultă că ( ) [ ]
entru ori lemente 

3,0Im ⊂f ; 
 b) P ce cuplu de e [ ]3,0, ∈yx  rezultă: 

( ) ( ) yxyxyxyfxf −⋅≤−−⋅−⋅=−
4
31 3

4
, deci funcţia este o contracţie de 

coeficient 
4
3

=k ; 

 c) Şirul  converge la unicul punct fix al lui f, adică la ( )nnx
2

171+−
=c . 

3.4.8  Să se arate că funcţia 

 

( ) xxfRRf sin
2
1,: ⋅=→  este o contracţie  

2
1

=k  de coeficient şi apoi să se studieze convergenţa şirului , definit prin 

 
3.4.9  Să se arate că funcţia 

( )nnx

( ) Rax ∈==  nxfx nn ≥+ 01 ,0, .

[ ] [ ] ( ) xxff +=→ 2,2,22,2:  este o 

contracţie de coeficient 
22

1
=k  şi apoi să se studieze convergenţa şirului ( )nnx  

definit prin 2,0,2 01 =≥+=+ xnxx nn . 

Indicaţie de rezolvare 
 elemente 

 
 

[ ]2,2, ∈yx Pentru orice pereche de  rezultă: 

 
( ) ( )

yx
yx

yx

yx
yx

yx
yxyxyfxf

−⋅≤
+

−
≤

≤
+++

−
≤

+++
−

=+−+=−

22
1

2222
22

 

22
1

=kdeci f este o contracţie de coeficient . 

 Şirul definit prin relaţia de recurenţă 2,0,2 01 =≥+=+ xnxx nn  
este convergent către unicul punct fix al lui f ş

  

i anume . 2lim =
∞→

nn
x
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Capitolul 4 
 

ŞIRURI ŞI SERII DE FUNCŢII 
 

4.1 Şiruri de funcţii 
 

 Fie familia de funcţii ( ) If ∈αα  definite pe aceeaşi mulţime X şi cu valori 
reale. Dacă mulţimea indicilor I este mulţimea numerelor naturale, atunci avem 
un şir de funcţii. 
 Notaţie: . ( )nnf
 
 Definiţia 4.1.1. Un punct Xa∈  este punct de convergenţă al şirului de 
funcţii  dacă şirul numeric ( )nnf ( )( )n af n  este convergent. 
 Mulţimea punctelor de convergenţă ale şirului de funcţii  se numeşte 
mulţimea de convergenţă a şirului 

( )nnf
( )nnf . 

 Exemple 
 1) Şirul de funcţii  are mulţimea de convergenţă 
intervalul [ ]. 

( ) Nnxxf n
n ∈= ,

1,1−

 2) Şirul de funcţii ( ) *
2 , Nn

n
xxfn ∈=  are mulţimea de convergenţă R. 

 
 Definiţia 4.1.2. Fie  un şir de funcţii definite pe mulţimea X şi 
având mulţimea de convergenţă A. Dacă 

( )nnf
( )xf  este limita şirului numeric 

, atunci s-a stabilit o corespondenţă  a mulţimii A 
în mulţimea numerelor reale. Funcţia 

( )( ) ( ) Axxf nn ∈∀, ( )xfx →
( )xf  definită prin 

 se numeşte funcţia limită pe mulţimea A a şirului de 

funcţii considerat. 

( ) ( ) xxfxf nn
=

∞→
,lim A∈

 
 Exemple 

 1) Şirul de funcţii ( )
!n

xxf
n

n =  are mulţimea de convergenţă R şi pentru 

orice x real ( ) ( ) ( ) Rxxfxfnn
∈∀=⇒=

∞→
,00lim . 

 2) Şirul de funcţii ( ) 0,,2
1

>∈= +
+

aNnaxf n
nx

n  este convergent pentru 
orice x real şi are funcţia limită ( ) ( ) Rxaxfxf x

nn
∈==

∞→
,lim . 
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Definiţia 4.1.3. Se spune că şirul de funcţii ( )nnf  este simplu convergent 
pe X către funcţia f, dacă pentru ( ) Xx∈∀  şi pentru ( ) 0>ε∀  există un număr 

, astfel încât ( xn ,ε ) ( ) ( ) ( ) ( )x,nxfxfn n, >∀ε< ε− . 
 
 Exemplu  

 Şirul de funcţii ( ) 2

4

n
xxfn =  definit pe R, este convergent pe R către 

funcţia . Se caută un număr ( ) ( ) Rxxf ∈∀= ,0 ( )xn ,ε , astfel încât 

( ) ( )xnn ,ε>∀
n
x ,2

4
ε< . Rezultă ( )

ε
=ε⇒

ε
>

24
2 , xxnxn . 

 
Definiţia 4.1.4. Se spune că şirul de funcţii ( )nnf  este uniform 

convergent pe X către funcţia f, dacă pentru ( ) 0>ε∀  există un număr ( )εn , 
astfel încât ( ) ( ) ( ) ( )ε>∀ε<− nnxfxfn ,  şi ( ) Xx∈∀ . 
 
 Observaţie 
 Un şir de funcţii uniform convergent este şi simplu convergent. Reciproca 
nu este adevărată. 
 
 Propoziţia 4.1.5. Dacă şirul de funcţii ( )nnf , definit pe mulţimea X, 
satisface condiţiile ( ) ( ) NnXxaxf nn ∀ ∈ ∈≤ ,, , unde ( )nna  este un şir de 
numere pozitive cu limita zero, atunci şirul ( )nnf  converge uniform către 
funcţia constantă zero. 
  

Corolar. Dacă pentru un şir de funcţii ( )nnf  definite pe o mulţime X, 
există o funcţie RXf →:  şi un şir de numere reale ( ) 0, >nnn aa , pentru 
care , astfel încât 0lim =

∞→
nn

a ( ) ( ) ( )xfxfn Xxan ∈< ∀− , , atunci şirul de 

funcţii (  converge uniform către funcţia f. )nnf
 
Criteriul lui Cauchy. Şirul ( )nnf  de funcţii  converge 

uniform pe X către funcţia 
RXfn →:

RXf →:  dacă şi numai dacă : 
( ) 0>ε∀ , ( )  pentru care ( )ε∃ n ( ) ( ) ( ) ( )ε>∀ε<− nmnxfxf mn ,,  şi ( ) . Ix∈∀

 
 Teorema 4.1.6. Fie (  un şir de funcţii uniform convergent pe X către 
funcţia f. Dacă toate funcţiile  sunt continue în punctul , atunci şi 
funcţia limită va fi continuă în punctul a. 

)nnf

nf Xa∈

 

 74



Iu
lia

na
 S

pr
in
ţu

 Observaţii 
 1) În cazul în care XXa ′∩∈ , teorema 5.1.6 este valabilă sub forma mai 
generală: Dacă şirul de funcţii ( )nnf

nf
 este uniform convergent pe , unde 

 şi dacă toate funcţiile  sunt continue în punctul a , atunci şirul de 
funcţii (  este uniform convergent pe X şi limita sa este continuă în a. 

{ }aX \
XXa ′∩∈

nnf )
 2) Teorema 5.1.6 rămâne valabilă dacă funcţiile  sunt continue la 
stânga (la dreapta) în punctul a şi atunci funcţia f va fi continuă la stânga (la 
dreapta) în punctul a. 

nf

 3) Condiţia ca şirul de funcţii ( )nnf  să fie uniform convergent pe 
mulţimea X este numai suficientă, nu şi necesară, pentru ca funcţia f să fie 
continuă într-un punct a. 
 
 Exemplu 
 Fie şirul de funcţii , definite prin ( )nnf ( ) 1,0, ∈= xxxf n

n ( ). Pentru 

acesta, ( ) ( ) ( )1,0,0lim ∈==
∞→

xfxn
n

∀ x . Funcţia f şi funcţiile  sunt continue, 

dar şirul de funcţii considerat nu este uniform convergent. 
nf

 
 Corolar.  Un şir (  de funcţii continue pe X, uniform convergent pe X, 
are limita o funcţie continuă pe X. 

)nnf

 
 Teorema Dini. Dacă şirul de funcţii ( )nnf , , este simplu 
convergent către funcţia 

RIfn →:
RIf →: , unde I este un interval compact şi dacă 

 este monoton în fiecare punct al lui I, iar funcţiile  şi f sunt continue pe 
I, atunci convergenţa şirului este uniformă. 
( )nnf nf

 
Teorema 4.1.7. Fie I un interval mărginit şi ( )nnf  un şir de funcţii 

derivabile, definite pe I. Dacă  converge uniform către f şi şirul derivatelor ( )nnf

( )nnf ′

f ′
 converge uniform pe I către o funcţie g, atunci funcţia f este derivabilă pe 

I şi  ( ) ( ) ( ) Ixxgx ∈∀= , .
 
Observaţie 
Reciproca acestei teoreme nu este adevărată. Un şir de funcţii (  poate 

fi uniform convergent către funcţia f, cu  derivabile şi f derivabilă, fără ca 

şirul derivatelor 

)nnf

nf

( )nnf ′  să fie uniform convergent. 
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Exemplu 

Şirul ( ) [ π∈= 2,0,sin x
n
nxxfn ] ]

]
 este uniform convergent pe  către 

funcţia , termenii şirului şi funcţia limită sunt derivabili pe [ , dar 

şirul derivatelor 

[ π2,0

π2,0( ) 0≡xf

( ) nxxfn cos=′  nu este convergent pe [ ]π2,0 . 
 

Teorema 4.1.8. Dacă  este un şir de funcţii continue, uniform 
convergent pe un interval [  către funcţia f, atunci : 

( )nnf
]ba,

( ) ( )∫∫ =
∞→

b

a

b

a
nn

dxxfdxxflim . 

 Exemplu 

 Şirul de funcţii ( )
n
nxxfn

cos
=  definit pe [ ]π,0  este uniform convergent 

pe [  către funcţia . ]π,0 ( ) 0≡xf

 Avem ,0
2

sin1/sin1cos1
2

2
02

2/

0

→
π

⋅=⋅=⋅
ππ

∫
n

n
nx

n
nxdx

n
când . ∞→n

 
 

4.2  Serii de funcţii 
 

 Definiţia 4.2.1. Seria ......21 ++++ nfff , unde  este un 
şir de funcţii definite pe aceeaşi mulţime X, se numeşte serie de funcţii. 

,...,...,, 21 nfff

 Notaţie: . ∑
∞

=1n
nf

 Pentru orice  avem seria numerică , serie care poate fi 

convergentă, sau divergentă. 

Xx ∈0 (∑
∞

=1
0

n
n xf )

  

 Definiţia 4.2.2. Mulţimea punctelor Xx∈  pentru care seria  este 

convergentă se numeşte mulţimea de convergentă a seriei ∑ . 

∑
∞

=1n
nf

∞

=1n
nf
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 Exemplu 

 Cu şirul de funcţii ( ) ,...2,1,0,,
!

=∈= nRx
n
xxf

n

n  se formează seria de 

funcţii ∑
∞

=0 !n

n

n
x , care are mulţimea de convergenţă ( )∞∞− , . 

 

Definiţia 4.2.3. Seria de funcţii  este simplu convergentă pe X 

către o funcţie f , dacă şirul sumelor parţiale 

∑
∞

=1n
nf

( )nns  , nn fffs +++= ...21 este 
simplu convergent pe X  către f , pentru orice x. 

 Funcţia f definită pe X se numeşte suma seriei . ∑
∞

=1n
nf

 Definiţia 4.2.4.  Seria de funcţii  este simplu convergentă pe X 

către o funcţie f , dacă pentru 

∑
∞

=1n
nf

( ) 0>ε∀  şi pentru ( ) Xx∈∀  există un număr 
, astfel încât  ( xn ,ε )

)
 
pentru orice ( xnn ,ε>  să avem ( ) ( ) ( ) ( ) ε<−+++ xfxfxfxf n...21 . 
 
 Exemplu 

 Seria de funcţii Rx
n

nx

n
∈∑

∞

=

,sin

1
2  este simplu convergentă pentru orice x 

real.  
Pentru a demonstra aceasta, fie şirul sumelor parţiale: 
 

( ) ( ) nnn u
n

xs
n

nxxxxs =+++≤⇒+++= 222222
1...

2
1

1
1sin...

2
2sin

1
sin  unde 

şirul cu termenul general  este convergent. nu
 

Definiţia 4.2.5. Seria de funcţii  este uniform convergentă pe X 

către o funcţie f , dacă şirul sumelor parţiale 

∑
∞

=1n
nf

( )nns  este uniform convergent pe A 
către f pe mulţimea X. 
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 Definiţia 4.2.6.  Seria de funcţii  este uniform convergentă pe X 

către o funcţie f , dacă pentru 

∑
∞

=1n
nf

( ) ( ) ( )ε∃>ε∀ n,0 , astfel încât pentru orice 
 să avem ( )ε> nn
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) Xxxfxfxfxf n ∈∀ε<−+++ ,...21 . 

 
Exemplu 

Fie seria de funcţii ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡∈∑

∞

= 2
1,0,

0

xx
n

n . Pentru aceasta, şirul sumelor 

parţiale ( )
11

1...1
1

−
+

−
=+++=

+

x
x

x
xxxs

n
n

n  converge uniform către funcţia 

( )
x

xf
−

≡
1

1 , deci seria este uniform convergentă. 

 
 
Criteriul general de convergenţă uniformă 

Seria de funcţii  este uniform convergentă pe X, dacă şi numai dacă  ∑
∞

=1n
nf

( ) ( ) Nn ∈∃>ε∀ ε,0  pentru care ( ) ( ) ( ) ε<+++ +++ xfxfxf pnnn ...21  pentru 
( ) ( ) pnn ( ) AxN ∈∀∈∀>∀ ε ,, . 
 

Criteriul lui Weierstrass 
Dacă ( ) ( ) ( ) NnAxaxf nn ∈∀∈∀≤ ,,  şi dacă seria de numere 

 este convergentă, atunci seria de funcţii  este uniform 

convergentă pe A. 

0,
1

>∑
∞

=
n

n
n aa ( )∑

∞

=1n
n xf

 
 Exemplu 

 Fie seria de funcţii ( ∞∈∑
∞

=

,1,1

1

x
nn

x )

)

. Aceasta este uniform convergentă 

pentru orice ( ∞∈ ,1x , deoarece pentru ( ) ( ) ( ) ( ) ,cu,,1,,1 xaax <∞∈∃∞∈∀  deci 

ax nn
11

< , iar seria numerică ∑
∞

=1

1

n
an

 este convergentă. 
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Teorema 4.2.7. Dacă toate funcţiile  sunt continue pe X, iar dacă seria 

 este uniform convergentă pe X către f, atunci funcţia f este continuă pe X. 

nf

∑
∞

=1n
nf

Teorema 4.2.8. Fie seria de funcţii  uniform convergentă pe X către 

funcţia f. Dacă funcţiile  sunt derivabile pe X şi seria  este uniform 

convergentă pe X către funcţia g, atunci funcţia f este derivabilă pe X şi . 

∑
∞

=1n
nf

nf ∑
∞

=

′

1n
nf

gf =′
 
Exemplu 

Seria [ π∈∑
∞

=

2,0,cos

1
3 x

n
nx

n
] ] este uniform convergentă pe  deoarece [ π2,0

33
1cos
nn

nx
≤ . Seria derivatelor este ∑

∞

=

−
1

2
sin

n n
nx  care este uniform convergentă 

pe  deoarece [ π2,0 ] 22
1sin
nn

nx
≤− . Notând cu ( )xf  suma seriei considerată, 

vom avea ( ) [ ]π∈−=′ ∑
∞

=

2,0,sin

1
2 x

n
nxxf

n
. 

 

 Teorema 4.2.9. Fie seria de funcţii  uniform convergentă pe ∑
∞

=1n
nf [ ]ba,  

către funcţia f. Dacă funcţiile  sunt integrabile pe nf [ ]ba, , atunci funcţia f este 

integrabilă pe  şi . [ ba, ] ( ) ∑∫∫
∞

=1

d
n

b

a
n

b

a

fxf ( )d xx=x

Observaţie.  Teorema serveşte nu numai pentru calculul integralei 
definite a unei serii de funcţii, ci şi a primitivelor pe orice interval conţinut în 
mulţimea de convergenţă uniformă a seriei considerată. 

Exemple 

1) Seria trigonometrică ( ) ...cos...
2

2cos
1

cos1 222 +++++=
n

nxxxxf  este 

uniform convergentă pentru orice x real. 

Rezultă că ( ) ...sin...
2

2sin
1

sind 333 ++++++=∫ n
nxxxxCxxf . 
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2) Seria de funcţii ......1 2 +++++ nxxx  este uniform convergentă 

pentru orice  şi are suma ( 1,1−∈x )
x−1

1 . 

Deci, pentru   ( )1,1−∈x

avem ( ) Cx
n
xxxCx

x

n
′+−−=+++++=

−∫ 1ln......
21

d
1

1 2
. 

Pentru ( ) 1...,...
21

1ln,0
2

<−−−−−=−⇒′== x
n
xxxxCCx

n
. 

 
4.3  Aplicaţii 

 
4.3.1 Să se arate că şirul de funcţii , ( )nnf

[ ] ( ) ( )nn
nn xxxfRf −=→ 1,1,0:  este convergent, dar nu este uniform 

convergent pe [ ]  1,0 .
 
 Indicaţie de rezolvare  
Pentru , deci şirul de funcţii este simplu convergent 

către funcţia constantă 

[ ] ( ) 0lim1,0 =⇒∈
∞→

xfx nn
( ) ( ) [ ]1,0,0 ∈∀=xf x . 

Pentru a arăta că nu este uniform convergent către f, se consideră 

, pentru care [ 1,02 /1 ∈= − n
nx ] ( ) ( ) Nnxf nn ∈∀= ,

4
1 . 

 
4.3.2 Să se arate că şirul de funcţii ( )nnf , ( ) Rfn →∞,1: , definite prin : 

( ) ( ) nxnx
n

nxfn −+
π

⋅+= 22 sin1  este uniform convergent. 

 
 Indicaţie de rezolvare  

( )
( )

( )

( )
nnn

n
n

nxnx
n

n

n
n

xfn

222

2
2

22

22

2
2

2

1

sin1

sin1
0 π

=
π

<

π
⋅+

<
++

π
⋅+

π
⋅+

=≤ . 

Utilizând teorema anterioară pentru 0
2
→

π
=

n
an , rezultă că şirul de funcţii 

converge uniform către funcţia constantă ( ) 0=xf . 
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4.3.3 Să se arate că şirul de funcţii ( )nnf ,  [ ) Rfn →∞,0:  ,

( ) nx
n n

xf −⋅= e1 converge uniform către funcţia ( ) [ )∞∈= ,0,0 xxf . 

 
4.3.4 Să se arate că şirul de funcţii ( )nnf  este uniform convergent pe 

intervalul indicat, pentru : 

a) ( ) ( ) [ )∞∈
+

= ,1,42

2
x

xn
xxfn  ;      b) ( ) [ ]4,3, ∈

+
= x

nx
xxfn  ; 

c) ( )
( )

[ )∞∈
+

= ,1,
1 2

x
x

xxf nn

n

n  ;      d) ( ) [ ]π∈
+

= ,0,
1

cos
2 x

n
nxxfn . 

 
 Indicaţii de rezolvare  

a) 0
2
1

2
10 42

2
→=⇒≤

+
≤

n
a

nxn
x

n , de unde şirul de funcţii converge 

uniform către funcţia constantă zero; 
b) ; ( ) 0=xf

c) ( ) ( ) 00
2
1

2
10 =⇒→=⇒≤≤ xfaxf nnnn ; 

d) . ( ) 0=xf
 

4.3.5 Să se arate că şirul de funcţii ( )nnf  converge simplu, dar nu 
converge uniform : 

a) ( ) ( )∞∈
+

= ,0, x
nx

xxfn  ; 

  b) ( ) [ ]1,0,
1 2

∈
+

= x
x

xxf n

n

n . 

 
 Indicaţii de rezolvare  

a) ( ) 0lim =
∞→

xfnn
, deci şirul de funcţii converge simplu către . ( ) 0=xf

Pentru ( ) ( ) Nnxfnx n ∈∀=⇒= ,
2
1 , deci şirul nu converge uniform; 

b) ( ) [ )1,0,0 ∈= xxf  şi ( )
2
11 =f . Se alege [ 1,011 ∈−=

n
xn ], pentru care 

( )
1e

e11111
12

+
→

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

−nn

nn nn
xf , deci şirul nu converge uniform. 
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4.3.6 Să se arate că şirul de funcţii ( )nnf , ( ) Rfn →∞,0: , definite prin 

( ) ∑
= ⋅

⋅=
n

k
k

k
n x

xf
1 3

1sin2  nu este uniform convergent. 

 
 Indicaţie de rezolvare  
Se aplică criteriul lui Cauchy : 

( ) ( )
xx

xfxf pn
pn

n
n

npn +
+

+
+

+ ⋅++⋅=−
3

1sin2...
3

1sin2
1

1   

şi pentru 
π

==
+123
2
nnxx  

( ) ( ) 11
1 1

2
3sin

3
1sin,...,1

2
3sin

3
1sin −−−−

++
−=

π
⋅=−=

π
⋅= npnp

n
pn

nn

n
n xx

 şi luând 

( ) ( ) ( ) ( )

( )
2
121...4212

12...12

111

21
2

>−+++−=

=−++−=−⇒=

−−+

+

nnn

nnn
nn xfxfnp

 

 
4.3.7  Să se arate că şirul de funcţii ( )nnf , , definite prin RRfn →:

( ) ( )∑
= +

=
n

k
n kk

kxxf
1 1

cos  este uniform convergent şi limita sa este o funcţie continuă 

pe R. 
 
 Indicaţie de rezolvare  

Se aplică criteriul lui Cauchy. 

( ) ( ) ( )
( )( )

( )
( )( )

( )
( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

ε<
+

<
++

−
+

=

=
++

−
+

++
+

−
+

+
+

−
+

<

<
+++

++
++

+
++

<

<
+++

+
++

++
+

+
++

+
=−+

1
1

1
1

1
1

1
11...

3
1

2
1

2
1

1
1

1
1...

32
1

21
1

1
cos...

32
2cos

21
1cos

npnn

pnpnnnnn

pnpnnnnn

pnpn
xpn

nn
xn

nn
xnxfxf npn

 

Deci şirul de funcţii este uniform convergent, iar funcţiile  fiind continue pe 
R, rezultă că limita şirului va fi o funcţie continuă pe R. 

nf
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 4.3.8  Să se studieze convergenţa şirului de funcţii , ( )nnf

[ ] Rfn →1,0: ,definite prin ( )
n
xxf

n

n = , ( ) *Nn∈∀ . 

 Indicaţie de rezolvare 
 Funcţiile  sunt continue pe intervalul compact nf [ ]1,0 . 

,0lim =
∞→ n

xn

n
deci şirul este simplu convergent către funcţia constantă 0≡f  

continuă. De asemenea, şirul de funcţii considerat este monoton descrescător în 
fiecare punct [ ]1,0∈x , deci conform Teoremei Dini, şirul este uniform 
convergent. 
 

4.3.9 Să se arate că şirul de funcţii ( )nnf , definite prin 

( ) ∑
=

∈⋅=
n

k
n Rxkx

k
xf

1
3

,sin1 , este convergent pe R, iar limita sa este o funcţie 

continuă, cu derivata continuă pe R. 
 
 Indicaţie de rezolvare  
Se aplică criteriul lui Cauchy : 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( )

ε<<
+

−=
+

−
−+

++
+

−
+

+
+

−=

=
+−+

++
++

+
+

<

<
+

++
+

+
+

≤

≤
+

+
++

+

+
+

+

+
=−+

npnnpnpnnnnn

pnpnnnnn

pnnn

pn
xpn

n
xn

n
xnxfxf npn

1111
1

1...
2

1
1

1
1

11
1
1...

21
1

1
1

1...
2

1
1

1

sin...
2

2sin
1

1sin

333

333

 

Rezultă că şirul de funcţii este uniform convergent pe R. 

În mod asemănător se arată că şirul derivatelor ( ) ∑∑
==

=
⋅

=
n

k

n

k
n

k
kx

k
kxkxf

1
2

1
3

' coscos  

este uniform convergent, iar limita sa este o funcţie continuă. 
 

4.3.10 Să se arate că şirul de funcţii  [ ] ( ) 2
e,1,0: nx

nn xnxfRf −⋅⋅=→

converge, dar . ( ) ( )∫∫ ∞→∞→
≠

1

0

1

0

limlim dxxfdxxf nnnn
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4.3.11 Să se arate că şirul de funcţii ( )nnf , definite prin : 

( ) ( ) [ 1,0,
1 22 ∈
+

= x
xn

nxxfn ] converge neuniform pe [ ]1,0 , dar : 

( ) ( )∫∫ ∞→∞→
=

1

0

1

0

limlim dxxfdxxf nnnn
. 

 
 Indicaţie de rezolvare  

( ) 0
1

limlim 22 =
+

=
∞→∞→ xn

nxxf
nnn  

Rezultă că şirul de funcţii converge simplu către ( ) 0=xf . 

Pentru convergenţa uniformă se consideră ( 1,01
∈=

n
xn ), pentru care 

( ) ( ) Nnxf nn ∈∀= ,
2
1 , deci şirul nu converge uniform. 

 
4.3.12  Să se determine mulţimea de convergenţă, A,  pentru următoarele 

serii de funcţii:  

a) 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧∈⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +∑

∞

= 2
1\,

21
111

1

Rx
x
x

nn

nn

 ;   

b) ( ) Rx
x
x

nn

n
n ∈⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+

−
⋅⋅−∑

∞

=

,
1
1

ln
11

2
2

2
 ; 

c)  ;   ( )( ) ( ) 0,2...22
1

/12/1 >−⋅⋅−−∑
∞

=

xxxx
n

n

d) ( ) Rxaa
nn

n
x ∈≥+⋅∑

∞

=

,0,1ln1

1

 ; 

e) ∑
∞

=

≠⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
⋅

++

+

1
2

2

2
1,

12237
52

n

n

x
x
x

nn
n  ;  

f) 
( )

0,
1

12

0
25

≠
⋅+

+∑
∞

=

x
xn

n

n
n

 ; g) Rxx

n
n

n ∈⋅∑
∞

=

,
3

sin2
0

 ;  

h) Rxnx

n
nx ∈∑

∞

=

,
e

cos

0

 ;   i) 0,!

1

≠∑
∞

=

x
x
n

n
n . 
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 Indicaţii de rezolvare   

a) Pentru 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧∈

2
1\Rx  arbitrar fixat, se consideră seria numerică 

, unde ( )∑
∞

=1n
n xf ( )

nn

n x
x

n
xf ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
−
−

⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

21
111 . Pentru aceasta se studiază 

convergenţa absolută, utilizând criteriul rădăcinii . 

Rezultă că ( )
x

xxfn
nn 21

1lim
−
−

=
∞→

, de unde seria este absolut convergentă pentru 

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∞∪∞−∈⇔<

−
− ,

3
20,1

21
1 x

x
x . 

Pentru ⎥⎦
⎤

⎜
⎝
⎛∪⎟

⎠
⎞

⎢⎣
⎡∈

3
2,

2
1

2
1,0x  seria este divergentă, deoarece nu este verificată 

condiţia necesară de convergenţă a unei serii; 

b) 
( )
( ) ( ) 1

1

1

1ln
ln

1

1
limlim 2

2

2

2
1 <

+

−
=

+
⋅

+

−
=

∞→

+

∞→ x

x

n
n

x

x

xf
xf

nn

n

n
  

pentru ( ) { }0\Rx∈∀ . 

Pentru x=0, se obţine seria alternată ( )∑
∞

=

⋅−
2 ln

11
n

n

n
, care este convergentă. 

Rezultă că mulţimea A de convergenţă a seriei de funcţii este R; 
c) Deoarece 1lim =

∞→

n
n

x  şi 0>x , rezultă că de la un anumit rang , 

termenii seriei de funcţii vor avea acelaşi semn, căci 

0n

( ) 0,02 nnxn ≥∀>− . 
Se va obţine, astfel, o serie cu termenii pozitivi, pentru care se aplică criteriul 
Raabe-Duhamel. 

( )
( ) x
xf

xf
n

n

n
n

ln1lim
1

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

+∞→
, de unde rezultă că pentru e>x  seria este 

convergentă, pentru e<x  este divergentă, iar pentru x=e seria este divergentă, 

utilizând criteriul al doilea de comparaţie cu seria divergentă ∑
∞

=1

1

n n
. 

De asemenea, pentru x=2 seria este convergentă, deoarece ( ) 02 =nf . 
Rezultă mulţimea de convergenţă A={ } ( )∞∪ e,2 ; 

d) Pentru  [ ) RAa =⇒∈ 1,0 .
Pentru . ( )∞=⇒= ,11 Aa
Pentru ( ) ( )∞=⇒∞∈ ,2,1 Aa ; 
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e) ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∞−∪⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−∪−∞−= ,

2
1

2
1,

3
11,A ; 

f) ; ( ] [ )∞∪−∞−= ,11,A
g) RA = ; 
h) ; ( )∞= ,0A
i) ∅=A . 

 
4.3.13   Să se determine mulţimea de convergenţă şi uniform convergenţă 

a seriei 

( ) 10,
1111

≤≤⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+

−
+

+∑
∞

=

x
xn

x
nx

xx
n

. Să se determine suma seriei. 

 
 Indicaţie de rezolvare  
Folosind definiţia : 

( ) ( )

nx
x

xn
x

nx
x

x
x

x
xx

x
xxxSn

+
=

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+

−
+

++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

+
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
+

+=

1

111
...

1211 . 

( ) ( ) [ ]1,0,0lim ∈==
∞→

xxfxSnn
. 

Deoarece ( ) ( ) [ 1,0,1
∈∀< x

n
xSn ]

]
, rezultă că seria de funcţii este uniform 

convergentă pe [  către funcţia 1,0 ( ) 0=xf  . 
 

 4.3.14  Utilizând criteriul lui Weierstrass, să se studieze convergenţa 
seriilor de funcţii : 

a) ( ) Rx
xn

x

n

n ∈
⋅+

⋅−∑
∞

=

,
1

1
1

43

3
 ;     b) Rx

n
nx

nn

n
∈

+
⋅

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−∑

∞

=

,
1

cos11e
1

 ; 

c) Rx
xn

n ∈
+∑

∞

=

,
2

1

1
2  ;     d) 3,0,

3
1sin

1
2 <≠

⋅
⋅∑

∞

=

ax
x

a
n

n
n . 

 
 Indicaţii de rezolvare  

a) ( ) ( ) Rx
n

xfn ∈∀≤ ,
2

1
2/3 , deci seria este absolut şi uniform 

convergentă; 
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b) 

( ) ( ) 2

11

3
1

3

3111111e011e11

nnn
xf

nnnnnn

n

nnnnn

<
+

<⇒

⇒<⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +<⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−<⇒⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +<<⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

++

 

deci seria este absolut şi uniform convergentă; 
c) absolut şi uniform convergentă; 

d) ( ) ( ) { }0\,
3

Rxaxf
n

n ∈∀≤ , şi cum 3<a , seria este absolut şi uniform 

convergentă. 
 

4.3.15  Să se demonstreze că seriile următoare sunt convergente pe 
mulţimile indicate, iar sumele lor sunt funcţii continue pe aceste mulţimi : 

a) 
;,sin

1
24

Rx
xn

nx

n
∈

+
∑
∞

=   b) ( )
( )

Rx
n

xn

n
∈

−

−∑
∞

=

,
12

12sin

1
2

 ; 

c) ,0,
1

∞<≤∑
∞

=

x
n
a

n
x
n unde seria numerică  este absolut 

convergentă. 

∑
∞

=1n
na

 
 Indicaţii de rezolvare  

a) 2
1

n
fn < , deci seria este uniform convergentă; 

b) 
( )212

1
−

<
n

fn , deci seria este uniform convergentă. 

 
4.3.16  Este posibil ca o serie de funcţii continue pe o mulţime X, să 

conveargă neuniform pe această mulţime către o funcţie continuă ?  
 
Indicaţie de rezolvare 

Este posibil. Ca exemplu fie seria ( )
( )

[ ]1,0,
11
1

11
2222 ∈⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−+

−
−

+∑
∞

=

x
xn

xn
xn

nx

n
. 

Toţi termenii seriei sunt funcţii continue pe [ ]1,0 . 

( ) 221 xn
nxxsn

+
= , pentru care ( ) ( ) [ 1,0,0lim ]∈∀=

∞→
xxsnn

, deci seria 

converge simplu către funcţia ( ) 0≡xf  continuă, dar seria de funcţii considerată 
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nu converge uniform. Astfel, pentru [ ]
2
1

2
111,01
→=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⇒∈=

n
s

n
x nn  şi deci 

relaţia de convergenţă uniformă nu se verifică. 
 
4.3.17  Este posibilă derivarea termen cu termen a seriilor : 

a) ∑  ; ( ) [ ]1,0,ee
1

1 22
∈⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −

∞

=

−−− x
n

xnnx

b) 

( ) ( ) ( ) ( )( ) [ ] ?1,0,11ln
12

11ln
2
11ln

2
1

2

24242 ∈⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+

−
−+++ ∑

∞

=

xxn
n

xn
n

x
n

 

 
 Indicaţii de rezolvare  

a)  pentru ( ) ( ) ,1lim1e
2

−=⇒−=
∞→

− xSxS nn
nx

n ( ]1,0∈x  şi . ( ) 00lim =
∞→

nn
S

Rezultă că funcţia sumă este discontinuă în origine, deci nu este derivabilă în 
acest punct. 
Nu este posibilă derivarea termen cu termen; 

b) Este posibilă. 
 

4.3.18  Este posibilă integrarea termen cu termen a seriei : 

( ) ( ) [ ] ?1,0,e1e2
1

122 2222
∈⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −−∑

∞

=

−−− xnnx
n

xnxn  

 Indicaţie de rezolvare  

Şirul sumelor parţiale este ( ) ( ) 0lim
e

2 22

2
=⇒⋅=

∞→
xSnxxS nnxnn . Rezultă că 

seria este simplu convergentă către ( ) 0=xf  şi . În acelaşi timp, 

seria integrată este convergentă şi are suma 1, deci nu este posibilă integrarea 
termen cu termen. 

( ) 0d
1

0

=∫ xxf

 

4.3.19 Să se arate că seria  converge ( )∑
∞

=

−− +−−
1

2212

n

nnnn xxxx

neuniform pe [  şi totuşi : ]1,0

( ) ( )∑∫∫ ∑
∞

=

−−
∞

=

−− +−−=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+−−

1

1

0

2212
1

0 1

2212 dd
n

nnnn

n

nnnn xxxxxxxxxx . 
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 Indicaţie de rezolvare  
Şirul sumelor parţiale are termenul general ( ) nn

n xxxS 2−= , de unde rezultă 
( ) [ ]1,0,0lim ∈=

∞→
xxSnn

( ) 0=xf

, deci şirul este simplu convergent către funcţia constantă 

. 
Pentru a demonstra că nu este uniform convergent, se consideră 

, pentru care [ 1,02 /1 ∈= − n
nx ] ( ) ( ) *,

4
1 NnxS nn ∈∀= . 

Pentru a demonstra egalitatea, cum suma seriei este , rezultă 

, şi 

( ) 0=xf

( ) 0d
1

0

=∫ xxf ( )
1

1
2

1
1

1d
1

0

2212

−+
−

+
=+−−∫ −−

nnn
xxxxx nnnn

2
1

1
+−

n
, iar 

seria ∑
∞

=
⎜
⎝
⎛

+1 1
1

n n
⎟
⎠
⎞

−
+−

+
−

12
11

12
1

nnn
 este convergentă şi are suma egală cu zero. 

 

 4.3.20  Fie funcţia ( ) [ ]
( ]⎩

⎨
⎧

∈−
∈

=
2,12
1,0

xx
xx

xf  şi având proprietatea 

( ) ( )2+= xfxf . Fie ( ) ( )∑
∞

=

⋅⋅=
0

4
4
3

n

n
n

n
xfxF . Să se arate că: 

 a) F este continuă pe R; 
 b) F nu este derivabilă pe R.  
 
 Indicaţie de rezolvare 
 a) f este continuă pe intervalul compact [ ]2,0  şi subunitară. Cum ea este 
periodică de perioadă 2, rezultă că este subunitară pe R, deci mărginită. 

 Se demonstrează că seria de funcţii ( ) ∑∑
∞

=

∞

=

=⋅⋅
00

4
4
3

n
n

n

n
n

n
uxf  este uniform 

convergentă.  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )xf

xfxfxfxuxuxuxs

n
n

nn

⋅⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

++⋅⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⋅⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+=+++=

4
4
3

...4
4
34

4
3... 2

2

21

 

Aplicând criteriul de convergenţă al lui Cauchy, rezultă: 
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( ) ( ) ( ) ( )

∞→→⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≤

≤⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⋅⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+++⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≤

≤⋅⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛++⋅⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=−

+

+−+

+
+

+
+

+

n

xfxfxsxs

n

pnpn

pn
pn

n
n

npn

pentru,04
4
3

4
314

4
3

4
3...

4
31

4
3

4
4
3...4

4
3

1

111

1
1

 

 Rezultă că şirul sumelor parţiale este uniform convergent, deci seria este 
uniform convergentă şi deci, F este continuă;  
 b) Fie Rx∈  arbitrar fixat şi Nm∈  fixat. Atunci ( ) Rxm ∈⋅4  şi deci, 

există Zk ∈ astfel încât mm
m kxk

4
1kxk

4
14 +

≤≤≤⋅≤ ⇒+ . 

 Notăm mmmmmm xkk
β≤≤α⇒

+
=β=α

4
1,

4
. 

 Fie numerele reale ( ) ( )m
n

m
n β⋅α⋅ 4,4 . 

 Pentru ( ) ( ) 141444 ==−+=α⋅−β⋅⇒= −− mnmn
m

n
m

n kknm . 
 Pentru ( ) par.nr444 ==α⋅−β⋅⇒> −mn

m
n

m
nmn . 

 Pentru ( ) nm
mn

m
n

m
nmn

−
− ==α⋅−β⋅⇒<

4
1444 , de unde rezultă că, în 

acest caz, nu există nici un număr întreg cuprins între ele. 

 Din acestea rezultă ( ) ( )
⎩
⎨
⎧

>
≤

=α⋅−β⋅
−

mn
mnff

mn

m
n

m
n

0
444  şi deci: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )[ ]

4
4
314

4
3...

4
3

4
31

4
3...

4
1

4
3

4
1

4
3

4
1

4
4
344

4
3

4
4
34

4
3

12

2

2

1

00

0 0

→
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+≥

≥⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛++⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+=

=⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=α⋅−β⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

=α⋅⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−β⋅⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=α−β

−

−−

=

−

=

∞

=

∞

=

∑∑

∑ ∑

mm

m

mmm

m

n

mn
nm

n
m

n
m

n
n

n n
m

n
n

m
n

n

mm

ff

ffFF

 

Cum , rezultă că ( ) 0lim =α−β
∞→

mmm

( ) ( )
+∞=

α−β
α−β

∞→ mm

mm
m

FF
lim , deci F nu este 

derivabilă pe R. 
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4.4  Serii de puteri 
 

 Definiţia 4.4.1. O serie de forma  se numeşte serie de 

puteri. 

Raxa n
n

n
n ∈∑

∞

=

,
0

 Observaţie. Mulţimea de convergenţă a unei serii de puteri conţine cel 
puţin un punct şi anume punctul 0=x , pentru care seria de puteri este 
convergentă şi are suma . 0a
 Există serii de puteri care au mulţimea de convergenţă formată dintr-un 
singur punct şi există serii de puteri convergente pentru price x real. 
 
 Exemple 

 1) Seria de puteri  este convergentă numai în punctul ∑
∞

=

⋅
0

!
n

nxn 0=x , 

deoarece pentru orice  există un rang n pentru care 0≠0x 10 >⋅ xn  şi deci 
∞=⋅

∞→
0!lim xn

n
. 

 2) Seria de puteri ∑
∞

=0 !n

n

n
x  este convergentă pe R, deoarece pentru orice 

0
1

01
0 →

+
=⇒∈ −

n
x

u
uRx

n

n  pentru ∞→n . 

 
Teorema lui Abel  

Pentru orice serie de puteri   există un număr , finit sau 

infinit,  pentru care : 

Raxa n
n

n
n ∈∑

∞

=

,
0

0≥ρ

a) seria este absolut convergentă pe intervalul ( )ρρ− , ; 
b) seria este divergentă pentru ρ>x  . 

ρ  se numeşte raza de convergenţă a seriei, iar ( )ρρ− ,  intervalul de convergenţă  
 Observaţie 
 Teorema lui Abel nu spune nimic în legătură cu convergenţa sau 
divergenţa seriei de puteri în punctele din capatele intervalului de convergenţă. 
 
 Teorema 4.4.2. (d′Alembert) 

 Fie seria de puteri . Dacă ∑
∞

=

⋅
0n

n
n xa λ=+

∞→ n

n
n a

a 1lim  finită sau infinită, 

atunci raza de convergenţă a seriei de puteri va fi: 
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⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=λ∞+
+∞=λ

∞<λ<
λ

=ρ
0

0

01

. 

 Teorema 4.4.3. (Cauchy-Hadamard) 

 Fie seria de puteri . Dacă ∑
∞

=

⋅
0n

n
n xa λ=

∞→

n
n

n
asuplim  finită sau infinită, 

atunci raza de convergenţă a seriei de puteri va fi: 

 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=λ∞+
+∞=λ

∞<λ<
λ

=ρ
0

0

01

. 

 
Teorema 4.4.4.  Pentru orice ( )ρ∈ ,0r  seria de puteri este uniform 

convergentă pe [ ]. rr,−
 

Corolar 4.4.5.  Suma unei serii de puteri este o funcţie continuă pe 
intervalul de convergenţă. 

Corolar 4.4.6. Suma unei serii de puteri este uniform continuă pe orice 
interval compact conţinut în intervalul de convergenţă. 

 

Teorema 4.4.7. Fie seria de puteri  convergentă în intervalul 

. Seria formată cu derivatele termenilor săi,  va avea 

acelaşi interval de convergenţă. 

∑
∞

=

⋅
0n

n
n xa

( ρρ− , ) ∑
∞

=

−⋅⋅
1

1

n

n
n xan

 
Corolar 4.4.8 

Dacă  şi ( ) ∑
∞

=

⋅=
0n

n
n xaxs ( ) =ϕ x ∑

∞

=

−⋅⋅
1

1

n

n
n xan ,  

atunci ( ) ( ) ( ) ( )ρρ−∈∀ϕ=′ ,, xxxs . 
 
Corolar 4.4.9. Suma seriei formată cu derivatele termenilor unei serii de 

puteri este o funcţie continuă şi derivabilă pe intervalul de convergenţă. 
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Corolar 4.4.10. Dacă  este o serie de puteri cu raza de 

convergenţă , atunci: 

∑
∞

=

⋅
0n

n
n xa

ρ
a) Seria formată cu derivatele de ordinul n ale termenilor seriei are aceeaşi 

rază de convergenţă; 

b) Suma  s a seriei ∑  este indefinit derivabilă pe intervalul de 

convergenţă şi derivata de ordinul n este egală cu suma seriei derivatelor de 
ordinul n pentru orice . 

∞

=

⋅
0n

n
n xa

( )ρρ− ,∈x
 

Teorema 4.4.11. Dacă  este o serie de puteri cu raza de 

convergenţă , atunci pentru orice interval închis 

∑
∞

=

⋅
0n

n
n xa

ρ [ ] ( )ρρ−⊂ ,,ba

( ) ∑∫
∞

=

=
0

d
n

b

a
naxx

 seria de puteri 

poate fi integrată termen cu termen şi , unde 

. 

∫ ⋅ dn
b

a

xxf

( ) =xf ∑
∞

=0n

na ⋅n x

Exemplu 

Seria ( )∑
∞

=

+

+
⋅−

0

12

12
1

n

n
n

n
x  are raza de convergenţă 1=ρ . 

Seria derivatelor  are aceeaşi rază de convergenţă şi are 

suma 

( )∑
∞

=

⋅−
0

21
n

nn x

( ) 21
1
x

xf
+

= , deci suma seriei iniţiale este ( ) arctgx+= Cxs . Pentru 

( ) ( )xarctgxsCx 0,0 =⇒== . 
 
Operaţii cu serii de puteri 

Fie două serii de puteri ∑  şi  cu razele de convergenţă 

 şi . Atunci: 

∞

=

⋅
0n

n
n xa ∑

∞

=

⋅
0n

n
n xb

1ρ 2ρ
a) Suma celor două serii de puteri este tot o serie de puteri 

 care are raza de convergenţă ( )∑
∞

=

⋅+
0n

n
nn xba ( )21,min ρρ≥ρ . Dacă ( ) ( )xBxA ,  
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sunt sumele celor două serii de puteri şi ( )xS  este suma seriei  

atunci 

( )∑
∞

=

⋅+
0n

n
nn xba

( ) ( ) ( ) ( ) ( )ρρ−∈∀+= ,, xxBxAxS

( )⋅− n
n xb

; 
b) Diferenţa celor două serii de puteri este tot o serie de puteri 

 care are raza de convergenţă ∑
∞

=0n
na ( )21,min ρρ≥ρ . Dacă  este 

suma seriei , atunci 

( )xD

( )∑
∞

=

⋅−
0n

n
nn xba ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ρρ−∈∀−= ,AxD

( )

, xxBx  

c) Produsul celor două serii de puteri este tot o serie de puteri: 
( ) ...0 +⋅⋅ n

n xb...011000 ++⋅⋅+⋅+⋅ xbababa 0 ⋅ nba ...11 ++⋅+ −n aba  
care are raza de convergenţă ( )21,min ρρ≥ρ . Dacă ( )xP  este suma seriei 
produs, atunci ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ρρ−∈∀⋅= ,, xxBxAxT ; 

 şi ( ) 0, 0 ≠bx( )xA Bd) Câtul a două serii de puteri  este o serie de puteri 

, cu coeficinţii definiţi de egalitatea ( ) =xC ∑
∞

=

⋅
0n

n
n xc ( ) (B ) ( )xCx ⋅xA = . 

 
Serie Taylor 
Fie RIf →:

( ) ( )

 o funcţie indefinit derivabilă pe intervalul I şi fie un punct 
 interior lui I.  Formula lui Taylor pentru funcţia f în punctul  este: 0x 0x

( ) ( ) ( )( )xfxxfxxxfxf n
n

+⋅+′⋅
−

+=
!

...
!1 0

0
0

0
0

)
n

x −
+ ( ) IxxRn ∈, . 

Dacă şirul , pentru ( )( nn xR Xx I⊂∈ , este convergent către zero, atunci  

seria ( ) ( ) ( )∑
∞

=

−⋅⋅
0

00!
1

n

nn xxxf
n

 numită seria Taylor a funcţiei f în punctul  

este convergentă pentru  

0x

IXx ⊂∈  către funcţia f. 
 
 

( ) ( )( ) ...0 +xn

0x

 Formula ( ) ( ) ( )
!

...
!1

00
0 ⋅

−
+′⋅

−
+= f

n
xx

f
xx

xfx
n

0 +xf  se  

 
numeşte formula de dezvoltare a funcţiei f în serie Taylor în jurul punctului . 
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 Teorema 4.4.12. Seria Taylor a funcţiei f în jurul punctului  este 
convergentă într-o vecinătate V a lui , dacă derivatele de orice ordin  sunt 

egal mărginite pe V, adică 

0x
( )nf0x

( )( ) ( ) VxMxf n ∈∀< , . 

 Observaţie. Dacă , atunci seria 00 =x ( ) ( ) ( )∑
∞

=

−⋅⋅
0

00!
1

n

nn xxxf
n

 se 

numeşte serie Mac Laurin pentru funcţia f. 
 
 

4.5  Aplicaţii 
 

4.5.1  Să se determine mulţimea de convergenţă pentru următoarele serii 
de puteri : 

a)  ;             b) ( )[ ]∑
∞

=

⋅−−
1

21
n

nn x ∑
∞

= +1 32n
nn

nx  ;             c) ∑
∞

=1n
n

n

n
x  ; 

d) ∑
∞

=

+

⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

1

2
11

n

n
nn

x
n

 ;          e) ( ) 0,
!

ln

0

>⋅∑
∞

=

ax
n
a

n

n
n

 ; 

f) ∑
∞

=

⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++

1

1...
2
11

n

nx
n

 ;       g) ( ) ( )∑
∞

=

+ −⋅⋅−
1

1 111
n

nn x
n

 ; 

h)   ;               i) ( )∑
∞

=

+⋅
1

3
n

nn xn ( )∑
∞

=

+⋅
1

3!

n

n
n x

n
n . 

 
 Indicaţii de rezolvare  

a) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

2
1,

2
1  ; 

b) 3
3
1

3
213

1lim
32

1lim =ρ⇒=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+

=
+

=λ
∞→∞→ n

n

n
nn

n
nnn

 şi intervalul de 

convergenţă este ( )3,3− . Pentru x=3 şi pentru x=-3 seria este divergentă, 
deoarece nu este verificată condiţia necesară de convergenţă a unei serii, deci 
mulţimea de convergenţă este ( )3,3− ; 

c) ∞=ρ⇒===λ
∞→∞→

01lim1lim
nn n

n
nn

 şi deci, mulţimea de convergenţă 

este R; 

d) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

e
1,

e
1  ; e. R  ;  f.  ; ( )1,1−
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g) Se consideră seria de puteri   şi se obţine 

mulţimea de convergenţă  

1,
1

−=⋅∑
∞

=

xyya
n

n
n

( ]2,0 ;
h) -3  ;  i) ( ). 3e,3e −−−
 

 4.5.2  Să se determine raza de convergenţă pentru seriile de puteri: 

 a) 1122
1 2

1,1unde,
+−

∞

=

== nnn
n

n
n a

n
axa∑ ; 

 b) ∑
∞

=

⋅
1 !n

n
n

x
n
n . 

 
 Indicaţii de rezolvare 

 a) λ=
∞→

n
n

n
asuplim  şi .1

λ
=ρ  

Avem 11
2

1,1max
2

1
2

1lim,11lim 12
1

2 =ρ⇒=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧=λ⇒== −

+∞→∞→
n

nn
n

n n
; 

 b) 
e
1

11

1limlim
1

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

==ρ
∞→+∞→ nnn

n
n

n
a
a

. 

 

 4.5.3  Dacă raza de convergenţă a seriei  este , să se ∑
∞

=0n

n
n xa ( ∞∈ρ ,0 )

găsească raza de convergenţă a seriilor de puteri următoare: 

 a) ; b) ; *

0

, Nmxa
n

nm
n ∈⋅∑

∞

=

*

0

, Nmxa
n

nm
n ∈⋅∑

∞

=

 c) n

n n

n x
a

a
⋅

+∑
∞

=0 1
. 

 
 Indicaţii de rezolvare 

 a) m
m

n

n
nm

n

m
n

nn

n
n a

a
a
a

a
a

ρ===ρ⇒=ρ
+∞→+∞→+∞→ 11

1
1

limlimlim ; 

 b) Se notează . Rezultă că seria de puteri are raza de 

convergenţă , deci seria este absolut convergentă pentru 

mxy = ∑
∞

=0n

n
n ya

ρ
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mmm xxxy ρ<⇒ρ<⇒ρ<⇒ρ< , deci raza de convergenţă a seriei 

 este *

0

, Nmxa
n

nm
n ∈⋅∑

∞

=

m ρ=ρ1 ; 

( ) c) 1,max1 ρ=ρ . 
 

4.5.4 Să se determine mulţimea de convergenţă şi suma următoarelor serii 
de puteri : 

a) ( )∑
∞

=

+ ⋅−
1

11
n

n
n

n
x   ;    b) ( )∑

∞

=

+

+
⋅−

1

12

12
1

n

n
n

n
x   ;   

c) ( )∑
∞

=

+

+
⋅−

0

13

13
1

n

n
n

n
x   ;     d)   ;   ( )∑

∞

=

⋅+
0

1
n

nxn

e)  ;     f) ( ) ( )∑
∞

=

−− ⋅−⋅−
0

221 121
n

nn xn ∑
∞

=

−

−1

34

34n

n

n
x  ; 

g)  ;   ( )( )( )∑
∞

=

⋅+++
0

321
n

nxnnn

h) ( ) ( ) Rax
n

naaa

n

n ∈⋅
+−−

+∑
∞

=

,
!

1...11
1

. 

 
 Indicaţii de rezolvare  

a) Se calculează raza de convergenţă a seriei de puteri : 

111
1

limlim 1 =
λ

=ρ⇒=
+

==λ
∞→

+

∞→ n
n

a
a

nn

n
n

. Intervalul de convergenţă este . ( )1,1−

Se studiază convergenţa în capetele intervalului. 

Pentru 1=x , se obţine seria numerică alternată ( )∑
∞

=

+ ⋅−
1

1 11
n

n

n
 care este 

convergentă, iar pentru 1−=x , se obţine seia ∑
∞

=

−
1

1

n n
, care este divergentă. 

Deci, mulţimea de convergenţă a seriei este ( ]1,1− . 

Fie  suma seriei de puteri. Atunci ( )xf ( ) ( ) 1,
1

11
1

11 <
+

=⋅−=′ ∑
∞

=

−+ x
x

xxf
n

nn . 

Prin integrare, se obţine ( ) ( ) ( )1,1,1ln −∈++= xCxxf . Pentru determinarea 
constantei de integrare C, se consideră x=0, de unde se obţine C=0. 
Prin urmare, ( ) ( ) ( )1,1,1ln −∈+= xxxf . 
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Deoarece seria de puteri este convergentă şi în punctul x=1, rezultă că funcţia 
 este continuă în acest punct şi ( )xf ( ) ( ) 2ln1lnlim1

1
=+=

→
xf

x
; 

b) Mulţimea de convergenţă este [ ]1,1− . 

Fie  suma seriei de puteri. Atunci ( )xf ( ) ( ) 1,
1

11 2
0

2 <
+

=⋅−=′ ∑
∞

=

x
x

xxf
n

nn . 

Deci,  şi pentru x=0 se va obţine C=0, deci suma seriei de 
puteri este 

( ) Cxxf += arctg
( ) ( )1,1,arctg −∈x= xxf . 

Cum seria de puteri este convergentă şi în capetele intervalului de convergenţă, 

rezultă ( ) ( )
4

1arctg1 π
−=−=−f  şi ( )

4
1arctg1 π
==f ; 

c) Mulţimea de convergenţă este ( ]1,1− . 

Notând cu  suma seriei de puteri, rezultă ( )xf ( ) ( ) 3
0

3

1
11
x

xxf
n

nn

+
=⋅−=′ ∑

∞

=

, de 

unde ( ) ( )
363

12arctg
3

1
1

1ln
6
1

1+
= ∫

1
2

2

3
π

+
−

+
+−

+
=

x
xx

xdx
x

xf ; 

d) Mulţimea de convergenţă este ( )1,1− . 

Pentru calculul sumei seriei de puteri se pleacă de la seria de puteri , 

care are suma 

∑
∞

=

+

0

1

n

nx

( ) ( )
( )

( )∑
∞

=

+=
−

=′⇒
−

=
0

2 1
1

1
1 n

nxn
x

xg
x

xxg .  

Rezultă că suma seriei de puteri este ( )
( )21

1
x

xf
−

= ; 

e) Mulţimea de convergenţă este ( )1,1− . 

Suma seriei de puteri este ( )
( )22

2

1

1

x

xxf
+

−
= ; 

f) Mulţimea de convergenţă este ( )1,1− . 

Suma seriei de puteri este ( )
x
xxxf

+
−

−=
1
1ln

4
1garct

2
1 ; 

g) Mulţimea de convergenţă este ( )1,1− . 

Pentru calculul sumei seriei de puteri, se pleacă de la seria de puteri ∑ , 

care are suma 

∞

=

+

0

3

n

nx

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )∑∑
∞

=

+
∞

=

+ ++=′′+=′⇒
−

=
0

1

0

2
3

32,3
1 n

n

n

n xnnxgxnxg
x

xxg  şi 
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( ) ( )( )( ) ( )xfxnnnxg
n

n =⋅+++=′′′ ∑
∞

=0

321

( )
( )

. Se obţine astfel suma seriei de puteri 

41
6
x

xf
−

= ; 

h) Intervalul de convergenţă este ( )1,1− . 

Pentru x=1, se obţine seria ( ) (∑
∞

=

+−−⋅+
1

1...1
!

11
n

naaa
n

), care este absolut 

convergentă pentru  şi semiconvergentă pentru 0≥a ( )0,1−∈a . 

( ) (∑
∞

=

−−−−⋅+
1

1...1)(
!

11
n

anaa
n

Pentru x , se obţine seria 1−= ) , care este absolut 

convergentă pentru . 0≥a
Prin urmare, dacă Naa ∈> ,0  mulţimea de convergenţă este [ ]1,1− . 

( ]1,1− . Dacă , mulţimea de convergenţă este ( 0,1−∈a )
( )1,1− . Dacă 1, mulţimea de convergenţă este −≤a

Dacă a=0, sau a este număr natural, mulţimea de convergenţă este R. 
Fie  suma seriei de puteri pe ( )xf ( )1,1− . Prin derivare, obţinem : 

( ) ( ) ( )
( ) ...

!1
1...1...

!
1 1 +⋅

−
− − +( )

1
++⋅

− −nx
n

naaax+=′ aaaxf . Înmulţind această 

relaţie cu x şi adunând rezultatul la ( )xf ′ , vom obţine : 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) x

a
xf
xfxfax

n
naaaa( ) ( )

n

n

+
=

′
⇒⋅=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⋅

+−−
+⋅= ∑

∞

= 1!
1...11

1

xfxfx ′+′⋅ , 

de unde rezultă ( ) ( ) 1,1lnln <++= xCxaxf . 

Pentru x=0, rezultă C=0, deci suma seriei este ( ) ( ) ( 1,1,1 −∈+= xxxf a ). 
 

4.5.5 Să se demonstreze că seria ∑
∞

=1
2

n

n

n
x  este convergentă pentru orice 

[ ]1,1−∈x , iar suma ei f verifică ecuaţia : 

( ) ( ) ( ) ( )1,0,1ln11 ∈
−

=′⋅−−′⋅− x
x

xxfxxfx . 

 
 Indicaţie de rezolvare  

11lim 1 =ρ⇒==λ +

∞→ n

n
n a

a
, deci intervalul de convergenţă este ( )1,1− . 
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Pentru x=1 se obţine seria ∑
∞

=1
2

1

n n
, care este convergentă. 

Pentru 1−=x , se obţine seria alternată ( )∑
∞

=

−

1
2
1

n

n

n
, convergentă, cu Leibniz. 

Deci, mulţimea de convergenţă este [ ]1,1− . 

Se consideră ( ) ( ) ( ) ∑∑∑
∞

=

∞

=

−∞

=

=′⋅⇒=′⇒=
11

1

1
2

n

n

n

n

n

n

n
xxfx

n
xxf

n
xxf . 

Fie ( ) ( ) ( )1,0,
1

1

1

1

1

∈
−

==′⇒= ∑∑
∞

=

−
∞

=

x
x

xxg
n
xxg

n

n

n

n
.  

Rezultă că ,  ( ) ( )xxg −−= 1ln
deci ( ) ( ) ( ) ( ) xxfxxxfx ln111ln −=−′⋅−⇒−−=′⋅  şi se verifică ecuaţia dată. 
 

4.5.6 Să se arate că seria de puteri ( )
( )( )∑

∞

= −⋅⋅⋅⋅⋅
⋅−

+
1

3

313...6532
11

n

nn

nn
x  este 

convergentă pe R şi că suma ei verifică ecuaţia ( ) ( ) ( ) Rxxfxxf ∈∀=⋅+′′ ,0 . 
 
 Indicaţie de rezolvare  

∞=ρ⇒=+

∞→
0lim 1

n

n
n a

a
, deci seria de puteri este convergentă pe R. 

Notându-se cu ( ) ( )
( )( )∑

∞

= −⋅⋅⋅⋅⋅
⋅−

+=
1

3

313...6532
11

n

nn

nn
xxf , rezultă 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )∑∑
∞

=

−∞

=

−

−⋅⋅⋅
−

+−=′′⇒−
⋅⋅

+−=
−⋅⋅⋅

⋅−
=′

2

2352

1

13

33...32
1...

532213...32
1

n

nn

n

nn

n
xxxfxx

n
xxf

 şi prin înlocuire se verifică ecuaţia dată. 
 
 

4.5.7 Să se determine o serie de puteri, convergentă pe R şi astfel încât 
suma f a ei să verifice ecuaţia : 

( ) ( ) ( ) ( ) Rxxfxxfxfx ∈∀=⋅+′+′′⋅ ,0 . 
 

 Indicaţie de rezolvare  

Se caută f de forma . Derivând de două ori termen cu termen 

obţinem : 

( ) ∑
∞

=

⋅=
0n

n
n xaxf
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( ) ∑
∞

=

−⋅⋅=′
1

1

n

n
n xanxf  şi , pe care înlocuindu-le în 

ecuaţia ce trebuie verificată, rezultă identitatea : 

( ) ( )∑
∞

=

−⋅−=′′
2

21
n

n
n xannxf

( ) ( ) Rxxaana
n

n
nn ∈∀=⋅++∑

∞

=

−
− ,0

2

1
2

2
1 . 

De aici, rezultă că , adică : ,...3,2,0,0 2
2

1 ==+⋅= − naana nn

012 =−ka  şi ( )
( )

Nk
k

a
a

k
k

k ∈
⋅

⋅−= ,
!4

1 2
0

2 . 

Pentru ( )
( )∑

∞

= ⋅
⋅−+⇒=

1
2

2

0
!4

111
k

k

k
k

k
xa , care este o serie de puteri convergentă 

pe R. 
 

4.5.8  Se notează razele de convergenţă ale seriilor de puteri , ∑
∞

=0n

n
n xa

∑
∞

=0n

n
n xb

ba RRR ,,

, , şi  prin 

. 

( )∑
∞

=

+
0n

n
nn xba

baba RR ⊗⋅ ,,

∑
∞

=

⋅
0n

n
nn xba nx

n

n

k
kkn ba ⋅⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⋅∑ ∑

∞

= =
−

0 0

ba+
Să se arate că: 
a) ; ( )baba RRR ,min≥+

b) baba RRR ⋅=⋅ ; 
c) . ( )baba RRR ,min≥⊗

 
Indicaţii de rezolvare 

a) Seria de puteri ∑  are raza de convergenţă , deci ea este 

absolut convergentă pentru 

∞

=0n

n
n xa aR

aRx < . Similar, seria de puteri  este 

absolut convergentă pentru 

∑
∞

=0n

n
n xb

bR<x . 
Fie . Atunci, pentru orice x care verifică ba RrRr ≤≤ 00 , 0rx <  se 

verifică: 
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( ) ( )
ε<+++

+++≤⋅+++⋅+

+
+

+
+

+
+

+
+

+
++

+
++

pn
pn

n
n

pn
pn

n
n

pn
pnpn

n
nn

xbxb

xaxaxbaxba

...

......
1

1

1
1

1
11

S-a demonstrat, astfel că seria de puteri   este absolut 

convergentă pentru orice x pentru care 

( )∑
∞

=

+
0n

n
nn xba

0rx < , deci ; ( )bR,aba RR min≥+

b) ba
n

n
nn

n
nnn

nn
nba RR

b
b

a
a

ba
baR ⋅=⋅==

+∞→+∞→++∞→
⋅

1111
limlimlim ; 

c) Se procedează ca la punctul a). 
Fie . Atunci, pentru orice x care verifică ba RrRr ≤≤ 00 , 0rx <  se 

verifică: 

2

111 0

1 01 0

ε≤⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⋅⋅⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⋅=⋅⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
≤

≤⋅⋅≤⋅⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⋅

∑∑∑ ∑

∑ ∑∑ ∑
+

+=

+

+=

+

+= =
−

+

+= =
−

+

+= =
−

pn

ns

s
s

pn

nm

m
m

pn

nq

q
q

k
kkq

q
pn

nq

q

k
kkq

pn

nq

q
q

k
kkq

xbxaxba

xbaxba

. 

S-a demonstrat, astfel că seria de puteri este absolut  n

n

n

k
kkn xba ⋅⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⋅∑ ∑

∞

= =
−

0 0

 
convergentă pentru orice x pentru care 0rx < , deci ; ( )baba RRR ,min≥⊗

 
4.5.9 Să se arate că funcţiile :  
a)  ; b) ( ) Rxxxf ∈= ,sin ( ) Rxxxg ∈= ,cos  ; 
c)  se pot dezvolta în serie de puteri pe R şi să se 

determine seriile Mac Laurin corespunzătoare. 
( ) Rxxh x ∈= ,e

 
 Indicaţii de rezolvare  
Funcţiile sunt indefinit derivabile pe R şi : 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) *,

,e,
2

cos,
2

sin

NnRx

xhnxxgnxxf xnnn

∈∈∀

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

⋅+=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

⋅+=
 

Deoarece ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) NnRxxgxf nn ∈∈∀≤≤ ,,1,1 , rezultă că funcţiile f şi g 
se pot dezvolta în serie de puteri pe R. 
Pentru funcţia h, avem că pentru orice interval compact [ ]aa,−  funcţia verifică 

, deci h se poate dezvolta în serie de puteri pe orice astfel de ( ) axxh ee ≤=
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interval. Cum a este real arbitrar, rezultă că h se poate dezvolta în serie de puteri 
pe R. 
Se obţin dezvoltările : 

( ) ( )

( ) ( )

Rx
n
xxx

Rx
k

xxx

Rx
k

xxxx

n
x

k
k

k
k

∈+++++=

∈+⋅−++−=

∈+
+

⋅−++−=
+

...,
!

...
!2!1

1e

...,
!2

1...
!2

1cos

...,
!12

1...
!3!1

sin

2

22

123

. 

 
4.5.10 Să se arate că funcţiile următoare se pot dezvolta în serie de puteri 

şi să se găsească dezvoltarea, precizându-se intervalul în care este valabilă : 
a) ( ) ( ) { },...2,1,0\,1,1 Raxxxf a ∈−>+=  ; 
b) ( ) [ ]1,1,arcsin −∈= xxxf  ; 

c) ( ) 1,
1
1ln

2
1

<
−
+

⋅= x
x
xxf  . 

 
 Indicaţii de rezolvare  

a) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1...10,11...1 +−−=+⋅+−−= − naaafxnaaaxf nnan . 
Rezultă seria Mac Laurin corespunzătoare : 

( ) ( ) ( ) ...
!

1...1...
!2

1
!1

1 2 +⋅
+−−

++⋅
−

+⋅+ nx
n

naaaxaaxa , serie de puteri care are 

intervalul de convergenţă . ( )1,1− ( ) ( )axxf += 1  se numeşte funcţie binomială; 

b) ( ) ( ) ( ) 2/121arcsin
−

−=′⇒= xxfxxf . Rezultă că pentru ( )1,1−∈x  
funcţia  este o funcţie binomială. Astfel, înlocuind în dezvoltarea funcţiei 

binomiale (din exerciţiul precedent) pe x cu 

( )x′
2

f

t−  şi a=
2
1

− , vom obţine : 

( )
( ) 1...,
2...642

12...531...
42
31

2
11

1

1 242
2

<+⋅
⋅⋅⋅⋅

−⋅⋅⋅⋅
++⋅

⋅
⋅

+⋅+=
−

tt
n

ntt
t

n . 

Prin integrare termen cu termen pe intervalul [ ] 1,,0 <xx , se va obţine 

dezvoltarea : ( )
( ) ...

122...642
12...531...

32
1arcsin

123
+

+
⋅

⋅⋅⋅⋅
−⋅⋅⋅⋅

++⋅+=
+

n
x

n
nxxx

n
. 

Cum această serie este convergentă şi în punctele 1−  şi 1, deoarece : 
( )
( ) ( )

( ) *
2/33

,1

12

1
12

1
2...642

12...531 Nn
nnnn

n
∈∀<

+
<

+
⋅

⋅⋅⋅⋅
−⋅⋅⋅⋅ , rezultă că 

dezvoltarea este valabilă pe intervalul [ ]1,1− . 
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Capitolul 5 
 

FUNCŢII DE MAI MULTE VARIABILE 
 

5.1  Funcţii vectoriale. Limite. Continuitate 
 

 Definiţia 5.1.1. O funcţie , se numeşte funcţie reală 
de variabilă vectorială 

nRXRXf ⊂→ ,:
( ) Xxnxxx ∈= ,1 ,...,2 . 

 
 Definiţia 5.1.2. Fie m funcţii reale  definite pe o aceeaşi 
mulţime 

mfff ,...,, 21
nRX ⊂ . Corespondenţa: 

( ) ( ) ( ) ( )( )nmnnn xxxfxxxfxxxfxxx ,...,,,...,,...,,,,...,,,...,, 2121221121 →

( )mffff ,...,, 21= n
 defineşte 

o funcţie  pe RX ⊂ m cu valori în R . Se spune că f este o 
funcţie vectorială de variabilă vectorială. 
 
 Definiţia 5.1.3. Fie funcţia  şi a un punct de 
acumulare al mulţimii X. Se spune că un vector 

nm RXRXf ⊂→ ,:
mRb∈  este limita funcţiei f în 

punctul a dacă pentru ( ) ( ) ( ) 0,0 >εδ∃>ε∀  astfel încât pentru 
( ) ( )εδ<−≠∈∀ axaxXx cu,,  să avem ( ) ε<− bxf . 
 Notaţie: . ( ) bxf

ax
=

→
lim

 
 Definiţia 5.1.4. Fie funcţia  şi . Se spune că 
funcţia f este continuă în punctul a dacă pentru 

nm RXRXf ⊂→ ,: Xa∈
( ) ( δ∃) ( ) 0,0 >ε>ε∀ , astfel 

încât pentru ( ) ( )εδ<−∈∀ axXx cu,  să avem ( ) ( ) ε<− afxf . 
 Dacă a este punct de acumulare al mulţimii X, atunci continuitatea 
funcţiei f în a este echivalentă cu: 
 ( ) ( ) ( ) ( ) 0limsaulim =−=

→→
afxfafxf

axax
. 

 
 Observaţii 
 1) Dacă f este continuă în punctul a, există o vecinătate a lui a în care 
funcţia este mărginită. 
 2) Dacă f este continuă în punctul a, atunci funcţia f  este continuă în 
punctul a. Reciproca nu este adevărată în general. 
 3) Dacă f şi g sunt continue în punctul a funcţiile gf +  şi f⋅λ  sunt 
continue în a. 
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 4) Dacă există  în ( )xf
ax→

lim mR  şi f nu este definită în punctul a, atunci f 

se poate prelungi prin continuitate în punctul a, punând condiţia 
. ( ) ( )afxf

ax
=

→
lim

 5) Fie funcţiile . Dacă funcţia f 
este continuă în punctul , iar funcţia g este continuă în punctul 

, atunci funcţia compusă  este continuă în punctul 
. 

npm RXRYgRYXf ⊂→⊂→ ,:,:
Xa∈

pRXfg →:o( ) Yafb ∈=
Xa∈

 6) Fie funcţia reală . Dacă f este continuă în punctul 
 şi  există o vecinătate V a lui a astfel încât pentru 

nRXRXf ⊂→ ,:
Xa∈ ( ) 0≠af XVx ∩∈  să 

avem . ( ) ( ) >⋅ afx 0f
 7) Fie funcţia vectorială  continuă în punctul 

 şi . Atunci există o vecinătate V a lui a astfel încât pentru 

nm RXRXf ⊂→ ,:
Xa∈ ( ) 0≠af

XVx ∩∈  să avem . ( ) 0≠xf
 
 Definiţia 5.1.5. Fie  şi nm RXRXf ⊂→ ,: Xa∈ . Fie submulţimea 

({ } XXaax nii ⊂)aaaRxX iii ∈∈= −,...,,/ 21

if
+ ,...,,, 11

ii Xx
. Pe aceasta, funcţia f este 

o funcţie  de o singură variabilă ∈ . Dacă  este continuă în punctul 
, spunem că f este continuă parţial în raport cu variabila  în punctul 

. 

if
ii Xa ∈

( )naaaa ,...,, 21=
ix

 
 Teorema 5.1.6. O funcţie f continuă într-un punct ( )naaaa ,...,, 21=  este 
continuă în acest punct în raport cu fiecare variabilă. 
 
 Observaţie. Reciproca acestei teoreme nu este în general adevărată. Dacă 
o funcţie este continuă într-un punct în raport cu fiecare variabilă în parte, nu 
rezultă că ea este continuă în acel punct. 
 
 Exemplu 
 Fie funcţia  definită prin: RRf →2:

 ( ) ( ) (

( ) (⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

≠
+=

0,0,0

0,0,3
, 122

6

yx

yx
yx

xy
yxf

)

)
. 

 Dacă ( ) 0,0lim0
0

=⇒=
→

yfx
y

( )0,0 .

, deci funcţia f este continuă în raport cu 

variabila y în punctul  
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 Dacă ( ) 00,lim0
0

=⇒=
→

xfy
x
( )0,0 .

, deci funcţia f este continuă în raport cu 

variabila x în punctul  
 În acelaşi timp, funcţia f nu este continuă în punctul ( )0,0

)
( )

, deoarece 

pentru 
( ) ( 20,0,

6

1
3, yxflim,cu0,0

m
mRmxmyyx

yx +
=⇒∈⋅=→→

→
, 

limită care depinde de parametrul real m, deci nu este unică. 
 
 Definiţia 5.1.7. Fie . Se spune că f este uniform 
continuă pe X, dacă pentru 

nm RXRXf ⊂→ ,:
( ) ( ) ( ),0 > 0εδ∃>ε∀  astfel încât oricare ar fi 

punctele ( )εδ<′,  s−∈′ xxXxx cu ă avem ( ) ( ) ε<′− xfxf . 
 
 Teorema 5.1.8. O funcţie f uniform continuă pe o mulţime X este uniform 
continuă în raport cu fiecare variabilă. 
 
 Observaţii 
 1) O funcţie vectorială continuă pe un interval compact nRI ⊂  este 
mărginită pe I. 
 2)  O funcţie vectorială continuă pe un interval compact nRI ⊂  este 
uniform continuă pe I. 
 3) Pentru o funcţie vectorială continuă pe un interval compact nRI ⊂  
există un punct I∈ξ  astfel încât ( ) ( )xff

Ix∈
=ξ sup . 

 4) O funcţie reală de variabilă vectorială, continuă pe un interval compact 
nRI ⊂ , îşi atinge marginile. 

 
 Exemple 
 1) Fie funcţia ( ) 22, yxyxf +=   definită pe discul . 
Aceasta este continuă pe domeniul ei de definiţie. Minimul funcţiei este atins în 
punctul  şi are valoarea 0, iar maximul funcţiei este atins în orice punct 

 situat pe cercul de ecuaţie  şi are valoarea R. 

222 Ryx ≤+

( 0,0 )
)( yx, 222 Ryx =+

 2) Funcţia ( )yxf ,  definită pe discul  prin: 222 Ryx ≤+

 ( ) ( ) (

( ) (⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

≠
+=

0,0,0

0,0,3
, 122

6

yx

yx
yx

xy
yxf

)

)
 

nu este uniform continuă pe domeniul de definiţie, deoarece nu este continuă în 
punctul ( )  0,0 .
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5.2  Derivate parţiale. Diferenţiale 
 

Definiţia 5.2.1. Fie funcţia  şi  un punct 
interior lui X. Se spune că: 

2,: RXRXf ⊂→ ( ba, )

 a) f este derivabilă parţial în ( )ba, , în raport cu variabila x, dacă : 

( ) ( ) ( )
+∞<

−
−

∃
→ ax

bafbxf
ax

,,lim , iar limita se numeşte derivata parţială a lui f în 

raport cu x şi se notează   , sau ( baf x ,′ ) ( )ba
x
f ,
∂
∂ . 

 b) f este derivabilă parţial în ( )ba, , în raport cu variabila y, dacă :  

( ) ( ) ( )
+∞<

−
−

∃
→ by

bafyaf
by

,,lim , iar limita se numeşte derivata parţială a lui f în 

raport cu y şi se notează , sau ( baf y ,′ ) ( )ba
y
f ,
∂
∂ . 

 
 Observaţie. Dacă o funcţie este derivabilă parţial în raport cu variabila x 
în fiecare punct al mulţimii de definiţie X, spunem că funcţia este derivabilă 
parţial în raport cu x pe mulţimea X.  
 
 Exemplu 
 Funcţia  este derivabilă parţial în raport cu 

x şi cu y pe 

( ) 22
e,,: 2 yxyxfRRf +=→

2R  şi . ( ) 22
,e2, y

yx
x fxyxf + ′⋅=′ ( ) 22

e2, yxyyx +⋅=
 
 Definiţia 5.2.2. Fie funcţia  şi  un 
punct interior lui X. Funcţia f este derivabilă parţial în punctul , 
în raport cu variabila , dacă : 

nRXRXf ⊂→ ,: ( )naaa ,...,, 21
aaa ,...,, 21( )n

kx

( ) ( ) ( )
kk

nnkkk
xx ax

aaafaaxaaaf
k −

−
∃ +−

→

,...,,,...,,,,...,,
lim 211121  şi este finită. 

Limita se numeşte derivata parţială a lui f în raport cu variabila  şi se 

notează , sau 

kx

( )nx aaaf
k

,...,, 21
′ ( )n

k
aaa

x
f ,...,, 21∂
∂ . 

 O funcţie  are n derivate parţiale. ( nxxxf ,...,, 21 )
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 Exemplu 
 Funcţia ( ) ( )2223 1ln,,,: zyxzyxfRRf ⋅⋅+=→  are derivatele parţiale 

 
( ) ( )

( ) ( ) ( ) 3
222

22

222

22

222

22

,,,
1

2,,

1
2,,,

1
2,,

Rzyx
zyx

xyzzyxf

zyx
zxyzyxf

zyx
zyxzyxf

z

yx

∈∀
⋅⋅+

⋅⋅
=′

⋅⋅+
⋅⋅

=′
⋅⋅+

⋅⋅
=′

. 

 
 Observaţii 
 1) Dacă funcţia reală ( )nxxxf ,...,, 21

( naaa ,...,, 21

 este derivabilă parţial în raport cu 
variabila  în punctul , atunci f este continuă parţial în raport 
cu variabila  în punctul a. 

kx )a =

kx
 2) Dacă funcţia reală ( )nxxxf ,...,, 21  este derivabilă parţial în raport cu 
fiecare variabilă  în punctul nxxx ,...,, 21 ( )naaa ,...,, 21a = , atunci f este continuă 
în raport cu fiecare variabilă în parte în punctul a. 
 
 Definiţia 6.2.3. Fie funcţia vectorială , 
componentele sale  fiind funcţii reale derivabile parţial în raport cu 
fiecare variabilă  într-un punct 

nm RXRXf ⊂→ ,:
mfff ,...,, 21

nxx ,...,, 2x1 ( ) Xnaaa ,...,, 21 ∈ . 
 Derivata parţială a funcţiei f în raport cu  în punctul a este definită 
prin: 

kx

( ) ( )
kk

nnkkk
ax ax

aaafaaxaaaf
kk −

−+−

→

,...,,,...,,,,...,,
lim 211121  şi se notează cu ( )af

kx′ . 

 
 Observaţie 
 Dacă se consideră funcţia f raportată la o bază , atunci: meee ,...,, 21

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) n
nmm Rxxxxxfexfexfexf ∈=⋅++⋅+⋅= ,...,,,... 212211 . 

Derivata sa parţială  are componentele: ( )af
kx′

( ) ( ) ( )n
k

m
n

k
n

k
aaa

x
faaa

x
faaa

x
f ,...,,...,,,...,,,,...,, 2121

2
21

1

∂
∂

∂
∂

∂
∂ . 

 
Exemplu 

Funcţia vectorială ( )
111 222222 ++

⋅+
++

⋅+
++

⋅=
yx
zk

xz
yj

zy
xirf

rrrrr  

definită pe 3R  are derivatele parţiale de forma: 
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( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )1

1

1

2

1

2

1

2
1

1

1

2

1

2

1

2
1

1

22222222

22222222

22222222

++
⋅+

++

−
⋅+

++

−
⋅=

∂
∂

++

−
⋅+

++
⋅+

++

−
⋅=

∂
∂

++

−
⋅+

++

−
⋅+

++
⋅=

∂
∂

yx
k

zx

yzj
zy

xzir
z
f

yx

yzk
zx

j
zy

xyir
y
f

yx

xzk
zx

xyj
zy

ir
x
f

rrrr
r

rrrr
r

rrrr
r

. 

 
Derivate parţiale de ordin superior. Fie funcţia , 

derivabilă parţial în raport cu fiecare variabilă în parte, în punctele interioare ale 

lui X. Dacă 

2,: RXRXf ⊂→

( yx )
x
f ,
∂
∂  şi ( yx

y
f ,
∂
∂ ) sunt, la rândul lor, derivabile parţial în raport 

cu fiecare dintre variabile, atunci derivatele lor parţiale se numesc derivate 
parţiale de ordinul doi ale lui f şi se notează prin : 

''
2

''
2

''
2

2
''

2

2

,

,,

yxxy

yyxx

f
xy
f

x
f

y
f

yx
f

y
f

x

f
y

f
y
f

y
f

x
f

x
f

x

=
∂∂

∂
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

∂
∂

=
∂∂

∂
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

=
∂

∂
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

=
∂

∂
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

∂
∂

. 

 
 Exemplu 
 Funcţia ( ) ( )221ln, yxyxf ++=  definită pe 2R  are derivatele parţiale: 

 

( )

( )
( )

( )
( )

( )
( ) yxxy

yy

xx

yx

f
yx

xyyxf

yx

y
yx

yxf

yx

x
yx

yxf

yx
yf

yx
xyxf

′′=
++

−
=′′

++
−

++
=′′

++
−

++
=′′

++
=′

++
=′

222

222

2

22

222

2

22

2222

1

4,

1

4
1

2,

1

4
1

2,

1
2,

1
2,

. 

  se numesc derivate parţiale mixte. yxxy ff ′′′′ ,
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Criteriul lui Schwarz. Fie  şi punctul ( )2,: RXRXf ⊂→ Xyx ∈00 , . 

Dacă există 
xy
f

yx
f

∂∂
∂

∂∂
∂ 22

,  într-o vecinătate V a lui ( )0y0 ,x  şi  sunt continue în 

, atunci ( 00 , yx ) ( ) ( )00

2
, yx

xy
f
∂00

2
, yx

yx
f

∂
∂

=
∂∂

∂ . 

 
Criteriul lui Young. Fie  şi punctul 2,: RXRXf ⊂→ ( ) Xyx ∈00 , . 

Dacă există derivatele parţiale 
y
f

x
f

∂
∂

∂
∂ ,  într-o vecinătate V a punctului ( ) şi 

sunt diferenţiabile în ( , atunci 

00 , yx

)00 , yx ( ) ( )00

2

00

2
,, yx

xy
fyx

yx
f

∂∂
∂

=
∂∂

∂ . 

 
 Definiţia 5.2.4. Fie funcţia  şi  un punct 
interior lui X, astfel încât funcţia f admite derivate parţiale continue în ( )  

2,: RXRXf ⊂→ ( ba, )
ba, .

 ( ) ( ) ( ) yba
y
fxba

x
fbaf d,d,,d ⋅

∂
∂

+⋅
∂
∂

=  se numeşte diferenţiala funcţiei f 

în punctul  ( )ba, .

 Definiţia 5.2.5. Operatorul y
y

x
x

ddd ⋅
∂
∂

+⋅
∂
∂

=  care aplicat funcţiei f dă 

diferenţiala funcţiei f în punctul ( )yx,  se numeşte operatorul de diferenţiere. 
 

Observaţie. Fie funcţia  şi 2,: RXRXf ⊂→ ( )ba,  un punct interior 
lui X. Atunci f este diferenţiabilă în punctul ( )ba, , dacă există R∈μλ,  şi există 
o funcţie RX →ω :  continuă şi nulă în ( )ba, , astfel încât : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) Xyxbyaxyxbyaxbafyxf ∈∀−+−⋅ω+−⋅μ+−⋅λ=− ,,,,, 22

 Dacă f este diferenţiabilă în ( )ba, , atunci f admite derivate parţiale în 

 şi ( )ba, ( ) ( )ba
y
fba

x
f ,,,

∂
∂

=μ
∂
∂

=λ . 

 
 Observaţii 
 1) Pentru o funcţie diferenţiala este: nRXRXf ⊂→ ,:  

 n
n

x
x
fx

x
fx

x
ff d...ddd 2

2
1

1
⋅

∂
∂

++⋅
∂
∂

+⋅
∂
∂

= , iar operatorul de diferenţiere 

este n
n

x
x

x
x

x
x

d...ddd 2
2

1
1

⋅
∂
∂

++⋅
∂
∂

+⋅
∂
∂

= . 

 110



Iu
lia

na
 S

pr
in
ţu

 2) Pentru o funcţie vectorială  diferenţiala este: nm RXRXf ⊂→ ,:

  n
n

x
x
fx

x
fx

x
ff d...ddd 2

2
1

1
⋅

∂
∂

++⋅
∂
∂

+⋅
∂
∂

= . 

 
 Exemplu 
 Funcţia ( ) 2223 ,,,: zyxzyxfRRf ++=→  este derivabilă parţial 

pe  şi: ( ){ }0,0,0\3R

 

( ) ( )

( )
222

222222

,,

,,,,,

zyx

zzyx
z
f

zyx

yzyx
y
f

zyx

xzyx
x
f

++
=

∂
∂

++
=

∂
∂

++
=

∂
∂

 

de unde rezultă 
222

dddd
zyx

zzyyxxf
++

⋅+⋅+⋅
=  diferenţiala funcţiei f pe 

. ( ){ }0,0,0\3R
 
 Definiţia 5.2.6. Diferenţiala unei funcţii de mai multe variabile se 
numeşte diferenţiala totală a funcţiei. 
 
 Teorema 5.2.7. Condiţia necesară şi suficientă pentru ca diferenţiala unei 
funcţii  să fie identic nulă pe I este ca f să fie constantă pe I. RRIf →⊂ 2:
 
 Teorema 5.2.8. Fie expresia diferenţială ( ) ( ) yyxQxyxPE d,d, ⋅+⋅= , 
unde funcţiile P şi Q sunt continue pe 2RI ⊂ . Dacă E este diferenţiala unei 
funcţii , pentru orice punct RRIf →⊂ 2: ( ) Iyx ∈, atunci 

( ) ( ) ( ) ( ) Iy ∈x
y
fyxQ

x
fyxP ∀

∂
∂

=
∂
∂

= ,,,, . 

 
 Teorema 5.2.9. Condiţia necesară şi suficientă pentru ca diferenţiala unei 
funcţii  să fie identic nulă pe I este ca f să fie constantă pe I. RRIf n →⊂:
 
 Teorema 5.2.10. Fie expresia diferenţială: 
( ) ( ) ( ) nnnnn xxxPxxxPxxxP d,...,...d,...,d,..., 1212111 ⋅++⋅+⋅

( ) nkxxP nk ,...,2,1,,...,1 =

 cu funcţiile 
componente  continue pe nRI ⊂
diferenţială este diferenţiala unei funcţii RIf n →⊂:

( ) Ixx n ∈,...,1 , atunci ( )

. Dacă expresia 
R  pentru orice 

( )
n

n x
fx

∂n xPn x
fxxP ∂

=
∂
∂

=,...,
1

11 ,...,1 . ,...,
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şi cu deri
Definiţia 5.2.11. Fie funcţia , derivabilă parţial de 

două ori în X vatele parţ i cele de ordinul întâi) 
ontinue. Diferenţiala de ordinul doi

2,: RXRXf ⊂→
iale de ordinul doi (deci ş

 se notează cu ( )yx,  fd2c şi este definită 
prin : 

( ) 2
22

2
2

2
2 ddd2d,d yfyx

yx
fx

x
fyxf ⋅

∂
+⋅⋅

∂∂
∂
⋅+⋅

∂
∂

= . 

 

2y∂
Operatorul 

( )2
2

2

22
2

2

2
ddddd2d ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅

∂
∂

+⋅
∂
∂

=⋅
∂
∂

+⋅⋅
∂∂
∂

⋅+⋅
∂
∂ y

y
x

x
y

y
yx

yx
x

x
 se numeşte 

re de ordinul doi. 
 

Definiţia 5.2.12. Fie funcţia  car ate 
 n a funcţiei f se 

operatorul de diferenţie

e are în X to
derivatele parţiale de ordinul n continue. Di
notează cu ( )yxfn ,d  şi este definită prin : 

2,: RXRXf ⊂→ ,
ferenţiala de ordinul

( )

n
n

n
n
n

kkn
kkn

n

nn
n

n

n
n

f

yx
yx

x
x

fyxf ...ddd,d 1

∂

++⋅⋅
∂∂

+⋅
∂
∂

=

−

−

 
k
n

n
n

y
y

fCyx
yx

C

fC

d...dd

11

⋅
∂
∂

++⋅⋅
∂∂

+

∂

−

−

 

 Operatorul 
( )n

n y
y

x
x ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅

∂
∂

+⋅
∂
∂

= ddd se numeşte operatorul de 

iferenţiere de ordinul n. 
 

i diferenţialele funcţiilor
1) Dacă funcţiile 

d

Derivatele ş  compuse 
RRXvu →⊂:,

re derivate par
 au derivate continue pe X şi dacă 
ţiale continue pe Y, atunci funcţia 

e X, dată de: 
f
F
uncţia RRYf →⊂ 2:  a
( )x = ( ) ( )( ) ( ) Xxxvxuf ∈∀,,  are derivata continuă p

( )
xv

ufxF vf
xux dd

d d
d

d
∂

+⋅
∂

=

RR →⊂ 2  au derivate parţiale contin

⋅
∂

∂
. 

2) Dacă funcţiile ue pe X şi 
dacă funcţia ţiale continue pe Y, atunci funcţia 

 are de vate parţiale continue pe X, date de: 

Xvu :,
R→  are derivate parRYf ⊂ 2:

( ) ( ) ( )[ ]yxvyxufyxF ,,,, = ri
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v
v
f

y
u

u
f

y
F

x
vfufF

vxux

∂
∂
⋅

∂
∂

+
∂
∂
⋅

∂
∂

=
∂
∂

∂
∂
⋅

∂
∂

=
∂

∂
∂

+
∂
∂
⋅

∂ . 

 
3) Diferenţiala funcţiei F este dată de:  

 yFxFF ddd ⋅
∂

+⋅
∂

=  
yx ∂∂

 
 Exemplu 
 Fie ( ) ( )xyyx ++ 1,22 2RfyxF =,  definită pe . Considerând: 

 

 ( xyxu ,  avem: ) ( )yxvyxy +=+= 1,,22

x
v
fy

u
f

y
F

y
v
fx

u
f

x
F

⋅
∂
∂

+⋅
∂
∂

=
∂
∂

⋅
∂
∂

+⋅
∂
∂

=
∂
∂

2

2
. 

 Diferenţiala funcţiei F este 

yx
v
fy

u
fxyfxfF d2d ⎜

⎛ ∂+⋅⎟
⎞

⎜
⎛ ⋅

∂
+⋅

∂
=

vu
d2 ⋅⎟

⎠
⎞

⎝
⋅

∂
∂

+⋅
∂⎠⎝ ∂∂

. 

 
Observaţie 

rţiale şi diferenţialele de ordin superior se calculează astfel: 

 

 
 Derivatele pa

2

2

2

2

2

2

2

22

2

2

2

x
v

v
f

x
v

x
u

uv
f

x
v

v
f

x
u

u
f

x
u

x
v

vu
f

x
u

u
f

xvxuxxxx

∂
∂
⋅

∂
∂

+

+
∂
∂
⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
∂
⋅

∂∂
∂

+
∂
∂
⋅

∂
∂

+
∂
∂
⋅

∂
∂

+
∂
∂
⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
∂
⋅

∂∂
∂

+
∂
∂
⋅

∂
∂

=

⎠⎝ ∂∂∂∂∂⎠⎝ ∂∂∂

 

 

vfufFF
=⎟

⎞
⎜
⎛ ∂

⋅
∂

+
∂
⋅

∂∂
=⎟

⎞
⎜
⎛ ∂∂

=
∂

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

∂
∂

=
∂∂

∂
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

x
F

yyx
F

y
F

yy
F 2

2

2
, . 

 2
2

22
2

2

2
2 ddd2dd y

y
Fyx

yx
Fx

x
FF ⋅

∂
∂

+⋅⋅
∂∂

∂
⋅+⋅

∂
∂

=  

 
Formula lui Taylor. Fie funcţ  , derivabilă de 

 ori pe X, cu toate derivatele mixte egale 
ia 2,: RXRXf ⊂→

şi fie 1+n ( )ba,  un punct interior lui X. 
Se consideră funcţia ( ) ( ) ( )[ ] ( ),,, [ ]1,0, ∈∈⋅−+⋅−+= tXtaxaftF yxtbyb . 
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ece f are derivate până la ordinul Deoar 1+n  este derivabilă 
 la ordinul 1+n  pe intervalul 

 pe X, rezultă că şi F
până [ ]1,0 , iar funcţiei se poate aplica formula 
lui Taylor stabilită pe

 F i 
ntru funcţiile de o variabilă. Rezultă că : 

) ( )( ) ( ) ( ) ( ( )F ′′ 0
!2 n

n RF
n

FFF +⋅++⋅+′⋅+= 0
!

1...10
!1

101 , 

unde restul ( )
( ) ( )

!1+n
. 

Având în vedere că 

( )1,0,1 1 ∈θθ⋅= +n
n FR

( ) ( ) ( ) ( )bafFyxfF ,0,,1 == , ( ) ( (( )tytxftF ), )= , unde 
( ) ( ) ( ) ( ) tbybtytaxatx ⋅−+=  ş⋅−+= , i calculând derivatele de ordin 

superior ale lui F în punctul 0, se obţine formula : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) n

n

Rbaf
y

by
x

ax
n

baf
y

by
x

ax

baf
yx

yxf

⎞⎛ ∂∂

⎟
⎠∂

∂
∂

=

1

,

2

byaxbaf

+⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−+
∂
∂

−+

++⋅⎟⎟
⎠

⎜⎜
⎝ ∂

−+
∂

−+

+⋅⎟
⎞

⎜⎜
⎝

⎛
−+

∂
−+

,
!

1

...,
!2

,
!1

1,

 

unde restul 

( ) ( ) ( ) ( ) (( )bybaxaf
y

by
x

ax
n

R
n

n −θ+−θ+⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−+
∂
∂

−
+

= )
+

,
!1

1
1

, cu 

 
5.3  Extremele libere ale funcţiilor de mai multe variabi

 
Definiţia 5.3.1. Fie funcţia şi punctul 

( )1,0∈θ . 

le 

nRXRXf ⊂→ ,:  Xx ∈0

0x , astfel 
 . 

ţia f 
cât

 maxim local pen , dac

punct interior lui X. Dacă
1) funcţia f are un extremum în punctul 

are un minim local în 0x , dacă există o vecinătate V a lui Func
în  ( ) ( ) ( ) Vxxfxf ∈∀≥ ,0 . 
 Punctul 0x  este punct de tru funcţia f ă 
( ) ( ) ( ) Vxxfxf ∈∀≤ ,0 . 

 
Teorema 5.3.2. Fie funcţia nRXRXf ⊂→ ,:  şi ( )naaa ,...,, 21  un 

 : 
( )naaa ,...,, 21 , 

e în punctul (2) funcţia f are derivate parţial )na , 
atunci derivatele parţiale ale

aa ,...,, 21
( )naaa ,...,, 21 .   lui f se anulează în punctul 
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 Observaţia 5.3.3. Punctele în care funcţia f poate e avea extrem  sunt date 
e soluţiile sistemului : d

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪
⎧ =
∂
∂ 0

1x
f

⎨

=
∂
∂

=
∂
∂

0

...

0
2

nx
f

x
f

 

 
Soluţiile sistemului se numesc puncte critice, sau puncte staţionare. 
Pentru ( )00

2
0
10 ,...,, nxxxx =  punct critic pentru funcţia f, se notează : 

( ).ij x
a

∂
=  ,...,, 00

2
0
1 n

ji
xxx

x∂
Atunci : 
 1. Dacă toţi determinanţii  

2 f∂

nnn

n

,...,, 1211
2111

aa
a =Δ=Δ nΔ

2221 aa
aa

aa

...
.........

...

1

111

=  sunt pozitivi, funcţia f are un 

minim  în punctul respectiv. 
 2. Dacă toţi determinanţii  sunt 

m în punctul respectiv. 

e extrem, folosind semnul 
iferenţialei de ordinul doi. 

( ) n
n

n Δ⋅−=ΔΔ=ΔΔ−=Δ 1,...,, *
2

*
21

*
1

pozitivi, funcţia f are un maxi
 
 Se poate preciza dacă un punct critic este d
d
Astfel : 
 1. Dacă ( ) 0., >nx,..,d 00

2
0
1

2 xxf  punctul este de minim. 
 Dacă ( ) 0,...,,d 00

2
0
1

2 <nxxxf 2.  punctul este de maxim. 

 
1) Fie funcţia 

 
 Exemple

( ) xyxyxfRRf 2,,: 222 −+=→ . 

 
y

y
f

x
x

22 −=
∂
f∂

( )0,1  este punct critic pentru funcţia f. 
2=

∂
∂

, deci punctul 
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( ) 0d2d20,1d 222 >⋅+⋅= yxf Având în vedere că  rezultă că punctul 
) este punct de

 2) Fie funcţia 
(  minim. 0,1  

( ) xyxyxfRRf 2,,: +−=→ 222 . 

 Pentru aceasta avem: 
y

y
f

x
x
f

2

22

−=
∂
∂

+=
∂
∂

, deci punctul ( )0,1−  este punct critic. 

( ) 222 d2d20,1d yxf ⋅−⋅=−  nu are semn constant, 

5.4  Funcţii implicite 
 

cuaţia

 Având în vedere că 
punctul nu este de extrem. 
 

 ( ) 0, =yxFDefiniţia 5.4.1. Fie e RRXF : ., unde →⊂ 2  O funcţie 
( )xf=  definită pe muy lţimea RA ⊂ , astfel încât pentru orice Ax∈ , 

0=  pe ( )xfx ∈,
mulţimea 
( ) X

A, dac
 se numeşte so

ă
luţie în raport cu y a ecuaţiei ,xF ( )y

 ( )( )xfxF Ax∈≡ 0, pentru . 
 

finiţia 5.4.2. Funcţiile De ( )xfy =  definite cu ajutorul ecu r 
e numesc funcţii implicite, sau funcţii definite impli

Observaţie.

aţiilo
s cit. 

 O ecuaţie 
( ) 0, =yxF  

( ) 0, =yxF  poate să aibă pe A mai multe soluţii, 
sau nici una. 

1) Ec ţii definite 

de 

Exemple 
uaţia 0122 =−+ yx  are în raport cu y o infinitate de solu

[ ] [ ]⎪⎩

⎪⎧ ≤β−≥αβ≤− 1,1,1
pe [ ]1,1 +−  ( ) ⎨

βα+−∈−−

≤α
=

,\1,11 2

2

xx

xx
xf , deoarece fiecare 

verific . 
Se observă că soluţiile nu sunt continue în punctul 
ă ecuaţia x 0122 =−+ y

β=α= xx sau, . 
2) Ec ( ) 244 ,,01 Ryxyx ∈=++  uaţia nu are nici o s
3) Ecuaţia 

oluţie reală. 
( ) 2,,0532 Ryxyx ∈=+−  are o singură soluţie: 

( ) Rxxxf ∈⋅+= ,
33

 . 5 2

.4.3. Fie funcţia 
 
Teorema 5 RYRXRYXF → ⊂⊂ ,, şi ×:  ( )00 , yx  un 

punct interior lui YX × . Dacă: 
1) ( ) 0, 00 =yxF , 
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 117

) ( ) ( ) ( )yxFyxFyxF yx ,,,,, ′′  sunt continue pe o vecinătate YXVU ×⊂×  2
a lui 

nci: 
xistă o vecinătate  a lui şi

 o unică funcţie 

( )00 , yx , 
3) ( )F 0, 00 ≠′ yxy , 
atu
i) e  a lui x  şi o vecinătate V ⊂  

există
UU ⊂0 0 V0 0y  
( )xfy =

0 ; 
00:U ,V→  astfel încât şi 

ia 

( )0 = 0y  xf
( )x( ) pentru0, UxfxF ∈≡

( )xf  are derivata continuă pe , dată de: ii) funcţ 0

( )

U
( )
( )yxF

yxFxf
y

x

,
,

′
′

−=′  ; 

iii) dacă  are derivatele parţiale de ordinul k( )yxF ,  continue pe VU × , 
atunci e
 
 Definiţia 5.4.4. Fie ecuaţia

 ( )xf  are derivata de ordinul k continuă p .  0U

 ( ) 0,,...,, 21 =yxxxF n  unde
este o ală de 

 ( )yxxxF n ,,...,, 21  
 funcţie re 1+  variabile, definită pe o mulţime 1+⊂ nn RX . 

 O cţie ( )nxxxfy ,...,, 21
nRA ⊂fun =  definită pe m imea ulţ  este soluţie în 

aport ntru ( )xxx n A∈,...,, 21r  cu y a acestei ecuaţii, dacă pe  avem: 
 (( ,...,,,,...,, 221 )) 01 ≡nn xxxfxxxF
 

. 

5.4.5. Fie  (Teorema )yxx n ,,...,, 21  o func lă definită pe 
RYRXYX n ⊂⊂× ,, , 

xF ţie rea
( )02010 ,...,, nxxx0x =  un punct interior lui X şi  un 

unct interior lui Y. Dacă: 
1) 

0y
p

( ) 0,,...,, 002010 =yxxxF n
2) funcţia 

, 
( )y

F ′  pe o vecinătate 
xxxF n ,,...,, 21 împreună cu derivatele parţiale 

yxxx n21

 este continuă 
FFF ′′′ ,,...,, VU ×  a punctului ( )002010 ,,...,, yxxx n , 

3) ( ) 0,,...,, 002010 ≠′ yxxx nyF , 
atunci: 
i) există o U0  a lui ( )100 ,...,, xxxxU ⊂ vecinătate 020 n= , o vecinătate 

şi o unică funcţ ( ) 021 : VUxn → 0yVV ⊂0  a lui 0y  ie ,...,, xxf=  astfel încât 
( )0xn 0,..., y20x10 ,xf =  şi ( )( ) 0,...,, 21,,...,, 21 ≡nxxx  pentru n fxxxF 0Ux∈ ; 

ţia  are derivate parţiale continue în raport cu ( )nxxxf ,...,,ii) func 21

0,...,2,1 Un  date de 
( )
( ) ni

xxxF
xxxF

f x
xi

1

ny

ni ,...,2,1,
,...,,
,...,,

21

2 =
′

′
−=′ ; 

nul k continue pe 

pe, ixi =

iii) dacă  are derivate parţiale de ordi( )yxxxF n ,,...,, 21
VU × , atunci funcţia implicită ( )nxxx ,...,, 21f

 
 are derivate parţiale de ordinul k 

continue pe 0U
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5.5  Dependenţă funcţională 
 
Definiţia 5.5.1. Fie ( ) mkxxxfy nkk ,...,2,1,,...,, 21 ==  m funcţii reale 

definite pe o mulţime nRX ⊂ . O funcţie reală ( )nxxxF ,...,, 21

mf,...,
) m

 definită pe X 
depinde de funcţiile  pe mulţimea X, dacă există o funcţie reală de 
m variabile  definită pe o mulţime 

f, 21

my
f

( ,...,yy , 21Φ RY ⊂ , astfel încât pentru 
Xx∈  să avem ( ) ( ) ( )( )nxmnn xxfxxxfx ,,...,,...,, 21211x,xF 1 ,...,,...,2 Φ≡ . 

 
Exemplu 
Fie funcţiile  definite prin: RRhgf →3:,,
( )
( )
( ) zxyzxyzyxh

zyxzyxg

zyxzyxf

++=
++=

++=

,,
,,

,,
222 . 

Avem ( ) ( ) hfgzxyzxyzyxzyx 22 22222 +≡⇒+++++=++ , deci g 
depinde de funcţiile f şi h. 

 
Definiţia 5.5.2. Funcţiile ( ) mkxxxfy nkk ,...,2,1,,...,, 21 ==  definite pe 

o mulţime nRX ⊂  sunt în dependenţă funcţională pe o mulţime XA ⊂ , dacă 
cel puţin una dintre ele depinde de celelalte pe mulţimea A.  

 
Teorema 5.5.3. Condiţia necesară şi suficientă pentru ca n funcţii de n 

variabile independente ( ) nkxxxfy nkk ,...,2,1,,...,, 21 ==  definite pe o 
mulţime nRX ⊂ , cu derivate parţiale continue pe X, să fie independente 
funcţional pe XA ⊂  este ca determinantul funcţional: 

( )
( )

n

nnn

n

n

n

n

x
y

x
y

x
y

x
y

x
y

x
y

x
y

x
y

x
y

xxxD
yyyD

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=

...
............

...

...

,...,,
,...,,

21

2

2

2

1

2

1

2

1

1

1

21

21  să fie identic nul pe A. 

 
Definiţia 5.5.4. Funcţiile ( ) ( ) ( nnnn xxfxxfxxf ,...,,...,,...,,,..., 11211 ) 

definite pe o mulţime nRX ⊂
)

xx n

 se spune că sunt independente într-un punct 
dacă nici una din funcţii nu depinde de celelalte într-o 

vecinătate a lui ( )
( Xxxx n ∈02010 ,...,,

x X∈020 ,...,10 , . 

 118



Iu
lia

na
 S

pr
in
ţu

Funcţiile ( ) ( ) ( )nnnn xxfxxfxxf ,...,,...,,...,,,..., 11211  sunt independente pe 
X dacă sunt independente în orice punct interior al mulţimii X. 
 
 

5.6  Extreme cu legături 
 
 Fie  o funcţie reală definită pe o mulţime ( nxxxfy ,...,, 21= ) nRX ⊂  şi 
un sistem de np <  ecuaţii de forma: 

 (5.6.1)   funcţiile reale  fiind definite pe 

aceeaşi mulţime 

( )
( )

( ) 0,...,,
...

0,...,,
0,...,,

21

212

211

=

=
=

np

n

n

xxxF

xxxF
xxxF

n

pFFF ,...,, 21

RX ⊂ . 
 
 Definiţia 5.6.2. Extremele funcţiei ( )nxxxfy ,...,, 21=  când punctul 

 parcurge numai mulţimea A a soluţiilor sistemului (5.6.1) se 
numesc extremele funcţiei f condiţionate de sistemul (5.6.1). 
( nxxx ,...,, 21 )

 
 Teorema 5.6.3. Fie funcţia ( )pnxxx λλλΦ ,...,,;,...,, 2121  de pn +  
variabile definită de: 
 ( ) ( ) ( )nppnn xxFxxFxxf ,...,...,...,,..., 11111 ⋅λ++⋅λ+=Φ  
şi ( )pnaaa μμμ ,...,,;,...,, 2121

( )naa ,...,, 21

 un punct staţionar liber al funcţiei . Punctul 
 este punct staţionar al funcţiei 

Φ
a ( )nxxxfy ,...,, 21=  cu legăturile 

. 0,...,0,0 2 === pFF1F
 
 Observaţie. Numerele pλλλ ,...,, 21  se numesc multiplicatorii lui 
Lagrange. 
 Pentru a determina punctele de extrem ale unei funcţii  
cu legăturile 

( )nxxxfy ,...,, 21=
0,...,0,0 21 === pFFF  se procedează astfel: 

 1) Se formează funcţia ajutătoare: 
( ) ( ) ( )nppnn xxFxxFxxf ,...,...,...,,..., 11111 ⋅λ++⋅λ+=Φ , cu pλλλ ,...,, 21  

parametri. 

 2) Se rezolvă sistemul: 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

===

=
∂
Φ∂

=
∂
Φ∂

=
∂
Φ∂

0,0,0

0...,0,0

21

21

p

n

FFF
xxx  cu  ecuaţii şi pn +

pn +  necunoscute. 
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 3) Dacă ( )pnaaa μμμ ,...,,;,...,, 2121  
este punct

este o soluţie a acestui sistem, punctul 
( )aa ,.., 21  staţionar condiţionat al funcţiei ( )nxxxfy ,...,, 21na.,  = . 

 cPunctele de extrem ondiţionat ale funcţiei f se găsesc printre punctele staţionare 

a stabili dacă punctele staţionare condiţionate sunt de extrem se 
condiţionate. 
 Pentru 
studiază diferenţa ( ) ( )nn aaafxxxf ,...,,,...,, 2121 −  pentru punctele care verifică 
sistemul ,0 21 0,...,0 === FF ă avem: 
 ( )

pF , de unde rezultă c
) ( ( ) ( )nn aaaaafxxx ,...,,,..,,...,, 212121 nn xxxaf ,...,,., 21 Φ−Φ=− , adică 

e studiază diferenţa: 
) . 

Aplicând formula lui Taylor funcţiei 

s
 ( xxE ,...,, 21Φ= ) ( nn aaax ,...,, 21Φ−
 ( )nxx ,...,1Φ  în punctul 

avem 

( )naaa ,...,, 21  
( ) RxxE ji += ∑ dd

2 xx
aa

ji

n

∂∂
Φ∂ ,...,1 1

2
, unde ax ii n,...,2,1ixi ,d ==− . 

 Semnul diferenţei E este dat de semnul formei pătratice : 

( ) ( )∑ ∂∂
=Φ ji

ji
n xx

xx
aad dd,...,1 . 

Φ∂ naa ,...,1
2

2

5.7  Aplicaţii 
 

5.7.1  Se consideră funcţ

 

 
 

ia ( )
22

22
, xyxf =

yx
y

+

− . Să se calculeze limitele 

iterate

ndicaţie de rezolvare : 

 ( )⎟⎞⎜
⎛ yxf ,limlim  şi ⎜

⎝
⎛ limlim

 
 I

⎠⎝ →→ yx 00
( )⎟

⎠
⎞

→→
yxf

xy
,

00
. 

 

( ) 11limlimlim,11limlimlim
22

==⎟
⎞

⎜
⎛ − yx

022

22

0002200
−=−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
−

⎟
⎠

⎜
⎝ + →→→→→→ yxyxy yx

yx
yx

. 

 

5.7.2 Să se calculeze 

x

x

ky
x x

y
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

→
∞→

1lim . 

 : 
Se calculează limitele iterate şi ambele sunt egale cu

Indicaţie de rezolvare 
 .ek  
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5.7.3  Fie funcţia definită prin ,: 2 RRf →

( )
( ) ( )

( )

( )

( )⎪
⎩

⎪
⎨

=

≠
+

+
=

0,0,,0

0,0,,
, 42

5

yx

yx
yx

y
yxf . 

Să se arate că, deşi funcţia are limite iterate în punctul 

⎧ +⋅ sin 32 xyx

( )0,0 , ea nu are limită în 

Indicaţie de rezolvare : 

acest punct. 
 
 

( ) 0sinlimsin 532
⎜
⎛ ++⋅ yxyxlimlim 2

3

04200
==⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝ + →→→ x

x
yx xyx

 şi  

( ) 0sinlimlim 42

532

00
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+

++⋅
→→ yx

yxyx
xy

, deci limitele iterate există. 

Pentru a se arăta că f nu are limită în origine, se consideră două perechi de şiruri 
convergente la zero, de forma : 
( ) 2,, nyxyx =  şi ( ) 11 2, nnnn yx ⋅=11 , yx . Pentru acestea avem : nnn

( )
5
2,lim 11 =

∞→
nnn

yxf( )
2
1,lim =

∞→
nnn

yxf  şi , deci cele dou

 
5.7.4  Să se arate că funcţia , definită prin : 

ă limite sunt diferite. 

RRf →2:

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )⎪
⎩

⎪
⎨

=

≠
+=

0,0,0

0,0,
, 22

yx

yx
yxyxf  este continuă pe R2. 

 
Indicaţie de rezolvare  

⎧ +sin 33 yx

 
( ) ( ) ( ) 0,0 >εδ∃>ε∀Se demonstrează că pentru , astfel încât pentru 

( ) ( ) 2, Ryx ∈∀  pentru care ( ) ( ) ( )εδ<− 0,0 , să rezul, yx te ( ) ( ) ε<− 0,0, fyxf . 

( ) ( ) ( ) ( )εδ<⇔εδ<+= yx 22− xyx 0,0,  şi ( )εδ<y .Rezultă 

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ε<εδ<+≤+≤
+

−⋅+=
+

−++
=

=
+

≤
+

+
⋅

+

+
=

+

+
=−

yxyx
yx

xyyx
yx

xyyxyx

yx
y

yx
yx

yx
x

yx
yxfyxf

2
1

2
1

2
11

sinsin0,0,

2222

22

22

3

22

3

33

3

22

33

 

 

+xy 333
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⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

≠⋅=

−

00

0e,
2

2

y

y
y
x

yxf
y
x

. Să se 

studieze continuitatea în punctul ( )0 .0,  
 
 Indicaţie de rezolvare  
Se consideră şirurile ( ) Nnnx ∈  şi ( ) Nnny ∈ , astfel încât , de 

forma . Pentru acestea 

0limlim ==
∞→∞→

nnnn
yx

( )yx nn ∀= ,2 Nn∈ ( ) 0
e
1,lim 2 ≠=

∞→
nnn

yyf , deci f nu este 

continuă în origine. 
 

5.7.6 Fie funcţia , definită prin : RRf →2:

( )
( ) (

( ) (⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

≠
+

⋅
=

0,0,0

0,0,
, 22

yx

yx
yx
yx

yxf
)

)
)

. Să se arate că f este continuă în raport cu x şi 

cu y în ( , dar nu este continuă în raport cu ansamblul variabilelor în acest 
punct. 

0,0

 
 Indicaţie de rezolvare  

( ) ( )0,000,lim
0

fxf
x

==
→

 şi ( ) ( )0,00,0lim
0

fyf
y

==
→

, deci f este continuă în raport 

cu fiecare variabilă în parte. 
Pentru a demonstra că f nu este continuă în raport cu ansamblul variabilelor, se 

consideră şirurile 01
→=

n
xn  şi 0→=

n
kyn , pentru k real fixat. 

Rezultă ( )
21

,lim
k

kyxf nnn +
=

∞→
, limită care depinde de k, deci f nu este continuă 

pe R2. 
 
 

5.7.7 Să se calculeze derivatele parţiale de ordinul întâi pentru 
următoarele funcţii : 

a)   ;    b) 
2

e yxz −= ( )22ln yxz +=   ; c) ( )22ln yxxz ++=  ;       

d) 
x
yz arctg=  ;  e) yxz =   ;  f) 

y
xyxz sin22 ⋅+=  ; 

g)   ;  h) xzy zyxu ⋅−+= 2 zu yx 2sine
22
⋅= + . 
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 Indicaţii de rezolvare  

a) 
22

e2,e yxyx y
y
z

x
z −− ⋅⋅−=

∂
∂

=
∂
∂ ; 

b) 2222
2,2

yx
y

y
z

yx
x

x
z

+
=

∂
∂

+
=

∂
∂ ; 

d) 2222 ,
yx

x
y
z

yx
y

x
z

+
=

∂
∂

+
−=

∂
∂ ; 

g) zzxy
x
u xy ln21 ⋅⋅−⋅=
∂
∂ − ,  

121 2ln,ln −− ⋅−=
∂
∂

+⋅=
∂
∂ xyz zxyy

z
uxxyz

y
u ; 

h) 

z
z
u

zy
y
uzx

x
u

yx

yxyx

2sine

,sine2,sine2

22

2222 22

⋅=
∂
∂

⋅⋅=
∂
∂

⋅⋅=
∂
∂

+

++

. 

 
5.7.8 Pornind de la definiţie, să se calculeze : 
 

a) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ππ

∂
∂

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

∂
∂

4
,

4
,0,

4 y
f

x
f , dacă ( ) yxyxf 22 sinsin, +=  ; 

b) ( 0,1,
2

,1
y
f

x
f

∂
∂

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

∂
∂ ) , dacă ( ) yxyxf ⋅= sine,  ; 

c) ( 1,1
2

yx
f
∂∂

∂ ), dacă ( ) 22, yxyxf +=  ; 

d) ( ) ( )1,1,1,1
22

xy
f

yx
f

∂∂
∂

∂∂
∂ , dacă ( ) 0,ln, ≠⋅⋅= xxyxyxf  ; 

e) ( ) ( ) ( 2,2,2,2,2,2
2

−
∂∂

∂
−

∂
∂

−
∂
∂

yx
f

y
f

x
f ), dacă ( ) 3 2, yxyxf ⋅=  ; 

f) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

∂∂
∂ 0,

4

2

yx
f , dacă ( ) ( )yxxyxf +⋅= sin, . 
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 Indicaţii de rezolvare  
a)  

  
( )

2
2

4

4
sinsin

lim

4

0,
4

0,
lim0,

4 4/4/
=

π
−

π
−

=
π

−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

∂
∂

π→π→ x

x

x

fxf

x
f

xx
 

 

b) ( ) 00,1,0
2

,1 =
∂
∂

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

∂
∂

y
f

x
f ; 

c) ( ) ( )
( ) ( )

1

1,11,
lim1,11,1

1

2

−
∂
∂

−
∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

=
∂∂

∂
→ x

y
fx

y
f

y
f

xyx
f

x
, unde : 

( ) ( ) ( )
2

11,1,
1

11,,
222

=
∂
∂

+
=

∂
∂

⇒
+

=
∂
∂

y
f

x
x

y
f

yx

yyx
y
f . 

Rezultă că ( )
22

1
1

2
1

1

1

lim1,1
2

1

2
−=

−

−
+=

∂∂
∂

→ x
x

yx
f

x
; 

d) ( ) ( ) 11,11,1
22

=
∂∂

∂
=

∂∂
∂

xy
f

yx
f ; 

e) ( ) ( ) ( )
9
12,2,

3
12,2,

3
22,2

2
−=−

∂∂
∂

=−
∂
∂

−=−
∂
∂

yx
f

y
f

x
f ; 

f) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π
−⋅=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

∂∂
∂

4
1

2
20,

4

2

yx
f . 

 
 

5.7.9 Să se arate că derivatele parţiale ale funcţiei : 
( )zyxzyx ⋅⋅⋅−++=ω 3ln 333  

verifică ecuaţia : 

zyxzyx ++
=

∂
ω∂

+
∂
ω∂

+
∂
ω∂ 3 . 

 
 Indicaţie de rezolvare  
Avem identitatea  

( )( )yzxzxyzyxzyxzyxzyx −−−++++=⋅⋅⋅−++ 222333 3 , de unde  
( ) ( )yzxzxyzyxzyx −−−+++++=ω 222lnln  va avea derivatele parţiale 
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yxz
zyxz

yzxzxyzyx
zxy

zyxy

yzxzxyzyx
zyx

zyxx

−−−++

−−
+

++
=

∂
ω∂

−−−++

−−
+

++
=

∂
ω∂

−−−++

−−
+

++
=

∂
ω∂

222

222

222

21

21

21

 

care înlocuite în ecuaţia dată, o verifică. 
 

5.7.10 Să se arate că funcţia ( )
⎩
⎨
⎧

==
≠≠

=
0sau,00

0,01
,

yx
yx

yxf  nu este 

continuă în origine, dar admite derivate parţiale în origine. 
 
 Indicaţie de rezolvare  
Funcţia f nu este continuă în origine, deoarece ( ) ( ) 00,01,lim

0
=≠=

=
→

fyxf
mxy

x
. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 00,0,0lim0,0,00,00,lim0,0
00

=
−

=
∂
∂

=
−

=
∂
∂

→→ y
fyf

y
f

x
fxf

x
f

yx
. 

 
5.7.11 Pornind de la definiţie, să se arate că următoarele funcţii sunt 

diferenţiabile în punctele indicate : 
a)  în punctul ( ) 23, yyxxyxf +⋅+= ( )1,1  ; 

b) ( ) ( ) ( )22 12, −+−= yxyxf  în punctul ( )1,2 . 
 
 Indicaţii de rezolvare  

a) ( ) ( ) 41,13, 2 =
∂
∂

⇒+⋅=
∂
∂

x
fyxyx

x
f  şi  

( ) ( ) 31,12, =
∂
∂

⇒⋅+=
∂
∂

y
fyxyx

y
f ; 

b) ( ) ( ) 01,21,2 =
∂
∂

=
∂
∂

y
f

x
f  şi se caută o funcţie RR →ω 2:  continuă şi nulă 

în punctul , pentru care : ( 1,2 )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )22 12,1,2, −+−⋅ω=− yxyxfyxf . 

Rezultă ( ) ( ) ( )22 12, −+−=ω yxyx , care este continuă pe R2 şi ( ) 01,2 =ω , 
deci funcţia f este diferenţiabilă în punctul ( )1,2 . 
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5.7.12 Fie funcţia , definită prin : RRf →2:

( )
( ) ( )

( ) ( )⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

≠
+

⋅

=

0,0,0

0,0,
, 22

yx

yx
yx

yx
yxf  

Să se arate că f admite derivate parţiale în origine, dar f nu este diferenţiabilă în 
acest punct. 
 
 Indicaţie de rezolvare  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 00,0,0lim0,0,00,00,lim0,0
00

=
−

=
∂
∂

=
−

=
∂
∂

→→ y
fyf

y
f

x
fxf

x
f

yx
. 

Dacă f este diferenţiabilă în punctul ( )0,0 , atunci există o funcţie RR →ω 2:  
continuă şi nulă în acest punct şi care verifică : 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 22,00,000,00,0, yxyxy
y
fx

x
ffyxf +⋅ω+−⋅

∂
∂

+−⋅
∂
∂

=− . 

De aici, rezultă ( ) ( ) (

( ) (⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

≠
+

⋅
=ω

0,0,0

0,0,
, 22

yx

yx
yx

yx
yx

)

)
, care nu este continuă în 

origine. Deci, f nu este diferenţiabilă în origine. 
 
 

5.7.13 Să se arate că funcţia , definită prin : RRf →2:

( )
( ) (

( ) (⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

≠
+

⋅

=

0,0,0

0,0,
, 22

yx

yx
yx

yx
yxf

)

)
 

este continuă şi admite derivate parţiale în origine, dar nu este diferenţiabilă în 
acest punct. 
 
 

5.7.14 Să se arate că derivatele parţiale de ordinul doi mixte ale funcţiei 

RRf →2: , ( )
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

≠⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⋅

=

00

01ln
, 2

2
2

y

y
y
xy

yxf  nu sunt continue în origine şi 

totuşi ( ) ( )0,00,0
22

xy
f

yx
f

∂∂
∂

=
∂∂

∂ . 
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Indicaţie de rezolvare   

( ) ( )
( ) (

( ) (⎪
⎩

⎪
⎨

)

)=

≠
+=

∂∂
∂

0,0,0

0,0,
, 222

2

yx

yx
yxyx

yx
f  şi  

⎧ ⋅⋅4 3 yx

( ) ( )
( ) (

( ) (⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

≠
+=

∂∂
∂

0,0,0

0,0,4
, 222

3
2

yx

yx
yx

yx
yx

xy
f  

)

)
de unde rezultă că derivatele parţiale mixte sunt egale. 

şirurile de numere reale, Pentru a demonstra că nu sunt continue, se consideră 
convergente la zero ( ) ( )yx , , de forma nnnn ( ) Nnyx nn ∈∀= , . 

Rezultă 
( )

01
2

4 4⋅ x
lim 22

≠=
⋅∞→

n

n
n x

. 

 

5.7.15 Să se calculeze diferenţialele de ordinul întâi şi al doilea pentru 
 

funcţii
;  

  

le : 
a) f ( ) yyx x cose, ⋅=  
b) ( ) zyxzyxf ⋅⋅=,, . 

 
 Indicaţii de rezolvare  

a) yyxyy
y
fxff ddd ⋅
∂

+⋅
∂

=
x

xx dsinedcose ⋅⋅−⋅⋅=
∂∂

 şi 

22

2
2

22
2

2

2
2

dcoseddsine2dcose

ddd2dd

yyyxyxy

y
y

fyx
yx
fx

x
ff

xxx ⋅−⋅⋅−⋅=

=⋅
∂
∂

+⋅⋅
∂∂

∂
⋅+⋅

∂
∂

=
 

zyxyzxxzyf dddd ⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅=  b) şi 
. zxyzyxyxzf d2dd2dd2 ⋅+⋅⋅+⋅⋅= dd2 ⋅
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5.7.16 Să se calculeze derivatele parţiale şi diferenţiala de ordinul n 

pentru funcţia  ( ) byaxyxf += e, .
 
 Indicaţie de rezolvare  

( ) ( )

( ) ( )yxfbayx
yx
f

ayx
x

fyxf

knk
knk

n

byaxk
k

k
byax

,,

,ee,ee,

⋅⋅=
∂∂
∂

⋅⋅=
∂
∂

⇒⋅=

−
−

 

Rezultă diferenţiala de ordinul n : ( )nbyaxn ybxaf dded ⋅+⋅⋅= + . 
 

5.7.17 Să se calculeze ( )1,1d f  şi ( )1,1d2 f  pentru funcţiile : 
a)  ; ( ) 7532, 22 +⋅−⋅+⋅+⋅−= yxyyxxyxf
b)  ; ( ) yxyxf ⋅= e,
c) . ( ) yxyxf ⋅= ln,

 
 Indicaţii de rezolvare  

a) ( ) yxfy
y
fx

x
ff d2d41,1dddd ⋅−⋅=⇒

∂
∂

+
∂
∂

=  

( ) 222

2
2

222
2

2

2
2

d4dd2d21,1d

ddddddd

yyxxf

y
y

fxy
xy
fyx

yx
fx

x
ff

+⋅−=⇒

⇒
∂
∂

+⋅
∂∂

∂
+⋅

∂∂
∂

+
∂
∂

=
; 

b) ( ) ( ) ( ) ( )222 ddd4de1,1d,dde1,1d yyxxfyxf +⋅+⋅=+⋅= ; 
c) ( ) ( ) 222 dd1,1d,dd1,1d yxfyxf −−=+= . 

 

5.7.18 Să se calculeze ( )5,4,3d f , dacă ( )
22

,,
yx

zzyxf
+

= . 

 Indicaţie de rezolvare  

z
z
fy

y
fx

x
ff dddd

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

= , unde ( )
( ) 2/322

,,
yx

zxzyx
x
f

+

⋅
−=

∂
∂ , 

( )
( ) 2/322

,,
yx

zyzyx
y
f

+

⋅
−=

∂
∂  şi ( )

( ) 2/122

1,,
yx

zyx
z
f

+
=

∂
∂ . 

Rezultă ( ) ( zyxf d5d4d304,05,4,3d )−+= . 
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5.7.19 Să se calculeze 
x
f

d
d , ştiind că ( ) ( ) ( )xvvxuuvuff === ,,, , 

pentru funcţiile : 

a)   ; b) ( ) vuvuf =, ( ) 22, vuvuf +=  ;  c) ( )
v
uvuf arctg, = . 

 Indicaţii de rezolvare  
a) Se foloseşte regula de derivare a funcţiilor compuse, adică : 

vuuuuv
x
v

v
f

x
u

u
f

x
f vv ′⋅⋅+′⋅⋅=⋅

∂
∂

+⋅
∂
∂

= − ln
d
d

d
d

d
d 1 ; 

b) ( )vvuu
vux

f ′⋅+′⋅⋅
+

=
22

1
d
d ; 

c) ( )vuuv
vux

f ′⋅−′⋅⋅
+

= 22
1

d
d . 

 

5.7.20 Să se calculeze 
y
f

x
f

∂
∂

∂
∂ ,  pentru funcţiile : 

a) ( ) ( )vuvuf += 2ln, , unde  ; ( ) ( ) yxyxvyxu yx +== + 2,,e,
2

b) ( )
v
uvuf arctg, = , unde ( ) ( ) yxyxvyxyxu cos,,sin, ⋅=⋅= . 

 
 Indicaţii de rezolvare  

a) 
y
v

v
f

y
u

u
f

y
f

x
v

v
f

x
u

u
f

x
f

∂
∂
⋅

∂
∂

+
∂
∂
⋅

∂
∂

=
∂
∂

∂
∂
⋅

∂
∂

+
∂
∂
⋅

∂
∂

=
∂
∂ ; , de unde rezultă : 

( )xu
vu

u
x
f

+⋅
+

=
∂
∂ 2

2
2  şi ( )141 2

2 +⋅
+

=
∂
∂ yu

vuy
f ; 

b) 0=
∂
∂
x
f  şi 1=

∂
∂
y
f . 

 
5.7.21 Să se arate că funcţiile următoare verifică ecuaţiile indicate : 

a)  verifică ecuaţia 0=
∂
∂
⋅+

∂
∂
⋅

y
fy

x
fx  ; ( ) ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ϕ=

x
yyxf ,

b) ( ) ( )222,,, zyxyxzyxf −+⋅ϕ=  verifică ecuaţia 

( ) 022 =
∂
∂

−+
∂
∂

−
∂
∂

z
fyx

y
fyz

x
fxz . 
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 Indicaţii de rezolvare  

a) Se consideră funcţia ( )
x
yyxu =, , de unde rezultă că  

şi deci 

( ) ( )( )yxuyxf ,, ϕ=

xy
u

du
d

y
f

x
y

x
u

du
d

x
f 1,2 ⋅ϕ′=

∂
∂
⋅

ϕ
=

∂
∂

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⋅ϕ′=

∂
∂
⋅

ϕ
=

∂
∂ ; 

Înlocuind derivatele parţiale ale funcţiei f în ecuaţia dată, aceasta este verificată. 
b) Se consideră funcţiile ( ) ( ) 222,,,,, zyxzyxvyxzyxu −+=⋅=

)
, de 

unde ( ) ( ) (( )zy,xvzyxuzyxf ,,,,,, ϕ=  şi deci : 

v
z

z
v

vz
u

uz
f

v
y

u
x

y
v

vy
u

uy
f

v
x

u
y

x
v

vx
u

ux
f

∂
ϕ∂

⋅−=
∂
∂
⋅

∂
ϕ∂

+
∂
∂
⋅

∂
ϕ∂

=
∂
∂

∂
ϕ∂

⋅+
∂
ϕ∂

⋅=
∂
∂
⋅

∂
ϕ∂

+
∂
∂
⋅

∂
ϕ∂

=
∂
∂

∂
ϕ∂

⋅+
∂
ϕ∂

⋅=
∂
∂
⋅

∂
ϕ∂

+
∂
∂
⋅

∂
ϕ∂

=
∂
∂

2

2

2

 

Înlocuind derivatele parţiale ale funcţiei f în ecuaţia dată, ea este verificată. 
 

5.7.22 Fie ( vuff , )= , unde yxu ⋅=  şi 
y
xv = . Să se calculeze derivatele 

parţiale de ordinul doi ale funcţiei f. 
 
 Indicaţie de rezolvare  

v
f

yu
fy

x
v

v
f

x
u

u
f

x
f

∂
∂
⋅+

∂
∂
⋅=

∂
∂
⋅

∂
∂

+
∂
∂
⋅

∂
∂

=
∂
∂ 1  

 

;2

121

11

2

22

2

2

2

2

2

2

2

2
2

2

2

2

v
f

u
v

vu
f

u
f

v
u

v
f

yvu
f

u
fy

x
v

v
f

yu
fy

v

x
u

v
f

yu
fy

uv
f

yu
fy

xx
f

xx
f

v
f

y
x

u
fx

y
v

v
f

y
u

u
f

y
f

∂
∂
⋅+

∂∂
∂

⋅+
∂
∂
⋅=

=
∂
∂
⋅+

∂∂
∂

⋅+
∂
∂
⋅=

∂
∂
⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂
⋅+

∂
∂
⋅

∂
∂

+

+
∂
∂
⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂
⋅+

∂
∂
⋅

∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂
⋅+

∂
∂
⋅

∂
∂

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

∂
∂
⋅−

∂
∂
⋅=

∂
∂
⋅

∂
∂

+
∂
∂
⋅

∂
∂

=
∂
∂

 

Similar, se obţin rezultatele : 
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f
u
v

v
f

u
v

vu
fv

u
fuv

y
f

v
f

u
v

u
f

v
f

u
v

u
fu

yx
f

∂
∂
⋅+

∂

∂
⋅+

∂∂
∂

⋅−
∂

∂
⋅=

∂

∂

∂
∂
⋅−

∂
∂

+
∂

∂
⋅−

∂

∂
⋅=

∂∂
∂

2

2

232
2

2

2

2

2

2

22

2

22

22
. 

 

5.7.23 Să se calculeze 
x
f

d
d , dacă ( ) ( ) ( )( )xvxuxf ,ϕ= , pentru : 

a) ( ) ( ) ( ) xxvxxuuvuvu sin,cos,, ==+=ϕ  ; 
b) ( ) ( ) ( ) 2,,e, 222 −===ϕ − xxvxxuvu vu  ; 
c) ( ) ( ) ( ) xxvxxuuvu v cos,sin,, ===ϕ . 

 
 Indicaţii de rezolvare  

a) ( ) ( ) xxxuxv
x
v

vx
u

ux
f sin2coscossin1

d
d

d
d

d
d

−=⋅+−⋅+=⋅
∂
ϕ∂

+⋅
∂
ϕ∂

= ; 

b) ( ) 42
e2

d
d +−⋅−= xx

x
f ; 

c) ( ) ( )( )xxxx
x
f x sinlnsincossin

d
d 221cos ⋅−⋅= − . 

 

5.7.24 Să se calculeze 
x
f

d
d , dacă ( ) ( ) ( ) ( )( )xwxvxuxf ,,ϕ= , pentru : 

a) ( ) ( ) ( ) ( ) tgxxwxxvxxuuvwwvu ==+==ϕ ,ln,1,,, 2  ; 

b) ( ) ( ) ( ) ( ) hxwxRxvxRxu
vu

wwvu ===
+

=ϕ ,sin,cos,,,
22

. 

 
 Indicaţii de rezolvare  

a) 
( )1

cos
lntg1tgln2

d
d

d
d

d
d

d
d

2
2 +⋅+⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⋅⋅=

=⋅
∂
ϕ∂

+⋅
∂
ϕ∂

+⋅
∂
ϕ∂

=

x
x

xx
x

xxxx

x
w

wx
v

vx
u

ux
f

 

b) 0
d
d

=
x
f . 

 

5.7.25 Să se calculeze 
y
f

x
f

∂
∂

∂
∂ ,  pentru ( ) ( ) ( )( )yxvyxuyxf ,,,, ϕ= , unde : 

a) ( ) ( ) ( ) 22,,,,, yxyxvyxyxuvuf +=+=ϕ=  ; 
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b) ( ) ( ) ( ) yxyxvyxyxuvuf ⋅=−=ϕ= e,,,,, 22 . 
 
 Indicaţii de rezolvare  
 a) 

v
y

uy
v

vy
u

uy
f

v
x

ux
v

vx
u

ux
f

∂
ϕ∂

⋅+
∂
ϕ∂

=
∂
∂
⋅

∂
ϕ∂

+
∂
∂
⋅

∂
ϕ∂

=
∂
∂

∂
ϕ∂

⋅+
∂
ϕ∂

=
∂
∂
⋅

∂
ϕ∂

+
∂
∂
⋅

∂
ϕ∂

=
∂
∂

2

2
. 

b) 
v

xv
u

y
y
f

v
yv

u
x

x
f

∂
ϕ∂

⋅+
∂
ϕ∂

⋅−=
∂
∂

∂
ϕ∂

⋅+
∂
ϕ∂

⋅=
∂
∂ 2,2 . 

 
5.7.26 Să se calculeze fd  şi , dacă : f2d

a) ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ϕ=

y
xyxf ,

)

 ; 

b) ( ) ( yxyxyxf −+ϕ= ,,  ; 
c) ( ) ( )222,,, zyxzyxzyxf ++++ϕ= . 

 
 Indicaţii de rezolvare  

a) Fie ( ) ( ) yxyxv
y
xyxu ⋅== ,,, . 

Rezultă că y
y
fx

x
ff ddd

∂
∂

+
∂
∂

= , unde : 

v
x

uy
x

y
v

vy
u

uy
f

v
y

yux
v

vx
u

ux
f

∂
ϕ∂

⋅+
∂
ϕ∂

⋅⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=

∂
∂
⋅

∂
ϕ∂

+
∂
∂
⋅

∂
ϕ∂

=
∂
∂

∂
ϕ∂

⋅+⋅
∂
ϕ∂

=
∂
∂
⋅

∂
ϕ∂

+
∂
∂
⋅

∂
ϕ∂

=
∂
∂

2

1

 

şi deci ( )
v

yxxy
u

y
y
xx

y
f

∂
ϕ∂

⋅++
∂
ϕ∂

⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= dddd1d 2 , iar diferenţiala de ordinul 

doi este : 
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ţu( ) ( )

v
yx

u
yyxxy

yv
yxyxxyxy

vu
y

y
xx

u
y

y
xyx

y
xx

y

y
y

fyx
yx
fx

x
ff

∂
ϕ∂

⋅+
∂
ϕ∂

⋅+−+
∂
ϕ∂

⋅+++

+
∂∂
ϕ∂

⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+

∂
ϕ∂

⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−=

=⋅
∂
∂

+⋅⋅
∂∂

∂
⋅+⋅

∂
∂

=

dd2ddd2ddd2d

dd2ddd2d1

ddd2dd

32

2
2222

2
2

2

2
2

2

2
2

4

2

3
2

2

2
2

22
2

2

2
2

 
 

5.7.27 Să se arate că : 

a) ( )( ) 22, yxyyxf −ϕ⋅=  verifică ecuaţia : f
yy

f
yx

f
x

⋅=
∂
∂
⋅+

∂
∂
⋅ 2

111 . 

b) ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ϕ⋅+⋅=

x
yxyxyxf ,  verifică ecuaţia : fyx

y
fy

x
fx +⋅=

∂
∂
⋅+

∂
∂
⋅ . 

 
 Indicaţii de rezolvare  

a) Se consideră , de unde rezultă că : ( ) 22, yxyxu −=

( ) ( yy
y
fxy

x
u

du
dy

x
f 2,2 −⋅ϕ′⋅+ϕ=

∂
)∂

⋅ϕ′⋅=
∂
∂
⋅

ϕ
⋅=

∂
∂ , derivate parţiale ale 

funcţiei f care înlocuite în ecuaţia dată, conduc la : 

ϕ⋅=
ϕ

+ϕ′⋅−ϕ′⋅
yy

yy 122 , deci ecuaţia este verificată. 

 

5.7.28 Ce devine ecuaţia 02

2
2

2

2
2 =

∂
∂
⋅−

∂
∂
⋅

y
fy

x
fx ,  

dacă ( ) ?,, ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ϕ=

x
yxyyxf  

 
 Indicaţie de rezolvare  

Se consideră ( ) ( )
x
yyxvxyyxu == ,,, , de unde rezultă că : 

2

2

2

2

2

2
2

2

2

32

2

4

22

2

2

2

2
2

2

2

12

22

vxvuu
x

y
f

vx
y

vx
y

vux
y

u
y

x
f

∂

ϕ∂
⋅+

∂∂
ϕ∂

⋅+
∂

ϕ∂
⋅=

∂

∂

∂
ϕ∂

⋅⋅+
∂

ϕ∂
⋅+

∂∂
ϕ∂

⋅⋅−
∂

ϕ∂
⋅=

∂

∂
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şi ecuaţia devine 02
2

=
∂
ϕ∂

+
∂∂
ϕ∂

⋅−
vvu

u . 

 
5.7.29 Să se scrie formula lui Taylor pentru funcţia ( ) yxyxf += e,  în 

punctul ( ). 1,1 −
 
 Indicaţie de rezolvare  

( ) ( ) 11,1,...2,1,e =−
∂∂
∂

⇒=∀=
∂∂
∂

−
+

− knk

n
yx

knk

n

yx
fk

yx
f . 

Rezultă ( ) ( ) ( ) ( ) ( )khnnnn khkhfkhf +θ++ ⋅+=⋅θ+−⋅θ++=− e1,1d,1,1d 11

( )1,0∈θ
, 

deci pentru , se obţine dezvoltarea : 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )khn

n

kh
n

kh
n

khkhkhf

+θ++
+

+

++++++++=+−+

e
!1

1
!

1...
!2

1
!1

111,1

1

2

 

 
5.7.30 Să se scrie formula lui Taylor pentru : 
a)  în punctul ( )  ; ( ) 42632, 22 −⋅−⋅−⋅+⋅⋅+−= yxyyxxyxf 1,2−

b) în punctul 
 

( ) 4342,, 222 +−⋅−⋅−⋅−⋅⋅+++= zyxzyyxzyxzyxf
( )1,1,1 .
 
 Indicaţii de rezolvare  

a) 

  

( ) ( )

( )

6,2,2

01,2262

01,2622,11,2

2

222

2

2
=

∂

∂
=

∂∂
∂

=
∂∂

∂
−=

∂

∂

=−
∂
∂

⇒−+=
∂
∂

=−
∂
∂

⇒−+−=
∂
∂

=−

y
f

xy
f

yx
f

x
f

y
fyx

y
f

x
fyx

x
ff

 

Rezultă dezvoltarea : 
  ( ) ( ) ( )( ) ( )22 1312221, −+−+++−= yyxxyxf ; 

b)  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )11112111,, 222 −−−−−+−+−+−= zyyxzyxzyxf . 
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5.7.31 Folosind formula lui Taylor de ordinul doi, să se calculeze 
valoarea aproximativă pentru : 

a) 3 98,003,1 ⋅   ;  b)  ;  c) . ( ) 01,295,0 32 03,301,202,1 ⋅⋅
 

 Indicaţii de rezolvare  
a) Se consideră funcţia ( ) 3/12/1, yxyxf ⋅=

)
, care se dezvoltă după 

formula lui Taylor în punctul  pentru h=0,03 şi k=-0,02. ( 1,1

Rezultă 3 98,003,1 ⋅ ( ) ( ) ( ) ( ) +⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅

∂
∂

+⋅
∂
∂

+=++= k
y
fh

x
ffkhf 1,11,1

!1
11,11,1  

( ) ( ) ( ) 0081,11,11,121,1
!2

1
2

2
2

22
2

2

2
≈+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⋅

∂

∂
+⋅

∂∂
∂

+⋅
∂

∂
+ Rk

y
fhk

yx
fh

x
f ; 

b) Se consideră funcţia ( ) yxyxf =,
,05,0

 care se dezvoltă după formula lui 
Taylor în punctul . Rezultă ( 2,1 ) 01,0=−= kh  şi ( ) 902,001,2;95,0 ≈f ; 

c) Se consideră funcţia ( ) 32,, zyxzyxf ⋅⋅=
( ) 0,02,03,

, care se dezvoltă după 
formula lui Taylor în punctul 03,0,01,2,1 ===⇒ kh l  şi 
( ) 6159,11403,3;01,2;02,1 ≈f . 

 
5.7.32 Considerând zyx ,,  suficient de mici, să se aproximeze 

funcţia ( ) ( ) ( ) ( ) 2/12/12/1 111,, −− +⋅+⋅+= zyxzyxf . 
 
5.7.33  Să se găsească punctele de extrem local pentru funcţiile : 
a) ( ) ( ) 233 ,,3, Ryxyxyxyxf ∈⋅⋅−+=  ; 
b) ( ) ( ) 232 ,,936153, Ryxyxxyxyxf ∈+⋅−⋅−−⋅⋅=  ; 
c)  ; ( ) ( ) 223234 ,,338188, Ryxxxxyyyyyxf ∈⋅−⋅−+⋅−⋅+⋅−=
d) ( ) ( ) π<<π<<+⋅⋅= 20,20,sinsinsin, yxyxyxyxf ; 
e) ( ) ( )( )( ) ( ) 2,,11, Ryxyxyxyxf ∈+++=  ; 
f) ( ) ( ) 222 ,,2, Ryxyfxeycyxbxayxf ∈⋅−⋅−⋅+⋅⋅+⋅=  ; 
g) ( ) ( ) ( ) ( ){ }0,0\,,ln, 222 Ryxyxyxyxf ∈+⋅⋅=  ; 

h) ( ) ( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ π

∈⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ π

∈+++=
2

,0,
2

,0,sinsinsin, yxyxyxyxf . 

 Indicaţii de rezolvare  
a) Se determină punctele critice, care sunt soluţiile sistemului : 
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ţu( ) ( 1,1,0,0

033

033

0

0

2

2

BA
xy

yx

y
f
x
f

⇒
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=⋅−⋅

=⋅−⋅
⇔

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=
∂
∂

=
∂
∂

) sunt punctele critice. 

3,6,6
22

2

2

2

2
−=

∂∂
∂

=
∂∂

∂
=

∂

∂
=

∂

∂
xy
f

yx
fy

y
fx

x
f , de unde rezultă, pentru punctul 

critic A(0,0) : ( ) dxdyf 60,0d2 −= , deci punctul nu este de extrem. 
Pentru punctul critic B(1,1) : ( ) 0dd6d6d61,1d 222 >−+= yxyxf , deci 
punctul este de minim; 

b) Punctele critice sunt A(2,3) şi B ( )3,2 −−  şi nici unul dintre acestea nu 

este de extrem, deoarece 
xy
yx

x
66
66

,6 21
−

=Δ−=Δ  . Rezultă 0  pentru 

ambele puncte critice, deci ele nu sunt de extrem; 

2 <Δ

c) Punctele critice sunt 
( ) ( ) ( ),32,21,32,21,2,21 321 −++++ MMM  
( ) ( ) ( )32,21,32,21,2,21 654 −−+−− MMM . 

Dintre acestea, M2 şi M3 sunt puncte de minim, M4 este punct de maxim, iar 
celelalte nu sunt puncte de extrem; 

d) 

( )

( ) 02sinsin0

02sinsin0

=+⋅⇔=
∂
∂

=+⋅⇔=
∂
∂

yxx
y
f

yxy
x
f

 

Rezolvând sistemul, se obţin punctele critice ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ππ

ππ
3

,
3

,, BA . 

Pentru punctul B : 0,0 21 >Δ<Δ , deci este punct de maxim. 
Pentru punctul A : 0,0 21 =Δ=Δ , şi de asemenea, diferenţialele de ordinul 
întâi şi al doilea sunt zero, deci  nu putem şti, utilizând aceste metode, dacă 
punctul este sau nu de extrem. 
Astfel, se calculează diferenţiala de ordinul trei , care ia atât valori pozitive, cât 
şi negative, deci punctul nu este de extrem; 

e) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

3
1,

3
1A  este punct de minim; 

f) Dacă 02 >−⋅ bca
<a

 f are un punct de extrem. Dacă 0  punctul este 
de minim, iar dacă 0  punctul este de maxim. 

>a

 136



Iu
lia

na
 S

pr
in
ţu

Dacă  şi 02 =−⋅ bca
f
e

c
b

b
a

== , f are un punct de extrem. Pentru  punctul 

este de minim, iar pentru  este de maxim. 

0>a

0<a
În celelalte cazuri funcţia nu are extreme; 

g) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2/12/1
2

2/12/1
1 e2,e2,e2,e2 −−−− −−MM
( ) ( )

 sunt puncte de 
minim, iar ( ) ( ) ( )( )2/12/1

4
2/12/1

3 2,2,2,2 −−−− −− eeMeeM  sunt puncte de maxim; 

h) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ππ

3
,

3
A  este punct de maxim. 

 
 

5.7.34  Să se determine punctele de extrem pentru funcţiile : 
 
a) ( ) ( ) 3222 ,,,642,, Rzyxzyxzyxzyxf ∈⋅−⋅+⋅+++=  ; 
b) 
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )π×π×π∈
++−++=

,0,0,0,,
,sinsinsinsin,,

zyx
zyxzyxzyxf

; 

c) ( ) 0,0,0,
16

1,, >>>+++= zyxz
z
y

y
x

x
zyxf  ; 

d) ( ) ( ) 32 ,,,,, Rzyxzyzxyxbxazyxf ∈⋅+⋅+⋅⋅−⋅= . 
 
 Indicaţii de rezolvare  

a) 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=−⋅=
∂
∂

=+⋅=
∂
∂

=+⋅=
∂
∂

062

042

022

z
z
f

y
y
f

x
x
f

 

Rezolvând sistemul, se obţine punctul critic ( )3,2,1 −−A . 
Diferenţiala de ordinul doi este , deci este 
pozitiv definită, iar punctul critic este punct de minim; 

2222 d2d2d2d zyxf ⋅+⋅+⋅=
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b) 

( )

( )

( )⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=++−=
∂
∂

=++−=
∂
∂

=++−=
∂
∂

0coscos

0coscos

0coscos

zyxz
z
f

zyxy
y
f

zyxx
x
f

 

Rezultă că ( ) zyxzyxzyx ==⇒++=== coscoscoscos  în intervalul de 

definiţie şi se obţine un singur punct critic ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ πππ

2
,

2
,

2
A . 

Diferenţiala de ordinul doi în acest punct fiind negativ definită, punctul este de 
maxim; 
c) (  este punct de minim; )8,4,2
d) f nu are puncte de extrem. 
 

5.7.35  Fiind dată capacitatea 
2

3aV =  pentru un bazin paralelipipedic, să 

se determine dimensiunile sale astfel încât să se întrebuinţeze minim de material 
(suprafaţă minimă) pentru construcţia sa. 
 
 Indicaţie de rezolvare  
Fie x,y şi z dimensiunile bazinului, z fiind înălţimea acestuia. Rezultă că 

2

3azyx =⋅⋅ , iar suprafaţa yx
x

a
y

ayxzyzxS ⋅++=⋅+⋅⋅+⋅⋅=
33

22 . 

Se consideră, astfel, funcţia ( ) yx
y

a
x

ayxf ⋅++=
33

, , care are un minim pentru 

ayx == , de unde rezultă dimensiunile bazinului 
2

,, azayax === . 

 
5.7.36  Să se înscrie într-un con circular drept un paralelipiped 

dreptunghic de volum maxim. 
 
 Indicaţie de rezolvare  
Fie r raza bazei conului şi h înălţimea acestuia. Dreptunghiurile care constituie 
bazele paralelipipedului sunt înscrise în cercurile de bază ale unui cilindru 
circular drept înscris în conul dat. 
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Se consideră x şi y dimensiunile bazei paralelipipedului. Atunci, volumul său va 

fi dat de ( )222
2

yxryx
r

hV +−⋅⋅⋅
⋅

=  şi este maxim pentru 

,
3

22 ryx ⋅== şi înălţimea 
3
h . 

 
5.7.37  Să se determine extremele funcţiei : 
a) ( ) ( ) 3223 ,,,212,, Rzyxzyxzyxzyxf ∈⋅+⋅⋅+++=  ; 
b) ( ) ( ) 0,327,, 32 ≠⋅⋅⋅−⋅−−⋅⋅⋅= zyxzyxzyxzyxf  ; 

c) ( ) ( ) ( ) ( ) 312 ,,,e,,
22

Rzyxzxzyxf zyx ∈⋅+= ++  . 
 
 Indicaţii de rezolvare  

a) 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=+⋅=
∂
∂

=⋅+⋅=
∂
∂

=⋅+⋅=
∂
∂

022

0122

0123 2

z
z
f

xy
y
f

yx
x
f

 

Rezolvând sistemul, se obţin punctele critice ( ) ( )1,144,24,1,0,0 −−− BA . 
Diferenţiala de ordinul doi pentru funcţia f este : 

yxzyxxf dd24d2d2d6d 2222 ⋅⋅+⋅+⋅+⋅⋅=  şi cum  
( 01,44,24d2 >−−f )

)
)

, rezultă că punctul B este punct de minim. 
Punctul A nu este de extrem; 

b)  este punct de maxim; ( 1,1,1A
c)  este punct de minim. ( 0,0,1−A
 
5.7.38  Să se calculeze ( ) ( )1,1 ff ′′′  pentru funcţia implicită ( )xfy = , 

definită prin ecuaţia ( ) ( ) 0222 =−+ yx 3 232 +⋅− xy , satisfăcând condiţia 
. ( ) 11 =f

 Indicaţie de rezolvare  

( ) ( ) 11 −=′⇒−=

∂
∂
∂
∂

−=′ f
y
x

y
F
x
F

xf  
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( ) ( ) ( ) 211 2

22 −=′′⇒⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−=

′⋅−
−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

∂
∂

=
∂
′∂

=′′ f
y

xy
yy

yxy
y
x

xx
xfxf . 

 
5.7.38  Se consideră funcţia ( )xfy = , definită implicit prin relaţia 

1,0222 >=⋅⋅⋅++ ayxayx . Să se arate că ( ) 0=′′ xf  . 
 
 Indicaţie de rezolvare  
Deoarece  trebuie să verifice , rezultă 
că . Derivând aceasta vom obţine : 

( )xfy =
( ) 22 ⋅+ ax

1,0222 >=⋅⋅⋅++ ayxayx
( ) 02 =⋅+ xfxfx

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )xfxa
xfaxxfxfxaxfaxfxfx

+⋅
⋅+

−=′⇒=′⋅⋅+⋅+′⋅+⋅ 02222 . 

Derivând ultima relaţie obţinută, rezultă : 

( )
( )[ ]

( ) ( )[ ] ( ) 0021 22
3

2
=′′⇒=⋅⋅++⋅

+

−
=′′ xfxfxaxfx

xfa
axf . 

 
 

5.7.39  Să se determine punctele de extrem pentru funcţiile implicite 
( )xfy =  definite prin : 
a)  ; 014252 22 =+⋅+⋅−⋅+⋅⋅− yxyyxx
b)  ; 033 233 =−⋅⋅−+ yxyx
c)  ; 0342 22 =−⋅−⋅⋅+ xxyy
d)  ; 04323 =+−⋅−⋅−+ yxyxxy

e)  . ( ) ( 222222 yxayx −⋅=+ )
 
 Indicaţii de rezolvare  

a) ( )
4102

222
++−

−−
−=

∂
∂
∂
∂

−=′
yx

yx

y
F
x
F

xf , unde s-a considerat 

. ( ) =yxF , 14252 22 +⋅+⋅−⋅+⋅⋅− yxyyxx
Se obţine sistemul : 

⎩
⎨
⎧

=++−+−

=−−

014252

0222
22 yxyxyx

yx
. 

care are soluţiile ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

2
1,

2
1,0,1 BA . 
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În acelaşi timp, ( ) =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−
−−

∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−
−−

∂
∂

=′′
25
1

4102
222

yx
yx

xyx
yx

x
xf  

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( )

( ) 011
25

511251
2 <−=′′⇒

−−

′−−−−−−′−
= f

xfx
xfxfxxfxxf , deci 

punctul 1 este de maxim, iar 01
2
1

>=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛′′f , deci punctul 

2
1  este de minim; 

b) ( ) ( ) ( )1,2,3,0
033

063
33
63 3

233

2

22

2
−−⇒

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−−+

=−
⇒

−
−

−=′ BA
yxyx

xyx
xy
xyxxf  

sunt soluţiile sistemului. 

( ) ( )
( )

( ) ( )
3
22,

3
202222

3222

22223
−=−′′=′′⇒

−

′⋅−−⋅+−+
=′′ ff

yx

yyxyxxxyyxyxf

deci, 0 este punct de minim, iar 2−  este punct de maxim; 

c) Fie ( ) ( ) 2
22 22342,

xy
xyxfxyxyyxF
+
−

−=′⇒−−+= , de unde se obţine 

sistemul :  cu soluţiile 
⎩
⎨
⎧

=−−+

=

0342

1
22 xyxy

xy
( ) ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−− 2,

2
1,1,1 BA . 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( )22

2 212
xxf

xxfxxfxxfxfxxfxf
+

+′−−+′+
⋅−=′′  şi deoarece 

0
2
1

<⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛′′f , rezultă că punctul 

2
1

=x  este de maxim. 

Punctul 1−=x  nu este de extrem, deoarece diferenţiala de ordinul doi a lui F 
este d nu păstrează semn constant; ( ) yxxyx dd8d2d4 222 −−−=F 1,1 −−

d) 
8
5

=x  este de maxim . 

 

5.7.40  Să se calculeze ( ) ( 0,1,0,1
y
f

x
f

∂
)∂

∂
∂  pentru funcţia ( )yxfz ,=  

definită implicit prin 01coscoscos =−++ xzzyyx , satisfăcând condiţia 
. ( ) 00,1 =f
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 Indicaţie de rezolvare  

 ( )
( )

( )
( )

( )

( )zyx
z
F

zyx
y
F

yx
y
f

zyx
z
F

zyx
x
F

yx
x
f

,,

,,
,,

,,

,,
,

∂
∂
∂
∂

−=
∂
∂

∂
∂
∂
∂

−=
∂
∂ , de unde rezultă : 

( ) ( )
xzy
zyxyx

y
f

xzy
xzyyx

x
f

cossin
cossin,,

cossin
sincos,

+−
+−

−=
∂
∂

+−
−

−=
∂
∂ , deci 

( ) ( )
1cos

10,1,
1cos

10,1 −=
∂
∂

−=
∂
∂

y
f

x
f . 

 
 

5.7.41  Să se calculeze derivatele parţiale de ordinul întâi şi doi ale 
funcţiei implicite ( yxfz , )= , definite prin : 

a) 012

2

2

2

2

2
=−++

c
z

b
y

a
x  ; 

b) . 01222 =−++ zyx
 
 Indicaţii de rezolvare  

a) Fie ( ) 1,, 2

2

2

2

2

2
−++=

c
z

b
y

a
xzyxF . 

Rezultă 
z
y

b
c

z
F
y
F

y
z

z
x

a
c

z
F
x
F

x
z

⋅−=

∂
∂
∂
∂

−=
∂
∂

⋅−=

∂
∂
∂
∂

−=
∂
∂

2

2

2

2
, . 

( )
3

22

22

4

2

2

2

2

z
by

ba
c

z
x

a
c

xx
z

xx
z −

⋅
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅−

∂
∂

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

∂
∂

=
∂

∂  ; 

( )
3

22

22

4

2

2

2

2

z
ax

ba
c

z
y

b
c

yy
z

yy
z −

⋅
⋅

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅−

∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

=
∂

∂  ; 

322

4

2

22

z
yx

ba
c

z
y

b
c

xy
z

xyx
x ⋅

⋅
⋅

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅−

∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

=
∂∂

∂ ; 

b) 

3

2

3

2

2

2

3

2

2

2
,1,1,,

z
yx

yx
z

z
x

y
z

z
y

x
z

x
z

y
z

z
x

x
z

⋅
−=

∂∂
∂

−
=

∂
∂−

=
∂
∂

−=
∂
∂

−=
∂
∂

. 
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5.7.42  Să se calculeze  pentru funcţia implicită , zz 2d,d ( )yxfz ,=
definită prin : 

a)  ; 2222 azyx =++

b) 0ln =−
y
z

z
x  ; 

c) 1ln −++= zyxz . 
 
 Indicaţii de rezolvare  

a) Fie ( )
z
y

y
z

z
x

x
zazyxzyxF −=

∂
∂

−=
∂
∂

⇒−++= ,,, 2222 , de unde 

rezultă  

( )yyxx
z

y
y
zx

x
zz dd1ddd ⋅+⋅⋅−=

∂
∂

+
∂
∂

= . 

3

2

3

22

2

2

3

22

2

2
,,

z
xy

z
y

xyx
z

z
ax

z
y

yy
z

z
ay

z
x

xx
z

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

∂
∂

=
∂∂

∂

−
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

∂
∂

=
∂
∂−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

∂
∂

=
∂
∂

 

de unde rezultă : 
2

3

22

3
2

3

22
2 ddd2dd y

z
axyx

z
xyx

z
ayz ⋅

−
+⋅⋅−⋅

−
= ; 

c) ( )
( )3

2
2

1
ddd,

1
ddd

z
yxzz

z
yxzz

−

+
⋅=

−
+

⋅= . 

 
5.7.43  Să se determine extremele funcţiei ( )yxfz ,= , definită implicit 

prin  
a)  ; 011642222 =−⋅−⋅+⋅−++ zyxzyx
b) . 02222222 =−⋅+⋅+⋅+⋅−⋅−++ zyxzyzxzyx

 Indicaţii de rezolvare  
a) Fie . ( ) 11642,, 222 −⋅−⋅+⋅−++= zyxzyxzyxF

Atunci 
3
2,

3
1

−
+

−=

∂
∂
∂
∂

−=
∂
∂

−
−

=

∂
∂
∂
∂

−=
∂
∂

z
y

z
F
y
F

y
z

z
x

z
F
x
F

x
z , de unde se obţin punctele 

( ) ( 2,2,1,8,2,1 )−−− BA . 
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2
2

22
2

2

2
2 ddd2dd y

y
zyx

yx
zx

x
zz

∂
∂

+⋅
∂∂

∂
⋅+

∂
∂

= , unde 

( ) ( )
( )3

22

2

2

3
13

3
1

−

−−−−
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

∂
∂

=
∂

∂

z
xz

z
x

xx
z , 

( ) ( )
( )3

22

2

2

3
23

3
2

−

+−−−
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

−
∂
∂

=
∂

∂

z
yz

z
y

yy
z  

şi ( )
( )3

22

3
2

3
2

−

+
−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

−
∂
∂

=
∂∂

∂

z
y

z
y

xyx
z . 

( ) ( ) ( ) ( ) 08,2,1d08,2,1,
5
18,2,1,

5
18,2,1 2

2

2

2

2

2
<−⇒=−

∂∂
∂

−=−
∂
∂

−=−
∂
∂ z

yx
z

y
z

x
z , 

deci punctul este de maxim. 

( ) ( ) ( ) ( ) 02,2,1d02,2,1,
5
12,2,1,

5
12,2,1 2

2

2

2

2

2
>−−⇒=−−

∂∂
∂

=−−
∂
∂

=−−
∂
∂ z

yx
z

y
z

x
z , 

deci punctul este de minim; 
b) ( )624,63,63 −−−−−−A  este punct de minim. 
( )624,63,63 +−+−+−B  este punct de maxim. 

 
5.7.44  Să se arate că dacă funcţia ( )yxfz ,=  este definită implicit prin 

( ) ( ) 0sin =+⋅−⋅+ zxyzzy , atunci este satisfăcută ecuaţia 

0sin 2 =
∂
∂
⋅−

∂
∂
⋅⋅

y
zy

x
zzz . 

 
 Indicaţie de rezolvare  

Fie ( ) ( ) ( ) ( ) yzzzy
y

x
zzxyzzyzyxF

−++
−

−=
∂
∂

⇒+⋅−⋅+=
sincos

sin,,  

şi  ( ) yzzzy
zxz

y
z

−++
−−

−=
∂
∂

sincos
sin . Înlocuind derivatele parţiale în ecuaţia dată, 

aceasta este verificată. 
 

5.7.45  Funcţiile ( ) ( )yxvyxu ,,, ψ=ϕ=  sunt definite implicit prin 

relaţiile 1, =⋅+⋅+=+ vyux y xvu . Să se calculeze 
y
v

x
v

y
u

x
u

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂ ,,, . 

 Indicaţie de rezolvare  
Derivând în raport cu x cele două relaţii, obţinem : 
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( ) ( )

yx
xu

x
v

xy
yu

x
u

x
vy

x
uxuvyux

xx
v

x
uvu

x

−
+

=
∂
∂

−
+

=
∂
∂

⇒

⇒=
∂
∂
⋅+

∂
∂
⋅+=⋅+⋅

∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

=+
∂
∂

,

0,1
 

Derivând cele două relaţii în raport cu y, obţinem : 

yx
xv

y
v

xy
yv

y
u

−
+

=
∂
∂

−
+

=
∂
∂ , . 

 
5.7.46  Fie funcţia compusă ( )yxfz ,= , definită de , în care 33 vuz +=

funcţiile u(x,y) şi v(x,y) sunt definite implicit prin relaţiile 

. Să se calculeze yvuxvu =+=+ 222 ,
y
z

x
z

∂
∂

∂
∂ , . 

 Indicaţie de rezolvare  

y
vv

y
uu

y
v

v
z

y
u

u
z

y
z

x
vv

x
uu

x
v

v
z

x
u

u
z

x
z

∂
∂
⋅+

∂
∂
⋅=

∂
∂
⋅

∂
∂

+
∂
∂
⋅

∂
∂

=
∂
∂

∂
∂
⋅+

∂
∂
⋅=

∂
∂
⋅

∂
∂

+
∂
∂
⋅

∂
∂

=
∂
∂

22

22

33

33
 

Diferenţiind relaţiile de definiţie, obţinem : 

( ) ( ) ( ) y
uv

x
uv

uvyx
u

u

yvvuuxvvu

d
212

1d
21

d,dd
21

1d

dd2d2,dd2d

⋅
−

+⋅
−

−=−
−

=⇒

⇒=⋅⋅+⋅⋅=⋅⋅+
. 

Rezultă ( ) ( )uvy
v

uv
u

x
v

uy
u

ux
u

212
1,

21
,

21
1,

21
1

−
=

∂
∂

−
−=

∂
∂

−
−=

∂
∂

−
=

∂
∂  şi 

deci  
( )

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅+⋅−⋅

−
=

∂
∂

−
−

=
∂
∂ vu

uy
z

u
vuu

x
z

2
33

21
3,

21
3 2 . 

 
5.7.47  Să se calculeze dz, dacă vuvu yxvuz −+ ==⋅= e,e, . 

 
 Indicaţie de rezolvare  

( ) vuuvvuz dddd ⋅+⋅=⋅= . 
Diferenţiind relaţiile care definesc pe u(x,y) şi v(x,y), obţinem : 
 

( ) ( ) vuvu vuyvux −+ ⋅−=⋅+= eddd,eddd . 

Rezultă ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+= y

y
x

x
vy

y
x

x
u d1d1

2
1d,d1d1

2
1d , de unde : 
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( ) ( ) yuv
y

xvu
x

z d
2
1d

2
1d −++= . 

 
5.7.48  Fie funcţia ( )yxfz ,=  definită implicit prin . yxz yxz eee ⋅+⋅=⋅

Să se calculeze 
y
u

x
u

∂
∂

∂
∂ , , dacă 

zy
xu z
+
+

= . 

 
 Indicaţie de rezolvare  
Diferenţiind relaţia de definiţie a funcţiei implicite ( )yxfz ,= , obţinem 
( ) ( ) ( )

y
z
yx

z
xz

yyxxzz

zyzx

yxz

de
1
1de

1
1d

de1de1de1

⋅⋅
+
+

+⋅⋅
+
+

=⇒

⇒⋅⋅++⋅⋅+=⋅⋅+

−−
. 

În acelaşi timp, avem ( )( ) ( )( )
( )

=
+

++−++
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
+

= 2
dddddd

zy
zyzxzxzy

zy
zxu  

( )
( ) ( ) ( ) ( )

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⋅⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ⋅

+
+

−++−+⋅⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ⋅

+
+

−++
+

−− y
z
yzyzxx

z
xxyzy

zy
zyzx de

1
1de

1
11

2  

Rezultă 
( )

( ) ( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ⋅

+
+

−++
+

=
∂
∂ −zx

z
xxyzy

zyx
u e

1
11

2  şi 

( )
( ) ( ) ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ⋅

+
+

−++−
+

=
∂
∂ −zy

z
yzyzx

zyy
u e

1
11

2 . 

 
 

5.7.49  Fie funcţiile ( ) ( ) zyxzyxgzyxzyxf +−=++= ,,,,,  şi 
( ) ( )zyyxzyxh ⋅+⋅⋅= 4,,  definite pe R3. Să se cerceteze dependenţa 

funcţională a acestor funcţii. 
 
 Indicaţie de rezolvare  

Matricea funcţională a lui Jacobi : 
( ) ⎟

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
−=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

yzxy

z
h

y
h

x
h

z
g

y
g

x
g

z
f

y
f

x
f

444
111
111

 are 

rangul doi, deci cele trei funcţii sunt dependente funcţional . Două dintre funcţii 
f şi g sunt independente funcţional, iar a treia, h, este dependentă funcţional de 
acestea. 
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5.7.50  Fie funcţiile ( ) ( ) ( ) zyxzyxgzyxzyxf ⋅−+⋅=++= 22,,,,, 2  
şi  definite pe R3. Să se arate că : ( ) xxzyxh ⋅⋅+⋅= 23,, 2 yzzxy ⋅⋅−⋅⋅− 1812

a) funcţiile f, g şi h nu sunt independente în origine. 
b) există o vecinătate a punctului ( )1,0,10 −M  pe care f depinde de g şi h. 

 
 Indicaţie de rezolvare  

a) Matricea lui Jacobi este :  
( ) ( ) ( )

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−−−+
−

++++++

yxzxzyx

zyxzyxzyx

18121821226
212

222
. 

În origine, rangul matricei este 1, deci funcţiile nu sunt independente funcţional; 
 

b) În punctul , rangul matricei este 2, ultimele două linii ale 
matricei fiind liniar independente în acest punct. Rezultă că există o vecinătate a 
lui  în care f depinde de g şi h. 

( 1,0,10 −M )

)( 1,0,10 −M
 

5.7.51  Să se arate că funcţiile 
zyxzyxyzyxy ⋅⋅⋅+++=++= 6, 333

21  şi 
( ) ( ) ( )xzxzzyzyyxyxy +⋅++⋅++⋅=3

?
 sunt dependente funcţional pe R3. 

Care este relaţia de dependenţă  
 
 Indicaţie de rezolvare  

32
3
1 3 yyy ⋅+= . 

 
5.7.52  Să se cerceteze dependenţa funcţională a funcţiilor : 
 

a) 
222221 ,

yx

yby
yx

xay
+

⋅
=

+

⋅
=  definite pe ( ){ }0,0\2R  ; 

b)  şi zxzyyxzyxyzyxy ⋅−⋅−⋅−++=++= 222
21 ,
zyxzyxy ⋅⋅⋅−++= 3333

3  definite pe R3 ; 
c) 

( )( ) ( )( ) ( )( ) zyx
yzxz

y
xyzy

y
zxyx

y ≠≠
−−

=
−−

=
−−

= ,1,1,1
321 . 

 
 
 
 

 

 147



Iu
lia

na
 S

pr
in
ţu

 Indicaţii de rezolvare  
a) Matricea lui Jacobi este :  

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
−

+
2

2

2/322

1
bxbxy
axyay

yx
, şi ea are rangul 1. 

Funcţiile sunt dependente funcţional : 1
2

2
2

1 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

b
y

a
y ; 

b) ; 213 yyy ⋅=
c) . 0321 =++ yyy

 
5.7.53  Să se determine extremele funcţiei ( ) xyyxyxf −−+= 22,  

condiţionate de 1=+ yx . 
 
 Indicaţie de rezolvare  
Se consideră funcţia lui Lagrange : 
( ) ( ) ( yxgyxfyxL ,,, ⋅ )λ+= , unde ( ) 1, −+= yxyxg . 
( ) ( 1, 22 −+⋅λ+−−+= yxxyyxyxL ) . 

Se rezolvă sistemul de forma : 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=+

=λ+−⋅=
∂
∂

=λ+−⋅=
∂
∂

1

012

012

yx

y
y
L

x
x
L

, de unde se obţin soluţiile : 
2
1,0 ===λ yx . 

Deoarece 022
2
1,

2
1 222 >⋅+⋅=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ dydxLd , punctul ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
1,

2
1  este de minim. 

 
5.7.54  Să se determine extremele funcţiei ( )yxf ,  cu legăturile indicate : 

a)  ; b) ( ) 0,, 22 =−++=
b
y

a
xyxyxf  ; ( ) 222

111,11,
ayxyx

yxf =++=

c)  ; d) ( ) ( ) 1,1, 2222 =−+−= yxyxyxf ( ) 1,, =+⋅= yxyxyxf  ; 
e) . ( ) 5,2, 22 =+⋅+= yxyxyxf
 Indicaţii de rezolvare  

a) Se consideră ( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−+⋅λ++= 222

11111,
ayxyx

yxL  şi se rezolvă 

sistemul : 
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222
222

32

32

222

1
4
1

4
1

111
2
2

111

021

021

111

0

0

a

ayx

y
x

ayx

yy

xx

ayx

y
L
x
L

=
λ

+
λ

⇒

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=+

λ−=
λ−=

⇒

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=+

=
λ⋅

−−

=
λ⋅

−−

⇔

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=+

=
∂
∂

=
∂
∂

. 

Rezultă ( ) ( )2,2
2

2,2,2
2

2
21 aaBaaaAa

−−⇒=λ⇒−=λ . 

2
2

22
2

2

2
2 ddd2dd y

y
Lyx

yx
Lx

x
LL

∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂
∂

= . 

Rezultă 2
43

2
43

2 d62d62d y
yy

x
xx

L ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ λ
++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ λ

+=  şi deci punctul A este de 

maxim, iar B de minim; 

b) ( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

++
⇒+⋅⋅−=λ

−

22

2

22

212222 ,2
ba
ba

ba
abAbaba  este punct de 

minim; 
c) ( )0,10 A⇒=λ  este punct de minim; 

d) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⇒−=λ

2
1,

2
1

2
1 A  este punct de maxim; 

e) ( 2,1
2
1

1 A⇒−=λ ) este punct de maxim şi ( 2,1
2
1

−−⇒=λ B ) este punct 

de minim. 
 

5.7.55  Să se determine extremele legate pentru funcţiile : 
a)  ; ( ) 9,22,, 222 =+++−= zyxzyxzyxf

b) ( ) 0,1,,, 2

2

2

2

2

2
222 >>>=++++= cba

c
z

b
y

a
xzyxzyxf  ; 

c)  ; ( ) 16,22,, 222 =++−+= zyxzyxzyxf
d)  ; ( ) 4,2,,, 222 =++=+−++= zyxzyxzyxzyxf
e) . ( ) 0,1,,, 222 =++=++⋅⋅= zyxzyxzyxzyxf

 
 Indicaţii de rezolvare  

a) Se consideră ( ) ( )922,, 222 −++λ++−= zyxzyxzyxL  şi se rezolvă 
sistemul :  
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2
1,

2
1

9

1

1
2
1

9

022
022

021

9

0

0

0

21

222

222

222

=λ−=λ⇒

⇒

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=++
λ

−=

λ
=

λ
−=

⇒

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=++

=⋅λ⋅+
=⋅λ⋅+−

=⋅λ⋅+

⇔

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=++

=
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

zyx

z

y

x

zyx

z
y

x

zyx
z
L
y
L
x
L

 

Se obţin punctele ( ) ( )2,2,1,2,2,1 −−− BA . 
Se determină , de unde rezultă că punctul A 
este de maxim, iar B de minim; 

2222 d2d2d2d zyxL λ+λ+λ=

b) ( ) ( )0,0,,0,0,2
1 aBaAa −⇒−=λ  sunt puncte de maxim. 

( ) ( cDcCc −⇒−=λ ,0,0,,0,02
2 ) sunt puncte de minim; 

c) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⇒−=λ

3
8,

3
8,

3
4

8
3

1 A  este punct de maxim. 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−⇒=λ

3
8,

3
8,

3
4

8
3

2 B  este punct de minim; 

d) Se consideră 
( ) ( ) ( )42,, 222 −++μ+−+−λ+++= zyxzyxzyxzyxL   şi se rezolvă 

sistemul : 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

μ
+λ

−=

μ
−λ

=

μ
+λ

−=

⇒

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=−++

=−+−
=⋅μ+λ+
=⋅μ+λ−
=⋅μ+λ+

⇔

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=−++

=−+−

=
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

2
1

2
1

2
1

04

02
021
021
021

04

02

0

0

0

222
222 z

y

x

zyx

zyx
z
y
x

zyx

zyx
z
L
y
L
x
L

. 

Rezultă ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⇒−=μ=λ

3
4,

3
2,

3
4

2
1,

3
1

11 A  punct de maxim şi  

( 0,2,0
2
1,1 22 −⇒=μ−=λ B )  punct de minim; 
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e) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−⇒=μ−=λ

6
6,

3
6,

6
6,

3
6,

6
6,

6
6

6
1,

12
6

11 BA  şi  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

6
6,

6
6,

3
6C  sunt puncte de maxim. 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⇒=μ=λ

6
6,

3
6,

6
6,

3
6,

6
6,

6
6

6
1,

12
6

22 ED  şi  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

6
6,

6
6,

3
6F  sunt puncte de minim. 

 
5.7.56  Să se determine valoarea maximă şi valoarea minimă pentru : 
a)  ; ( ) 1,123, 2222 ≤++⋅−⋅−+= yxyxyxyxf
b)  ; ( ) 1,35, 2222 ≤++⋅⋅+⋅= yxyyxxyxf

c) ( ) ( ) ( ) 922,,
2222 ≤−+−+= yxyxyxf  . 

 Indicaţii de rezolvare  
a) Deoarece funcţia f este continuă pe domeniul de definiţie , 

rezultă că ea îşi atinge marginile. Se vor determina extremele funcţiei în 
interiorul cercului de ecuaţie  şi apoi pe cele de pe frontieră şi se 
compară valorile obţinute. 

122 ≤+ yx

122 =+ yx

Rezolvând sistemul ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⇒

⎩
⎨
⎧

=−
=−

⇔

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=
∂
∂

=
∂
∂

1,
2
3

022
032

0

0
A

y
x

y
f
x
f

 şi cum 1
4

131
2
3 2

>=+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  

rezultă că punctele de extrem se situează pe frontiera domeniului de definiţie. 
Astfel, se determină extremele funcţiei f condiţionate de . 122 =+ yx

Se va obţine punctul ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
13
2,

13
3  de minim pentru f; 

b) În interiorul cercului de ecuaţie  funcţia are minim în 
origine, valoarea sa fiind zero. 

122 =+ yx

Pe cerc, punctele ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −
10
3,

10
1,

10
3,

10
1  sunt de minim, iar punctele  

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −−
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
10
1,

10
3,

10
1,

10
3  sunt de maxim. 

Astfel, valoarea maximă a lui f este 
2

11 , iar valoarea minimă este 0; 
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Capitolul 6 
 

SCHIMBĂRI DE VARIABILE 
 

Aplicaţii  
 

6.1  Ce devin ecuaţiile următoare dacă se fac schimbările de variabilă 
indicate  ?

a)  ; txyyxyx e,03 ==−′⋅+′′′⋅

b) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) txxyxyxyx =++=⋅++′⋅++′′⋅+ 1ln,1ln1131 23  ; 
c) ( ) txyyxyx cos,01 22 ==⋅ω+′⋅−′′⋅−  ; 

d.  ; ( ) ( ) txyyxxyx tg,0121 222 ==+′⋅++′′⋅+

e) ( ) ( ) 223222 1,0111 xtyxyxyxyxx +==⋅−′⋅+⋅⋅−−′′⋅+ . 
 
 Indicaţii de rezolvare  

a) 

ttt

tttt

t
y

t
y

t
y

t
y

t
y

t
y

t
y

t
y

t
y

t
y

t
y

t
xt

y
x
yy

3
2

2

3

3
2

2

2

2
2

2

e
d
d2

d
d3

d
dee

d
d

d
d

d
d

e
d
d

d
dee

d
d

d
d,e

d
d

d
d
1

d
d

d
d

−−−

−−−−

⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−=⋅

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=′′′

⋅⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅=′′⋅=⋅==′

 

Înlocuind derivatele lui y în ecuaţia dată, se va obţine noua ecuaţie : 

0
d
d3

d
d3

d
d

2

2

3

3
=−+− y

t
y

t
y

t
y ; 

b) . ( ) 1ee11ln −=⇒=+⇒=+ tt xxtx

tt

tt

t
y

t
y

t
xt

y
tx

yy
t
y

t
xt

y
x
yy

22
2

2

2

2

e
d
de

d
d

d
d
1e

d
d

d
d

d
d,e

d
d

d
d
1

d
d

d
d

−−

−−

⋅−⋅=

=⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅==′′⋅=⋅==′

. 

Înlocuind derivatele lui y în ecuaţia dată, se obţine noua ecuaţie : 
tty

t
y

t
y −⋅=++ e

d
d2

d
d

2

2
; 
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ţuc) 0

d
d 2

2

2
=⋅ω+ y

t
y  ; 

d) 0
d
d

2

2
=+ y

t
y  ; 

e) 
t

t
t
y

t
xt

y
x
yytx 1

d
d

d
d
1

d
d

d
d1

2
2 −

⋅=⋅==′⇒−= . 

32

2

2

2

22

2

22

2

22

2

2

1
d
d1

d
d

1

11
d
d

11
d
d

d
d
11

d
d

d
d

d
d

tt
y

t
t

t
y

ttt
t

t
y

t
t

t
t

t
y

t
xt

t
t
y

tx
yy

⋅+
−

⋅=
−

⋅
−

⋅+

+
−

⋅
−

⋅=⋅
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ −
⋅==′′

 

Înlociund derivatele lui y în ecuaţia dată, se va obţine noua ecuaţie : 

0
d
d

d
d 2

2

2
=−⋅+ y

t
yy

t
y . 

 
 

6.2 Ce devin ecuaţiile următoare dacă se schimbă funcţia după cum urmează  

a) ( )
x
zyyxyyx ==−⋅−′⋅ ,01ln  ; 

b) ( ) 2
22 ,424

x
zyxyxyxyx ==⋅−+′⋅+′′⋅  ; 

c) ( )
x

zyyxyxyx ==⋅λ−+′⋅+′′⋅ ,0222 . 

 
 Indicaţii de rezolvare  

a) 0ln
d
d

d
d

2 =−′⋅⇒
−⋅′

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==′ zzzx

x
zxz

x
z

xx
yy  ; 

b) xzz 4=−′′  ; 
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3

2

4
344

2
2

d
d

,
2

2
d
d

d
d

x
xzzxxzxx

xx
zzx

x
y

xx
zzx

x
z

xx
yy

+′⋅−′′⋅
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −′⋅

=′′

−′⋅
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==′

 

Înlocuind derivatele lui y în ecuaţia dată, se va obţine ecuaţia : 

0
4
1 222 =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ λ−++′′⋅ xzzx . 

 
6.3  Ce devine expresia diferenţială : 

( )
x
yx

x
yxaE

d
d

d
d

2

2
22 ++=  

dacă se face schimbarea de variabilă ?sh tax ⋅=  
 

6.4  Ce devine expresia ( )
yyx

yxyxE
+′⋅−

′⋅−′′⋅−
=

2

2

1

1 , dacă se face ?sin tx =  

 Indicaţie de rezolvare  
 

t

t
t
yt

t
y

ttt
y

t
y

tt
y

t
xt

y
x
yy

3

2

2

cos

sin
d
dcos

d
d

cos
1

cos
1

d
d

d
d

,
cos

1
d
d

d
d
1

d
d

d
d

+
=⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅=′′

⋅=⋅==′

. 

După înlocuirea derivatelor lui y în expresia dată, se va obţine : 

y
t
y
t

y

E
+

=

d
d

d
d

2

2

. 

 
6.5  În ecuaţia ( ) ( ) ( ) ( ) 01121 222 =+−′⋅+−+′′ yyyyy , unde y este o funcţie 

de x, se face schimbarea . Să se găsească ecuaţia verificată de z(x). zy tg=
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y
yR
′′
′+

=
2/321  dacă se schimbă rolul 

variabilelor ?  
 
 Indicaţie de rezolvare  

( )

( )( )
x
xR

x
x

y
xxyxx

y
x

y
xx

yy

′′
′+

=⇒

⇒
′

′′
−=⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

′
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

′
=′′

′
===′

2/32

3

1

d
d
11

d
d1

d
d,1

d
d
1

d
d

. 

 
 

6.7  Ce devin următoarele ecuaţii dacă se schimbă rolul variabilelor ?  
a)  ; ( ) 03 =′⋅+′′ yxy
b)  . ( ) ( )32 2 yxyy ′⋅+′−′′

 
 Indicaţii de rezolvare  

a) 
( )

0,1
3 =−′′⇒

′

′′
−=′′

′
=′ xx

x
xy

x
y  este noua ecuaţie; 

b) 02 =−′+′′ xxx . 
 

6.8  În ecuaţia ( ) 02 =′+′⋅−′′⋅ yy
y
xyx  se consideră . Să se afle zyx e⋅=

ecuaţia pe care o verifică z(y). 
 
 Indicaţie de rezolvare  

( )3
,1

x
xy

x
y

′

′′
−=′′

′
=′ , unde ( ) zzz zyy

yy
xx eee

d
d

d
d

⋅′⋅+=⋅==′  şi  

( ) ( )

( )
( )( )

( )33

2

2

1e
2e,

1e
1

eee2ee
d
d

zy
zyzyzy

zy
y

zyzyzzy
y

x

z

z

z

zzzzz

′⋅+

′⋅+′′⋅+′⋅
−=′′

′⋅+
=′⇒

⇒⋅′⋅+⋅′′⋅+⋅′⋅=⋅′⋅+=′′
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Înlocuind derivatele lui y şi pe x în ecuaţia dată, se va obţine noua ecuaţie de forma  
. 0=′+′′⋅ zzy

 
6.9  În expresiile diferenţiale următoare, să se facă schimbarea de variabilă şi 

de funcţie indicate : 

a) ( )t
ty
tx

yyx
yyxE ρ=ρ

⎩
⎨
⎧

ρ=
ρ=

′⋅+
−′⋅

= ,
sin
cos

,  ; 

b) 
( )

( )t
ty
tx

y

yyxE ρ=ρ
⎩
⎨
⎧

ρ=
ρ=

′+

−′⋅
= ,

sin
cos

,
1 2

 ; 

c) ( ) ( )uvv
y

uvx

y
yyyE vu =

⎩
⎨
⎧

=

−=′′⋅−′
= + ,

e
,2

2
 . 

 
 Indicaţii de rezolvare  

a) ( ) ( )
( ) tt

tt

t
t

t
t

t
x

t
tx

yy
sincos
cossin

cos
d
d

1sin
d
d

d
d
1sin

d
d

d
d

ρ−ρ′
ρ+ρ′

=
ρ

⋅ρ=⋅ρ==′ . 

Înlocuind în expresia dată, se va obţine noua expresie 
ρ′
ρ

=E ; 

b) 
( )22

2

ρ′+ρ

ρ
=E  ; 

c) ( ) ( )
vuvu

v
v

u
uvux

yy ++ ⋅
−′
+′

=
−

⋅==′ e
1
1

d
d

1e
d
d

d
d . 

( )
( )

( ) ⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−′

′′⋅−+′
⋅=

−
⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅

−′
+′

=′′ ++
2

2

1
21e

d
d

1e
1
1

d
d

v
vv

u
uvv

v
u

y vuvu . 

Efectuând înlocuirile, se obţine expresia 
( )21

2
−′

′′⋅
=

v
vE . 
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6.10  Să se scrie ecuaţia razei de curbură din coordonate carteziene , 
 

( )[ ]
y
yR
′′
′+

=
2/321  , în coordonate polare. 

 
 

6.11  Să se treacă de la coordonate carteziene la coordonate polare, în ecuaţia  
( )( ) ( )( )yyxxyxyyxyx −′⋅++=′⋅++ 2222 . 

 
 Indicaţie de rezolvare  

Se consideră transformarea : ( )t
ty
tx

ρ=ρ
⎩
⎨
⎧

ρ=
ρ=

,
sin
cos

. 

Atunci 
tt
tty

sincos
cossin
ρ−ρ′
ρ+ρ′

=′  şi, efectuând înlocuirile se va obţine ecuaţia : 

tcos+ρ=ρ′ . 
 

 
6.12  În ecuaţia diferenţială : 

( )
( )1

1
d
d

22

22

−+
++

=
yxx
yxy

x
y  

să se facă schimbarea . ( )uvv
yxv
yxu

=
⎩
⎨
⎧

⋅⋅=
−= ,

2

22

 
 Indicaţie de rezolvare  
Diferenţiind formulele care dau schimbarea, obţinem : 

xyyxv
yyxxu

d2d2d
d2d2d

⋅+⋅=
⋅−⋅=

 , de unde rezultă 
yyxx
xyyx

u
v

dd
dd

d
d

−
+

= . 

În acelaşi timp, din ecuaţia dată, rezultă : 

( )
( )1

1
d
d

1
1

d
d

222

222

22

22

−+
++

=

−+
++

=

yxx
yxy

xx
yy

yx
yx

xy
yx

. 

Aplicând proprietăţile proporţiilor, obţinem : 
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( )

( )
( )( ) yyxyx

yxy
yyxx

yx
xyxyxyyx

d
1

1
1

dd
1

1
d2dd

2222

22

22

22

⋅
−−+

++
=

−

−+
⋅+

=+

. 

 
Prin înmulţirea ultimelor două relaţii, obţinem : 

11
2

d
d

22 −
=

−−
⋅⋅

=
u

v
yx

yx
u
v . 

 
 

6.13  În ecuaţiile care urmează să se facă schimbările indicate la fiecare  

a)  ; ( ) ( )tuu
y

x
yyxyyx

u

t
=

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=
=+′⋅−′′⋅⋅ ,

e

e
,022

b) ( )( ) ( )⎩
⎨
⎧

=+
=−

=′−++′′⋅
uvyx

uyx
yyxy ,012 3  ; 

c) ( ) ( ) ( )tzz
t

zy

tx
yayxyx =

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=
=⋅−+′⋅⋅−′′⋅− ,

cos

sin
,0131 22  ; 

d) ( ) ( ) ( ) ( )uvv
vuy

vux
yyyyy =

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−
=

+
=

=−′′′+′′⋅−′+′′′⋅ ,

2

2,01612 22 . 

 
 Indicaţii de rezolvare  

a) ( )
( )

u

t
tx

yy tu

t

u ′⋅=⋅==′ −e
e

d
d

1e
d
d

d
d . 

( ) ( )[ ]uuuu
t

y tuttu ′−′+′′⋅=⋅′⋅=′′ −−− 22eee
d
d . 

Efectuând înlocuirile obţinem ecuaţia : 0e =+′−′′ tuu ; 
b)  ; 0=+′′ vv
c) ; 02 =⋅+′′ zaz
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v
v

vu
u

vu
ux

yy
′+
′−

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

==′
1
1

2d
d

1
2d

d
d
d . 

( )

( )
( ) ( )

( )5
2

3

3

1
318

2d
d

1
1

4
d
d

1
4

2d
d

1
1
1

d
d

+′

′′⋅−+′′′′
⋅−=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⋅⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+′

′′
⋅−=′′′

+′

′′
⋅−=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

′+
′−

=′′

v
vvv

vu
u

v
v

u
y

v
v

vu
u

v
v

u
y

 

 
Înlocuind, se obţine ecuaţia : 02 =′⋅′′+′′′⋅ vvv . 

 
 

6.14  Luând u şi v ca noi variabile independente, să se transforme 
următoarele ecuaţii : 

a) 22,,0 yxvxu
y
zx

x
zy +===

∂
∂
⋅−

∂
∂
⋅  ; 

b) 
x
yvxuz

y
zy

x
zx ===−

∂
∂
⋅+

∂
∂
⋅ ,,0  ; 

c) ( ) ( )
y
xvyxu

y
zyx

x
zyx arctg,ln,0 22 =+==

∂
∂

−−
∂
∂

+  . 

 
 Indicaţii de rezolvare  

a) 
y
v

v
z

y
u

u
z

y
z

x
v

v
z

x
u

u
z

x
z

∂
∂
⋅

∂
∂

+
∂
∂
⋅

∂
∂

=
∂
∂

∂
∂
⋅

∂
∂

+
∂
∂
⋅

∂
∂

=
∂
∂ , . 

Rezultă : 02,2 =
∂
∂

⇒
∂
∂

⋅=
∂
∂

∂
∂

⋅+
∂
∂

=
∂
∂

u
z

v
zy

y
z

v
zx

u
z

x
z  este ecuaţia transformată ; 

b) 0=−
∂
∂
⋅ z

u
zu ; 

c) 

0

, 22222222

=
∂
∂

−
∂
∂

⇒

⇒
∂
∂
⋅

+
+

∂
∂
⋅

+
=

∂
∂

∂
∂
⋅

+
−

∂
∂
⋅

+
=

∂
∂

v
z

u
z

v
z

yx
x

u
z

yx
y

y
z

v
z

yx
y

u
z

yx
x

x
z

. 

 
 159



Iu
lia

na
 S

pr
in
ţu6.15  Să se transforme expresia 

22

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

y
z

x
z  considerând : 

( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=

⋅=

22

2
1 vuy

vux
. 

 
 Indicaţie de rezolvare  

v
y
zu

x
z

v
y

y
z

v
x

x
z

v
z

u
y
zv

x
z

u
y

y
z

u
x

x
z

u
z

⋅
∂
∂

−⋅
∂
∂

=
∂
∂
⋅

∂
∂

+
∂
∂
⋅

∂
∂

=
∂
∂

⋅
∂
∂

+⋅
∂
∂

=
∂
∂
⋅

∂
∂

+
∂
∂
⋅

∂
∂

=
∂
∂ ,

. 

Astfel 2222 ,
vu

v
zv

u
zu

y
z

vu
v
zu

u
zv

x
z

+
∂
∂

−
∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂ , de unde rezultă expresia transformată : 

22

22

22

vu
v
z

u
z

y
z

x
z

+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂ . 

 
 

6.16  Să se transforme în coordonate polare, făcând înlocuirile : 
θ⋅=θ⋅= sin,cos ryrx , următoarele expresii : 

a) 
y
zy

x
zxE

∂
∂

−
∂
∂

=  ;        b) 
22

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

=
y
z

x
zE  ; 

c) 2

2

2

2

y
z

x
zE

∂

∂
+

∂

∂
=  ;         d) 2

2
2

2

2

2
2 2

y
zy

yx
zyx

x
zxE

∂

∂
+

∂∂
∂

⋅⋅+
∂

∂
= . 

 
 Indicaţii de rezolvare  

a) 
θ∂
∂
⋅

∂
∂

+
θ∂
∂
⋅

∂
∂

=
θ∂
∂

∂
∂
⋅

∂
∂

+
∂
∂
⋅

∂
∂

=
∂
∂ y

y
zx

x
zz

r
y

y
z

r
x

x
z

r
z , . 

Din θ⋅=
θ∂
∂

θ=
∂
∂

θ⋅−=
θ∂
∂

θ=
∂
∂ cos,sin,sin,cos ry

r
yrx

r
x , rezultă : 
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∂θ
+θ

∂
∂

=
∂
∂

θ∂
∂θ

−θ⋅
∂
∂

=
∂
∂

⇒

⇒θ⋅
∂
∂

+θ⋅
∂
∂

−=
θ∂
∂

θ⋅
∂
∂

+θ⋅
∂
∂

=
∂
∂

z
rr

z
y
zz

rr
z

x
z

y
zr

x
zrz

y
z

x
z

r
z

cossin,sincos

cossin,sincos
. 

Înlocuind obţinem θ
θ∂
∂

−θ
∂
∂

= 2sin2cos z
r
zrE ; 

b) 2

22 1
r

z
r
zE ⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
θ∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

=  ; 

c) 
θ∂
∂θ

+θ
∂
∂

=
∂
∂

θ∂
∂θ

−θ
∂
∂

=
∂
∂ z

rr
z

y
zz

rr
z

x
z cossin,sincos . 

Rezultă : 

r
z

r
z

r

z
rr

z
rr

z
x

z

∂
∂θ

+
θ∂
∂θθ

+

+
θ∂
∂θ

+
θ∂∂

∂θθ
−θ

∂
∂

=
∂
∂

2

2

2

2

2

22
2

2

2

2

2

sincossin2

sincossin2cos
 

r
z

r
z

r

z
rr

z
rr

z
y

z

∂
∂θ

+
θ∂
∂θθ

−

−
θ∂
∂θ

+
θ∂∂

∂θθ
+θ

∂
∂

=
∂
∂

2

2

2

2

2

22
2

2

2

2

2

coscossin2

coscossin2sin
. 

Deci 
r
z

r
z

rr
zE

∂
∂

+
θ∂

∂
+

∂

∂
=

11
2

2

22

2
; 

d) 2

2
2

r
zrE

∂

∂
= . 

 
6.17  Luând pe u şi v ca noi variabile independente, să se transforme 

următoarele ecuaţii : 

a) yxvyxu
y

z
yx
z

x
z

+=+⋅==
∂

∂
+

∂∂
∂

−
∂

∂ ,3,034 2

22

2

2
 ; 
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 b) 

⎩
⎨
⎧

+−=
−+=

=
∂
∂

−
∂
∂

−
∂∂

∂
+

∂
∂

yxxv
yxxu

y
zx

y
zx

yx
zx

x
z

sin
sin

,0sinsincos2 2

2
2

2

2

2

 ; 

c) vyxu
y
x

y
zy

x
zx =⋅==

∂

∂
−

∂

∂ ,,02

2
2

2

2
2  ; 

d) 
x
yvxu

y
zy

x
zx

y
zy

yx
zyx ===

∂
∂

⋅+
∂
∂

+
∂

∂
+

∂∂
∂

⋅ ,,022

2
2

2
 ; 

e) yvyxu
y

z
yx
z

x
z

=+⋅==
∂

∂
+

∂∂
∂

−
∂

∂ ,2,044 2

22

2

2
. 

 
 Indicaţii de rezolvare  
 a) 

v
z

u
z

y
v

v
z

y
u

u
z

y
z

v
z

u
z

x
v

v
z

x
u

u
z

x
z

∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂
⋅

∂
∂

+
∂
∂
⋅

∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂
⋅=

∂
∂
⋅

∂
∂

+
∂
∂
⋅

∂
∂

=
∂
∂ ,3

. 

2

22

2

2

2

2

69

33

v
z

vu
z

u
z

x
v

v
z

u
z

vx
u

v
z

u
z

ux
z

∂
∂

+
∂∂

∂
⋅+

∂
∂
⋅=

=
∂
∂
⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂
⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

 

2

22

2

22

2

22

2

2

2

2

43

2

v
z

vu
z

u
z

yx
z

v
z

vu
z

u
z

y
z

∂
∂

+
∂∂

∂
⋅+

∂
∂
⋅=

∂∂
∂

∂
∂

+
∂∂

∂
⋅+

∂
∂

=
∂
∂

 

Înlocuind, se obţine ecuaţia 0
2

=
∂∂

∂
vu
z ; 

b) 0
2

=
∂∂

∂
vu
z ; 

c) 02
2

=
∂
∂

−
∂∂

∂
⋅

u
z

vu
zv ; 
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ţud) 0

2
=

∂
∂

+
∂∂

∂
⋅

u
z

vu
zv ; 

e) 02

2
=

∂

∂

v
z . 

 
6.18  Presupunând pe u şi v ca noi variabile independente şi pe w ca o nouă 

funcţie, să se transforme în noile variabile următoarele ecuaţii : 

a) ( ) zxy
y
zx

x
zy ⋅−=

∂
∂
⋅−

∂
∂
⋅ , dacă 

( )⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

+−=

+=

+=

yxzw
yx

v

yxu

ln

11

22

 ; 

b) 222 z
y
zy

x
zx =

∂
∂

+
∂
∂ , dacă 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−=

=

=

xz
w

y
v

xu

11

1  ; 

 c) ( ) ( ) zyx
y
zy

x
zzyx ⋅+=

∂
∂

−+
∂
∂

+⋅ 21 , dacă 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−⋅=
−⋅=
−⋅=

zyxw
yzxv
xzyu

; 

 d) 
xy

zy
y
z 1

2
1

2

2
=

∂
∂
⋅⋅+

∂
∂ , dacă 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

−⋅=
=

=

yzxw
xv
y
xu

; 

 e) 02 2

22

2

2
=

∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂
∂

y
z

yx
z

x
z , dacă 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−⋅=
−=
+=

zyxw
yxv
yxu

. 

 
 Indicaţii de rezolvare  
 

 a) 11, −
∂
∂
⋅=

∂
∂

∂
∂
⋅

∂
∂

+
∂
∂
⋅

∂
∂

=
∂
∂

x
z

zx
w

x
v

v
w

x
u

u
w

x
w ; 
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v
w

x
z

u
wzxz

x
z

∂
∂
⋅−

∂
∂

⋅⋅+=
∂
∂

22 . 

 11, −
∂
∂
⋅=

∂
∂

∂
∂
⋅

∂
∂

+
∂
∂
⋅

∂
∂

=
∂
∂

y
z

zy
w

y
v

v
w

y
u

u
w

y
w ; 

 Rezultă 
v
w

y
z

u
wzyz

y
z

∂
∂

−
∂
∂

⋅⋅+=
∂
∂

22 . 

 Înlocuind în ecuaţia dată, se obţine noua ecuaţie : 0=
∂
∂

v
w ; 

 b) 0=
∂
∂
u
w ; 

 c) 0=
∂
∂

v
w ; 

 d) 11, −
∂
∂

=
∂
∂
⋅

∂
∂

⇒−
∂
∂

=
∂
∂

∂
∂
⋅

∂
∂

+
∂
∂
⋅

∂
∂

=
∂
∂

y
zx

y
u

u
w

y
zx

y
w

y
v

v
w

y
u

u
w

y
w  

 Derivând încă o dată în raport cu y, rezultă : 

 2

2

2

22

2

2

y
zx

y
u

u
w

y
u

y
v

vu
w

y
u

u
w

∂
∂
⋅=

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂
⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
∂

∂∂
∂

+
∂
∂

∂
∂ . 

 Înlocuind în ecuaţia dată, vom obţine noua ecuaţie : 

 02

2
=

∂
∂
u
w  ; 

 e) 
x
zy

x
w

x
v

v
w

x
u

u
w

x
w

∂
∂

−=
∂
∂

∂
∂
⋅

∂
∂

+
∂
∂
⋅

∂
∂

=
∂
∂ , ; 

 Derivând încă o dată în raport cu x, vom obţine : 
 

 

2

2

2

2

2

22

2

222

2

2
2

x
z

x
v

v
w

x
u

u
w

x
v

v
w

x
v

x
u

vu
w

x
u

u
w

∂
∂

−=

=
∂
∂
⋅

∂
∂

+
∂
∂
⋅

∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂
⋅

∂
∂
⋅

∂∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

∂
∂

 

 Rezultă 2

2

2

22

2

2
2

x
z

v
w

vu
w

u
w

∂
∂

−=
∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂
∂ . 

 Derivând în raport cu variabila y, vom obţine ecuaţia : 

 2

2

2

22

2

2
2

y
z

v
w

vu
w

u
w

∂
∂

−=
∂
∂

+
∂∂

∂
−

∂
∂ . 
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yx
z
∂∂

∂2
, se consideră ecuaţia 

x
zy

x
v

v
w

x
u

u
w

∂
∂

−=
∂
∂
⋅

∂
∂

+
∂
∂
⋅

∂
∂ , care se derivează în raport cu y şi se obţine : 

yx
z

yx
v

v
w

yx
u

u
w

y
v

x
v

v
w

x
v

y
u

y
v

x
u

vu
w

y
u

x
u

u
w

∂∂
∂

−=

=
∂∂

∂
⋅

∂
∂

+
∂∂

∂
⋅

∂
∂

+
∂
∂
⋅

∂
∂
⋅

∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂
⋅

∂
∂

+
∂
∂
⋅

∂
∂

∂∂
∂

+
∂
∂
⋅

∂
∂
⋅

∂
∂

2

22

2

22

2

2

1

 

 Rezultă 2

2

2

22
1

v
w

u
w

yx
z

∂
∂

+
∂
∂

−=
∂∂

∂ . 

 
 Efectuând înlocuirile în ecuaţia dată, rezultă noua ecuaţie : 

 
2
1

2

2
=

∂
∂
u
w . 

 

 6.19  Ce devine expresia 
222

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

z
u

y
u

x
u  în coordonate sferice 

?cos,sinsin,cossin ϕ⋅=θ⋅ϕ⋅=θ⋅ϕ⋅= rzryrx  
 
 Indicaţie de rezolvare  

 
r
z

z
u

r
y

y
u

r
x

x
u

r
u

∂
∂
⋅

∂
∂

+
∂
∂
⋅

∂
∂

+
∂
∂
⋅

∂
∂

=
∂
∂  ; 

 

 
θ∂
∂
⋅

∂
∂

+
θ∂
∂
⋅

∂
∂

+
θ∂
∂
⋅

∂
∂

=
θ∂
∂ z

z
uy

y
ux

x
uu  ; 

 
ϕ∂
∂
⋅

∂
∂

+
ϕ∂
∂
⋅

∂
∂

+
ϕ∂
∂
⋅

∂
∂

=
ϕ∂
∂ z

z
uy

y
ux

x
uu  ; 

 Efectuând calculele, obţinem :  

 
θ∂
∂
⋅

ϕ⋅
θ

−
ϕ∂
∂
⋅

θ⋅ϕ
+

∂
∂
⋅θ⋅ϕ=

∂
∂ u

r
u

rr
u

x
u

sin
sincoscoscossin  ; 

 
θ∂
∂
⋅

ϕ⋅
θ

−
ϕ∂
∂
⋅

θ⋅ϕ
+

∂
∂
⋅θ⋅ϕ=

∂
∂ u

r
u

rr
u

y
u

sin
cossincossinsin  ; 

 
ϕ∂
∂
⋅

ϕ
−

∂
∂
⋅ϕ=

∂
∂ u

rr
u

z
u sincos . 
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⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
θ∂
∂

⋅
ϕ

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ϕ∂
∂

⋅+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂ u

r
u

rr
u

z
u

y
u

x
u . 

 
 6.20  a) Dacă ( )RCgf 2, ∈  şi ( ) ( ) ( yxgxyxfyyxz ,, ⋅+ )+⋅= , atunci 

02 2

22

2

2
=

∂
∂

+
∂∂

∂
⋅−

∂
∂

y
z

yx
z

x
z ; 

 b) Considerând u şi v ca noi variabile independente şi w ca noua funcţie, să 
se transforme ecuaţia de la punctul a), dacă: 

 
x
zw

x
yvyxu ==+= ,,  . 

 Indicaţie de rezolvare 

 a) Pentru gxgfy
x
u

u
gxg

x
u

u
fy

x
zyxu ′⋅++′⋅=

∂
∂
⋅

∂
∂
⋅++

∂
∂
⋅

∂
∂
⋅=

∂
∂

⇒+=   

 gxfyf
y
z ′⋅+′⋅+=
∂
∂  

 gxgfy
x

z ′′⋅+′⋅+′′⋅=
∂
∂ 22

2
 

 
gxfyf

y
z

gxgfyf
yx
z

′′⋅+′′⋅+′⋅=
∂
∂

′′⋅+′+′′⋅+′=
∂∂

∂

22

2

2

 

 Înlocuind derivatele parţiale ale lui z în ecuaţia dată, aceasta este verificată; 

 b) 02

2
=

∂
∂

v
w . 

 
 6.21  a) Să se arate că funcţia ( )yxzz ,=  definită implicit de ecuaţia 

( 21,011,11 RCf
xzxy

f ∈=⎟⎟ )
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−  verifică ecuaţia 222 z

y
zy

x
zx =

∂
∂
⋅+

∂
∂
⋅ ; 

 b) Să se transforme ecuaţia 222 z
y
zy

x
zx =

∂
∂
⋅+

∂
∂
⋅  luând pe u şi v ca noi 

variabile independente şi pe w ca noua funcţie, 
vu

uyux
⋅+

==
1

,  şi 
wu

uz
⋅+

=
1

. 
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