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Capitolul 1
SPATII TOPOLOGICE. SPATII METRICE
1.1 Spatii topologice

Definitia 1.1.1. Fie o multime X = si T o familie de parti ale lui X.
T se numeste topologie pe X daca:
1) D, X et,;

2) (V)(Dg),cact= U Dy 1
acA

n

3) (V)D e, i =L..n=>NDjet.
1=

Perechea (X,r) se numeste spatiu topologic.

Daca 1, T, sunt doud topologii pe X, 1, este mai find decat t,, dacd
T, CT,.

Exemple

1) Pentru orice multime X, perechea (X,P(X)), unde P(X) este
multimea partilor lui X, este un spatiu topologic. Aceasta se numeste topologia
discretd pe X.

2) Familia 1= {@, X} constituie o topologie pe X, numitd topologia
grosierad.

3) Pe R se considera
1R ={Dc R/(V)xe D, (3)r >0, astfel incat (x—r, x+r)c D}UD.

(R, T R) este un spatiu topologic.

4) Pe R se considera
1= =1g U{DU(a,®] DU[=w,b), D U[-x,b)u(a,«x]|/ Detg, abeR}.

(ﬁ, rﬁ) este un spatiu topologic.

5) Pe multimea C a numerelor complexe se considera
1c ={DcC/(V)aeD, (3)r > 0astfel incat B(a, r)c D}u &, unde
B(a, r)={ze C/|z—d <r} este discul deschis centrat in asi de razar.

(C, 1) este un spatiu topologic.

Definitia 1.1.2. Fie (X,‘t) un spatiu topologic. Elementele lui t se

numesc multimi deschise.
Definitia 1.1.3. Fie (X,t) un spatiu topologic. O multime Ac X se

numeste fnchisd, daca complementara sa este multime deschisa, adica CAe .



Exemplu
in spatiul topologic (R, tr) multimile [a,b], [a,0), {a} unde a si b sunt
numere reale, sunt multimi inchise.

Definitia 1.1.4. Fie (X,r) un spatiu topologic, xe X siV < X.

V este vecindtate a lui X, dacd existd o multime deschisd D €1, astfel
incit xe DcV.

Se noteaza cu V, multimea tuturor vecinatatilor lui X.

Teorema 1.1.5. Fie (X,r) un spatiu topologic s1 W < X ..

Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
a)Wert;
by WeV,,(V)xeW.

Propozitia 1.1.6. Fie (X,r) un spatiu topologic s1 X e X .
V, are urmdtoarele proprietati:
a) (V)VeV, siVcU=UeV, ;

V)V,

Vi
V)V eV, = xeV;
)V eV, = (F)W eV,, cuW cV astfel incat W eV, (V) y eW.

n
eV, (i=1..,n)= AV €Vy:
|=

1.2 Convergenta intr-un spatiu topologic

Definitia 1.2.1. Fie (X,r) un spatiu topologic. O aplicatie
f:N—> X, f(n): X,, Ne N se numeste sir de puncte ale spatiului si se

noteaza prin (X, )neN .

Daci X, sunt numere reale, sirul (X, )neN se numeste sir de numere reale.

Definitia 1.2.2. Fie (X,’E) un spatiu topologic. Spunem ca sirul (Xn )neN
de elemente din X converge la X € X, dacd oricare ar fi V o vecinatate a lui X,
existi un rang n, € N, astfel incat x, eV, (¥)n>n,.

Notatie: lim X, = X.

N—0o0

Observatie. In multimea R a numerelor reale, daci un sir de numere este
convergent, limita sa este unici. Intr-un spatiu topologic oarecare, limita unui
sir, in general, nu este unica.

Exemplu

Fie X o multime infiniti, nenumarabild si = {G/ X \ G este finita} U {&}



In spatiul topologic (X,t) orice sir (X,) cu termenii diferiti doi cate

neN >
doi, este convergent catre orice punct X al spatiului, deci are o infinitate de
limite.

Spatiile topologice in care este asiguratd unicitatea limitei sunt spatiile
topologice separate (Hausdorff).

Definitia 1.2.3. Un spatiu topologic (X,r) se numeste spatiu topologic
separat (Hausdorff) daca pentru (V) X, ye X,cux#y,exista U eV, siVeV,
cuUnV=9Y.

Exemple
1) (R,’ER) este spatiu topologic separat.
2) (C, ‘EC) este spatiu topologic separat.

Propozitia 1.2.4. Intr-un spatiu topologic separat limita unui sir
convergent este unica.

Propozitia 1.2.5. Intr-un spatiu topologic separat multimile formate
dintr-un singur punct sunt multimi inchise.

Corolar 1.2.6. Intr-un spatiu topologic separat multimile finite sunt
multimi inchise.

Definitia 1.2.7. Fie (X,’E) un spatiu topologic, Xe X si multimea
U cV,. U se numeste sistem fundamental de vecinatdti ale lui x, daca pentru
orice vecinatate VeV, exista UeU astfel incat Uc V.

Exgmple
1) in spatiul topologic (R,tg ), familia U, = {(x—r, x+r)/r > 0} este un
sistem fundamental de vecindtati ale lui x.
2) In spatiul topologic (R,tg), familia U, :{(x—l, x+lj/ ne N*}
n n
este un sistem fundamental numarabil de vecinatati ale lui X.
3) in spatiul topologic (C,tc), familia U, ={B(zr)/r >0} este un
sistem fundamental de vecinatati ale lui z
4) In spatiul topologic (C,t), familia U, ={B(Z,1j/ nzl} este un
n
sistem fundamental numarabil de vecinatati ale lui z

Teorema 1.2.8. Fie (X,r) un spatiu topologic, sirul (Xn )neN de elemente
din X, x e X s1 U, un sistem fundamental de vecinatati ale lui x.
Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:



1) Iim X, = X;
nN—o0

2) (V)UeU,=@3)n; eNcux,eU,(V)n=n;.

Corolar 1.2.9. Fie sirul de numere reale (Xn )neN si Xxe R.

Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

1) lim X, = X;
N—o0

2) (V)e>0=(3)n, € N cu proprietatea [x,—X <&, (V)n=n,.

Corolar 1.2.10. Fie sirul (z, )neN de numere complexe si ze C.

Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

1) lim z, = z;
N—0

2) (V)e>0=(3)n, € N cu proprietatea ‘Zn - Z‘ <g, (V)n=n,.

1.3 Interiorul si aderenta unei multimi

Definitia 1.3.1. Fie (X,r) un spatiu topologic, Ac X siun punct Xe X.
X se numeste punct interior al lui A, dacd multimea A este vecinatate
pentru X, adicd AeV,.

Se noteazd cu A= {x € X/ Xeste punct interior al lui A}.

Multimea A se numeste interiorul lui A.

Exemplu
Fie spatiul topologic (R, 1) si A=[a,b abeR a<b.

Atunci A=(a,b).
Propozitia 1.3.2. Fie (X,r) un spatiu topologic si Ac X.

o

A are urmatoarele proprietati:
a) /OA\C A;

b) Ac B= Ac B:
o(ane)-ae:

d) A este multime deschisa daca si numai dacd A= A;



e) A=u{D/Dert, Dc A}, adica interiorul lui A este cea mai mare
multime deschisa continuta in A.

Definitia 1.3.3. Fie (X,r) un spatiu topologic, Ac X siun punct Xe X .
X se numeste punct aderent al lui A, daca pentru orice vecinatate
VeV, =>VnA+£J.

Se noteazi cu A = {xe X/ X este punct aderent al lui A}.
Multimea A se numeste aderenta, sau inchiderea lui A,

Exemplu
Fie spatiul topologic (R, tg) si A=(a,b), abeR a<b.
Atunci A =[a,b].

Propozitia 1.3.4. Fie (X,r) un spatiu topologic si Ac X.
A are urmatoarele proprietiti:

a) Ac A;

b) AcB= AcB;

¢) AUB=AUB.

Teorema 1.3.5. Fie (X,r) un spatiu topologic si Ac X.
A este multime inchisi, dacd si numai daci A= A.

Propozitia 1.3.6. Fie (X,r) un spatiu topologic si Ac X.
Atunci sz{F/ F=F, Ac F}, adica aderenta lui A este cea mai mica
multime inchisd care o include pe A.

Definitia 1.3.7. Fie (X,r) un spatiu topologic si Ac X. Multimea

Fr(A)= An [ X\ A} se numeste frontiera lui A.

Exemplu. Fie spatiul topologic (R, tr). Frontiera lui [a,b] este {a,b}.

1.4 Puncte de acumulare

Definitia 1.4.1. Fie (X,r) un spatiu topologic si Ac X . Un punct X e X
se numeste punct de acumulare al multimii A, daca pentru orice vecindtate
VeVy=V\{x)nAzD.



Se noteazi cu A’ = {x e X/ X este punct de acumulare al lui A}.

Propozitia 1.4.2. Fie (X,r) un spatiu topologic si Ac X.
A’ are urmatoarele proprietati:

a) AcA;

b) AcB=> A cB;

¢) (AUB) = AUB';

d) A=AUA'.

Propozitia 1.4.3. Fie (X, 1) un spatiu topologic, Ac X si xe X..

Sunt echivalente afirmatiile:

a) xe A’ ;

b) (3)(x, )neN un sir de elemente distincte din A, cu x, # X, (V)ne N,

astfel incat lim X, = X.
nN—0

1.5 Spatii compacte

Definitia 1.5.1. Fie (X, ty ) un spatiu topologic si Ac X . O familie de
parti ale lui X, (D, )iel se numeste acoperire a lu1 Adaca Ac U D;.
iel
Daci D; € 1y, (V)i €|, atunci acoperirea se numeste deschisd.

Se spune ca din acoperirea (Di) se poate extrage o subacoperire

iel
finita, daca existda un numar finit de multimi Dil,Diz,...,Din, astfel Incat

Ac Dil ) Di2 U...u Din'

Definitia 1.5.2. Un spatiu topologic separat (X, Ty ) se numeste compact,
daca din orice acoperire deschisa a lui X se poate extrage o subacoperire finita.

Exemplu
Spatiul topologic (R,’ER) nu este compact, deoarece din acoperirea

deschisa {(~ n,n)j_y nu se poate extrage o subacoperire deschisa.

Definitia 1.5.3. Fie (X,r) un spatiu topologic separat. O multime
K) este compact.

K < X se numeste compactd, daca spatiul (K, T

Teorema Borel-Lebesgue. Orice multime inchisa si marginitda K c R
este compacta.



Observatii

1) Orice multime finitd dintr-un spatiu topologic separat este compacta.

2) O submultime a unui spatiu topologic compact nu este totdeauna
compacta. De exemplu, X = [aj b] este compact, dar (a, b) nu este compact.

Teorema 1.54. Fie (X,r) un spatiu topologic separat si o multime

K < X . Atunci sunt echivalente urmatoarele afirmatii:

1) K este compacta;

2) Din orice acoperire deschisa a lui K se poate extrage o subacoperire
finita.

Definitia 1.5.5. Un spatiu topologic (X, ’C) se numeste local compact
daca orice punct din X are o vecindtate compacta.

Exemple
1) Orice spatiu compact este local compact.
2) (R,’CR) nu este compact, dar este local compact, deoarece orice punct

x € R este punct interior unui interval [Xx—g&, X+&| &> 0, care este 0 multime
compacta.

Teorema 1.5.6. Fie (X,ty ), (Y,Ty) doua spatii topologice separate,
f: X >Y si Ko multime compacta din X.
Atunci f(K) este compactd in Y.

Teorema 1.5.7. Fie (X,’CX) un spatiu topologic separat, K o multime
compacta din Xsi f : K — R. Atunci f este marginita si 1si atinge marginile.

1.6 Topologia unui spatiu metric

Definitia 1.6.1. Fie X o multime nevida. O functie d: Xx X —> R se
numeste distantd (metricd) pe X daca:

1) d(x,y)>0pentru x = y; d(x,x)=0,(V)xe X (pozitivitatea);

2) d(x,y)=d(y,x) (V)x,ye X (simetria);

3) d(x,z)<d(x,y)+d(y,z) (V)X Y.ze X (inegalitatea triunghiului).

Definitia 1.6.2. Perechea (X,d) formati din multimea nevidad X si

distanta d se numeste spatiu metric.
Elementele din X se numesc puncte, iar d(X, y) este distanta de la Xla y.



Exemple
1) (Rd)unded:RxR— R, d(X,y)=|x—Y| este spatiu metric.

2) (C,d)unded:CxC >R, d(z-2)= ‘21 — Zz‘ este spatiu metric.

n

3) (Rn,d)unde d:R"xR" >R, d(xy)= \/Z(Xi —y; )’ pentru

i=1
X = (X, X5 5ees X3 )b Y = (V15 Y2--n Yy ) €Ste spatiu metric.

Definitia 1.6.3. Fie (X,d) un spatiu metric.
Multimea B(x,r)={ye X/d(x,y)<r} (r>0) se numeste bila deschisi

de centru X si de razar.
Multimea B'(x,r)={ye X/d(x,y)<r} (r>0) se numeste bila inchisd

de centru X si de razar.

Exemple

1) Fie (Rd)unded:RxR— R, d(x,y)= IX=y.
Atunci B(x,r)=(x—r, x+r), adica bila deschisd de centru X si razi r coincide
cu intervalul deschis (X—r, X+r).

2) Fie (Rz,d)unde d(x y)=y (4= f +(% —y,)* . Atunci bila

deschisd de centru X si raza r coincide cu multimea punctelor din discul cu
centrul in X = (X, X, ) si de raz r, fara circumferinta sa.

3) Fie (R3,d)unde d(xy)= \/(x1 — v, )+ (% =y, ) + (X —y;)* . Atunci
bila deschisd de centru X si raza r coincide cu interiorul sferei centrate in
X = (X, %,,X; ) si de razar.

Propozitia 1.6.4. Orice spatiu metric este un spatiu topologic.

Propozitia 1.6.5. Bila deschisa este 0 multime deschisd, iar bila inchisa
este o multime inchisa.

Propozitia 1.6.6. 1) Orice spatiu metric este un spatiu topologic separat.
2) Limita unui §ir convergent intr-un spatiu metric este unica.

Teorema 1.6.7. Fie (X,d) un spatiu metric, (X, )neN un sir de puncte din

Xsi X e X. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

1) X=lim X,;
N—o0

2) pentru orice & >0 existi n, € N astfel incat d(x,,X)<e oricare ar fi
nzn.;

togd



3) lim d(x,,x)=0.
N—o0
Propozitia 1.6.8. Fie (X,d) un spatiu metric, (X, )neN un sir de puncte

din X si x= lim X,. Atunci orice subsir al sirului (X, )neN este convergent si are
n—o0

limita X.

Definitia 1.6.9. Fie (X,d) un spatiu metric 5i Ac X . Multimea A se
numeste mdrginitd daci existi X, € X si r > 0 astfel incat Ac B(X,,r).

Propozitia 1.6.10. Intr-un spatiu metric orice sir convergent este marginit.
1.7 Spatii metrice complete

Definitia 1.7.1. Fie (X,d) un spatiu metric. Un sir (X, )neN din X se
numeste §ir Cauchy daca pentru orice €>0 exista n, e N astfel incat
d(Xy,Xn)<e (V)nm>n,.

Propozitia 1.7.2. Fie (X,d) un spatiu metric. Atunci au loc urmatoarele
afirmatii:

1) Orice sir convergent (X, )neN din X este sir Cauchy;

2) Orice sir Cauchy este marginit;

3) Daca sirul (X, )neN confine un subsir convergent la X, atunci

lim X, = X.
N—o0

Definitia 1.7.3. Spatiul metric (X,d) se numeste complet daci orice sir
Cauchy din (X, d) este convergent.

Exemple
1) (Rd)unded:RxR— R, d(x,y)= [x—y| este spatiu metric complet.

n
2) (Rn,d)unde d:R"xR" >R, d(xy)= \/Z(Xi —y;)* este spatiu
=
metric complet.

Principiul contractiei. Fie (X,d) un spatiu metric complet si T : X — X
o aplicatie cu proprietatea:

d(T(x)T(y)<c-d(x,y), (¥)x,yeX, undeceR 0<c<l.

Atunci ecuatia T(X) = X are solutie unicd, care se poate obtine iterativ:



X1 :T(Xn), ne N, cu X, € X dat.

Definitia 1.7.4. O functie T: X — X cu proprietatea ca exista 0 <c<1
astfel incat d(T(x).T(y))<c-d(x,y), (V)X ye Xse numeste contractie de

coeficient C.
Solutia dati de procesul iterativ X,,, = T(X, ), ne N, cu X, € Xdat se

numeste punct fix pentru functia T.

1.8 Spatii normate. Spatii Banach

Definitia 1.8.1. Fie X un K-spatiu vectorial (K este R, sau C). O aplicatie
H . H X — R se numeste normd pe X daca:

D M=0x=0 (V)xeX;
2) o x| =lod-[X] (V)(e,x)e Kx X

3) [x+ vl <X+ vl (9)(xy)e X X.
) se numeste spatiu normat. Numarul HXH se citeste

norma lui X.
Daca corpul K este corpul numerelor reale, spatiul (X

N ) se va numi

spatiu normat real.
Daca corpul K este corpul numerelor complexe, spatiul (X

,-)seva

numi spatiu normat complex.

Observatia 1.8.2. Fie (X, . ) un spatiu normat. Aplicatia d: X x X - R
definitd prin d(x, y)=|x=y| (V)(x y)e Xx X este o distanti pe X, de unde

rezultd ca orice spatiu normat este spatiu metric. Reciproca nu este adevarata.
De exemplu, Q este spatiu metric relativ la distanta euclidiand, dar nu este spatiu
normat (nu este nici spatiu vectorial).

Exemple
1) Pentru orice X = (X, X,,....X,)e K", (K =R, K =C) definim:

{2 ] 4= 3l I, = ma|
(K™ el -

) sunt spatii normate.
OO
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2) Fie A o multime nevidd si B(A) multimea functiilor mirginite
f:A—R. Atunci (B(A),

: H)unde H f H = sup‘ f (XX este spatiu normat real, iar
XeA

norma definita astfel se numeste norma uniforma.

Definitia 1.8.3. Un spatiu normat care este metric complet relativ la
distanta din Observatia 1.8.2 se numeste spatiu Banach.

Exemple

1) R" este un spatiu Banach relativ la norma euclidiana:

¥ = U+ + 42, (V) x= (XX Xy )€ R™.

2) Fie m multimea sirurilor marginite de numere reale. Pentru orice

X = (X, ).n> X€M aplicatia ||X| =sup|x,| este o norma pe m si cu aceasta m
neN

devine un spatiu Banach.
3) Fie ¢ multimea sirurilor convergente de numere reale. Pentru orice

X:(Xn)neN, xecC aplicatia |X|=sup|X,| este o normd pe C si cu aceasta C
neN

devine un spatiu Banach.

Definitia 1.8.4. Fie (X, : H) un spatiunormat si a€ X .

Multimea B(a,r)={xe X/|x—a|<r} (r>0) se numeste bila deschisa
de centru asirazar.

Multimea B'(a,r)= {Xe X/ HX— aﬂ < r} (r >0) se numeste bila inchisi
de centru asirazar.

Observatia 1.8.5
Topologia asociatd normet H : H este:

Ty = {Dc X/(¥)xeD, (3)r >0 pentru care B(x,r)c D}u {J}.

(X,tH,H) este un spatiu topologic, in care se poate defini notiunea de
convergent a unui sir.

Fie (X, . H) un spatiu normat, (Xn )neN un sir din Xsi ae X.

Atunci limx, =a< (V)e>0, (3)n, e N astfel incat Hxn - aﬂ <eg
N—o0

pentru (Y)n>n,.

Observatia 1.8.6
Intr-un spatiu normat are sens notiunea de serie convergenta.

11



Definitia 1.8.7. Fie (X, H) un spatiu normat si (Xn)neN un sir de

o0

elemente din X. Seria Z X, se numeste convergentad in X cu suma S, daca sirul
n=1
sumelor partiale (s, )neN unde S, =X + X, +...+ X, (V) neN’, este

convergent in X si are limita S, adica 11mHX1 + X5+ X, — Sﬂ
N—o0

Definitia 1.8.8. Seria an se numeste absolut convergentd, daca seria

n=1
o0

de numere reale si pozitive ZHXHH este convergenta.
n=l1

Teorema 1.8.9. Intr-un satiu Banach orice serie absolut convergenta este
convergenta.

Teorema 1.8.10. Fie seria an in spatiul normat ( , H) si seria de

n=l1
0

numere pozitive Zan convergentd, astfel incat existd un rang N, e N cu
n=l1
proprietatea [X,|<a, (¥)nxn,.

Atunci seria Z X, este convergenta in X.
n=l1

1.9 Aplicatii

Fie X = {1, 2,3,4, 5}. Sa se arate care din familiile urmatoare de
parti ale lui X este topologie pe X:

T =42, X, Al L 23, 11,3}, 2, 4441, 2, 43,11, 3, 4}
2,

T, ={@, X, {1, 2}, {1, 3} {1,2,4},{2,3,4}1,{1,2,3,4}};

T3 =12, X, (2,3}, 31.3,4,5},{2,3, 4, 5};.

Indicatie de rezolvare

T, nu este topologie pe X, deoarece {1, 2}, {1, 3}6 T, dar
1,2} 1,3} =1{1,2,3} ¢ 1,.

T, nu este topologie pe X, deoarece {1, 2, 4}, {2, 3, 4} € 1,, dar intersectia
lor {1, 2,4}~ {2,3,4}=1{2,4} ¢ 1,.

Pentru 15 se verifica toate conditiile din definitia topologiei, deci este o
topologie pe X.
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Sa se arate ca intersectia unei familii infinite de multimi deschise nu
este intotdeauna multime deschisa.

Indicatie de rezolvare
Se considera familia de multimi deschise (A, )neN*, pentru care

11 * . % . .
A, = (——,—j, (V)ne N". Atunci N A, = {0}, care este o multime inchisa.
nn n=1

Sa se arate cad reuniunea unei familii infinite de multimi inchise nu
este intotdeauna multime inchisa.

Indicatie de rezolvare
Se considerd familia de multimi inchise (A, )neN*, pentru care

1 . Y .
A, = {— ,1} (V)neN ". Atunci care nu este o multime inchisa.
n

Daci A este o multime deschisa, sd se arate ci Ac A.

Indicatie de rezolvare

Multimea A este deschisd, daca si numai daca A= A.

Cum Ac A= Ac As AcCA.

Daca A este 0 multime inchisa, sa se arate ca A c A.

Indicatie de rezolvare
Multimea A este inchisa, daca si numai daca A=A .

Cum /OA\C A= /OA\C A= /OACA.

Fie X = {1, 2,3,4, 5}, pe care se considera topologia urmatoare:
1={@, X, {441, 21,01, 3,4}, {1, 2, 5}, {1, 2, 3, 4}}.

a) Sa se determine punctele interioare multimii Ac X, A= {1, 2, 3};

b) Sa se determine punctele exterioare ale lui A;

¢) Sa se determine punctele frontiera ale lui A;
d) Si se determine punctele de acumulare pentru multimile B = {3, 4, 5} si

C={2} din X.

13



Indicatie de rezolvare

a)le{l,2jc A 2e{,2lcA=1eA 2€A.

3 nu este punct interior al lui A, deoarece el nu apartine nici unei multimi
deschise, inclusa in A;

b) Punctele exterioare lui A sunt punctele interioare ale multimii
complementare lui A.

CA= {4, 5} = (CAJ = (J, deci nu exista puncte exterioare lui A,

A {3, 4,5};

'=1{5}.

¢) Fr(A)=An
d) B'={3,4}

-FIGA{

acumulare A'.

1 1 : :
Y } Sa se determine multimea punctelor de
n’

Indicatie de rezolvare
Se demonstreaza ca 0 e A’, adica pentru orice vecinatate V a lui 0, se
verifica (V\{0})n A= Q.

. . . 1 1
Fie ny € N” arbitrar si vecinatatea V = (— —, —j eV,.
Ny Ny

Rezulta ca K— i, LJ \ {O}} NA#D, deoarece apartine

n, N Ny +1
intersectiei.
Se aratd cd nu mai existd nici un punct de acumulare pentru multimea A.
. * 1 e
Fie XyeA X, #20=(3)n, e N  astfelcax,=—. Se considerd
No

: : 1 1
vecinitatea punctului X,, de forma V =(x, —¢, X, +&), £=—— :
Ny Ny+1

Rezulti (V \ {X;})" A=, deci X, nu este punct de acumulare.
Astfel, A’ =1{0}.

1.9.8 Fie multimea A:{XGR/X:1+ ; n,meN*}. Sa se

determine multimea A'.

14



Indicatie de rezolvare
Se considera multimile

An:{XER/X:l+l, (v)meN*}, (V)neN”.
n m

Atunci A, c A= Ah’ c A, Cum Ah' = {l}, rezultd ca multimea
n

1 1 : : . . .
B= {O, 1, 5,...,—,...} < A'. Se demonstreaza incluziunea inversa, adica A' < B.
n

Pentru aceasta, fie un punct X, € A'= (3)(x, )n c A X, # X, astfel incat
lim X, =X,. Cum X,€A=>X,=Y,+2,. Fie z=1lmz, s1 y=Ilmy,.
n—o0 nN—o0 nN—o0

Rezultd cd X, =y+2z. Dacd y=z2=0= X, =0€ B. Daca y¢0:>(yn)n este

un sir stationar s1 lim z, =z=0, deci X, =yeB.
N—o0

Rezulta, astfel ca A" = B.

. 1 2 2" —1 g 9
1.9.9 a) Fie A={—,—,..., , NeN:. Sa se demonstreze ca
AL 2"
A=[o0,1];
b) Fie multimile B:u(l—L,l+i), Blzu[l—i,l+L]
n=\n 20 n 20 n={n 20 n 20

Sa se calculeze B, B, B.

Indicatii de rezolvare
a) Ac[0,1]]= A c[0,1] . Pentru a demonstra incluziunea inversa, se

2"-1
considerd un punct X € [0,1]: U {I—, | +1} = (EI)Xe [I—, | +1}
=0 2[’] 2n 2n 2”

: : . 1 <
Prin urmare, pentru orice vecindtate V = (X— g, X+ 8), €> 7 rezulta

VAA£D sideci A=[0,1].

b)
B= U, undeun:(l_i,hi, |1=(9,2], |2=(i,£j.
n=1 n 20 n 20 20 20 20 20

Searataca B=1,Ul, U —L,é
20 60

T g

_ [19 21 o 11 1 23
B=| =, 2 |u|l =, —|u|-—,=2
{zo 20} {20 zoJ { 20 60}
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19 21 9 11 1 23
SEENEMNEE)
20 20 20 20 20 60

1.9.10, Si se demonstreze ci multimea A= (0,1)nQ nu este compacta.

Indicatie de rezolvare
Presupunand, prin reducere la absurd, ca A este compacta, rezulta ca din
orice acoperire deschisd a sa, se poate extrage o subacoperire finita.

Fie Ac U _D,, unde Dn:(l,lj, (V)neN".
neN n
k

Fie ny <n, <.. <nk:>AC|U1D unde D, €D, c..c D,

1
Rezulta ca Ac an = AcC (—, IJ , ceea ce este fals, deoarece € A, dar
N

n, +1

1 : 9 .. <
" & [—, lj. Deci, presupunerea facutd este falsa si A nu este compacta.
ne + Ny

1.9.11) Sa se arate ca (R,d)unded:RxR—> R, d(x,y)= ‘ Y este
1+[x—y|

un spatiu metric.

Indicatie de rezolvare
Se verifica imediat cd d(x,y)>0pentru x=y; d(x,x)=0 (V)xeR si

ca d(x,y)=d(y,x), (¥)xyeR.

Pentru a demonstra inegalitatea triunghiului se utilizeaza inegalitatea:
o+B _of+B el B

L+[a+p| = 1+|a|+[B|  1+]of

, inegalitate ce se obtine din faptul

ca functia (k)= este crescatoare pentru A > 0.

Rezulta ca
d( )= AL xoy)+ly-2) _ x-y | [y-2

_1+‘X_Z‘_1+‘(X—Y)+(Y—ZX_1+‘X—y‘ 1+|y-2 =d(x y)+d(y.2)
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Fie s multimea sirurilor de numere reale. Sa se arate ca aplicatia
-1 X = Yal
2” 1+\x Yol

X L ‘ n _yn‘
2" 1+[Xy = Yy

d:sxs—> R d(x, y) este o distantd, dar aplicatia

de:sxs—> R d(x y) = k>1 fixat nu este o distanta.

Indicatie de rezolvare
Pentru aplicatia d se verifica conditiile distantei, iar pentru d, se arata ca

dy (%, y)=0pentru X#Y.

1.9.13 Si se arate ci multimea L*([a,b]) a functiilor continue
f :[a,b] = R este un spatiu normat relativ la:

ufu—[ﬂfwdtJ -

Indicatie de rezolvare
Conditiile 1) si 2) se verifica imediat. Pentru conditia 3) se utilizeaza
inegalitatea

ﬁ[”“(t% g(t)f dt}>0<:>

(o] ko) o

Tindnd seama de semnul trinomului de gradul doi, rezulta ca
discriminantul A <0, adica:

ﬁ‘ f(f )g(t}dtJ —U’.‘ f (tx2 dt] : U)-‘g(t)(z dt] <0. Extragand radicalul, se va

obtine imediat conditia 3) din definitia normei.
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Capitolul 2
SIRURI SI SERII DE NUMERE
2.1 Siruri de numere reale. Puncte limita. Convergenta

Definitia 2.1.1. Fie sirul (x, ).y de numere reale. Un numdr real a se

numeste punct limitd al sirului considerat, daca in orice vecinatate a sa, se afla o
infinitate de termeni ai sirului.

Notandu-se cu A multimea punctelor limitd pentru sirul (Xn )neN ,

marginea superioara a multimii A se va numi limita superioarda a sirului, iar
marginea inferioara a multimii A, se va numi limita inferioard a sirului
considerat.

Se va scrie: L =sup(A)=limsup(x,) si £ = liminf(x, ).

N— N—0
Exemple

. . [ Nm C
1) Sirul cu termenul general X, = sm(;), ne N are ca puncte limita

V2 A2

pe —1,—7,0,7,1 sidect L=1s1 /=-1.

2) Sirul cu termenul general X, = l, neN" vaavea L=/=0.
n

Definitia 2.1.2. Sirul (X, )neN se numeste convergent, dacd existd un
numar X, astfel incat pentru (V)e>0, (3)n(e)e N, astfel incat pentru
(V)n>n(e) sa se verifice ‘Xn — X‘ <E.

Numarul real X cu proprietatea de mai sus, se numeste limita sirului

(X, )neN s1 se va scrie r%i_r){.lo(xn): X.

Dacd un sir (X, )., €Ste convergent, atunci L = /.

Definitia 2.1.3. Un sir care are limita infinitd, sau un sir pentru care cele
doua limite, inferioard si superioara sunt diferite, se numeste sir divergent.

Teorema lui Weierstrass. Orice sir monoton §i marginit este convergent.

Teorema Toplitz. Fie o matrice infinita de numere reale
A=(a, )(m neN"x N* €U proprietatea ca exista M e Rj_ astfel incat:

A |+ |+ -+ Ay + - <M, (¥)ke N
Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
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1) Pentru orice sir convergent de numere reale (X, )n sirul (y, )n definit

prin Yy, = Zank X, este convergent si lim y, = lim X;;
k=1 N—o0 N—o0

2) (i) lim &y, =0, (V)meN";

(ii) r%gn( Ay A +.a)=1.

Consecinta 1. Daca in Teorema Toplitz se modifica 2.(i1)) in
(3) lim Zanm = / < o0, atunci afirmatia 1) devine (3) lim y,, = /- lim X,.
N—o0 N—0

N—o0
m>1

Teorema Cesaro-Stolz. Fie sirul (a, )neN oarecare si (b, )neN monoton

crescitor de numere pozitive, cu limb,=c. Atunci, dacd existd

N—0

. Ay, —a, . - o :
lim —/———— =/, va exista si lim — si cele doud limite vor avea aceeasi
n—o — N—c0

n+1 n n
valoare.

Indicatie de rezolvare

. v e . . a, —a, . .
Se aplica Teorema Toplitz sirului (X,)., X, = b”—”l, iar sirul dublu
n =~ ~n-1

b .
(Aﬂm)n,meN’ Ahk_ bkla k<nsi Ay =0, k>n.
n

. e -b b,-b :
In aceste conditii hm[b1 0. % +...+”b—”_1-XnJ = lim x, =/¢.
n

N—c0 h N—c0
—b b, —b a *

De asemenea, b =5y Xy At Ly =N (Y)ne N,
n bn bl’]

Consecinta 2. Daci (a, )n, (b, )n sunt doud siruri de numere reale cu

proprietatile:
1) lim » b =0, b, eR v)n;
)n_mz k , (v)
2) (3 )hman—a,
N—00

a, b +..+a,-b
Atunci (3) lim Dyt 8By
n—o by +..+b,
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Criteriul radicalului
Daci sirul (a, )n este convergent si are termenil pozitivi, atunci

lim Y/a, -a, -...-a, = lim a,,.
N—>0 N—0

Indicatie de rezolvare
Se aplicd teorema Cesaro-Stolz pentru sirurile (Iga, )n si b, =n. Atunci

lim lga, +1ga, +...+1ga,

n—oo n n—oo

= lim Iga, = lim lgY/a, - &, -...-a, = lim Iga,,,
N—>0 n—co

de unde rezulta lg( lim Q/ a -y ... Q, j = lg( lim an) si de aici cerinta

N—c0 N—o0

problemei.

Criteriul raportului

a .
Nl daca

Daci sirul (a, )n are termenii pozitivi, atunci lim §/a, = lim
n—oo n—w an

ultima limitd exista.
Criteriul produsului
Fie sirurile (X, )n marginit si (a, )n convergent la zero. Atunci sirul

produs (x, - a, ),, este convergent la zero.

O reciproca a teoremei Cesaro-Stolz
Daci (a,, )n, (b, )n sunt doua siruri de numere reale cu proprietatile:

)b, eR’, b,=b,,, (V)neN;
2) (3) lim 20 = feR;

Nn—oo h

3) (3) lim b _pe R\{1};

N—0

n+1
. . a . —4
Atunci (3) lim L =y
0 by, = by

Criteriul general de convergenta al lui Cauchy. Conditia necesarad si
suficientd ca un sir (Xn)neN sa fie convergent este ca pentru

(v)e>0,(3)n(e)e N, astfel incat pentru (V)n>n(e) si pentru (V)pe N", si

se verifice ‘me - Xn‘ <eg.
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2.2 Siruri recurente

Definitia 2.2.1. Un sir (X, )n se numeste sir recurent, daca este definit de
o relatie de forma X, = (X, Xy 00 Xn i N>KCU X, Xp5..0, X, CUNOSCUL.
Numarul natural k se numeste ordinul relatiei de recurenta.

Recurenta de ordinul 1
Xpoy =& X, +b, N0, X, eR.
Cazul 1. a#0, b=0= X, ;=a-X,=>X,=a"-%,, (¥)neN.
Cazul2. a=1, b#z0= X, =X, +b=Xx,=n-b+X%;, (V)neN.
Cazul3.b=0, ae¢{0,l}= x,,, =a-x,+b, (¥)neN.
Se cautd un sir cu termenul general de forma y, = X, +a, aeR.
Yo —a=a-(y,—a)+b=y,, =ay,+a-(I-a)+b. Impunem conditia
a-(1-a)+b=0 si rezultd Yo =@ Y, = Yp=2a"y, si  deci

X, :an'(xo+alilj+at—)l’ (V)neN.

Recurenta de ordinul 2

a-X,,+b-x,+c-x,,=d, n>1L ab,cdeR.

Observatie: Printr-o translatie a sirului (X, )n se poate obtine o recurenta
de forma a- X,,; +b-x,+¢c- X,y =0, n>1, ab,ceR.

Pentru aceasta problemd, se cautd solutii de forma X, = r", r=0.
Inlocuind aceasta in relatia de recurentd, vom obtine ecuatia a- r’+b-r+c=0,
numitd ecuatia caracteristicd asociata recurentei.

Se disting trei cazuri:

Cazul I: Dacd A >0 ecuatia caracteristicd are doud radacini reale si
distincte 1,1, .

Lema 1. Sirurile cu termenii generali y,=1", z,=r,,, neN sunt
solutii ale relatiei de recurenta.

Lema 2. Orice combinatie liniard a sirurilor y, =1,", z,=ry, neN
este solutie a relatiei de recurenta.

Lema 3. Solutia generali (x,). a relatiei de recurentd si sirurile

n
(¥n )n, (z, )n sunt liniar dependente.

Prin urmare, solutia generald a relatiei de recurenta este:
X, =A-r"+B-ry;, neN, ABeR.

21



CazulIl: Daca A=0=1 =1, =T. .

Lema 1. Sirurile cu termenii generali y, =r", z,=n-r" sunt solutii ale
relatiei de recurenta.

Lema 2.Orice combinatie liniari a sirurilor (y, )n, (z,).. este solutie a

n
relatiei de recurenta.

Lema 3. Solutia generali (x,) a relatiei de recurentd si sirurile

n
(yn )n, (z, )n sunt liniar dependente.

Prin urmare, solutia generala a relatiei de recurenta este:
X, =(A+B-nk", neN, ABeR.

Cazul III: Dacd A<0=>r1, =p-(cosO+i-sin@), r, =p-(cosd—i-sinB)
Lema 1. Sirurile cu termenii generali y,, =p" -cosn@ si z, =p" -sinnO
Sunt solutii ale relatiei de recurenta.

Lema 2.Orice combinatie liniari a sirurilor (y, )n, (z,), este solutie a

n
relatiei de recurenta.

Lema 3. Solutia generala (Xn )n a relatiei de recurentd si sirurile
(y, )n, (z, )n sunt liniar dependente.

Prin urmare, solutia generala a relatiei de recurenta este:

X, =p"-(Acosn+Bsinnd), neN, ABeR.

Observatie: Pentru relatii de recurentd de ordin superior lui doi se
procedeaza similar, urmand urmatoarele etape:

1) Se scrie si se rezolva ecuatia caracteristica.

2) Se scrie solutia generala a relatiei de recurenta ca o combinatie liniara a
solutiilor partiale.

2.3 Aplicatii

Sa se determine punctele limita pentru urmatoarele siruri :

n
n+1
a)u, =a"!) P u, =(1+Cosnn) :
n n

¢) u, :sin¥; d)u,=(-1)" Un.
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Indicatii de rezolvare

5 1 1 1 L
a) Pentru n numdr par, u,=—+——>— . Pentru N numdr impar
a n a

1 : . 1
U, =a+——a . Deci punctele limitd sunt a1 —;
n a

b)csi -
(]

V2 W2

c) _1>_ 909 313
2 2
d)-1.1.

Sa se determine limitele inferioard i superioara pentru urmatoarele
siruri

1+(=1)" no N
a, = -1) - ;
2) 2 1) 2n+1
b) a L pgin2n
n_n 9
"1
c) an—£1+ﬁ) '{§+(—1)n}+cosn—.

Indicatii de rezolvare
a) Se determind punctele limita ale sirului. Pentru N numar par

3 . . n 1 .
— —, 1ar pentru N numar impar a, =-— — ——. Deci
2n+2 2 2n+1 2

a, =1+

: . 1 :
multimea punctelor limita este L = {— 5,%}, de unde rezultd cd limsup a,, :%
n—oo

st liminf a, :—l;
N—o0 2

b) limsupa, =2 si liminf a, =%;

N—o N—0

¢) limsupa, = E'e+1 st liminf a,, = _£
N—>o0 2 N—o0

m Folosind teorema lui Weierstrass sd se studieze convergenta

urmatoarelor siruri :
n

a)a, = b)a,=a+a,;, a>0, a=0;

(n)
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2
n-1

a
©) an:%(an—l"'—a }a>0,ao >0; d) anzg— ,8,=0,0<a<l;
a

n-1
2
e)a,,=a,(l1-a,).,0<a,<1; Ha,=1+—, a,=1.

n-1

Indicatii de rezolvare
a) Sirul (a,),_, este cu termenii pozitivi, iar raportul

a 1 (n+D)" 1 1"

ml - ( ) = J1+—=| <——-e<L(V)ne N, de unde rezulta
a, n+1 " n+1 n

ca sirul este monoton descrescator. Cum toti termenii sunt pozitivi, sirul va fi

marginit inferior de 0, deci este convergent. Pentru calculul limitei, daca

¢ = lim a,,, introducand limita in relatia de recurenta
N—o0

n
an =4, L(l—kl) ,sevaobtine /=7-0-e,deunde /=0;
n+1 n

b) Sirul (an )neN este un sir de numere pozitive si monoton crescator,

demonstratie ce se poate realiza prin inductie matematicd dupa n. Presupunand
ca ar exista /= lim a,,, aceasta va trebui sd verifice relatia de recurentd, adica

N—o0
{=~a+/, de unde (?—r-a=0 s se obtin
1++1+4a 1-Vl+4a . o
by =——, [, = —& & Cum /, <0 nu convine, termenii sirului
fiind pozitivi, rezultd ca limita posibila /;

Cum sirul este crescator, adica a, | <a, si

an_ a a
a =+a<a,, (V)neN,n>2  rezulti —L<I, —1:£<1, de unde

an an an

a . . o e qe e - .
— < +/a. Din relatia de recurenta ridicatd la patrat, se va obtine aﬁ =a+a,,
an

.. a a. C e . . .. .
adica a, =— + oL Ja+ 1, (V) ne N*, adica sirul este maginit superior,
an an

deci este convergent, iar ¢, este limita sa.

Folosind teorema Cesaro-Stolz, sa se calculeze urmatoarele
limite :
1 1

1+ +..+—

a) lim —*: b) lim  p+1>0;¢) lim—2 n.

n—o 2N N—>o0 n p+1 N—>o n

1P+2P+...+nP
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1 ! I 1+ : +..+ :

+ ot — =

d) limM; e) lim V2 \/ﬁ;
N—>c0 Inn N—>o0 \/ﬁ

) lim 1++/2 +.. +\/_ Q) lim a+b a\/_+b +a\/ﬁ+b
n—>c0 nv/n s nl c+d c\/—+d ~ c/n+d)

Indicatii de rezolvare
a) Cu notatiile din teorema Cesaro-Stolz, se considera a, =n, b, = 2" de

unde rezulta lim a, =0;

N—>o0
b) Pentru a,=17P +2P + . +nP b, =nP", rezultd ca
. @y —a, .. n+1)°
lim n+1 N _ i ( +1) =
e by — b, ”%w(n+1)p —nP*
_ Cp-nP+Cp-nP'4+. +CP -
= lim 0 p+1 1 p p+1 p+1 -
0 Coyy NPT +CpynP +..+Coly —n p+1
a a ) 1
C) hmM:hm—zo;
Nn—oo er_l _bn N—o0 n+1
b
. Ay —a .
d) lim 1 = Jim n+1 =
n—o P, —b, n—>001n(n+1)—lnn
;
. 8ny — 8y AN+l Jn+1+4/n
g lim =" = lim = lim ———=2
e P —b, noweyn+l \/_ nowo  +/N+1

0:9 2

Sa se calculeze limitele urmatoare :

a) lim¥Yn! ;b) lim YInn ;c) lim ﬂ

n—oo n—oo n—-o N

d) lim %Q/(n+l)(n+ 2).(2n); € lim (Q/ﬁ!— nm) :
) lim Q/(a+1)(a+ 2).(a+ n),a>_1;

n!

N—o0
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Indicatii de rezolvare

a) lim Yn! = lim(— %0
n—oo n—oo n!
b) lim ¥Inn = lim In(n+1) _ :

n—oo n»o Inn

C)

R N
Im —=Ilmp—=lm— = lim ——
n—wo N noo\n"  now ‘n-...- n ~ (n+1)
d)
lim L 9/(n+ 1)(n + 2)..(2n) =
n—ooo N
(n+2)n+3)..2n+1)2n+2)
4

= lim (n+1)™ = lim| n-(2n+1)(2n+2)- L
T o (n+1)n+2).(2n) oo\ N+l (n+1) e

nn

e) Se aplica teorema Cesaro-Stolz sirurilor a, =%¥n!, b, =n. Rezulta ci

(n+1)
n n+1
fim 37— g g gy (™1 tim (Vn! = "/(n—1));
nso N noo\n"  now n! e  nNoow
n"
1.

Fie (u,, )n un sir de numere pozitive, crescdtor si divergent.

.. u .
a) Si se arate ci dacd lim—"-=X1, AeR\{l} i
n—oo un_1

Uy + Uy +...+U,

lim =\, atunci k':L;
N—oo Up A—1

. u :
b) Si se arate ci dacd lim—"-=A unde AeR,\{l} , atunci
n—oo un_ p

U Uy Ft Uy AP

N0 Un_p A1

V)p>1;
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. u :
C) Si se arate cia daca lim—"-=A, unde AeR,\{l}, atunci
n—oo un_1

. u +u, +...+U
lim 1 2 n
N—0 Ul + U2 +...+ Un_l

. u :
d) Si se arate ci daci lim—" =2, unde AeR, \{l}, atunci
n—oo un_1

. uy +u, +...+U
lim 1 2 n

=P (V) p21.
n-p

Indicatii de rezolvare
a) Se considera a,=U;+U, +...+U,, b,=U, si se aplici Teorema

Cesaro-Stolz.

Rezulta
un
. a . U +..+uU .a . U A
lim 2 = lim —"—" = |jm "1 _ [im N — [im—"L =
n—o bn n—oo un n—oo bn — bn_1 n—o Un — un_1 n—o Up 1 A—1
un—l
) ) A
sideci A'=——;
A—1
b) U +..+U, U +..+U; U, Uy, Un—p+1
un—p Uy Up; Uno un—p
. U +..+U A AP
Rezultd lim — = A A=
oo Uy o A—1 A—1
U, +...+U u u._
1 n =1+ n =1+ n_, n-1 =
Uy +...+ U Uy +...+ U Uy U +...+Uy
C) u 1
=1+
un—l Ul +...+Un_1
Un g
Trecand la limita si tindnd seama de punctul b) se va obtine
. U +..+uU Ar—1
lim —! 14N —=A\.
N—0 Ul +...+Un_1 }\4

Utilizand criteriul general de convergenta al lui Cauchy, sa se
demonstreze convergenta sirurilor :
_sing;  sina, sina,, _ cosay | cos a, cosa,

a)u, = + +...+ ; b)) u, = et ——
) Un 2 22 N ) U 1.2 2.3 n(n+1)
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111 1 1
c) un—l——+§——+ (-1) s
1 1
Dn=14"47 [1+3(n=1)]-(1+3n)
e) un:—+L+...+ 1 ; f)u :_+L+'“+ 1 ;
2-5 3-6 (n+1)n+4)” 7" 1.2 2.3 nn+1)~
g) un:COSX+C082X+...+CosnX ; h)u :1+L+...+i'
3 32 3N ’ n 2 n2 ’

Indicatii de rezolvare
a) Fiind dat & > 0 arbitrar fixat, se va cauta un rang n(e)e N, astfel incat

pentru (V) n>n(e) si pentru (V)p e N, sa se verifice ‘ump — un‘ <eg.

ol AP ‘ Nl NP
- b
1 1 1 L 1 1
= I+—+...+ =—-|l-——|<—
2n+1 2 p-1 2n+1 1 2” 2 P 2n
2
1 ln1
si cum lim — =0 se poate gasi un rang, de exemplu n(a): —£ |41, pentru
n—>o0 2” In2

care ‘ump - un‘ < Ln <g, (V)n=n(e)(V)peN ", deci sirul este convergent;

2
1 1 o1
0 Uy, , —Upy|= -~ +..+ (=) :
)‘ e ”‘ N+l n+2 =) n+ p‘
Daca p este numar par, atunci
iyt = e A, L _
PN nel n+2 7 n+p-1 n+p)
( 1 1 j ( 1 1 j 1 1
= — + — +..+ — <
n+1 n+2 n+3 n+4 n+p-1 n+p
1 1 1 1 1 1 1 1
< - + — + — + — =
n+1 n+2 n+2 n+4 n+4 nN+p-2 n+p-2 n+p
1 1 1
= - <

N+l nN+p n+p
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Daca p este impar, atunci

u _u\:(1_1j+(1_1j++1<
P An+l n+2) \n+3 n+4) 7 n+p
1 1 1 1 1 1 1
- + - +ot - + =
n+1 n+2 n+2 n+4 nN+p-2 n+p-1 n+p-1
1

n+l

Cum lim b =0, se poate gasi un rang n(s) 4 [1 — 1} +1, pentru care
n—wo N+ 1 €

‘ump - un‘ < L <g, (V)n=n(e), (V)pe N ", deci sirul este convergent;

n+1
d) Un:ll—l+l—l+m+ w _ :l@— 1 j,de
3 4 4 7 1+3(n=1) 1+3n| 3\ 1+3n
1 1 1 | | 1
unde‘ump—un‘:— - <—- <—<g;
311+3n 1+3n+3p/) 3 1+3n n
€)
1[1 1 1.1 1 1 1 1 1 1 1 1}
Uy==| -——+-——+———+—-——+.+—— - —~ =
312 5 3 6 4 7 5 8 n n+3 n+l1 n+4

I(1 1 1 1 1 1
=—| —+—+—-— — —
3(2 3 4 n+2 n+3 n+4j

11 1 1 1 .
Rezulta ‘un+p—un‘<—( + + j<—<8, deci sirul este

3\n+2 n+3 n+4) n
convergent;
h)
U p —Up| = b
(n+1)° (n+2) (n+ p)
1 | |
< =

+ +.ot
n(n+1) (n+1)n+2) (n+ p-1)n+ p)
1 1 1 1 1 1
=—— + - +..+ — =
n n+l n+l1 n+2 n+p-1 n+p
1 1 1
=—— <—<g
n nN+p n
si deci sirul este convergent.
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Folosind criteriul lui Cauchy, sd se demonstreze divergenta sirurilor

1 1
a) U, =l+—+...+—;
) Up 5 .
b) u, =sinn; c) un:L+L+ +L

NN AN

Indicatii de rezolvare
a) Va trebui sa gasim € >0, pe N, astfel incat ‘ump - Un‘ >g,(V)neN.
1 1 1 p

1 .
Uy, — U, = + + ...+ > =— pentru P=n, deci se poate
‘ P ”‘ n+l n+2 Nn+p n+p 2 P P

lua € = %, sirul fiind divergent;

b) Presupunem, prin reducere la absurd, ca exista ¢ = lim U, = lim sinn.

N—0 N—o0
lim (sin(n+1)—sin(n—1))= 0= lim 2-sin1-cosn=0=> lim cosn=0.
n—co N—o0 N—co
In acelasi timp, limsin(2n)=#= lim 2-sinn-cosn=0=¢=0. Cum
n—oo N—0

lim (cos2 N+ sin> n): 1= limsin’n=1=/¢2=1=0, contradictie, deci sirul
Nn—o0 N—o0

nu are limita.

Se consideri sirul (u,, )n definit prin relatia de recurenta :
u,=a-u,; +b, a,b,u, fiind dati. Sa se gaseasca expresia lui U, in functie de

absi u,. In acest caz existd lim u, ?.
N—o0

Indicatie de rezolvare

Uzza‘ul+b C A . . . n-1 n-2 _:
si Inmultim prima ecuatie cu @, pe a douacu a $1

u,=a-u,q+b

asa mai departe, ultima cu a. Prin adunare, vom obtine :

_ 1-a"
un:a”u0+b(1+a+a2+...+a”1):a”u0+b- .
l1-a
9 . a : o g . b
Daca ‘d >1, lim a” =, deci U, nu are limita. Daca ‘d <1, limu,=——7.
Nn—o0 n—oo l—a
Daca a=1, lim u, = o, in functie de semnul lui b.
N—>o0

Daca a=-1, Uy, =U,, Uy, =b-U,, sirul reducandu-se la doud puncte

distincte, deci nu are limita. Rezulta ca sirul are limita doar in cazul ‘d <1.
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Sa se studieze convergenta sirurilor:

a) X =1, Xy =3, Xnt2 :5'Xn+1 _6'Xna n>1;
X
b) X, =0, X =1 Xy, :Xn+1—7n, nx1;
V2
C) XIZTJ X2:1: Xn+2:\/§'xn+l_xn, nx>1.
Indicatii de rezolvare

: L 1 .
b) Ecuatia caracteristica este r*—r +Z =0=r1 =r, =—. Aplicandu-se

1
2

1" 1"
propozitia corespunzatoare cazului II rezulta X, = C(Ej +d- n(i) si

punand conditiaca X, =0, X, =1=>c=-4, d=4.

1" 1"
Rezulta xn:—4-(§j +4-n-(§) = lim X, =0 .

N—o0

Sa se studieze convergenta sirurilor:

2-a-X
a) Xn+1:a+—xn, aER, a>O,CUX0>O;
n
b) X, =X>—2-X,+2, nx1, x €[,2];
C) X2, =3-X,-2, nx1, XI:%;

d) X, :3+L, n=0, X,=3.

n

Indicatii de rezolvare
a) Pentru X, <@ sirul este monoton crescator si are limita a.

Pentru X, =a= X, =a= lim X, = a.
N—o0

Pentru X, > a sirul este monoton descrescétor si cu limita &;

b) Se demonstreazi prin inductie matematica faptul ci (x,) este un sir

n
descrescitor si marginit x, € [1,2]. Rezulti ci (x, )n este convergent.

Notand cu £ = lim X,, s1 trecand la limitd in relatia de recurentd, vom obtine ca
N—o0

limite posibile £; =1, ¢, =2.Daci x,=1=x,=1L(V)n=>/=1.
Dacia ¥ =2=X,=2,(V)n=/¢=2. Daca X €(1,2) sirul este descrescator si
marginit inferior de 1, deci / =1;
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d) Fie /€ R solutia ecuatiei ¢ = 3+%. Cum x,>3, (V)neN", daca

sirul ar fi convergent atunci limita sa va fi £ > 3.

3+L_€‘: _l_,_ 1 :Mgl"xn_dj‘xnﬂ —K‘S%"Xn—f‘

X == X x| fx, 9

n
si de aici 0<|x, —¢| < (3%] %o =4, (V)ne N. Prin trecere la limitd obtinem
T 3+4/13
caexistd lim X, =0=—7"—>
N—>0 2

3.

Sa se studieze convergenta sirurilor definite prin:

X
a) X, >0, X, <—2— (V)n>0, =1;
) n n+1 1+Xn () XO

b) X, + Xy >0, (V)neN, x5, <x:, (¥)neN;
) 0<x,<2, (2-%,) %X, >1L (¥)neN.

Indicatii de rezolvare

X - < .

a) —tl < " <1= X,,; <X,, deci sirul este monoton descrescator §i
X + X
n n

marginit inferior de 0, deci conform teoremei Weierstrass este convergent.
Notand cu 7 = lim X, s1 trecand la limitd in relatia de recurentd, rezulta
N—o0
1 : : T <
(< e & 07<0 si cum sirul are termenii pozitivi, rezulta / =0.
+
C) Se aplica inegalitatea mediilor, de unde rezulta:

1< J(2=X%y) Xpyy < (2_Xn2)+xn+1 = 2<2—X,+ X, si deci sirul este

strict crescator. Fiind marginit superior de 2, el este convergent.

Notand cu ¢ = lim X, si trecand la limitd in relatia de recurenta, rezulta
N—o0
l=1.

Fie a>b>0 si doud siruri (a,),_y si (b,),. definite prin :

a; by
an=———, 3 =a si b, =—"—, by=b. Sa se studieze
a, + bn a, + bn
bn+1

Ay, — by si st sd se deducad limitele celor douad siruri.

n+1
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Indicatie de rezolvare

—p?
an+1 _er_l :—n:an _bn :...:ao _bo :a_b>0.
a, + b,
2 4 2n+2
bn+1 _ (b_nJ _ ( bn—l j _ (Ej
an+1 an an—l a
b s - .. a..,—a+b ,
Cum —<1, rezultd lim —*=0. in acelasi timp, —- =" , deci
a N—% Qp, Aniq Aniq

. Ay, —a+b : :
lim ™~ ~-0. Se va obtine astfel lima,, = hm a,=a-b si
n—oo an 41 n—

lim b, =
N—0 :

Sa se arate ci sirul (a, )neN definit prin

1 2 n ..
(1 - —j (1 — —] et (1 - —j este convergent si sa se calculeze
n+1 n+1 n+1

limita sa.

Indicatie de rezolvare

n n-1 1 n! RV
a, = : = , de unde rezultd ca sirul este
n+1) \n+1 n+1 m+4r

1
- e N - ... a n+1\"
mirginit de 0 inferior si de 1 superior. In acelasi timp, — ! :( 2] <lI,
a, n+

deci (a, )neN este monoton descrescdtor. Rezultd ca sirul este convergent, iar
N+l n+l1
daca /= lim a,, trecand la limita in relatia de recurentd a,,; =| —— -y,
n—co n+2

se vaobtine (=/¢-e", deci £=0.

n+1
Sa se arate ca sirul cu termenul general a,, = (1 + —J este
n

1 n n
convergent si sa se deduca inegalitatea (1 + —) <e< (1 + —J .
n n-—

Indicatie de rezolvare
1

Se stie ci pentru a>0, (1+a)" >1+an, iar pentru a= megahtatea

1 n n 1 1 n+1
devine | 1 +——| >1+——=2+—->2.Deci a, = —
n-—1 n-—1 n-—1
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1

. 5 1 n n+
Pentru monotonie se compara a,,_; = (1 + —j cua,=|1+—| .
n

Inlocuind in inegalitatea a>0, (1+a)">1+an pe a=

S, se va obtine
n° -1

1 )" n 1 n Y ( n)\" 1
1+ >1+ >l+—<<|—| |—— | >1+—,sau
nz -1 n? -1 n n—1 n+1 n

1
n I+— n n+l
n n | 1 .
( j > = (1 + —j > (1 + —) < a,; >a,, deci sirul este

n-1 n \" n-1 n
(n+1)

monoton descrescator. Cum este marginit inferior de 2, el va fi convergent, deci
1 n+l1 1 n 1
existd lim (1 + —) = lim (1 + —j . (1 + —j =e
N—>0 n N—co n n

: 1 1
Sa se arate ca sirul cu termenul general a, :1+§+...+——lnn
n

este convergent.
Indicatie de rezolvare
Se utilizeaza inegalitatea de la ex. 2.3.15, aplicandu-se logaritmul.

. 1" LY 1 1
Astfel, din |1+~ | <e<|l+——| =n-In[1+—|<I<(n+1)-In| 1+~ |,

n n-1 n n

L<1n(1 +lj<l<:>L<ln(n+l)—lnn<l. Dand  valori  pentru
n+1 n n n+1 n

n=12,.,k si insumand inegalitatile  obtinute, se va  obtine

1n(k+1)<1+%+...+%,deci a,>0,(VkeN".

. 1
Pentru monotonie, se calculeazi a, —a,,; = In(k+1)—Ink Kol >0,
+

deci sirul este monoton descrescdtor, de termeni pozitivi, deci este convergent.

Sa se arate ca sirul definit prin termenul general

| 1
+ + o

a, = .
" n+l n+2 n+n

este convergent si s i se calculeze limita.
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Indicatie de rezolvare
1 1 <
I+—+...+——=Inn|, rezulta

Utilizand exercitiul 2.3.16, notand /= lim

n—oo n
U 1 1 1 1 .
cisi lim{1+—+..+—+——+..+———In(2n)|=/= lima, =In2.
n—o0 n n+l n+n N—o0

Se considerd sirurile (a, )n si (o, )n care verificd urmadtoarele

conditii
1) termenii sirului (b, )n sunt pozitivi ;

2) s, =b, +b, +...+ Db, are limita infinita ;

.oa
3) lim =/,
n—)oobn
a +a, +..+a, .. a,
1

In aceste conditii se verificd lim = .
n—w b +0y, +...+ b, noxb,

Indicatie de rezolvare

a
=€k, k = 1,2,...,”

n oy

b
n
€ . o . .
Sk‘ < —. Luand k=1,2,...,n si insumand se va obtine

lim s, =0, lim " =/ <E,(V)n2n(8)<:>i—£
2 by

Nn—o0 n—o n

Rezultd a, = (/—¢, )-by;
a+a, +..+a,=0-(b+b, +...+b )+ b +..+&,-b, &

qtayt.tay

Sn
_81'b|+82.b2+"'+8N'bN+8N+1'bN+l+"'+8n'bn
Sn Sh
unde N =n(g) .
Jla+a, +...+a g -b+...+ey-b € ‘byoy +..+€,0D
Atun01|1 2 n_£‘3| 1 bI N N|+| N+l MN+1 n n|.
Sn Sn Sh
o le; b +...+ey b .
lim |1 b N BN =0, iar
n—oo Sn
8N+1'bN+1+”'+8n.bn <‘8N+1‘bN+l+"'+‘8n‘bn<
Sn Sn
E.bN+1+...+bnzi.sn—(b1+...+b,\,):§ b+t by
2 Sh 2 Sh 2 Sh
_lay+a, +...+a e € +...+b
Rezultd | 2 ”—£‘<—+—(l—u]<a.
Sn 2 Sn
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Sé se arate ca daca lima,=a si B,=b,,,; +b,, +...+b,, cu

N—0
b, > 0 are limita egala cu b,

atul’lCI 11m(an+1 .bI'H—l +an+2 ‘bn+2 +...+8.2n ‘b2n):a‘b.
n—oo

Indicatie de rezolvare
lima, =a< (V)e>0,(3)n(g;)e N astfel incat pentru (V)n>n(e,) sa

N—o0
rezulte ‘an — d <g.

De asemenea, din lim B,, =b rezulta ca ‘Bn ~ b‘ <g, (Y)n=n(e, ).
N—o0

Cum sirurile (a, )n si (B, )n
(3)M, >0 astfel incat ‘an‘ <M, (¥)n=n; si ()M, >0 astfel incat
B, <M,, (V)nzn,.

Se noteazd a,—a=a, si B,-b=B, si se considerd
n(e) = max(n(e; ), n(e, ), ns.ny ).

Atunci
|@nst B+t B0p by —arb = (0t +@) by + o+ (0, +3)- by —ar b =

sunt convergente, ele sunt marginite, adica

= (0t pyy Bpgy +.e 03 by )+ @B —a-bl<
<ot Bt -+ |cton] - [Ban] + 2] | B, — B <
<8-(|V| +‘d)

Unde M =max(M,M, ).

Rezulti llm(an+1 . bl’l+1 + an+2 . bn+2 +...+ a.zn . bzn): a- b.
N—o0

Sa se calculeze lim (sin L i)

N—>o0 n+1 2N

Indicatie de rezolvare

. . N . 1 1
Se utilizeaza exercitiul 2.3.19, considerand B, =——+ ...+ —,
n+1 2n

+...+sin£j:n-ln2.

LT : : .
a, =N-sin— s1se obtine lim| sin
n+1 2n

n n—oo
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2.4 Serii de numere. Criterii de convergenta

Definitia 2.4.1.  Fie (a, )n un sir de numere reale si (s, )n un sir definit

S =

. 52 = a.l +a2
prin :

S,=a +a +..+a,
o0
Seria Zan de numere reale se numeste convergentd, daca sirul sumelor
n=l1
partiale este convergent.

o0
Seria Zan de numere reale se numeste divergenta, daca sirul sumelor

n=1
partiale este divergent.

Criteriu necesar de convergenta. Conditia necesard, dar nu si suficienta,

o0
ca o serie Z a,, sd fie convergenta este ca lim a, =0.

N—o0
n=1

Exemplu

o0
: 1 : g SR |
Seria Z— este divergenta, cu toate ca lim —=0.

n—o N
n=1

Criteriul general al lui Cauchy

Z a,, este convergenti <> (V)e >0, (3)n(c)e N, astfel incat
n=1

‘anﬂ +...+an+p‘<s, (V)n=n(e), (V)pe N".

2.5 Serii cu termenii pozitivi. Criterii de convergenta

Criteriul T al comparatiei
o0 o0

Fie Zaﬂ s1 an doud serii cu termenii pozitivi, astfel ca
n=l1 n=I1

a, <b,, (V) r;Z Ny . Atunci :

o0 o0
a) Daca seria an este convergenta, seria Zan va fi convergenta.
n=1 n=1

37



o0 o0
b) Daca seria Zan este divergenta, seria an va fi divergenta.

n=1 n=1
Criteriul IT al comparatiei

o0 o0
Fie Zaﬂ s1 an doud serii cu termenii pozitivi, astfel ca
n=1

n=1
a b
n+1 S n+1 , (\v/) n 2 no.
an bn
Atunci :
o0 o0
a) Daca seria an este convergenta, seria Z a, va fi convergenta.
n=1 n=1

o0 0
b) Daca seria Zaﬂ este divergenta, seria an va fi divergenta.
n=l1 n=1

Criteriul III al comparatiei

o0 o0
. . . X .. e . a
Fie Zan sl an doua serii cu termenii pozitivi, astfel ca lim — =K.
n=1 n=1 =% En
Atunci :

a) Dacd 0 < K <+ cele doua serii au aceeasi natura.

o0 o0
b) Daca K=0, iar seria an este convergenta, seria Zan va fi
n=1 n=1
convergenta.

0 o0
c) Dacd K =400, iar seria Zan este divergentd, seria an va fi
n=l1 n=l1
divergenta.

Criteriul radacinii (al lui Cauchy)

o0
Fie Z a, o serie cu termenii pozitivi §1 lim Q/aT] =A.
=1 N—o0
Atunci :
a) Dacd A <1 seria este convergenta.
b) Daca A >1 seria este divergenta.
¢) Pentru A =1 criteriul nu se aplica.
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Criteriul raportului (al lui d’Alembert)

a
Fie Za o serie cu termenii pozitivi si lim - =2

el n—oo a'l’l
Atunct :
a) Daca A <1 seria este convergenta.
b) Dacd A >1 seria este divergenta.
c¢) Pentru A =1 criteriul nu se aplica.
Exemple
. .11 1 1 1 9 <
1) Se considera seria —+—+—+—+...+—+—+.... S se arate ca ea
2 2 n
2° 3 2" 3"
< <1 u . ..
este convergenti si ca limsup—"- > 1, iar liminf Ut g,
N—o0 un N— un

Indicatie de rezolvare

: : : 1 1
Seria are aceeasi naturd cu seria Z(— + —j
2" 3"
n=1
1 1 1 1 1 e .
Cum —+—<—+—=—->, (V)ne N din criteriul I de comparatie
on 3 N on Hn  H n-1
rezultd convergenta seriei.

1 3 1
— entru Npar — — entru nNpar
U. = 3" ’ i - un+1 (2) 2 P P
: 1 Y U, 2
N pentru  nimpar (g) — pentru nimpar

f un+l —

. u . y .
limsup—t —o0>1 iar limin
9
nN—o0 un nN—o un

1 1 1 . <
2) Sa se arate ca seria —+2+—2+22 +...+—+2" +... este divergenti,
2 2"

un+1 un+1

<1.

si limsup >1, 1ar liminf
N—o0

N—o0 un un

Indicatie de rezolvare

Seria are aceeasi naturd cu seria Z(—n+2n , care este divergenta,
2

n=1

deoarece ——+ 2" >2", (V)neN.
2n
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2" pentru npar

Unit _ 20+l pentru N par

Uy =41 : ==
— pentru Nimpar u .
N P P n 22™ pentru  nimpar
- - . un+1 . . . u“+1
Rezultd ca limsup =0 >1, iar liminf =0<1.
n—ooo Un N—oo un

Observatie: Criteriul raportului dd numai conditii suficiente de
convergenta si divergenta, asa dupd cum rezulta din exemplele anterioare.

Criteriul logaritmic

lni

o0
Fie Z a,, o serie cu termenii pozitivi §1 lim L=%.
el n—>w Inn
Atunci :
a) Pentru A > 1 seria este convergenta.
b) Pentru A <1 seria este divergenta.

c¢) Pentru A =1 criteriul nu se aplica.

Criteriul lui Kummer

o0
. A 1 : <
Fie sirul (c, )n c R; astfel incat seria Z— este divergenta.
C

n=1 N
o0

Atunci seria cu termeni pozitivi Z a, este:
n=1

< < 1 a
a) convergentd, dacd lim|{c,-———¢,, |>0 ;
N—o0 Nl

. - - a
b) divergentd, daca lim|c,-——cC,,; |<0
=% n+1

Exemplu

R - N < . |

Se considera seria E n-a’, a>0.Inacestcaz, C, =n, 1ar seria E —
C

n=l “Nn

n=l1
o a<l
: . a, . n*(l-a)-2an-a
este divergenta. lim|C,-———C,,; |= lim =<—0 a>l,
n—o il n—o a(n + 1) y acl

de unde rezulti ca seria este convergenti pentru a e (0,1).
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Criteriul Raabe-Duhamel

o0
Fie E a,, o serie cu termenii pozitivi §1 lim n[ no— IJ =X.
n—oo a
n=l1 n-+1
Atunci :
a) Pentru A >1 seria este convergenta.
b) Pentru A <1 seria este divergenta.

c¢) Pentru A =1 criteriul nu se aplica.

Criteriul de condensare al lui Cauchy

o0
Fie Zun o serie cu termeni pozitivi si descrescitori, iar (a, )n un sir
n=1
: AL AL o Anyl —8n .
divergent de numere naturale, astfel incat sirul cu termenul general ———— sa
apn —an
e e} 0
fie marginit. Atunci seriile ) u, si a.., —a,)-U, au aceeasi natura.
g n$ n+l ~ An ) Ug, S
n=l1 n=1
Observatie

Sirul (a, )n se alege cel mai frecvent ca fiind a, =2", (V)ne N, care

satisface conditiile criteriului de condensare.

Criteriul lui Bertrand

o0
Seria Z a,, cu termenii pozitivi este:
n=1

1) convergenta, dacd lim Inn- {n( % _ 1] — 1} >1;

nN—oo an 41

a
2) divergenta, daca lim Inn- {n( n— 1j — 1} <l1.

K any1

Exemplu

(0]

n!
— oc(oc+1)-...-(oc+n—1)'

Se considera seria

-0 a<2
limlnn{n( &n —IJI}:limlnn-[M}: 0 a=2 , de
n—oo Aany n—oo n+1

o a>2

unde rezultd ca seria este convergenta pentru o > 2 si devergenta pentru o0 < 2.
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Criteriul lui Gauss

o0
. . e a 0
Seria E a, cu termenir pozitivi pentru care N :X+E+—2, unde
n=1 Any nn

Aue R, iar sirul (0, )n este marginit , este:
1) convergentd, daca A >1,saudaca A=1si u>1;
2) divergenta, dacd A <1,saudaca A=1 g1 n<1.

Exemplu
Seria hipergeometrica

F(GDB’%X):l+ia(a+1)...(oc+n—l)-B-(B+1)...(B+n—1) o

nby-(y+1).(y+n-1) .
—1+a'B-x+a(a+1)'B'(B+l)-x2+...
Iy 24y(y +1)
o,B,y,Xe R:

a o+n +N . . N . o
H _ ( )(B ) X— X pentru N — 0. Din criteriul raportului, rezulta
a, (n+1)y+n)

ca seria este convergentad pentru X <1 si divergenta pentru X >1.

a, (n+1)y+n) (1 ’ :1)(1 ’ :l]

Pentru x=1= =

ST U R (Y

n n

2

- |

Se utilizeaza dezvoltarea - ¢, ¢ — Sl
1+— : (1 + aj :
n n
2
1+~ y (l + B) 4
n n
. a —o— 0 :
Se poate scric — =1+ rzo-prl +—2, unde (0,), este un sir
An n I”I2

marginit. Aplicand criteriul lui Gauss, seria este convergentd pentru
y—oa—B >0 sidivergentd pentru y—a -3 <0.

Criteriul integral Mac Laurin-Cauchy

o0 o0 o0
Fie seria Zan, care se poate scrie sub forma Za” = Z f(n), unde
n=l1 n=l1 n=l1
functia f este continud, pozitiva si monoton descrescatoare.
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o0
Atunci seria Zan este:

n=1
a) convergenta, daca (EI) lim F(x) <o0;
X—>00
b) divergenta, daci (3) lim F(x)= +oo,
X—>00

unde F este o primitiva a lui f.

Exemple
c 1
1) Sa se studieze convergenta seriei .
) S nZ:;nlnn-ln(lnn)
Indicatie de rezolvare
f(x)= _ = F(x)=InInlnx, iar lim F(x)=+o0, deci seria
XIn X-Inln X X0
este divergenta.
< : N 1
2) Sa se studieze convergenta seriel Z—l, c>0.
n=3 N- (ln n) e
Indicatie de rezolvare
f(x)= ;1 = F(x)= g si cum lim F(x)=0 rezulti ca
x-(Inx)*° c-(Inx)° X—>00

seria este convergenta.

Criteriul lui Ermakov

o0 o0 o0
Fie seria Zan, care se poate scrie sub forma Zan =Z f(n), unde

n=1 n=1 n=1
functia f este continua, pozitiva si monoton descrescatoare.

o0
Atunci seria Zan este:
n=1

f X . X
a) convergenta, daca (EI) Xy 21, astfel incat Jf;_k <g<l1, X=X;;

) .I: X . X
b) divergenta, daca (3) X, > 1, astfel ca ef ( )e =1, X=X,
X
Exemplu
: . 1
Sa se studieze natura seriei Z , 0>0.
l+o

= N-In n(ln In n)
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Indicatie de rezolvare

X X I+c
f(x)= 1 N f(e )-e :(lnlnx) jar
x-In x(InIn x)"*° f(x) (Inx)°

1+o
lim M =0, deci seria este convergenta.
x>o (In x)°

2.6 Serii absolut convergente. Serii alternate

o0
Definitia 2.6.1. O serie cu termenii oarecare Zun se numeste absolut

n=l1
(e 0]

convergentd, daca seria modulelor Z‘un‘ este convergenta.
n=1

o0
Definitia 2.6.2. Dacd seria Zun este convergentd, dar seria modulelor
n=l1

o0
Z‘un‘ este divergenta, seria se numeste semiconvergentd.
n=1

Teorema 2.6.3. O serie cu termeni oarecare absolut convergentd este
convergenta.

Observatie. Reciproca teoremei nu este adevaratd, deoarece exista serii
convergente, dar care nu sunt absolut convergente.

o0
N A 1
Exemplu: Seria lui Riemann Z(—l)n -——, pentru o >1 este absolut
n
n=1
convergentd, iar pentru o <1 este semiconvergenta.

Observatie. Seriille cu termeni pozitivi sunt absolut convergente.
Criteriile de convergenta stabilite la seriile cu termeni pozitivi sunt valabile si
pentru seriile absolut convergente.

Teorema 2.6.4. Daca intr-o serie absolut convergenta se schimba ordinea
termenilor in mod arbitrar, obtinem o noua serie absolut convergenta cu aceeasi
suma.

Observatie. Teorema este valabila si pentru seriile cu termeni pozitivi
care sunt absolut convergente.
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Teorema lui Riemann. intr-o serie de numere reale, semiconvergenta, se
poate schimba ordinea factorilor astfel incat seria obtinutd sa aibda ca suma un
numar dat.

Exemplu: Fie seria semiconvergenta

S= —l+ 1.1 +...+ b1 +.... Se pot schimba termeni1 in ordinea
2 3 4 2n+1 2n+2
1 1 1 1 1 1 1 1

+... 1ar noua serie

+ +.t - -
2 4 3 6 8 2n+1 2(2n+1) 2(2n+2)

1
are suma —- S.
2

Criterii de convergenta simpla (semiconvergenta)
Criteriul lui Abel

o0 o0
Daca seria Zan se poate scrie sub forma Zun -V, , unde sirul (u,,)
n=1 n=l1

n

o0 o0
este monoton §i marginit, iar seria Zvn este convergentd, atunci seria Zaﬂ

n=1 n=l1
este convergenta.

Criteriul lui Dirichlet

o0 o0
Daca seria Zan se poate scrie sub forma Zu” -V, , unde sirul (un)n
n=l1 n=1

o0
este monoton si convergent la zero, iar seria Zvn are sirul sumelor partiale
n=1

o0
marginit, atunci seria Z a,, este convergenta.
n=l1
Exemplu

- / o~ 1) sinnx .
Sa se arate ca seria Z l+—+...+— | este convergenta pentru

el n n

Xx#2kn, keZ.
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Indicatie de rezolvare

1+1+...+l

i n
Sirul cu termenul general u,, =

este monoton descrescator si
n

o0
convergent la zero (utilizdnd teorema Cesaro-Stolz), iar seria Zsin nx are girul

n=l1
X 1
n cos——cos| N+ — |- X
: .. : 2 2
sumelor partiale marginit, deoarece z sin kx = x , de unde
k=1 2-sin—
2
: 1
Zsin < , X#2kn, keZ.
. X
k=1 sin —
2

Definitia 2.6.5. Se numeste serie alternatd o serie de forma Z(— 1)"-u,,
n=1

unde u, >0, (V)keN".

Criteriul lui Leibniz

0
Daca intr-o serie alternata Z(— 1)"-u, sirul (un)n este  monoton
n=1

descrescator si are limita zero, atunci seria este convergenta.

2.7 Operatii cu serii

Fie Zan si an doua serii. Atunci seriile Z(a” +b,), Z(a” ~b,) si

n=l1 n=l1 n=l1 n=l1
o0

ch , unde C,=a -b,+a,-b,+..+a,-b se numesc, respectiv, suma,
n=l1

diferenta si produsul seriilor Zan sl an.

n=1 n=1
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0 o0
Daca seriile Zan 51 an sunt convergente si au sumele A si B, atunci
n=l1 n=l1

o0
seria Z(an +b, ) este convergenti si are suma A+ B.
n=1

Teorema lui Abel

(e 0] o0 (e 0]
Daca seriile Zan , an , ch sunt convergente si daca A, B, C sunt,
n=1 n=1 n=1
respectiv, sumele lor, atunci A-B=C.

Teorema lui Mertens

o0 o0
Daca seriile Z a, an sunt convergente si cel putin una dintre ele este
n=l1 n=l1

o0
absolut convergenta, atunci seria produs ch este convergentd si A-B=C.
n=1

Teorema lui Cauchy

o0 o0
Daca seriile Zan , an sunt absolut convergente, atunci seria produs
n=1 n=l1

o0
Z C,, este absolut convergenta.
n=1
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2.8 Aplicatii

Sa se arate ca urmadtoarele serii sunt convergente si sa se

determine sumele lor:
a)l——+...+(—1)”+l-i+...; b)l+i+ +—+ Sal>1
3N a a’

)i( n+a+ —2-Jn+a+¢n+a—1), a>0;

! ,aeR\Z; e) Zln(l—%};

“(a+n)-(a+n+1) ~ n
¢2n+1—Jzn—1

(]

s T [M]s

Indicatii de rezolvare
a) Sirul sumelor partiale are termenul general
n
11 R (_ ;j 1
Sy :———+...+(—1)'n+1 —=————=]im S, =7 deci seria este

n o0
3 9 3" 3 1+; n—

convergenta si are suma S=

3 L\J'-’_‘

1 2 e :
b) s, =—+— +...+ —. Pentru calculul limitei sirului sumelor partiale
a a’ a" ’

2 n
se considera functia f(x)= at (Ej +..+ (5) ,Xxe R. Atunci s, = f'(1).
a a a

In acelasi timp,

n
[ X
X a) x"™-a"-x 1 n—(n+1)a+a™!
—_ —= .—n:>Sn: 2 N
a | _X X—a a (1-a) -a
a

f(x)=

Deoarece ‘d >1 rezultd lim s, = = rezultd ca seria este convergenta si

N—>o0 (1 _ a)

a
are suma S= >
(1-a)
c) S=\/5—\/a+1;
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1 1 1 1

) 1 X
d) a, = - =S, = - = lim s, =——, deci
a+n a+n+l1 a+l a+n+1 noo a+1
) .. 1
seria este convergenta si are suma S=——;
a+l1
1
e) S=In—;
2

f)s=1.

Sa se insumeze seriile urmatoare date prin termenii generali :

1
= —o(n-1); b = keN.;
a) uy, (P(n) (P(n )a ) Uy, n(n+1)-...-(n+k)’ € N.g
4n n!
= ; d = ;
©) Un n* +2n2 49 ) tn (x+1)x+2)-...-(x+n)
1 2
e) U, =arctg— ; B) Uy = arctg—;
n“+n+1 n
In(n+1)—1Inn n*(n+1)°
= I; h =— .
8) tn lnn-ln(n+1)’n> > WU n!

Indicatii de rezolvare
a) s, =o(n)-¢(0), deci pentru lim @(n)= ¢, = s= ¢ —@(0);
N—0

b) u —l ! — 1 33—#-
" k|nn+1).(n+k=1) (n+1).(n+k) k-Kk!’

c)
b cn+d
nron?+9=|n-1P +2/-ln+1P +2|=u =20 | =
-2} 7 4 2] (-1 +2 (n+1)*+2

1 1

(n—1)* +2_(n+1)2 +¥

>
6

1
d) sS=——;
) x—1

49



e)

1 .
arctg+:arctg n(n+1) :arctgﬂ—m_l:aurctgl—arctgL
n“+n+1 141 L1 n n+1
n(n+1) n n+l

1 . T
S, = arctgl —arctg—— = S= lim S,, = arctgl = —
n+1 4

n—oo

2 1 1 T
U, = arct =arctg———arctg—— =S=1lim S, = —;
Dt e ey T o T T T ST Ty

1 1 1 1 : 1
=>sS=lims,=——;

u, = - =S, = -
8) Un Inn In(n+1) " 2 In(n+1) N—o0 In2
h) s=1lims,=27-¢.
N—o0

Folosind criteriul lui Cauchy, sa se studieze natura seriei

i%,(xﬁl.

n=l1 n

Indicatie de rezolvare

RO | . : g
Pentru a <0 se observa ca lim — # 0, deci seria este divergenta.

N—o0 na
Pentru 0 < o <1 se aplica criteriul lui Cauchy, deci
1 1

an+1+...+an+p‘:—+...+ > P ,(V)pe N.Luand p=n

(n+1)* — (n+p)* (+p)°

. n 1 o -
se va obtine ‘anﬂ +...+an+p‘2 =—-n"%sicum 1 — >0 rezulti ca

2%.n%  2¢

nu se verifica conditia din criteriul lui Cauchy, deci seria este divergenta.

Folosind criteriul lui Cauchy, sa se demonstreze convergenta seriei

i%,aZZ.

n=1 N

Indicatie de rezolvare

1 1 1 1
‘an+1+...+an+p‘=—+...+ < tot—<

(n+1)* (n+p)* (n+1)° (n+ p)*
1 1 1 1

1
N n(n+1)+'"Jr (n+p-1)n+p) n n+ p<ﬁ
deci seria este convergenta.
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Utilizand criteriile de comparatie, sa se stabileasca natura
urmatoarelor serii :

- — n(l +a+..+a
g) ,a>-1; h) > n -ln(1+—j,
nz_;‘a”+n nzzl‘ n

Indicatii de rezolvare
oy AN : 1
a) Seconsiderd Uy =————— iV =—.
n“ +3n+5 =
n2

. u . A - .. . o -
Cum lim 2 =4+7¢ (0, oo), rezultd ca cele doua serii au aceeasi natura si
n—o V,
n

cum seria Zvn este convergenta si seria Z u, este convergenta;
n=l1 n=l1

2 2 1 : : <

—-.. —=2- — = Vp, lar seria Zvn este convergenta,

n n n el

b) u, .-E<
n

S5 |-

_1
n

deci si seria Zun este convergenta;
n=1

¢) Se compara cu seria divergenta Z —;

n=l n

d) Se compara cu seria convergenta 2—3;
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1+1+ +l

n
e) U, = o 2 n =V, sicum seria ZV este divergenta rezulta

n=1

cd sl seria Z U, este divergenta;
n=l1

: — 1
f) Pentru a=1, seria devine Z_z care este convergenta.
n=1

1 . . 9 U
Pentru a>1=u, < — =Vp §1 cum seria Zvn este convergentd rezulta ca si
a n=1

seria Zun este convergenta.
n=1

1 l-a l-a . :
Pentru ae(0,1)=u, = = > =V, §I cum seria

. l_arH-l n(l_an+1)_ n
I-a

Zvn este divergenta, rezultd ca i seria Z u, este divergenta.
n=1 n=1

Pentru a=0, seria este divergenta, ea fiind Z—;

n=1 n

1 L (1) . 3
g) u, = < A= (—j =V, = pentru a>1 seria este convergenta.
a"+n a" \a
n <
Pentru a e (—1,1) se compari cu seria Z . Cum lim =1€(0,0) rezulta
n oo " 4+ n
n=1
ca seria va fi divergenta.
1
Pentru a=1, seria este divergenta, ea fiind z
n-+ 1

h) limu, =1 deci seria este divergentd;
N—>00

i) Seria este convergenta.

52



Sa se stabileasca natura urmatoarelor serii folosind criteriul
radacinii

Dyt Z(lj a0

n=2 n=

o0 n
a" . n 1 .
C) E n—n,aZO, d) E a (1+Ej ,aZO,

0

e)zwnﬂ n+a)—n)n,a>0; DZ( )
n - b
g) nz;tg (a+%), ae(O,gj; h) Z(::: j abcdeR,.

n=1
Indicatii de rezolvare
a) convergenta,

SR 1 :
b) limYu, =ae , de unde rezultd cd pentru a<-— seria este
N—co C

SR 1 : : g |
convergentd, iar pentru a>-— seria este divergentd. Pentru a=-—,

c c
n2
n en

¢) convergenta;

d) lim Yu, =Ilm a- (1 . lj a, de unde rezultd ca pentru a<1 seria

n—oo N—o0

este convergentd, pentru a>1 seria este divergenta, iar pentru a=1 se obtine

0 n
: 1 : <
seria Z (1 + —j care este divergents;
n

n=1

: a+l U :
e) lmQYu, = B de unde rezulta ca pentru a<l seria este
N—o0

convergentd, pentru a>1 seria este divergentd, iar pentru a=1, u, =1, deci

seria este divergenta;
f) convergenta;

. . a . T .
g) lmYu, = 11mtg(a+ —j =tga, deci pentru ae (0,—) seria este
N—oo N—o0 n 4
< T T . . .. T
convergenta, pentru ae (Z’Ej seria este divergenta, iar pentru a= Z,

limu, = e?? 0, deci seria este divergenta;
Nn—oo
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h) Pentru a < C seria este convergenta, pentru a> C este divergenta.

Folosind criteriul raportului, sa se studieze natura urmatoarelor serii

LNy
a) Zn—p,a>0, pER,
n=1

n=2
= () w!n3+1!-a”
T2 V% ey
e)Z% a=0 Z::Tn

Indicatii de rezolvare

un+1

a) lim =a, deci pentru a<1 seria este convergentd, pentru a> 1

N—»oo un

seria este divergentd, iar pentru a=1 se obtine seria armonicd generalizatd

Z— care este convergenta pentru p >1 si divergenta pentru p<1;
o n’
b) hm =a, deci pentru a<1 seria este convergentd, pentru a>1
n—o U,

1

un+1 =2 _entl
un

seria este divergentd, iar pentru a=1 avem

1

n+1
e o 1
Deoarece e<|1+—| ,rezultica e™ <1+—=
n n up, n

u
n+1 >]1—— =

p—
»—t‘:b—t

-]
|
—_

din criteriul III de comparatie, seria este divergenta;
¢) convergenta;
d) convergenta;
e) convergenta;
f) convergenta.

Utilizand criteriul logaritmic sd se cerceteze natura seriilor:

= In x .
a) Z "o, x>0; b) Z 1n(an+l)—1nn a>0;
n=l1

n—1 N
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C) Z lnlnn ’

Indicatii de rezolvare
1
In—

- SR 1 :
a) lim =—InX, de unde rezultd ca pentru X<— seria este
n—o Inn e

.. . : g 1 : :
convergenta, iar pentru X > — seria este divergenta. Pentru X =—, se obtine seria
e e

armonicd divergenta;
b) Pentru a>e seria este convergentd, iar pentru a<e seria este
divergenta;

1nL

. - . a
¢) Divergenta, deoarece lim n=-0.
n—o lnn

Sa se stabileasca, cu ajutorul criteriului Raabe-Duhamel, natura
urmatoarelor serii :

(2n) 21 "
y Y 20 '”Zﬁ'@

nl4

a+1...a+n—1 1
C)Z )r(]' )—na,a>0,oceR\{a};

a+r).(a+nr—r)
d b 0 R:
)Z{ b(b+r). b+nr—r)} PABI =R e

i{ . S )1)} acR.

n=

Indicatii de rezolvare
a) divergenta;

1 n
u 1 -n c— (1 + j
b) n( L ] = (1 + —j fn . Se considera  functia

u n

n+1

n
1

f :(0,00) = R, definita prin f(x)= ﬁ s1 se determina limita acesteia in
X

punctul X=0.
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Se va obtine lim f(x)= ° = lim n[ tn —lj _L lim f(lj 1 <1, dect seria
X—0 2 oo Uy € noe \ N 2
este divergenta;
¢) Pentru a<a seria este divergentd, pentru o >a seria este
convergenta;
d) Pentru r <a(b—a) seria este convergentd, pentru r>o(b—a) seria
este divergenta;

e) Pentru a <2 seria este divergentd, pentru a> 2 seria este convergenta.
1-3-..-2n+1) 1

2-4-..-(2n)  24n

2
) 1 o . 5
>—, deci seria este divergenta.
n

Pentru a=2, se utilizeaza inegalitatea , de unde rezulta ca

1-3-..-(2n+1
2-4-..-(2n)

o0
9 : . . . 1
2.8.10) Sa se studieze natura seriei armonice generalizate E — Q€ R.
n
n=1

Indicatie de rezolvare

.1 VA4 : 9
Pentru o <0 = lim — # 0, deci seria este divergenta.
n—wo N

Pentru a>0=a,=n"* >0 este sir descrescator, deci seria armonica

o0 o0
. < . o . —0 _q K
generalizatd are aceeasi naturd cu seria Z2k -(2k) = 2(21 O‘) , care este
k=1 k=1
seria geometrica cu ratia 2!"% . Deci, pentru 2% >1e o<1 seria este

divergent, iar pentru 2% <1< o > 1 seria este convergenta.

o0
2.8.11] Sa se arate ca seria Zun cu termeni pozitivi §1 monoton
n=l1

o0
descrescatori are aceeasi natura cu seria Z n-u..
n=1
Indicatie de rezolvare
Se considera V,, = Uo+U, +..+ u(n+1)2 )

Rezulti l(n+1)2 —n’ +1J- Uiperp < Vi < [(n+1)2 -n? +1J- U ,,de unde

)

(n+1)-u(n+l)2 S2(n+1)-u(n+l)2 SVy£2-n-U, si din criteriul T de comparatie

0 o0
seriile Zun si Zn-unz au aceeasi natura.
n=1 n=l1
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Sa se stabileasca natura seriilor alternate :

o n+l1

a) Z n+1 n+ 1) .

n+2 >

0

b) Z ) 10" .a+10"?.a+..+10-a+a
10"

,a>0

o0

2n+1
C)Z n+1 + :

1 1 1 1
+

d)ﬁ—l_ﬁ+1+m ol dnell

Indicatii de rezolvare

n+1
. (n+1) . _
a) Sirul cu termenul general u, = ———5— este un sir descrescator,
n
2 n+2 n+1
u n° +2n : .1 1 :
deoarece n+l > <1, Ilimu, = lim—|1+— =0, deci
Uy n“+2n+1 N—o0 n—oo N n
conform criteriului lui Leibniz, seria este convergenta;
. 10" -1 a . : 3
b) limu, =a- =—# 0, deci seria este divergenta,
N—co 9.10" 9

C) convergenta;
n+1 2 . « . . .
d) u, =(~1)"" - =, sir descrescitor si convergent la zero, deci seria este
n

convergenta.

Sa se studieze convergenta absolutd si semiconvergenta seriilor cu
termenii oarecare :

— sin NX -
a)z 1 ,XeR; b) Z:sinn2 ;
-l 3 n=1

0 Y B2 xeR;  d) (—1)”-; acRaecR\Z_;

~ n? — (n+a
0 an
§ Y ———aztl; f) Z R;

1+ a”"
a . . .
0) L unde (a,, ), este un sir marginit.
; n(n++3) (@)
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Indicatii de rezolvare

I o : :
a) ‘un‘ < s utilizand criteriul I de comparatie, seria este absolut
3

convergenta;

b) divergentd, deoarece lim u,, nu exista,
N—o0

C) absolut convergenta;

d) Pentru a >1 seria este absolut convergentd, pentru a <0 seria este
divergentd, deoarece nu se verifica conditia necesard de convergenta a unei serii,
iar pentru o € (0,1], seria este semiconvergenta, utilizand criteriul lui Leibniz;

€) Pentru d <1 seria este absolut convergenta, iar pentru ‘al >1 seria este
divergentd, deoarece lim u, #0;
n—oo
f) Pentru a==1 seria este divergentd, deoarece lim u, # 0, iar pentru
Nn—o0
ae R\ {11} seria este absolut convergent;
. ) | M
0) Seria este absolut convergenta, deoarece U, = <.
nh++3) n

Sa se stabileasca natura seriilor cu termenii oarecare :

X sinn-cosn’ 2, sin nX
)Y —— ——: b)Y = xeR;
n=1 n n=1 n

C)Z(1+l+...+lj'smnx; d)Z(—l)“ In\2+e :
n=1 2 n n —
_ln'_; f Inn-In|1+— |-In|1+— |;
e) nZ:;( ) lnn )Z; nn Il( +nj n( +n2j
® n+1
g)z(—l)l ,aeR
n=1 ot—
n n

Indicatii de rezolvare
a) Se utilizeaza criteriul lui Dirichlet, considerand sirul cu termenul

1 R - — .
general Vn = —, carc converge la zero S1 S€ria Zun = Zsm Nn-cos n2 . pentru
n
n=1 n=l1
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care U, = % [sin(n +n? )+ sin(n —n? )], deci  sirul  sumelor partiale

I . .. . : <
Sy = Esm(n + nz) este marginit. Seria este deci convergenta;

b) convergenta, cu criteriul lui Dirichlet, pentru sirul cu termenul general

V,, = — convergent la zero si seria
n

o0 o0
Zun = ZsinnX:> S, =sin X+...+sinNX=
n=1 n=1

X .(n+1} . X
= 2sin—-S, = 2sin| —— |X-sin—
2 2 2

de unde rezulta ca ‘Sn‘ <——, deci sirul sumelor partiale este marginit, iar
X

sin —

seria este convergenta;
C) convergenta;

d) divergenta, deoarece lim u, #0;
n—oo

€) convergenta, utilizdnd criteriul lui Abel, pentru sirul cu termenul
0 n
C e . -1
general v, = Q/ﬁ care este monoton S1 marginit $1 seria Z(l—)
nn

n=1

convergenta

(Leibniz);
f) Se utilizeaza inegalitatea

Inn<n, (¥)neN" =u, Sn-ln(1+%j-ln(l+nizj=vn.

o0
Seria Zvn este convergentd, utilizand criteriul III de comparatie cu seria
n=1

— 1
convergenta Z—z;

n
n=1
g) Se studiazd convergenta absoluta, utilizand criteriul III de comparatie
. 1 . |u : L
cu seria cu termenul general v, = — = lim M =1€(0,0), deci cele doua serii
n% n—o V

au aceeasi naturd. Rezulta ca pentru a > 1 seria este absolut convergenta.
Pentru o <0 seria este divergentd, deoarece nu se verifica conditia necesard de
convergenta a unei serii.
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. . : : 1
Pentru a € (0,1] se aplica criteriul lui Abel pentru sirul cu termenul general —

¥n

1) n+l
C e e ) -1 . - )
monoton S1 margmlt S1 pentru Seria E % convergenta cu criteriul lui
n
n=1

Leibniz.

Sa se arate ca:

a) Suma dintre o serie convergenta si una divergentd este o serie
divergenta;

b) Exista serii divergente a caror suma este o serie convergenta.

Indicatii de rezolvare

a) Fie Zan o0 serie convergenta §i an o serie divergenta. Daca seria
n=1 n=1

o0
Z a, + b ar fi convergenta, atunci diferenta dintre aceasta si seria Za ar
n=1 n=l1

fi o serie convergenta, dar diferenta este seria an, care este o serie

n=l1
o0

divergentd. Rezulta ca seria Z(a” +b, ) este divergenti;

n=l1
e 0]

o0
:: n n+1 . .
b) Seriile Z(— 1)", Z(— 1)™ sunt divergente, dar suma lor este seria
n=1
cu suma egala cu zero, deci este o serie convergenta.

Sd se efectueze produsul seriilor absolut convergente Z— s
n= O

o0
— $1 sa se deduca de aici suma seriei Z c—
n=0 n! n=0

MS

Indicatie de rezolvare

Seria valorilor absolute este Z— pentru ambele serii. Pentru aceasta,

n= 0

: : 1 1 1 g <
sirul sumelor partiale este 1+ 1 + o ot — convergent cdtre e, de unde rezulta
! ! n!
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ca ambele serii sunt absolut convergente. Din Teorema lui Cauchy, seria produs

0
ch este absolut convergenta si suma ei verificd C = A-B.

n=0
1 < 1
Dar ¢, :H!-(l—l)” —0=C=0.Cum A=e= B=0. Deci, nz_(‘;(—l)“-ﬁf .

Se poate ca produsul a doua serii divergente sa fie o serie absolut
convergenta ?

0 n
Sa se efectueze produsul seriilor 1— Z(éj s
n=1 2
00 n-1
1+Z(§) -(2” + :“j'
n=1 2 2

1 x? 2 1
2.8.18 Stiind ca — = — sa se calculeze _—
Zemsinac Y L7 >

~n’.(n+1)° '

Indicatie de rezolvare

2
;:(l—Lj =L+ ! —2-(1—Lj,deunderezulté
n*(n+1)> \n n+l) n?> (n+1)? n n+l
i 1 :n2—9
n:1n2(n+1)2 3

% p
Sa se studieze convergenta seriei Z{l 234(2(2;)1)} .L,

n=1

1:3-.-2n-1) _ 1

1
< < .
2dn" 2-4-..-(2n) " \an+1

Indicatie de rezolvare

stiind ca

P

Conditia necesara de convergentd a seriei se verificad pentru 5+ g>0. Deci

pentru Ep + g <0 seria este divergenta.
Aplicandu-se criteriul Raabe-Duhamel, se obtine o serie convergentd pentru

Ep + g >1 sidivergenta pentru Ep +q<I.
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Pentru cazul in care Ep + g =1se aplica criteriul comparatiei I cu seria divergenta

1
cu termenul general —.
n

F. ul definit pri a1:\/a
.O. 1€ §irul dermit prin .
a, =, a+a,;,o0>0,n=2

a) Si se demonstreze ci sirul (a,). este convergent i si se calculeze

¢ =lim a,.
N—0

n

o0

b) Sa se studieze natura seriei Z (r-a,).
n=1
Indicatie de rezolvare
a) Se demonstreaza ca sirul este monoton crescator, de termeni pozitivi si

1++1+40
—

ca are limita / =
b) convergenta.
a) Sa se studieze convergenta sirului (Xn)

2-a- X,
a+ X,

cu Xy, >0 si definit

n

prin X,,; = ,ae R a>0.

o0
b) Sa se studieze convergenta seriel Z (x, —a).
n=1
Indicatie de rezolvare
a) Dacd X, <a sirul este crescator, dacd X, > a sirul este descrescator.

Limita sirului este a.
b) convergenta.

Xn

o0
Sa se demonstreze ca seria Z :
n!

n=0
orice X real. Dacd S(X) este suma seriei, si se stabileascd relatia

s(x+y)=s(x)-s(y). (V) x yeR.

Indicatie de rezolvare

este absolut convergenta pentru

n

. u . .
1= lim ™ =0<1, deci seria este absolut
n!

Daca se considera U, =
n—oo un

convergenta.
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Fie n=0 n=0 n!
= §(x)-9(y)= il VALV LI =l-(x+ y)" =s(x+y)
| I ol n!
Se dau sirurile (a,, )n, (b, )n definite prin formulele de recurenta :
a, +b, 2-a,-b,
ay =——, by,=—"—, neN, g,=a>b=0b, >0.
n-+1 7 n+1 a, + bn 0

a) Sa se demonstreze ca cele doua siruri sunt convergente si ca au aceeasi
limita 7
0
b) Si se studieze natura seriei Y (¢ —b,,).
n=0
Indicatie de rezolvare

a) Se demonstreazi ca sirul (a, )n este monoton descrescator de termeni

pozitivi, iar (b, )n este monoton crescator, prin inductie matematica .

Notand 7, = lim a,, si ¢/, = lim b, si trecAnd la limita in relatiile de recurenta,
nN—o0 N—o0

rezultacd (| =0, =/,
0
b) Seria numerica Z(ﬁ—bn) este cu termenii pozitivi si aplicandu-se
n=0
criteriul raportului, rezultd ca este convergenta.

Fie (kn)n un sir de elemente din [0,1] si (X, )n un sir definit prin
X =b, X,=A,-a+(1=A,) Xy, (V)n>2, unde a,be R sunt fixate, astfel
incat a<b.

a) Sa se demonstreze ci sirul (X, )n este convergent;

b) Daci sirul (L)

i(a—xn).

n=l1

. €ste monoton crescator, sa se studieze natura seriei

Indicatie de rezolvare

b) Fie x= lim X,, A=limA,=x=A-a+(1-1)-x=x=a.
N—oo N—o0

Daca termenul general al seriei este U, = a— X,,, din criteriul raportului,
L o .. u . a—X .a—|Apgra+l=-An )X
rezultd ci lim —* = lim Ml _ im [ n+1 ( n+1) n]
n-oo U, N>o a—X, noo a-— X,

=l-A<1

deci seria este convergenta.
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Capitolul 3
LIMITE DE FUNCTII SI CONTINUITATE

3.1 Limite de functii si continuitatea
in spatii topologice

Definitia 3.1.1. Fie (X, 1y ) si (Y, 1y ) doui spatii topologice, Ac X,
acA si f:A>Y. Spunem ci functia f are limitd in punctul a daci existi
¢ €Y cu proprietatea:

(V)Vev, (()=@)UeU,_(a) cu fUNA)cV,undeV, (a)
reprezintd mulfimea vecinatatilor lui ain topologia Ty, iar V (ﬁ) reprezinta
multimea vecinatatilor lui 7 in topologia ty .

¢ €Y senumeste limita lui f in punctul asi se noteaza ¢ = lim f(x).

X—a

Observatie. Daca (Y, ‘CY) este spatiu topologic separat, / €Y este unic.

Teorema 3.1.2. Fie (X, ty ) si (Y, 1y ) doua spatii topologice, Ac X si
ae A. Presupunem ci existi (U n)neN un sistem fundamental de vecinatdti ale
lui &, cu proprietatea U, DU ,,;. Fie f: X 5> Y.

Atunci lim f(x) existd daca si numai dacd pentru orice sir de elemente
X—a

din A, (x, )neN cu lim x, =a, sirul (f(x, ))nEN este convergent.
N—o0

Criteriul Cauchy-Bolzano. Fie (X, Ty ) un spatiu topologic separat,
Ac X, ae A siaplicatia f : A= R. Presupunem ci exista (U, )neN un sistem
fundamental de vecinatati ale lui a.

Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

1) lim f(x) exista;

X—a

2) (V)e>0=(3)U, eV, (a) cu proprietatea (V) X, X" €U, N A rezulti
ca [f(x)- f(x")<e.

Definitia 3.1.3. Fie (X, ty ) si (Y, 1y ) dou spatii topologice, f: X —Y

si ae X. Spunem ca f este continud in punctul a daca pentru orice
VeV, (f(a) existi U eV, (a)astfelincat f(U)cV.
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Teorema 3.1.4. Fie (X, 1y ) si (Y, 1y ) doud spatii topologice, f: X —Y
si ae X. Aplicatia f este continud in punctul a dacad si numai daca imaginea
inversd prin f a oricirei vecinatiti a lui f(a) este o vecinitate a lui a.

Propozitia 3.1.5. Fie (X, Ty ) si (Y, rY) doua spatii topologice,
f:X >Y si ae X. Aplicatia f este continud 1n punctul a daca si numai daca
exista lim f(x) si lim f(x)= f(a).

X—a X—a

Propozitia 3.1.6. Fie (X, rx) si (Y, rY) doud spatii topologice,
f:X oY, aeX siU,cV, (a), WiV, (f(a)) sisteme fundamentale
de vecinatiti ale lui a, respectiv f(a).

Atunci f este continud in punctul a dacd si numai daca pentru orice
W eWys () exista U eU, astfel incat flU)cW.

Exemple

1) Fie f:(Rtg)—>(Rtr), acR.
f este continud in punctul a daca pentru orice € >0 existd 5, >0 astfel incat
pentru (V)xe R cu [x—a <3§, sdavem |f(x)- f(a)<e.

2) Fie f:(C,1c)—(C,1c), aeC.
f este continud in punctul a daca pentru orice € >0 existd o, >0 astfel incat
pentru (V)zeC cu |z—al <38, sdavem \f(z)— f(aX <Ee.

Teorema 3.1.7. Fie (X, T x) sl (Y, ’Ey) doua spatii topologice separate,
Ac X si aeA. Presupunem ci exista (U n)neN sistem fundamental de
vecinatdti ale lui a, cu proprietatea U,, oU,,;.Fie f : X > Y.

f este continua in punctul a daci si numai daca pentru orice sir (X, ). de

neN
elemente din A cu_lim X, = a, rezultd ca lim f(x,)= f(a).

N—0 n—oo
Teorema 3.1.8. Fie (X, Ty ) si (Y, ’L'Y) doua spatii topologice si
f : X > Y. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
1) f este continua pe X;

2) (V) Ac X = f(A)c T(A);
3) (V) F inchisa in 1y rezulti ca f '(F) este inchisd in Ty ;

4)(V)BcY= f(B)c f(B);
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o

5) (V)BcY = f_{IOBJC £71(B);
6) (V)Gety = f7'(G)ey.

Exemple
1) Fie spatiul (X,P(X)) spatiul topologic discret si (Y, Ty ) un spatiu
topologic oarecare. O functie arbitrard f : X — Y este continua pe X.

Indicatie de rezolvare

Pentru D ety = f7!(D)e P(X), deci este multime deschisi din X si din
teorema 3.1.8 (6) rezulta ca functia f este continua.

2) Daca 1,71, sunt doud topologii pe X cu 1, < 1,, atunci aplicatia
identica 1y :(X,1,)— (X,1;) este continui pe X.

Indicatie de rezolvare
Pentru D e 1, = 13(D)=De 1, deoarece T, C 1,, si utilizind teorema
3.1.8 (6) rezulta ca aplicatia identica este continua.

Teorema 3.1.9. Fie (X, 1y ), (Y,7y) si (Z,t,) trei spatii topologice.
Daca f: X Y, g:Y — Z sunt continue pe domeniile lor de definitie, atunci
aplicatia compusa go f : X — Z este continud pe X.

Definitia 3.1.10. Doud spatii topologice (X, 1y ) si (Y, ty) se numesc
homeomorfe daca exista o aplicatie bijectivd f : X — Y, astfel incat fsi f ' sa

fie continue pe X, respectiv pe Y.
In acest caz, f se numeste homeomorfism.

Exemple
1) Fie multimea X = (0,00) inzestrati cu topologia Tg.

Functia f : X — X, definita prin f(x)= 1 este homeomorfism.
X

2) Fie spatiile topologice (R,P(R)),(Rtg) si aplicatia bijectiva
lg:R— R, 1g(X)= x. Deoarece 15 : R— R nu este continua rezulti ci 1z nu
este homeomorfism.
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3.2 Limite de functii si continuitatea
in spatii metrice

Teorema 3.2.1. Fie (X,d) si (Y,p) doua spatii metrice, Ac X,ae A,
¢eY si f:A—Y. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
1) ¢ = lim f(x);

X—a
2) Pentru orice € >0 existd &, >0 astfel incat pentru orice Xe A cu

d(x,a)< 8, siavem p(f(x),¢)<e;
3) Oricare ar fi sirul (X, )neN cA cu lmXx,=a rezulta ca
nN—co
lim f(x,)="¢.
nN—o0

Corolar 3.2.2. Fie f:(X,d)—(Y,p) si ae X. Urmitoarele afirmatii

sunt echivalente:
1) f este continua in &;
2) Pentru orice € >0 existd 6, >0 astfel incat pentru orice Xe X cu

d(x,a)< 8, saavem p(f(x), f(a))<e;
3) Oricare ar fi sirul (X, )neN cX cu limx,=a rezultd ca

nN—o0
lim f(x,)= f(a).
nN—o0
Corolar 3.2.3. Fie (X,d) si (Y,p) doua spatii metrice, Ac X,aec A’ si

f : A—Y. Atunci f este continui in a daca si numai daci limita lim f(x) exista
X—a

si este egald cu f(a).

Exemplu
Fie spatiul metric (Rn,d), n>1, unde d este distanta euclidiana.

Se definesc aplicatiile de proiectie py : R" — R (1 <k< n) prin:
P (X(5 X5 sees X ) = Xic -
Acestea sunt continue pe R".

Indicatie de rezolvare
. n . .
Fie un punct a= (al,az,...,an)e R" fixat si un sir (Xp)peN de elemente

din R", astfel incat lim Xp =a. Cum X :( pl,xpz,...,xpn): lim Xy =& In
P— P—>0

multimea numerelor reale s1 deci py (Xp)—> pc(@) (V)k, de unde rezulti ca

fiecare aplicatie de proiectie p, este continud.
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3.3 Continuitate uniforma

Propozitia 3.3.1. Orice multime compacta K dintr-un spatiu metric (X , d)
este inchisa si marginita.

Teorema 3.3.2. Fie (X,d) un spatiu metric. O submultime K — X este

compacta daca si numai daca orice sir de puncte din K are un subsir convergent
in K.

Corolar 3.3.3. Un spatiu metric (X,d) este compact daca si numai daca
orice sir de puncte din X contine un subsir convergent.

Teorema 3.3.4. O submultime K < R™, m>1 este compactd daci si
numai daca este inchisa si marginita.

Definitia 3.3.5. Fie (X,d) si (Y,p) doud spatii metrice. O functie
f : X > Y se numeste uniform continua pe X daca pentru orice € >0 exista
8, > 0 astfel incat pentru orice X,X" € X cu d(X,x")< 8, = p(f(x'), f(x"))<e

Teorema 3.3.6. Fie (X,d) si (Y,p) doud spatii metrice si f:X —Y.
Daci (X,d) este compact si f este continua pe X, atunci f este uniform continu
pe X.

Definitia 3.3.7. Fie (X,d) si (Y,p) doua spatii metrice. O functie
f : X > Y se numeste lipschitziand daca exista o constanta reala C >0 astfel
incat p(f(x), f(y))<C-d(xy), (v)xyeX.

Propozitia 3.3.8. Fie (X,d) s (Y,p) doua spatii metrice. Orice functie
f : X >Y lipschitziana este uniform continua.
3.4 Aplicatii

Sa se studieze continuitatea functiei f(x)= x-E(x), x €[0,00), unde
E(x) este partea intreagi a lui X.
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Indicatie de rezolvare
0 xelo,1)

x xell,2)

f(x)=

nx xel[nn+1)

Problema continuitatii se pune, deci, in punctele Xx=n,ne N.

lim f(x)=lim(n—1)-x=n-(n-1)# f(n)=n?, deci functia este continui pe
X—=N X—>Nn
X<n X<n

[0,00)\N.

Sa se studieze continuitatea functiei f(x) =x* - E(X2 l Xe [O,oo),
unde E(X) este partea intreagi a lui X.

Indicatie de rezolvare
Se exprima partea intreagd a lui X si se studiazd continuitatea in punctele

X:\/ﬁ,neN.

Folosind criteriul Cauchy-Bolzano, sd se cerceteze existenta
limitelor:

) 1 .
a) limx"-sin—,neN; b) lim sign X ;
x—0 X X—0

: 1 : X
¢) limcos— ; d) lim——.
X—0 X X—>1 X +

Indicatii de rezolvare
a) Pentru & >0 arbitrar, se cauti §(¢)> 0, astfel incat pentru (V)x/,x

X'| < 8(¢), sa se verifice ‘ f(x)- f(x”} <Eg.

"

care verifica |X| < 5(e),
[f(x)-f(x")=

ca 2(8(e))" <e=0<3(g)< Q/% s1 deci, conform teoremei Cauchy-Bolzano,

n
+

!

< x'|" <2(5(¢))" si impunand

X

(x)"- sin% —(x")" -sin %

limita exista;

X' <8 =|f(x)- f(X")=2, deci limita

b) Pentru X' :l <osiX'= —l,
n n

nu exista;
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exista;

\f(xl)—f(xzjzln(2+l
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¢) Pentru X' —ﬁ X' —(Znil)n:‘f(x')— f(x")=1, deci limita nu

d) limita exista.

Fie aplicatiile continue f,g: Ac R— R si multimile:
E={xeA/ f(x)=g(x)}
F={xeA/ f(x)<g(x)}
G={xe A/ f(x)<g(x)}

Sa se arate ca multimile E si F sunt inchise, iar G este deschisa.

Indicatie de rezolvare
Functia f —g:A—> R, (f —g)x)= f(x)—g(x),(V) X € A este continua.

E=(f-g)'(0) F=(f-g)" (-0} G=(f-g)"(-=0).

Sa se studieze continuitatea uniforma a functiilor :
a) f(x):))((L_ij-sin2 X2, Xe [0,oo) ;
b) f(x)=Inx, xele,efe>0; ¢) f(X)=Inx, xe(0,¢e];

d) f(x)=sinx*, xeRje) f(x)= ﬁer, xe(0,0) ;
+

f) f(x):%+x xe(=1,).

Indicatii de rezolvare
T
a) Pentru X, =~/2nm, X, = 2nn+§ =X, = X,| >0,

dar ‘ f(x )= f (Xz)( >1, deci functia nu este uniform continua;

b) Functia este continud pe interval compact, deci este uniform continua;

1 1
¢) Pentru X, =—, X, =
) L™ on+d

=X, — X,| >0, dar

) >In 2, deci functia nu este uniform continua;
n

d) Nu este uniform continua.



e) Pentru €>0 arbitrar s1 pentru X, X, e(O,oo), pentru care
X —X,| <8, & x| <38,

xz‘ <9,, se va obtine :

X X
F(x )= f(x ) =2 S B P
‘ (Xl) (XzX x1+1+X1 X +1 Xy

X =%
(%, +1)(x, +1)

S‘X1—Xz‘+‘ %<2-\x1—x2\<288

st impunand conditia 28, < g, rezulta ca functia este uniform continua;

1 2 1

|f (%) f (Xz){ — 00, deci functia nu este uniform continua.

Sa se studieze  continuitatea uniformd a  functiilor

f,, fy, f, + f,, f, - f, definite pe R prin f,(x)=x-sin? x*; f,(x)=x-cos? x*.

Indicatie de rezolvare

deci functia f; nu este uniform continua.

In mod asemanitor se arati ca nici functia f, nu este uniform continua.

Functia (f, + f, )(X)= X si este uniform continua pe R.

Se aratd ca functia f;-f, nu este uniform continud, considerand

X, :1/(2n+1)§, X, :\/%.

2

Fie f:[0.3] >[0.3] f(x)= W.

a) Sa se arate ca Im(f ) [0,3];

b) Sa se arate ca f este o contractie de coeficient k;

¢) Si se deduci de aici ca sirul (X, )n, Xpi = F(X,), X, =0 converge la
unicul punct fix al lui f.
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Indicatie de rezolvare

a) f(x)= L (X—éjz +§, deci max(f(x)) este atins pentru X = é, lar
4 2 16 2
min(f (X)) pentru X=0, X =23, de unde rezulta ca Im(f )c [0,3];

b) Pentru orice cuplu de elemente X,y € [0,3] rezulta:

1£(x)- f(y) :i-‘x—yHB—x—y‘S%-‘x—y, deci functia este o contractie de

coeficient K = 2 ;
—1+417
Y

¢) Sirul (x, )n converge la unicul punct fix al lui f, adica la c =

< < : 1 . :
Sa se arate ca functia f :R—> R, f(X) = o) sin X este o contractie

: 1 . . : y o
de coeficient k = 5 s1 apoi sa se studieze convergenta sirului (Xn )n, definit prin

X, = f(X,), n>0, x,=aeR.

Sa se arate ca functia f :[ﬁ,Z]—) [\/5,21 f(x)=+2+x este 0

: : | : A
contractie de coeficient k = m s1 apoi sa se studieze convergenta sirului (Xn )n
definit prin X,,; =/2+X,, N=0, X, 2.

Indicatie de rezolvare
Pentru orice pereche de elemente X,y € [\/5 ,2] rezulta:

B Al ey Xy
1) f(y)(_W2+x J2+y‘_‘\/2+x+\/2+y‘gJ2+x+\/2+yS
X9

|
< < Ay —
Ty XY

. . . 1
deci f este o contractie de coeficient k=——.
242

Sirul definit prin relatia de recurentd X, =+/2+X,, N=0, X, = V2

este convergent catre unicul punct fix al lui f i anume lim X, =2.
N—o0
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Capitolul 4
SIRURI S$I SERII DE FUNCTII
4.1 Siruri de functii

Fie familia de functii (f,) _ definite pe aceeasi multime X si cu valori

ael

reale. Dacd multimea indicilor I este multimea numerelor naturale, atunci avem

un sir de functii.
Notatie: (f,,)

n-

Definitia 4.1.1. Un punct ae X este punct de convergenta al sirului de
functii (f, )n daca sirul numeric ( f, (a))n este convergent.

Multimea punctelor de convergenta ale sirului de functii (fn )n se numeste
multimea de convergenti a sirului (f, )n .
Exemple
1) Sirul de functii fn(x) =x", neN are multimea de convergenti

intervalul [-1,1].

* . ~
ne N are multimea de convergenta R

2) Sirul de functii f,(x)= 12

n

Definitia 4.1.2. Fie (f,),
avand multimea de convergentd A. Dacid f(x) este limita sirului numeric
(fn(x))n, (V) x e A, atunci s-a stabilit o corespondentd x — f(x) a multimii A
in multimea  numerelor reale.  Functia f(x) definita  prin

un sir de functii definite pe multimea X si

f(x)=lim f (Xx), Xxe A se numeste functia limitd pe multimea A a sirului de
N—0

functii considerat.

Exemple
n
1) Sirul de functii fn(x): X—' are multimea de convergenta R si pentru
n!
orice xreal lim f,(x)=0= f(x)=0, (V)xeR.
N—o0
nx+1

2) Sirul de functii f,(x)=a™2, neN, a>0 este convergent pentru
orice X real si are functia limita f(x)= lim f,(x)=a*, xeR.
n—o0
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Definitia 4.1.3. Se spune ca sirul de functii (fn)n este simplu convergent
pe X catre functia f, daca pentru (V) Xe X si pentru (V)a >0 existd un numadr
n(e, x), astfel incat | f, (x)— f (X)‘ <g, (V)n>n(g,x).

Exemplu
4

Sirul de functii fn(x):X—2 definit pe R, este convergent pe R citre
n

functia f(x)=0, (V)xeR. Se cauti un numar n(e,x), astfel incat
x* x* x>
Z-<e, (V)n>n(e x). Rezulti n* > = = n(g,x)= =

n? € Je

Definitia 4.1.4. Se spune ci sirul de functii (f,) este uniform

n
convergent pe X citre functia f, dacd pentru (V)e>0 existd un numir n(g),

astfel incat ‘fn(x)— f(x] <g, (V)n>n(e)si(¥)xe X.

Observatie
Un sir de functii uniform convergent este si simplu convergent. Reciproca
nu este adevarata.

Propozitia 4.1.5. Daca sirul de functii (fn)n, definit pe multimea X,
satisface conditiile |f,(x)}<a,, (V)xeX,neN, unde (a,)

numere pozitive cu limita zero, atunci sirul (f,)

o, este un sir de

, converge uniform catre

functia constanta zero.

Corolar. Daca pentru un sir de functii (fn)n definite pe o multime X,
existi o functie f:X — R si un sir de numere reale (a, )n, a, >0, pentru

care lim a, =0, astfel incat ‘fn(x)— f(XX <a,, (V)xeX, atunci sirul de
N—00

functii (f,, )n converge uniform catre functia f.

Criteriul lui Cauchy. Sirul (f,)
uniform pe X catre functia f : X - R daca si numai daca :
(v)e>0, (3)n(e) pentru care ‘ f(x)- fm(xx <&, (V)nm>n(e)si (v)xel.

de functii f,: X —> R converge

Teorema 4.1.6. Fie (f, )n un sir de functii uniform convergent pe X catre
functia f. Daca toate functiile f, sunt continue in punctul ae X, atunci si
functia limita va fi continud in punctul a.
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Observatii
1) In cazul in care a€ X N X', teorema 5.1.6 este valabila sub forma mai
generald: Daca sirul de functii (fn)n este uniform convergent pe X\ {a}, unde
ae X N X' si daca toate functiile f, sunt continue in punctul a, atunci sirul de
functii (f,, )n este uniform convergent pe X si limita sa este continua in a.

2) Teorema 5.1.6 ramane valabila daca functiile f, sunt continue la

stanga (la dreapta) in punctul a si atunci functia f va fi continua la stanga (la
dreapta) in punctul a.
3) Conditia ca sirul de functii (fn)n sa fie uniform convergent pe

multimea X este numai suficienta, nu si necesara, pentru ca functia f sa fie
continud intr-un punct a.

Exemplu
Fie sirul de functii (fn)n, definite prin f (x)=x", xe(0,1). Pentru
acesta, lim X" =0= f(x), (¥)xe(0,1). Functia f si functiile f, sunt continue,
N—0

dar sirul de functii considerat nu este uniform convergent.

Corolar. Un sir (f, )n de functii continue pe X, uniform convergent pe X,
are limita o functie continua pe X.

Teorema Dini. Dacd sirul de functii (f,)., f,:l > R, este simplu

n)
convergent catre functia f :l — R, unde | este un interval compact si daca
(f, )n este monoton in fiecare punct al lui I, iar functiile f, si f sunt continue pe

|, atunci convergenta sirului este uniforma.

Teorema 4.1.7. Fie | un interval marginit si (f,) un sir de functii

n
derivabile, definite pe |. Daca (fn)n converge uniform catre f si sirul derivatelor

(fn . converge uniform pe | cétre o functie g, atunci functia f este derivabila pe

I'si f'(x)=g(x),(v)xel.

!

Observatie
Reciproca acestei teoreme nu este adevaratd. Un sir de functii (fn)n poate

fi uniform convergent catre functia f, cu f,, derivabile si f derivabila, fara ca

sirul derivatelor (fn ) sa fie uniform convergent.

n
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Exemplu
nx .
sin x € [0,27] este uniform convergent pe [0,2x] catre

Sirul f,(x)= ,
n
functia f( ) 0, termenii sirului si functia limitd sunt derivabili pe [0,27c] dar

!
sirul derivatelor f, (X)=cosnx nu este convergent pe [0,27]
Teorema 4.1.8. Daca (fn)n este un sir de functii continue, uniform
convergent pe un interval [a, b] cétre functia f, atunci :

lim f dX f

n—)OO

m‘—;U

Exemplu

Sirul de functii f,(x)= COSTX efinit pe [0,7] este uniform convergent

pe [0, 7] catre functia f(x)=0.
/2
| 1 . nm .
Avem —- IcosnXdX:—2-31nnx/ =—sin— — 0, cand N — 0.
n n n
0

S 3

4.2 Serii de functii

,unde f,, f,,..., f,,... este un

Definitia 4.2.1. Seria f; + f, +...+ f, +...
sir de functii definite pe aceeasi multime X, se numeste serie de functii

0
Notatie: Z fn
n=l1

o0
Pentru orice X, € X avem seria numerica Z
n=1

serie care poate fi

convergenta, sau divergenta.

Definitia 4.2.2. Multimea punctelor X € X pentru care seria Z f, este
n=1

o0
convergenta se numeste multimea de convergenta a seriei Z f, .
n=1
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Exemplu
n

. .. X .
Cu sirul de functii fn(x) =—, XeR n=0,12,.. se formeaza seria de

n!
0 n
.. X . o
functii Z—', care are multimea de convergenta (— 00, oo).
n!
n=0

Definitia 4.2.3. Seria de functii Z f,, este simplu convergenta pe X
n=l1

citre o functie f , daca sirul sumelor partiale (s,)., S, = f; + f, +..+ f este

n ?
simplu convergent pe X catre f, pentru orice X.

o0
Functia f definita pe X se numeste suma seriei Z f-
n=l1

Definitia 4.2.4. Seria de functii Z f,, este simplu convergenti pe X
n=1
citre o functie f , dacd pentru (V)e>0 si pentru (V)Xe X existd un numar

n(s, X), astfel Incat
pentru orice N> N(g, X) sd avem ‘fl(x)+ fo(X)+...+ f,(X)— f(x)( <e.

Exemplu

nnx

o
n2

o0 .
: . si
Seria de functii Z

n=l1

X € R este simplu convergenta pentru orice X

real.
Pentru a demonstra aceasta, fie sirul sumelor partiale:

sin X sin2X sin NX I 1 1
Si(X)= S+ +. A= s (X| < S+ +..+ = =u, unde
1 2 n - 2 n
sirul cu termenul general U, este convergent.

e}
Definitia 4.2.5. Seria de functii Z f,, este uniform convergenti pe X
n=1
catre o functie f, daca sirul sumelor partiale (Sn )n este uniform convergent pe A

catre f pe multimea X.
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Definitia 4.2.6. Seria de functii Z f,, este uniform convergentdi pe X
n=1
citre o functie f , daca pentru (V)e>0, (3)n(e), astfel incat pentru orice
n>n(e) si avem
f,(x)+ f,(%)+...+ fo(x)- f(x) <&, (V)xeX.

Exemplu

o0
. : . 1 :
Fie seria de functii an, X€|:0,E:|. Pentru aceasta, sirul sumelor

n=0
1 Xn+1
. n . - .
partiale S, (X) =1+ X+...+X = T x + 1 converge uniform catre functia
f (x)=-——, deci seria este uniform convergenti.

1-X

Criteriul general de convergenta uniforma

o0
Seria de functii Z f, este uniform convergenta pe X, daca si numai daca
n=l1

(v )e>0,(3)n, e N pentru care ‘fn+1(x)+ fn+2(x)+...+fn+p(XX<8 pentru
(V)n>n,, (V)peN, (V)xeA.

Criteriul lui Weierstrass
Dacd |f,(x|<a,, (V)xeA (¥)neN si dacd seria de numere

o0 o0

Zan, a, > 0 este convergentd, atunci seria de functii Z fn(x) este uniform
n=l1 n=1
convergenta pe A.

Exemplu

o0
. . p 1 : y
Fie seria de functii E —> XE€ (I,0). Aceasta este uniform convergenti
n
n=1

pentru orice X € (1,%0), deoarece pentru (V) x e (I,0), (3)ae (I,0), cu a< x, deci

| B . 3
— < ——, 1ar seria numerica E —— este convergenta.
X a a

n" -n 0 N
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Teorema 4.2.7. Daca toate functiile f, sunt continue pe X, iar daca seria

(e 0]
Z f,, este uniform convergenta pe X catre f, atunci functia f este continua pe X.
n=1

e e}
Teorema 4.2.8. Fie seria de functii Z f,, uniform convergentd pe X catre
n=1

o0
!
functia f. Daca functiile f,, sunt derivabile pe X si seria Z f,, este uniform
n=1
convergenta pe X catre functia g, atunci functia f este derivabila pe Xsi f'=(g.

Exemplu

: cos NX . <
Seria Z ;> Xe€ [0,27] este uniform convergenta pe [0,27] deoarece
n

n=l1
o0

1 ) )
< — - Seria derivatelor este — Z
n =l n

sin NX
2

cosnx

n3

care este uniform convergenta

sin NX

n2

vom avea f'(x)= —Z sinan, x € [0,2x].

n

1 . - . <
<— . Notand cu f(x) suma seriei considerata,
n

pe [0,2n] deoarece

n=l1

o0
Teorema 4.2.9. Fie seria de functii Z f. uniform convergenta pe [a,b]
n=1
catre functia f. Daca functiile f,, sunt integrabile pe [a, b], atunci functia f este

b w b
integrabila pe [a,b] si j f(x)dx= ZI f(x)dx.
a n=1a
Observatie. Teorema serveste nu numai pentru calculul integralei
definite a unei serii de functii, ci si a primitivelor pe orice interval continut in
multimea de convergenta uniforma a seriei considerata.
Exemple
COSX COS2X cos NX
+ + .t

12 22 0 +... este

1) Seria trigonometrici f(x)=1+

uniform convergenta pentru orice X real.

A . sin X sin2x sin NX
Rezulta ca jf(x)dX:C+X+ + +.o.+
13 23 n’
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2) Seria de functii 1+ X+ x* +...+ X" +... este uniform convergenti

: . 1
pentru orice X € (~1,1) si are suma Tx
- X
Deci, pentru X e (~1,1)
2 n
avem de:C+§+X—+...+X—+...:—1n(1—x)+C’.
1-x 1 2 n
x X x"
Pentru x=0, C:C':>ln(l—x):—T—T—...———..., ‘X‘<1.
n

4.3 Aplicatii

4.3.1 Sa se arate ca  sirul de  functii (f0)n»

f.:[01]->R f,(x)= Xn(l — Xn) este convergent, dar nu este uniform
convergent pe [0,1].

Indicatie de rezolvare
Pentru Xe[O,l]:> lim fn(x):O, deci sirul de functii este simplu convergent
n—oo

catre functia constanta f(x)=0, (V) xe[0,1].
Pentru a ardta ca nu este uniform convergent citre f, se considera

x, =27"" €[0,1], pentru care fn(xn):%, (V)neN.

S4 se arate cd sirul de functii (f,,)., f,:(1,00)— R, definite prin :

. 2 T .
f.(x)= \/ (n2 + 1)- sin® =+ nx —+/nx este uniform convergent.
n

Indicatie de rezolvare

2

(n2+1)-sinZE (n2+1)'nz 2 gl

0< f (x)= n < \/_n < N
\/(n2+1)-sin22+nx+\/& 2N 2 n

2
*1° A . e Tt ~ - . .o
Utilizdnd teorema anterioara pentru @, =—= — 0, rezultd ca sirul de functii

Jn

converge uniform citre functia constanta f(x)=0.

80



Sa se arate ca sirul de functii (fn)n, fn:[O,oo)—>R ,

1:n(x):

1 _ : < :
—-e ™ converge uniform citre functia f (X) =0, Xe [O,oo).
n

Sa se arate ca sirul de functii (fn)n este uniform convergent pe
intervalul indicat, pentru :

2
X
a) f.(x)= S xe[l,o); b) f”(x):x+n’ xe[3,4] ;
: nx
c) fn(x):—x ~ Xe[l,oo); d) fn(x):cc;s , Xe[O,n].
(1+x2”) n" +1

Indicatii de rezolvare

NG 1

a) 0< <—=a,=——0, de unde sirul de functii converge
4 2n 2n

n® +x
uniform catre functia constanta zero;
b) f(x)=0;
1 1
¢) 0< fn(x)gz—n: a, =2—n—>0:> f(x)=0;
d) f(x)=0.
Sa se arate cd sirul de functii (f, )n converge simplu, dar nu

converge uniform :
X

2) fn(x):x+n, x e (0,) ;
Xn
b) fn(x):Hin, xe[0,1].

Indicatii de rezolvare

a) lim f,(x)=0, deci sirul de functii converge simplu citre f(x)=0.
N—o0

Pentru x=n= f,(x)= %, (¥)ne N, deci sirul nu converge uniform;

b) f(x)=0, xefol) si f(l):%. Se alege X, II—%E [0,1], pentru care
-1

n 2n
fr(x,)= (1 - %) : {1 + (1 - %j ] — i , deci sirul nu converge uniform.
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Sa se arate ca sirul de functii (fn)n, f,:(0,00)—> R, definite prin

n

fn(x):ZZK -sin

nu este uniform convergent.

Indicatie de rezolvare
Se aplica criteriul lui Cauchy :

1 1

_|lAn+l n+p

‘fn+p(X)— fn(Xx— 2 -smm+...+2 ‘Sll’l3n+px‘

) 2

s1pentru X = X, :m

sin 1 =sin3"-Z=(-1)",...,sin —sin3P ™. (-1)P"™" i luand
3n+lx 2 3n+pX 2

Sa se arate ca sirul de functii (fn) f,:R— R, definite prin

n’

n
cos kx . e : .
fn(x)z Z ) este uniform convergent si limita sa este o functie continua

Indicatie de rezolvare
Se aplica criteriul lui Cauchy.

- f (x :|cos(n+1)x+ cos(n+2)x+ N cos(n+ p)x |<
‘fmp() f”(j (n+1)n+2) (n+2)n+3) " (n+p)n+p+1)

1 1 1
S(hefn+2) (=2)n+3) " (n+ pln+ p+1)
1 1 1 1 1 1
— + — +...+ - =
n+1 n+2 n+2 n+3 n+p n+p+l1
1 1 1
< <Eg

n+l n+ p+1 n+1
Deci sirul de functii este uniform convergent, iar functiile f, fiind continue pe
R, rezultd cad limita sirului va fi o functie continua pe R.
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4.3.8 Sd se studieze convergenta sirului de functil (fn)n,

n
f. :[0,1] > R,definite prin fn(x)zx?,(V) neN".

Indicatie de rezolvare
Functiile f,, sunt continue pe intervalul compact [0,1].

Xn

lim — =0, deci sirul este simplu convergent catre functia constanta f =0
n—

continua. De asemenea, sirul de functii considerat este monoton descrescator in
fiecare punct Xe[0,1], deci conform Teoremei Dini, sirul este uniform

convergent.
Sa se arate ca sirul de functii (fn)n, definite prin

| . VI :
fn(x): Zk_3 -sinkx, XeR, este convergent pe R iar limita sa este o functie
k=1

continud, cu derivata continud pe R.

Indicatie de rezolvare
Se aplica criteriul lui Cauchy :

‘fn+p(x)_ fn(XX _ sin(n+ 1)x N sin(n+ 2)x i sin(n+ p)x <

(n+1y h+2  (n+p)
1 1 1

< + ot ——<

(n+17° (n+2) (n+ p)’
1 : Fot ! .

nn+1) (n+1)n+2) = (n+p-1){n+p)

1 | 1 1 1 | 1 1 |
== - - = — <—<¢g

n n+l n+l1 n+2 n+p-1 n+p N n+p n

Rezulta ca sirul de functii este uniform convergent pe R.

N k- cos kx ZCOSkX

In mod asemanator se arata ci sirul derivatelor f, (x)= 2—3 = 5
el K ol K
este uniform convergent, iar limita sa este o functie continua.

Sa se arate ca sirul de functii f,:[0,]] > R, f,(x)=n- x-e
1 1

converge, dar lim | f,(x)dx# | lim f (x)dx.
Nn—o0 0 0 N—o0
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4.3.11 Si se arate ci sirul de functii (f,, )n , definite prin
nx .
x € [0,1] converge neuniform pe [0,1], dar :

=)

I I
lim | f,(x)dx= | lim f,(x)dx.

N—o0 N—o0

Indicatie de rezolvare
nx
=0

11 fx_l e —

Rezulta ca sirul de functii converge simplu catre f ( ) 0.

se considera x,=—¢(0,1), pentru care
n

Pentru convergenta uniforma

fr(xy)= %, (v)ne N, deci sirul nu converge uniform.

m Sd se determine multimea de convergentd, A, pentru urmatoarele

serii de functii:

a)Z(nnj .(1_—2xxj”’ XER\{%};

)i 19 , XeR;
] Inn {14
c)z ( ”2)-...-(2—x””) x>0 ;
n=1
d)Z:L ( ) a>0, xeR;
n=1 N
[’} n
e)z 2n? +5 ( x], Xil;
~7n® +3n+2 \2x+1 2
> 2n+1 = X
, X#0;9) 2" .sin—, XxeR;
n=0(n+1) X" ngo 3"
> S xeR; i) er'] X0,
n=0 © n=1 X
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Indicatii de rezolvare

1 : e : .
a) Pentru Xxe R\{E} arbitrar fixat, se considera seria numerica

o0 n n
Z f(x), unde f,(x)= (1 + l) ( =X j . Pentru aceasta se studiaza
- n 1-2X%

convergenta absoluta, utilizand criteriul radacinii .

Rezultd ca r}l_t)IOlo 1”/‘ fn(XX -

1-Xx
1-2X

I1-x . <
o de unde seria este absolut convergenta pentru
—2X

<1<:>Xe(—oo,0)u(§,00).

1 12 . . 9 : 9
Pentru Xe 0,5 V) >3 seria este divergenta, deoarece nu este verificata

conditia necesara de convergentd a unei serii;

‘l—xﬂ Inn __h—xﬂ

f
) &ﬂ%ﬂi{;uxz n(n+1) 142
n

pentru (V) xe R\ {0}.

<1

0
. . < 1 <
Pentru X=0, se obtine seria alternata Z(— 1)" o care este convergenta.
nn
n=2

Rezulta ca multimea A de convergenta a seriei de functii este R;

C) Deoarece lim Vx =1 si X>0, rezultd ca de la un anumit rang n,,
N—o0

termenii seriei de functii vor avea acelasi semn, caci 2 — Ux >0, (V)n>n,.

Se va obtine, astfel, o serie cu termenii pozitivi, pentru care se aplicd criteriul
Raabe-Duhamel.

f.(x
lim n{ ”( ) 1}:ln X, de unde rezultd cd pentru X>e seria este
noo | foy (X)

convergentd, pentru X <e este divergentd, iar pentru x=e seria este divergenta,
1

o0
utilizand criteriul al doilea de comparatie cu seria divergenta Z
n

n=I
De asemenea, pentru X=2 seria este convergenti, deoarece f,,(2)=0.
Rezulta multimea de convergenta A={2} U (e,);
d) Pentru a<[0,1)= A=R.
Pentru a=1= A=(1,).
Pentru ac(1,00)= A=(2,);

85



9) A=R;
h) A=(0,00);
i) A=Q

Sa se determine multimea de convergenta si uniform convergenta
a seriel

X X - . ..
X+ Z — , 0<x<I1. Sa se determine suma seriei.
I+nx 1+

(n—1)x

Indicatie de rezolvare
Folosind definitia :

X X X X X
Sn(x):X+(m_Xj+[1+2x_1+x)+"'+{l+nx_1+(n—1)x}:‘

X

1+ nx
lim S,(x)= f(x)=0, xel0,1].
n—oo

Deoarece ‘Sn(XX<%, (v)xe0,1], rezulta ci seria de functii este uniform

convergenti pe [0,1] catre functia f(x)=0 .

Utilizand criteriul lui Weierstrass, sa se studieze convergenta
seriilor de functii :

= 1\" | cosnx
a) xeR; b) e—(1+—) : , XeR;
Z 140 x4 nz;{ n

n+1
1
: N
C)E 2+2n eR; d)Ea-smn

27
n=l1 3 ‘X

x#0, |a<3.

Indicatii de rezolvare
1 ) ) ) )
a) ‘f 1 W, (‘v’) Xxe R, deci seria este absolut si uniform

convergenta;
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b)
n n+l1 n n+1 n
(1+1j <e<(1+1J :>O<e—(1+l) <(1+1j —(1+l) <§:>
n n n n n n

3 3
= (fX)<———<——
falx) n(n+1) n?
deci seria este absolut si uniform convergenta;
C) absolut si uniform convergenta;
I’]

d) [f,(x)<|H ,(V)xe R\ {0}, si cum |8l < 3, seria este absolut si uniform

convergenta.

Sa se demonstreze ca seriile urmatoare sunt convergente pe
multimile indicate, iar sumele lor sunt functii continue pe aceste multimi :

Z sin nNX YeR - (2n=1)x
T ; sin
a) = /n* +x2 b) Z—, XeR;
n=1 2n_1)
o0
C) Z—, 0<X<o, wunde seria numerica Zan este absolut
n
n=1 n=1

convergenta.

Indicatii de rezolvare

1 . : <
a) ‘ fn‘ < — , deci seria este uniform convergenta;
n

deci seria este uniform convergenta.

1
b) |f.|<——,
)|t (2n-1)?

Este posibil ca o serie de functii continue pe o multime X, sa
conveargd neuniform pe aceasta multime catre o functie continua ?

Indicatie de rezolvare

Este posibil. Ca exemplu fie seria Z | - ((n - 1)))2( ,xefo,1].
+n? 1+(n-1)*x*

Toti termenii seriet sunt functii continue pe [O,l].

nx . .

Sh (X):—, pentru care lim s,(x)=0, (V)Xe [O,l], deci seria
1+ n°x> N

converge simplu catre functia f(x)=0 continui, dar seria de functii considerati
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1

nu converge uniform. Astfel, pentru X, = 1 elol]=s, (—j =3 —)% s1 deci
n n

relatia de convergenta uniforma nu se verifica.
m Este posibila derivarea termen cu termen a seriilor :

a) Z[ ~(n-1)x }, xe0,1] ;

b)

%111(1 +x2 )+ 2{%1&1 +ntx? )— : (nl_ 1)1n(1 +(n—1)*x? )} xelo,1] 2

Indicatii de rezolvare
a) S,(x)= e ™ —1= lim S, (x)=—1, pentru xe(0,1] si lim S,(0)=
N—>0 N—co

Rezultd ca functia suma este discontinua in origine, deci nu este derivabila in

acest punct.
Nu este posibilad derivarea termen cu termen;

b) Este posibila.

Este posibila integrarea termen cu termen a seriei :
= 2.2 22
sz[n2 e X —(n—1)? e (1 } xelo1] 2
n=1

Indicatie de rezolvare
2

Sirul sumelor partiale este S, (X) = 2X-% = lim S,(x)=0. Rezulti ca

en X n—oo
1

seria este simplu convergenti citre f(x)=0 si I f(x)dx=0. In acelasi timp,
0
seria integrata este convergentd si are suma 1, deci nu este posibild integrarea

termen cu termen.

o0
Sa se arate ca seria Z(X —x2N —x" 1+X2n_2) converge

n=l1
neuniform pe [0,1] si totusi :

j‘{i(x” — X2 x4 x2 2 :ldx ii x —x" —x™! +x2”‘2)dx.

o Ln=1 n=I (o
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Indicatie de rezolvare
Sirul sumelor partiale are termenul general S,(x)=Xx"—x*", de unde rezulta
lim S,(x)= 0, x € [0,1], deci sirul este simplu convergent citre functia constanta
Q0

f(x)=0.

Pentru a demonstra cd nu este uniform convergent, se considera
_ 1 x

x, =2""'" <[0,1], pentru care S”(X”):Z’ (V)neN".

Pentru a demonstra egalitatea, cum suma seriei este f(X)zO, rezulta
1 1

Jf(X)dXZO, i j(Xn—in—Xn_1+X2n_2)dX: 1 B 1 _l+ 1 dar
n+1 2n+1 n 2n-1
0 0
seria Z( _ —l+ ! ]este convergenta si are suma egala cu zero
n+1 2n+1 n 2n-1 . 8 '

x  xelo]]

1 avand proprietatea
2-x xe(1,2] ; prop

Fie functia f(x)= {

f(x)= f(x+2).Fie F i4—n ( ) Sa se arate ca:
=0

a) F este continua pe R;
b) F nu este derivabila pe R.

Indicatie de rezolvare
a) f este continua pe intervalul compact [0,2] si subunitara. Cum ea este

periodicd de perioada 2, rezulta cd este subunitara pe R, deci marginita.

0 n 0
N (. N 3 .
Se demonstreaza ca seria de functii Z—n f(4” : X): E U, este uniform
n=0 4 n=0
convergenta.

5. (X)= Uy (X)+ Uy (X) 4.+ U (%) = f(x)+(—j- f(4.x)+H2 4 )t
o]t

Aplicand criteriul de convergenta al lui Cauchy, rezulta:
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n+1
S(Zj -4 —> 0, pentrun— o

Rezulta ca sirul sumelor partiale este uniform convergent, deci seria este
uniform convergenta si deci, F este continua;

b) Fie xe R arbitrar fixat si me N fixat. Atunci (4m-x)e R si deci,

exista k € Z astfel incat k <4™M.x < k+1:>LSXSﬂ.
4M 4m
. k k+1
Notim m = Bm=4—m:> Uy S X< By

Fie numerele reale (4” -am), (4” -Bm).
Pentru m=n=> (4" B, —4" 0y )= 4" ™(k+1-k)=4"" =1
Pentru n>m= (4” By —4" -ocm): 4"M =nr. par.

|— 1 ~ ' N
Pentru n<m= (4” Bm—4" -am):4” M=— de unde rezulti c&, in
m-n

4
acest caz, nu existd nici un numar intreg cuprins intre ele.
: § 4™ p<m ..
Din acestea rezulta | f (4” -Bm)— f (4” -ocml = si deci:
0 n>m

‘F(Bm)_ F(am)‘ =

n_f<4n.ﬁm)_§(3)“.f(4n.ami_
:Zm:(%)n 4

[f(4n'Bm)_f(4n'°‘m) o
2]+ () e (2] 2
21+(%)+(§j ++(%) —41:1—(%j }—>4

F(Bm)_ F(am)

m~ Om

AW

n

AW

Il
5= IME I

Cum lim (B, 0., )=0,rezultd cd lim = +o0, deci F nu este
M—>0

MmM—o0

derivabila pe R
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4.4 Serii de puteri

o0
Definitia 4.4.1. O serie de forma Zanxn, a, € R se numeste serie de
n=0
puteri.
Observatie. Multimea de convergentd a unei serii de puteri contine cel
putin un punct si anume punctul X=0, pentru care seria de puteri este
convergenta si are suma a.

Existd serii de puteri care au multimea de convergenta formata dintr-un
singur punct si exista serii de puteri convergente pentru price X real.

Exemple

o0

1) Seria de puteri Zn!-xn este convergentd numai in punctul X=0,

n=0

deoarece pentru orice X, #0 existd un rang N pentru care ‘n- Xo‘ >1 si deci
lim|nk-Xy| = oo.

N—o0

n

o0
. . X o .
2) Seria de puteri Z—' este convergentd pe R, deoarece pentru orice
n!
n=0

_ Il

n+1

un—l
Uy

X e R=> — 0 pentru N — oo.

Teorema lui Abel

o0
Pentru orice serie de puteri Zanxn, a, € R exista un numar p >0, finit sau
n=0
infinit, pentru care :

a) seria este absolut convergenta pe intervalul (— P, p);
b) seria este divergenta pentru ‘X‘ >p.

p se numeste raza de convergenta a seriei, iar (— P, p) intervalul de convergenta
Observatie

Teorema lui Abel nu spune nimic in legdturd cu convergenta sau
divergenta seriei de puteri in punctele din capatele intervalului de convergenta.

Teorema 4.4.2. (d'Alembert)

an+l
an

0
Fie seria de puteri Zan-xn. Dacd lim
=0 N—o0

atunci raza de convergenta a seriei de puteri va fi:

=)\ finitd sau infinita,
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Teorema 4.4.3. (Cauchy-Hadamard)

o0
Fie seria de puteri Za” -x". Dacd limsup 1“/‘an‘ = finitd sau infinita,

n=0 N—0

atunci raza de convergentd a seriei de puteri va fi:

l O<A<oo
A

p=40 A=+
+o0 A=0

Teorema 4.4.4. Pentru orice r €(0,p) seria de puteri este uniform
convergenta pe [— r,r].

Corolar 4.4.5. Suma unei serii de puteri este o functie continud pe
intervalul de convergenta.

Corolar 4.4.6. Suma unei serii de puteri este uniform continud pe orice
interval compact continut in intervalul de convergenta.

o0
Teorema 4.4.7. Fie seria de puteri Zan -x" convergenti in intervalul
n=0
o0
(- p,p). Seria formata cu derivatele termenilor sai, Zn-an X" va avea

n=l1
acelasi interval de convergenta.

Corolar 4.4.8

Daci §(x)= ian X" si @(x)= in-an XM

atunc S o(x). (VX (-p.p).

Corolar 4.4.9. Suma seriei formata cu derivatele termenilor unei serii de

puteri este o functie continud si derivabila pe intervalul de convergenta.
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Corolar 4.4.10. Daca Z a, X" este o seriec de puteri cu raza de
n=0
convergenta p, atunci:
a) Seria formata cu derivatele de ordinul n ale termenilor seriei are aceeasi
raza de convergenta;

b) Suma s a seriei Zan X" este indefinit derivabild pe intervalul de
n=0
convergentd si derivata de ordinul n este egala cu suma seriei derivatelor de
ordinul n pentru orice X e (— P, p).

Teorema 4.4.11. Daca Zan'xn este o serie de puteri cu raza de

n=0
convergenta p, atunci pentru orice interval inchis [a b] c ( p,p) seria de puteri
b w b
poate fi integratd termen cu termen si j d X = Zja -x"dx, unde
a n=0
0
=Y a,-x".
n=0
Exemplu
2n+1
Seria Z are raza de convergenta p =1.
2n+1

[e0]
. . n . - - .
Seria derivatelor Z(— 1) x*" are aceeasl razd de convergentd si are
n=0

suma f(x)= deci suma seriei initiale este S(x)=C +arctgx. Pentru

b
1+ x>

x=0, C=0= g(x)=arctg(x).

Operatii cu serii de puteri

Fie doua serii de puteri Zan X" s an X" cu razele de convergenti
n=0 n=0
p; s1 p,. Atunci:

a) Suma celor doua serii de puteri este tot o serie de puteri

Z -X" care are raza de convergentd p > mm(pl, pz) Daca A(X) (X)
n=0
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0

sunt sumele celor doua serii de puteri si S(X) este suma seriei Z(an +b,)-x"

n=0
atunci S(x)= A(x)+B(x), (V)xe(-p,p);
b) Diferenta celor doud serii de puteri este tot o serie de puteri

o0

(a, —by,)-x" care are raza de convergentd p > min(p;, p, ). Daca D(x) este
n=0

suma seriei Z(a” ~b,)-x", atunci D(x)= A(x)-B(x), (¥)xe(-p,p)
n=0
c¢) Produsul celor doua serii de puteri este tot o serie de putert:
a,-by +(ay-b+a -by) x+...+(ay-b,+a, by +..+a,-by) x"+...
care are raza de convergenti p>min(p,,p,). Dacd P(X) este suma seriei
produs, atunci T(x)= A(x)-B(x), (V)xe(~p,p);
d) Catul a doua serii de puteri A(x) si B(x), by, #0 este o serie de puteri

C(x)= ch -x", cu coeficintii definiti de egalitatea A(X)= B(x)- C(x).
n=0

Serie Taylor
Fie f:1 —> R o functie indefinit derivabild pe intervalul | si fie un punct

X, interior lui |. Formula lui Taylor pentru functia f in punctul X, este:
n
(= )+ 220, f'(x0)+...+%. £O(x )4 R (%) xe |
Daca sirul (Rn(x))r;, pentru Xe X c |, e.ste convergent catre zero, atunci

0
: 1 L P
seria Z—'- f (”)(XO)- (X=X, )" numita seria Taylor a functiei f in punctul X
n
n=0
este convergentd pentru X e X — | catre functia f.

Formula f(x)= f(x,)+ X_I'XO . f'(x@+...+%- (M (x,)+... se

numeste formula de dezvoltare a functiei f in serie Taylor 1n jurul punctului X, .
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Teorema 4.4.12. Seria Taylor a functiei f in jurul punctului X, este
convergenta intr-o vecinatate V a lui X, daca derivatele de orice ordin f ) sunt

egal marginite pe V, adica ‘ f (”)(XX <M, (V)xeV.
Observatie. Daca X, =0, atunci seria Z# f (”)(XO)- (x=%,)" se
n=0 "~

numeste serie Mac Laurin pentru functia f.

4.5 Aplicatii

Sa se determine multimea de convergentd pentru urmatoarele serii
de puteri :

a)i[l—(—z)”]-x” : b)i - ¢) ix_”
— ’ n212n+3n ? = nn 5

= % =p=3 si intervalul de

convergenta este (— 3,3). Pentru x=3 s1 pentru X=-3 seria este divergenta,

deoarece nu este verificatd conditia necesara de convergenta a unei serii, deci
multimea de convergenti este (—3,3);

¢) A=lim n/in = lim ! =0=p=0o0 si deci, multimea de convergentd
n

n—o n—wo N
este R;
11
d) (——,—j e R ;L (=11);
c €
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g) Se considera seria de puteri Zan-y”, y=X—-1 si se obtine
n=l1
multimea de convergenta (0,2];
h) -3 ; i) (~e-3,e-3).

Sa se determine raza de convergenta pentru seriile de puteri:

- 1 1
n .
a) E anX ) ul’lde 32n =, azn_l :—n+1 5
n 2
© N
n
b —-x".
) Z; n!
n=

Indicatii de rezolvare

a) 11msup1/ =\ si p——

N—o0

Avem limZQ/I:I, 1im2n—1%=iz>7»=max{l —}:1:>p:1;
n

N—o0

b) p=lim

N—0

) 1
=lm-———=—.
n—oo 1 n (&

n

4.5.3| Daca raza de convergentd a seriei Z:anxn este pe (0,oo), s se
n=0
gaseasca raza de convergenta a seriilor de puteri urmatoare:

o0 o0
a) Za{?-x“, me N*;b) Zan-xnm, me N*;

a-n+1

n=0

° Z

<1+ \a \
Indicatii de rezolvare

m
a, L m

a)p=Ilm——/_=p, =lim——=Ilm =p ;

N—oo 8. N—>00 am Nl @, |

b) Se noteazi y=X". Rezultd ci seria de puteri Z:anyn are raza de
n=0
convergentd p, deci seria este absolut convergentd  pentru
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M <p=> ‘Xm‘ <p=> ‘X‘m <p=> ‘X‘ < r{)@, deci raza de convergentd a seriei
o0
Zan X" meN" este p, =Up;
n=0
¢) p; =max(p,1).

Sa se determine multimea de convergenta si suma urmatoarelor serii
de puteri :

0 ( 1)n+1 Xn b 0 ( 1)” X2n+l
a)é_ n )Z;_ on+1
CP X 0 Y e

— . - d . .

C)nz_(; il )nZ:;‘n+ X

o 4
e) (2n-1)-x* f) X ;
Z ;4n—3
g)Z(n+1)(n+2)(n+3)-x”
n=0

) 1+ia(a—1)...(a—n+1)-xn -

n! ’

n=1

Indicatii de rezolvare
a) Se calculeaza raza de convergenta a seriei de puteri :

. n 1
= lim —— =1=> p=—=1. Intervalul de convergenti este (—L1).
n—oo N+ 1

a
A= lim

n—oo an

Se studiaza convergenta in capetele intervalului.

0

: : . y 1
Pentru X=1, se obtine seria numericd alternata Z(—l)n+1 -— care este

n=1 n

o0

convergentd, iar pentru X =—1, se obtine seia — Z—, care este divergenta.
n=1 n
Deci, multimea de convergenti a seriei este (—1,1].

o0

Fie f(x)suma seriei de puteri. Atunci f'(x)= Z(— 1™ X X <1.
n=l1

Prin integrare, se obtine f(x)=1In(1+x)+C, xe(~11). Pentru determinarea

constantei de integrare C, se considera x=0, de unde se obtine C=0.
Prin urmare, f(x)=In(1+x), xe(-11).

1+x
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Deoarece seria de puteri este convergenta si in punctul X=1, rezultd ca functia
f (x) este continua in acest punct si f(1)=limIn(l1+ x)=1n2;
X—1

b) Multimea de convergenta este [—1,1].

Fie f(x) suma seriei de puteri. Atunci f'(x)= Z(— )" %" ,X<1.
=0 1+ x>

Deci, f(x)=arctgx+C si pentru x=0 se va obtine C=0, deci suma seriei de
puteri este f(x)=arctgx, xe(-L1).
Cum seria de puteri este convergentd si in capetele intervalului de convergenta,

rezultd f(—1)=arctg(—1)= —% si f(1)=arctgl = %;

C) Multimea de convergenta este (— 1,1].

Notand cu f(x) suma seriei de puteri, rezulta f'(x)= Z(— )" x" = | 1 7. de
~ + X
1 1, (x+17 1 2x-1 =
unde f(X)= j dx=—1In + —=arctg + ;
Y 1+%° 6 x*-x+1 +3 V3643
d) Multimea de convergenta este (~1,1).
n+1

Pentru calculul sumei seriei de puteri se pleaca de la seria de puteri ZX
n=0

care are suma g(X)= i = g'(x)= 0 —1X)2 = Z(n +1)x".

N—"

€) Multimea de convergenta este (— L1).
1-x?

(o)

f) Multimea de convergent este (—1,1).

Suma seriei de puteri este f(x)=

Suma seriei de puteri este (x)= larct gX— llnl—X
2 4 1+x
g) Multimea de convergenta este (— 1,1).

o0
Pentru calculul sumei seriei de puteri, se pleaca de la seria de puteri Z x|
n=0
care are suma
3

9(x)= le = g'(x)=

MS

(n+3)x™, g"(x)=>_(n+2)n+3)x"" si
n=0

Il
)

n
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o0
W

(n+1)n+2)n+3)-x" = f(x). Se obtine astfel suma seriei de puteri
n=0
6

f(x)=

(1-%)*
h) Intervalul de convergenta este (— 1,1).

Pentru X=1, se obtine seria 1+Z— a(a—1).(a—n+1), care este absolut
n=1
convergentd pentru a> 0 si semiconvergenta pentru a e (— 1,0).

Pentru Xx=—1, se obtine seria 1+ Z— (—a)(1-a).{n—a—1), care este absolut
n=l1

convergentd pentru a=0.

Prin urmare, dacd a>0,a< N multimea de convergenta este [— 1,1].

Dacd ae (— 1,0), multimea de convergenta este (— 1,1].

Daci a< -1, multimea de convergenta este (—1,1).

Daca a=0, sau a este numar natural, multimea de convergenta este R.

Fie f(x) suma seriei de puteri pe (- 1,1). Prin derivare, obtinem :

£(x)=a+ a(a-1) N aa-1).(a-n+1) -

1! (n—1)
relatie cu X si adunand rezultatul la f’(x), vom obtine :
, , Sala-1).(a-n+1) _, f'(x) a

x-f'(x)+ f'(x)=a +nz; . X" |=a- f(x)= 00 Tox
de unde rezulta ln‘ f( X){ aln(l+ x)+C, M <.

+.... Inmultind aceasti

Pentru =0, rezulta C=0, deci suma seriei este f (x)=(1+x)?, xe(-1,1).

n

- Sa se demonstreze ca seria Z— este convergentd pentru orice
n
n=1

X € [~ 1,1], iar suma ei f verifica ecuatia :

(1=x)- £ /(1= X)=x- F/(x)= mlTX, xe(01).
Indicatie de rezolvare

an+1
an

A= lim

nN—o0

=1=> p=1, deci intervalul de convergenti este (—1,1).
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Pentru x=1 se obtine seria Z— care este convergenta.

n=1 n
. . e (=1)" s g
Pentru X =—1, se obtine seria alternata Z—z’ convergenta, cu Leibniz.

n=I
Deci, multimea de convergenti este [ 11].
® N © Xn—l © x"
Se considera f(X):Z—2:> f'(X):Z = X f'(x):Z—.
n=1 n n=1 n n=l1 n
Fi ==/ e 0,1).
ie g(x Zn:g ZX = xe (0,1)

n=1 n=l1
Rezulti ci g(x)=—In(1 - x),
deci x- f'(X)=—In(1-x)= (1-x)- f'(1-x)==InX si se verifici ecuatia data.

i _ 1\ .30
Sa se arate ca seria de puteri 1+ Z ( 1) X

£<2.3.5:6-...-(3n—1)3n)
convergenta pe R si ci suma ei verifici ecuatia f"(x)+x- f(x)=0, (V)xeR.

este

Indicatie de rezolvare

lim Gnel | _ 0 = p =0, deci seria de puteri este convergenta pe R.

n—oo an
o0 )n X3n

Notandu-se cu f(x : Z rezulta
£~2.3-5-6-..-(3n—1)(3n)’

0 (_l)n .X3n—1 X2 X5 n 3n 2
f(x)= S SR SN _
) %2-3-...-(3n—1) 2235 X+Zz 3-..-(3n-3)

si prin inlocuire se verifica ecuatia data.

Sa se determine o serie de puteri, convergenta pe R si astfel incat
suma f a ei sa verifice ecuatia :

x- f"(x)+ f'(x)+x- f(x)=0, (V)xeR.

Indicatie de rezolvare

Se cauta f de forma f Za -X". Derivand de doui ori termen cu termen
n=0
obtinem :
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o0 o0
f'(x)= Z n-a,-x"" si f"(x)= Z n(n—1)a, -x"*, pe care inlocuindu-le in
n=1 n=2
ecuatia ce trebuie verificata, rezultd identitatea :

a, +§:(n2an + an_z)- x"1=0, (V)xeR.

n=2
De aici, rezultd ca a; =0, n?. a, +a,, =0, n=23,..., adica:
8y, =05sia, =(-1)-—>—, keN.
4% (k1)?
© K X2k
Pentru ay =1=1+ Z(— 1) . —=—, care este o serie de puteri convergenta
=1 4% (k1)*

pe R.

0
Se noteazd razele de convergentd ale seriilor de puteri Z:anxn ,
n=0

0

i:bnxn , Z(an +b, )x", iaﬂ b x" si i[zn: Ak -bkj-xn prin
n=0 n=0

n=0 n=0 \ k=0

Raa Rb’ Ra+b3 Ra-ba Ra®b'

Sa se arate ca:

a) Ryip 2 min(Ra’ Rb)’
b) Ryp =Ry - Ry

¢) Rygp = min(R,, R, ).

Indicatii de rezolvare

o0

a) Seria de puteri Zanxn are raza de convergenta R,, deci ea este
n=0

o0
absolut convergenta pentru ‘X‘ < R,. Similar, seria de puteri anxn este
n=0
absolut convergenta pentru M <R,.

Fie 1y <R,, ry<R,. Atunci, pentru orice X care verificd ‘X‘ <, se
verifica:
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n+p s\anHHx‘n” +...+‘an+pHx‘”+p +

n+1
‘(aml +bn+1)'x +'"+(an+p +bn+p)'x

+ b [X™ +...+‘bn+pux1n+p <g
o0

S-a demonstrat, astfel cd seria de puteri Z(a” +b, X" este absolut

n=0
convergenta pentru orice X pentru care |X < Iy, deci Ry,p 2min(R,, Ry, );
. | amb . lay| . |b
b) Ryp = lim|—""— :11m| n|-11m| ”|=Ra-Rb;
=08y, 10pyy | N an+l‘ n—0 bn+l‘

c¢) Se procedeaza ca la punctul a).
Fie 1y <R,, ry<R,. Atunci, pentru orice X care verifica ‘X‘ <r, se

verifica:

n+p q n+p | g
3 [Sagnt 3 Sia '

g=n+1\_k=0 g=n+1{k=0

n+p ([ g q n+p < n+p . 2.
< 2 [ 2 lagdbl | X =] Dlaal X || Doyl [X° <
g=n+1\ k=0 m=n+1 s=n+l1

0 n
S-a demonstrat, astfel ca seria de puteri Z[Z Ay * ka - X" este absolut
n=0 \ k=0

convergentd pentru orice X pentru care ‘X‘ <1y, deci Rygp > min(R,, R, );

Sa se arate ca functiile :

a) f(x)=sinx, xeR;Db) g(x)=cosx, xeR;
C) h(x):ex, Xe R se pot dezvolta in serie de puteri pe R si sa se
determine seriile Mac Laurin corespunzatoare.

Indicatii de rezolvare
Functiile sunt indefinit derivabile pe R si :

f (n)(X) — SiIl(X‘f‘ n g), g(n)(X) — COS(X%— n g), h(n)(X) _ ex’

(V)xeRneN .
Deoarece ‘f (n)(xj <1, ‘g(n)(xx <1, (‘v’) xe R, ne N, rezulta ca functiile f si g

se pot dezvolta in serie de puteri pe R.
Pentru functia h, avem ci pentru orice interval compact [ a,a] functia verifica

h(X): e <e?, deci h se poate dezvolta in serie de puteri pe orice astfel de
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interval. Cum a este real arbitrar, rezulta ca h se poate dezvolta in serie de puteri
pe R.
Se obtin dezvoltarile :

3 2k+1
sinx=>—> 4. +(-)- 2+, xeR
o3 (2k +1)
2 2k
cosX:l—X—+...+(—1)k-X—+..., XeR
2! (2k)

2 Xn

X X
X =1+—+—+..+—+..., XeR
2! n!

Sa se arate ca functiile urmatoare se pot dezvolta in serie de puteri
si sd se gaseasca dezvoltarea, precizandu-se intervalul in care este valabila :

a) f(x)=01+x)?, x>-1, aeR\{0,12,...};

b) f(x)=arcsinx, xe[-11];

c) f(x):%-lnt—z, X <1.

Indicatii de rezolvare
a) fM(x)=a(a-1).(a—n+1)-(1+x*", f™(0)=al@a-1).(a-n+1).
Rezulta seria Mac Laurin corespunzatoare :
1+%- X+a(aT'_1)- X2 ..+ a(a—l)..é'a— n+1). X" +..., serie de puteri care are
intervalul de convergenta (—1,1). f(x)=(1+x)? se numeste functie binomiala;
b) f(x)=arcsinx= f'(x)= (1 -x? )_1/2

functia f'(X) este o functie binomiala. Astfel, inlocuind in dezvoltarea functiei

. Rezulta ci pentru xe(—11)

binomiale (din exercitiul precedent) pe X cu — t? sia=— 5 vom obtine :

I 1, 13, 135..(2n-])

J1—t2 2 2-4 a 2-4-6-...-(2n)

Prin integrare termen cu termen pe intervalul [0,X], ‘X‘ <1, se va obtine

. X’ 1-3-5-...-(2n-1) x*™!
dezvoltarea :arcsin X = X+—-—+...+ : +
2 3 2:4-6-...-(2n) 2n+1

Cum aceasta serie este convergenta si in punctele —1 si 1, deoarece :
1-:3:5-...-(2n-1) 1 PR S
2:4:6-.0(2n) 2n+1 Joppgp P

2N, <.

(V)neN”, rezulta ca

dezvoltarea este valabild pe intervalul [-1,1].
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Capitolul 5
FUNCTII DE MAI MULTE VARIABILE

5.1 Functii vectoriale. Limite. Continuitate

Definitia 5.1.1. O functie f : X > R, X c R", se numeste functie realii
de variabila vectoriala X = (Xl , Xy s X ) € X

Definitia 5.1.2. Fie m functii reale f,,f,,..., f,, definite pe o aceeasi
multime X < R". Corespondenta:
(X(s Xg sever Xy ) = (1 (X X ey X s B3 (Xg X ey Xy oever Fra(Xps Xoenes X)) defineste
o functie f =(f,f,,..,f,) pe X ©R" cu valori in R™. Se spune ci f este o
functie vectoriala de variabila vectoriala.

Definitia 5.1.3. Fie functia f:X - R™, X cR" si a un punct de
acumulare al multimii X. Se spune ¢ un vector be R™ este limita functiei f in
punctul a daci pentru (V)e>0, (3)8(¢)>0 astfel fincit pentru
(V)xe X,x=a, cu |x—a] < 5(¢) sa avem | f (X)—bH <Ee.

Notatie: lim f(x)=b.

X—a

Definitia 5.1.4. Fie functia f : X - R™, X cR" si ae X. Se spune ci
functia f este continud in punctul a daci pentru (V)e>0, (3)8(e)>0, astfel
incat pentru (V) xe X, cufx—a|<8(e) sd avem | f(x)- f(a) <e.

Daca a este punct de acumulare al multimii X, atunci continuitatea
functiei f in a este echivalenta cu:

lim f(x)= f(a)sau lim | f (x)- f (a]\ =0.

X—a X—a

Observatii

1) Daca f este continua in punctul a, existd o vecindtate a lui a in care
functia este marginita.

2) Daca f este continud in punctul &, atunci functia H f H este continud in
punctul a. Reciproca nu este adevarata in general.

3) Daca f si g sunt continue in punctul a functiile f+g si A-f sunt

continue in a.
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4) Daci existd lim f(x) in R™ si f nu este definitd in punctul &, atunci f
X—>a

se poate prelungi prin continuitate in punctul a, pundnd conditia

lim f(x)= f(a)

X—a

5) Fie functiile f: X > Y<cR™, g:Y > RP, X cR". Daci functia f
este continud in punctul ae X, iar functia g este continud in punctul
b= f(a)e, atunci functia compusi go f : X — RP este continui in punctul
ae X.

6) Fie functiareald f : X - R, X < R". Daci f este continui in punctul
ae X si f(a)#0 existd o vecinatate V a lui a astfel incat pentru xeV N X s
avem f(x)-f(a)>0.

7) Fie functia vectoriali f:X - R™, X < R" continud in punctul
ae X si f(a)#0. Atunci existi o vecinitate V a lui a astfel incat pentru
xeV X siavem f(x)#0.

Definitia 5.1.5. Fie f: X > R™, X cR" si ae X. Fie submultimea
Xi ={% e R/ (a,8y,...,8_{, X, 8 ,[sesdly ) € X}c X . Pe aceasta, functia f este
o functie f; de o singurd variabila X, € X;. Dacad f; este continud in punctul
a € X;, spunem ca f este continua partial in raport cu variabila X, in punctul
a=(a,a,,..a,).

Teorema 5.1.6. O functie f continui intr-un punct a=(a,,a,,...,a, ) este
continud in acest punct in raport cu fiecare variabila.

Observatie. Reciproca acestei teoreme nu este in general adevaratd. Daca
o functie este continud intr-un punct in raport cu fiecare variabila in parte, nu
rezultd ca ea este continud in acel punct.

Exemplu
Fie functia f : R* — R definita prin:

3 6
(xy)= —X S (xy)=(0.0)

0 (X)()

Dacia X=0=> lim f(0,y)=0, deci functia f este continui in raport cu
y—0

variabila y in punctul (0,0).
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Daci y=0= lim f(x,0)=0, deci functia f este continui in raport cu
x—0

variabila X in punctul (0,0).
In acelasi timp, functia f nu este continui in punctul (0,0), deoarece
: 3m
pentru X—>0,y—>0 cuy®=m-x, meR= lim f(xy)= 5
(x.y)-(0,0) 1+m
limita care depinde de parametrul real m, deci nu este unica.

Definitia 5.1.7. Fie f : X > R™, X < R". Se spune ci f este uniform
continud pe X, daci pentru (V)e>0, (3)5(e)>0 astfel incat oricare ar fi
<3(e) sd avem | f(x)— f(x)

punctele X, X" € X cu HX— X' <E.

Teorema 5.1.8. O functie f uniform continua pe o multime X este uniform
continud in raport cu fiecare variabila.

Observatii

1) O functie vectoriald continui pe un interval compact | < R" este
marginita pe |.

2) O functie vectoriald continud pe un interval compact | < R" este
uniform continud pe |.

3) Pentru o functie vectoriald continui pe un interval compact | < R"
exista un punct & € | astfel incat H f (2’;]‘ = supH f (X)ﬂ
xel

4) O functie reala de variabila vectoriald, continud pe un interval compact
| = R", 1si atinge marginile.

Exemple
1) Fie functia f(x,y)= VX2 +y?  definitd pe discul x>+ y* <RZ.

Aceasta este continua pe domeniul ei de definitie. Minimul functiei este atins in
punctul (0,0) si are valoarea 0, iar maximul functiei este atins in orice punct

(x,y) situat pe cercul de ecuatie x* + y* = R* si are valoarea R

2) Functia f(X, y) definita pe discul x> + y2 <R? prin:

3xy°
——— (X y)=(0,0
fy)=9x* +y' ()= (00)

0 (x,y)=(0,0)
nu este uniform continud pe domeniul de definitie, deoarece nu este continua in
punctul (0,0).
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5.2 Derivate partiale. Diferentiale

Definitia 5.2.1. Fie functia f:X >R X cR? si (a,b) un punct
interior lui X. Se spune ca:
a) f este derivabila partial in (a, b), in raport cu variabila X, daca :

) tim £ (<D)= 1(@0)

X—a X—a

<400, iar limita se numeste derivata partiald a lui f in

raport cu X §i se noteaza fX' (a,b), sau %(a, b).

b) f este derivabili partial in (a,b), in raport cu variabila y, daci :
(El) lim f (a, y)_ f (an b)
y—b Y — b

< 400, iar limita se numeste derivata partiald a lui f in

raport cu Y $i se noteaza fy, (a,b), sau (;iy(a, b).

Observatie. Daca o functie este derivabild partial in raport cu variabila X
in fiecare punct al multimii de definitie X, spunem cd functia este derivabila
partial in raport cu X pe multimea X.

Exemplu

2 2
Functia f:R* >R f(x,y)=e¢* "V este derivabild partial in raport cu
2,42

xsicuype R? si f)(x, y)=2x'exz+y2, f;,(x, y)=2y-e* Y.

Definitia 5.2.2. Fie functia f:X >R, XcR" si (a,a,,..,a,) un
punct interior lui X. Functia f este derivabila partial in punctul (al,az,...,an),
in raport cu variabila X, daca :
f(a,a,,.... 8 (s Xe»Byypsen @y )— T(a),8,,...,2,)

(3) lim s1 este finita.

X—)Xk Xk —_ ak
Limita se numeste derivata partiala a lui f in raport cu variabila X, si se
- 4 of
noteaza ka (al,az,...,an), sau —(al,az,...,an).

Xy
O functie f(X;,X,,...,X,) are n derivate partiale.
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Exemplu
Functia f:R* 5> R f (X, Y, Z) = ln(l +x2-y?. 22) are derivatele partiale

, 2x-y? . z? , 2y-x* -z
foAXV, z)= , flxy,z)=
e y.2) 1+x*.y?.- 22 e y.2) 1+x*.y*.-7°
, 2z-y? - x? .
[+x°-y°-z
Observatii

1) Daca functia reald f(X;,X,.,...,X,) este derivabild partial in raport cu
variabila X, in punctul a= (al 5@y 5..np Ay ), atunci f este continua partial in raport
cu variabila X, in punctul a.

2) Daci functia reald f(x,X,.,..., Xn) este derivabila partial in raport cu
fiecare variabild X, X,,...,X, in punctul a=(a,,a,,...,a,), atunci f este continui
in raport cu fiecare variabila in parte in punctul a.

Definitia 6.2.3. Fie functia vectoriali f:X —>R™ XcR",
componentele sale f,, f,,..., f, fiind functii reale derivabile partial in raport cu
fiecare variabild X, X, ..., X, intr-un punct (a,,a,,...,a,)e X.

Derivata partiali a functiei f in raport cu X, in punctul a este definita

prin:

. fla,a,.,a X, ity an )= fla,a,y,...,a,) .

lim (1’ 2 k1> 2k Tkl ”) (1’ 2 n) si se noteazd cu f)zk(a).
X Xy — @,

Observatie
Daca se considera functia f raportata la o baza e, e,,...,e,,, atunci:

f(x)=¢ - fi(xX)+e-fr(X)+..+e, f(X), X=(X,%,...%,)eR".
Derivata sa partiala f, (a) are componentele:

of of of
—L(a,ay,..a, ), —(a,8y,....8, ), ..., — (8, 85.,..., 8, ).

OXic OXy OXy.
Exemplu
. . (= g X - > Z
Functia vectoriald f(r):l >+ -%+ k S
y +z°+1 Z°+ X" +1 X“+y +1

definita pe R? are derivatele partiale de forma:
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N F)=t ! +] B A S

ox y'+z' 41 (x2 +7° +1) (x2 +y? +1)2
of .\ = —2Xy - 1 — —2yz
—(F)=1 k

ay( ) (y2+22+1) " (X2+22+1)+ (x2+y2+1)2
LS T P S S —

Derivate partiale de ordin superior. Fie functia f: X > R X c R?,
derivabila partial in raport cu fiecare variabild in parte, in punctele interioare ale

lui X. Daca Z—f(x, y) si %(X, y) sunt, la randul lor, derivabile partial in raport
X

cu fiecare dintre variabile, atunci derivatele lor partiale se numesc derivate
partiale de ordinul doi ale 1ui f si se noteaza prin :

g[gj_a%_fu ofat)_otf _ .
ox\ox) ox* 7 oyley) eyr Y

ofaf|_otf _ . 3(@]_5%_]”
oxlay) oxoy ¥ oylox) oyox

Exemplu
Functia f (X, y) = ln(l +x% + y2) definita pe R? are derivatele partiale:
2X 2y
fxy)=—>+——, fi="——
x( y) 1+x2+y2 y 1+x2+y2
2 4x*
fr(xy)= -
. 1+X° +y? (1+x2+y2)2
2 4y*
fy(xy)= -
¢ 1+ +y? (1+x2+y2)2
" -4 "
fxy(xa y) N Xy 2 = fyx
(1 +X° + y2)

fays fyx se numesc derivate partiale mixte.
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Criteriul lui Schwarz. Fie f: X > R, X < R* si punctul (X,, Yy )€ X .

SE:E S A . : : R
Daca exista , intr-o vecinatate V a lui (XO, yo) si sunt continue in
oXoy  oOyoX
BGERi o2 f
Xy » , atunci Xy, = Xp , .
( 0 YO) axay( 0 yo) ayax( 0 YO)

Criteriul lui Young. Fie f:X >R, X cR? si punctul (XO, yo)e X.

e . of of o . .
Daca exista derivatele partiale o @ intr-o vecinatate V a punctului (X,, Y, ) si
X

o2 f o’ f

8y (XO > yO): 8y6x

(X0 Yo)-

sunt diferentiabile in (X,, Y, ), atunci

Definitia 5.2.4. Fie functia f:X >R, XcR? si (ab) un punct
interior lui X, astfel incat functia f admite derivate partiale continue in (a,b).

df(a,b)= Z—L (a,b)-d x+ %(a, b)-dy se numeste diferentiala functiei f

in punctul (a,b).
Definitia 5.2.5. Operatorul d = 9. dx+§ -dy care aplicat functiei f da
Yy

OX
diferentiala functiei f in punctul (X, y) se numeste operatorul de diferentiere.

Observatie. Fie functia f:X - R, X cR? si (a,b) un punct interior
lui X. Atunci f este diferentiabila in punctul (a, b), dacd existd A,u € R si exista
o functie @: X — R continua si nuli in (a,b), astfel incat :

f(xy)- Fab)=2-(x=a)+ - (y=b)+a(x y)-y(x-a)* +(y-b)*,(¥)(x y)e X
Daci f este diferentiabild in (a,b), atunci f admite derivate partiale in

of of
B)siv=2(ab), u=2(ab).
(a,b) si ax(a ) u ay(a )

Observatii
1) Pentru o functie f : X - R X < R" diferentiala este:
of of : . .
df =—-dx +—-dX, +...4+ —-dX,, iar operatorul de diferentiere
X Xy Xn

este d:i-dx1 +i-dx2 +...+i-dxn.
X| X5 X,
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2) Pentru o functie vectoriald f : X — R™, X c R" diferentiala este:

df=£i~dxy+£i~dx2+m+fi~dxw
0X X5 Xn
Exemplu

Functia f:R’ >R f(X, Y, Z)= \/ x* +y*> +27* este derivabild partial
pe R’ \{(0,0,0)} si:

X (xy,2)= —% M ixy,z)=—V

ox 7 Jﬂ+y2+f, e Jﬁ+y2+f
of Z

—(xy,2)=

0z X +y?+ 22

de wunde rezultd df:X'dXJ“y'derZ'dZ

diferentiala functiei f pe
Iy + 2

R*\{(0,0,0)}.

Definitia 5.2.6. Diferentiala unei functii de mai multe variabile se
numeste diferentiala totald a functiei.

Teorema 5.2.7. Conditia necesara si suficientd pentru ca diferentiala unei
functii f:1 R? > R si fie identic nula pe | este ca f sa fie constanta pe |.

Teorema 5.2.8. Fie expresia diferentiali E = P(x,y)-dx+Q(x,y)-dy,

unde functiile P si Q sunt continue pe | R?. Daci E este diferentiala unei
functii f:1 R> >R, pentru orice punct (X, y)e | atunci

P(xy)- 2. Q(X,y)=% () (xy)el .

Teorema 5.2.9. Conditia necesard si suficientd pentru ca diferentiala unei
functii f :1 @ R" — R si fie identic nuli pe | este ca f si fie constanti pe I.

Teorema 5.2.10. Fie expresia diferentiala:
P (Xsees X ) d X Py (X0 Xy ) d Xy 4+ Py (XX )-d X, cu  functiile

componente Pe(X;,....X,), k=1,2,.,n continue pe | c R". Daci expresia

diferentiald este diferentiala unei functii f:1 c R" — R pentru orice

. of of
(Xl,...,Xn)E | ) atunci F)l(Xl,...,Xn):a_Xl,..., Pn(Xl,..., Xn):a
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Definitia 5.2.11. Fie functia f:X >R X < R?, derivabild partial de
doua ori in X si cu derivatele partiale de ordinul doi (deci si cele de ordinul intai)
continue. Diferentiala de ordinul doi se noteaza cu d? f(X, y) si este definita
prin :

2 2 2
d* f(x, y):%dx2 +2-ﬂ-dx-dy+£-dy .
OX OXoy oy’
Operatorul

2 2 2 (2)
a—-dX2+2- 0 -dx-dy+a—-dy2: g-dx+i-dy se numeste
x> OXOy e OX oy

operatorul de diferentiere de ordinul doi.

Definitia 5.2.12. Fie functia f: X >R, XcC R?, care are in X toate
derivatele partiale de ordinul n continue. Diferentiala de ordinul n a functiei f se
noteazi cu d" f(X,y) si este definita prin :

o" f o"f

d" f(x,y)= o dx"+Cp ax”‘lay.dxn_l dy+..+
n n
ﬁ%-dx”‘k dy*+..+C] ‘Zy: dy"
X

(n)
Operatorul d" = (i ~d X+ gy . d y} se numeste operatorul de
OX oy
diferentiere de ordinul n.

Derivatele si diferentialele functiilor compuse
1) Dacd functiile u,v: X c R— R au derivate continue pe X si daca

functia f:Y c R’> > R are derivate partiale continue pe Y, atunci functia
F(x)= f(u(x),v(x)), (¥)xe X are derivata continui pe X, dati de:
dF(Y_of du & dv
dx ou dx ov dx
2) Daca functiile u,v: X ¢ R* - R au derivate partiale continue pe X si
daca functia f :Y R? - R are derivate partiale continue pe Y, atunci functia
F(x,y)= f[u(x,y).v(x, y)] are derivate partiale continue pe X, date de:
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oF of au of ov
X au ox v ox
OF _of au ot v
oy oOu oy ov oy

3) Diferentiala functiei F este data de:

dF = ﬁ d X ﬁ dy
OX oy
Exemplu

Fie F(X, y): f (X2 +y? 1+ Xy) definitd pe R*. Considerand:
u(x, y)=x*+y*, Vv(x,y)=1+xy avem:

oF of of

- 2 X4+ —- y
ax ~ou oV
oF 8f 8f '
— 2y - X
oy ou ov

Diferentiala functiei F este

of 8f of 8f
dF =| — 2X4+—-y [-dX+| —-2 dy.
(8u 8v yj (6 y+ 6v j y

Observatie
Derivatele partiale si diferentialele de ordin superior se calculeaza astfel:

0’F 6(6F) (g ou of av)
ox?  ox\ ox) ox\ou ox ov ox

[azf ou % f avj ou_of ou +[82f v o f auJ L
ox

+
ou? ox oOuov ox

—+
6x ou ox? | ov? Ox ovou ox

af az
3V ox>
O°F 8(8Fj 0°F 8(8Fj
oy’ oyloy ) oxoy oy \ ox

2 2 2
2F=2F gy 0. 9F -dx-dy+a—F-dy2

ox> OXoy oy’

Formula lui Taylor. Fie functia f:X >R X < R?, derivabild de
n+1 ori pe X, cu toate derivatele mixte egale si fie (a,b) un punct interior lui X.
Se considera functia F(t)= fla+(x—a)-t,b+(y-Db)-t} (x,y)e X,telo,1].
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Deoarece f are derivate pana la ordinul n+1 pe X, rezulta ca si F este derivabila
pani la ordinul n+1 pe intervalul [0,1], iar functiei F i se poate aplica formula

lui Taylor stabilitd pentru functiile de o variabila. Rezulta ca :

F(1)=F(O)+%-F’(O)+%-F”(O)+...+#-F(”)(O)+Rn,
_ ()
unde restul Rn——nH)! F"™V(0), 0<(0,1).

Avand in vedere ci F(1)= f(x,y), F(0)=f(ab), F(t)= f(x(t), y(t)), unde
x(t)=a+(x—a)-t, y(t)=b+(y-Db)-t si calculind derivatele de ordin
superior ale lui F in punctul 0, se obtine formula :

f(x.y)= f(a,b)+ll!((x_a)i+(y_b)%j. f(ab)

OX
I d oY
= (X_a)&Jr(y_b)a_y -f(ab)+..+
1 0 o)
+H (X—a)&ﬁ‘(y_b)@ ’ f(a‘ab)—l_ Rn
unde restul
I 5 P n+1
Rn:m[(x_a)&+(y—b)a—y] f(a+0(x—a) b+ 6(y—b)), cu

0e(0,1).
5.3 Extremele libere ale functiilor de mai multe variabile

Definitia 5.3.1. Fie functia f:X >R, X cR" si punctul X, e X.
Functia f are un minim local in X,, daca existd o vecinatate V a lui X,, astfel
incat f(x)> f(x,), (V)xeV.

Punctul X, este punct de maxim local pentru functia f, daca
f(x)< f(x) (V)xeV.

Teorema 5.3.2. Fie functia f:X >R X cR" si (a,a,,...,a,) un

punct interior lui X. Daca :
1) functia f are un extremum in punctul (al , Ay 5.y A ),

2) functia f are derivate partiale in punctul (a1 y & 5.0y A ),
atunci derivatele partiale ale lui f se anuleazi in punctul (a,,a,,...,a, )
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Observatia 5.3.3. Punctele 1n care functia f poate avea extreme sunt date
de solutiile sistemului :

I _y
OX,
LI
0X,
LI
X,

Solutiile sistemului se numesc puncte critice, sau puncte stationare.
Pentru X, = (Xlo , Xg yeees Xg) punct critic pentru functia f, se noteaza :

o° f
a.ij = (Xlo, Xg,..., Xg)
OX; OX;
Atunci :
1. Daca toti determinantii
a a all cee aln
A =q;, A,= S A, =|.. .. ..| sunt pozitivi, functia f are un
A Ay
ay ... @

minim in punctul respectiv.
*

2. Dacd toti determinantii Aﬁ =—A,, A*z =Ay,,Ay=(=1)"-A, sunt
pozitivi, functia f are un maxim in punctul respectiv.

Se poate preciza dacd un punct critic este de extrem, folosind semnul
diferentialei de ordinul doi.
Astfel :

1. Daca d* f (Xlo, Xg,..., X2)> 0 punctul este de minim.
0
n

2. Daca d? f(xl0 L XS ey X )< 0 punctul este de maxim.

Exemple

1) Fie functia f : R’ >R f(X, y): x> + y2 —2X.

% =2X-2

612( , deci punctul (1,0) este punct critic pentru functia f.
N 2y

oy
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Avand in vedere ci d? f(1,0)=2-dx*+2-dy* >0 rezulti ci punctul
(1,0) este punct de minim.
2) Fie functia f : R’ 5 R f(x, y): x> —y? +2x.

2—f =2X+2

Pentru aceasta avem: 8;( , deci punctul (~1,0) este punct critic.
i _2 y
oy

Avand in vedere ca d* f(~1,0)=2-dx*—2-dy* nu are semn constant,
punctul nu este de extrem.

5.4 Functii implicite

Definitia 5.4.1. Fie ecuatia F(X, y): 0,unde F: X cR* > R.0 functie
y= f(X) definitd pe multimea Ac R, astfel incadt pentru orice Xe A,
(x, f(x))e X se numeste solutie in raport cu Yy a ecuatiei F(X,y)=0 pe
multimea A, daca F(x, f(x))=0 pentru x e A.

Definitia 5.4.2. Functiile y= f(X) definite cu ajutorul ecuatiilor
F (X, y) =0 se numesc functii implicite, sau functii definite implicit.
Observatie. O ecuatie F(X, y): 0 poate sd aiba pe A mai multe solutii,

sau nici una.
Exemple

1) Ecuatia x* +y*—1=0 are in raport cu Yy o infinitate de solutii definite

VI=x? o<x<B, ax-1, p<1

pe [-1+1] de f(x)= , deoarece fiecare

V1-x2 xe[-141\ o]
verifica ecuatia X2 +y? -1=0.
Se observa ca solutiile nu sunt continue in punctul X = o, sau X =J3.
2) Ecuatia x* + y4 +1=0, (X, y) e R? nu are nici o solutie reala.

3) Ecuatia 2Xx—-3y+5=0, (X, y) eR? are o singura solutie:

f(x)=§+%-x, xeR .
3 3

Teorema 5.4.3. Fie functia F : XxY > R, Xc R, YcR i (X,Y,) un
punct interior lut X xY . Daca:

1) F(Xy,¥9)=0,
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2) F(xy), Fi(xy) Fy (x,y) sunt continue pe o vecinitate U xV < X xY

a lui (XO > yO )’

3) F>'/(X09 Yo)#0,

atunci:

1) existd o vecinatate U, cU a lui X, si o vecinatate V, cV alui Yy, si
existd o unicd functie Y= f(X) Uy »V,, astfel incat f(X0)= Yo I
F(X, f(x))z 0 pentru xeU,;

i1) functia f (X) are derivata continua pe U, data de:

£/(x)=— Fe(x.y) :
Fy(xy)

111) daca F(X, y) are derivatele partiale de ordinul k continue pe U xV,

atunci f(x) are derivata de ordinul k continui pe U,,.

Definitia 5.4.4. Fie ecuatia F(Xl,xz,...,xn, y): 0 unde F(Xl,xz,...,xn, y)

este o functie realda de n+1 variabile, definita pe o multime X R™.

O functie y = f (X, %y,..., X, ) definitd pe multimea Ac R" este solutie in
raport cu y a acestei ecuatii, daca pentru (X, X, ,...,X, )€ A avem:

F (X5 Xg 50000 Xps T(X(5 X 5000 X)) = 0.

Teorema 5.4.5. Fie F(Xl,xz,...,xn,y) o functie realda definitda pe

XxY, XcR"MYcR, X5 =(Xg,Xygs..» X ) un punct interior lui X si y, un
punct interior lui Y. Daca:

1) F (X105 X205+ Xn0» Yo ) = 0,

2) functia F(Xl, X5 5eees Xy y) este continud impreuna cu derivatele partiale
Fy > Fx, 5 Fx » Fy pe o vecindtate U xV a punctului (X10> %20 2+ Xn0> Yo )»

!
3) Fy (X105 Xa0 5+ Xn0s Yo ) % 0,
atunct:
i) exista o vecinatate Uy cU a lui Xy = (X9, Xag»s X0 )» O Vecinatate

V,cV alui y, si o unici functie y= f(X;,%y,....%X,):U, =V, astfel incat
f(Xlo,Xzo,...,Xno): yo Sl F(XI’XZ""’XH’ f(Xl’XZ"“’Xn))EO pentl'u XEUO,
i1) functia f(Xl,Xz,...,Xn) are derivate partiale continue in raport cu

Fr (X2 % 0000 Xg)

Fy (X0, X e X))
iii) daca F(XI,XZ,...,Xn, y) are derivate partiale de ordinul k continue pe

i=12,..n;

X, 1=12...,npeU, date de f); - _

U xV, atunci functia implicita f(xl, X3 genes Xn) are derivate partiale de ordinul k
continue pe U,
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5.5 Dependenta functionala

Definitia 5.5.1. Fie y, = f, (X,%y,...X,), k=12,...,m m functii reale
definite pe o multime X < R". O functie reald F(X{,X,,...,X,) definitd pe X
depinde de functiile f|, f,,..., f,, pe multimea X, daca exista o functie reald de

m variabile CD(yl, Ys,eer Yy ) definitd pe o multime Y < R™, astfel incat pentru
xe X siaavem F(X;,Xy,...; Xy )= P(F, (X0, Xg 5es X oves Frn(Xp5 X500, X1 ).

Exemplu

Fie functiile f,g,h: R® - R definite prin:

f(X,y,2)=x+y+z

axy,z)=x*+y* +72*.

h(X,y,z)= Xy + yz+ zx

Avem (X+y+2z) =x*+y* + 22 +2(xy+ yz+2x)= g = f 2 +2h, deci g
depinde de functiile f si h.

Definitia 5.5.2. Functiile Yy, = fi (X, %5,... X, ), K =12,...,m definite pe

o multime X c R" sunt in dependenti functionali pe o multime Ac X, daca
cel putin una dintre ele depinde de celelalte pe multimea A.

Teorema 5.5.3. Conditia necesard si suficientd pentru ca n functii de n
variabile independente Yy, = fk(Xsz»---aXn ), k=12,..,n definite pe o

multime X < R", cu derivate partiale continue pe X, si fie independente
functional pe Ac X este ca determinantul functional:

N M M
5Xl (9X2 (9Xn
oy oy
D(Y1ayza---,yn) N Oy LI .
B fie identic nul pe A.
D (%, X3 520 Xn ) a.>.<'1 ‘9.).‘.2 8.).(.n sa fie 1dentic nul pe
ayl’l ayn ﬁyn
aXl 8)(2 8Xn

Definitia 5.5.4. Functiile f;(X;,..., X ) T5 (X(seees Xg hover £y (Xgoeen X))

definite pe o multime X < R" se spune ci sunt independente intr-un punct
(X105 X505--» Xno ) € X daci nici una din functii nu depinde de celelalte intr-o

vecinatate a Iui (X;g, Xyg .- Xpg ) € X .
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Functiile ;(X; . Xp ) F3(X{5ees Xp ooves Fy(X500s Xy ) SUNt independente pe
X daca sunt independente in orice punct interior al multimii X.

5.6 Extreme cu legaturi

Fie y= f(X,X,,...,X,) o functie reald definiti pe o multime X c R" si
un sistem de p < n ecuatii de forma:
Fl (XI,X2,..., Xn): O

Fy (X, X 5000, %7 ) = 0 . : :
(5.6.1) functiile reale F,F,,...,F, fiind definite pe

F (XX e X ) =0

aceeasi multime X < R".

Definitia 5.6.2. Extremele functiei y= f(X,X,,...,X,) cand punctul
(X, Xy,...,X,) parcurge numai multimea A a solutiilor sistemului (5.6.1) se
numesc extremele functiei f conditionate de sistemul (5.6.1).

Teorema 5.6.3. Fie functia q)(xl,xz,...,xn;Kl,hz,...,k ) de n+p

p
variabile definita de:
D = (X X )+ Mg - By (Xpees X ) H o A - P (X, X))

si (al,az,...,an; TP uz,...,pp) un punct stationar liber al functiei @ . Punctul
(a,a,,...,a,) este punct stationar al functiei y= f(Xl,Xz,...,Xn) cu legaturile
F=0,F,=0,.,F,=0.

Observatie. Numerele A;,A,,..,A, se numesc multiplicatorii lui

p
Lagrange.

Pentru a determina punctele de extrem ale unei functii y = f(X;,Xy,..., X, )
cu legdturile F, =0, F, =0,..., Fp =( se procedeaza astfel:

1) Se formeaza functia ajutatoare:
D = F (X, X ) Ay - F (X X ) ot A Fp(Xen X)), ot A0,

parametri.

p

w o, o

2) Se rezolvi sistemul: < 0X 0Xy OX cu N+ p ecuatii si
FIZO, FZZO, Fp:O

N+ P necunoscute.
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3) Daca (al 3@ ey A3 s o peees U p) este o solutie a acestui sistem, punctul
(a,,a,....,a,) este punct stationar conditionat al functiei y = f (X, X,,..., X, ).
Punctele de extrem conditionat ale functiei f se gasesc printre punctele stationare

conditionate.
Pentru a stabili daca punctele stationare conditionate sunt de extrem se

studiaza diferenta f(X,,X,,...,X,)— f(a;,a,,...,a,) pentru punctele care verifici
sistemul F, =0, F, =0,..., FIO =0, de unde rezulta ca avem:

(X5 X e Xy )= T(@g,85,..0,85 ) = (X[, Xy 505X, ) — P(8y, @y ..., A, ), adicad
se studiaza diferenta:

E = (X, %y,.... X, ) - P(ag,a,,...,a, ).

Aplicand formula lui Taylor functiei ®(x;,...,X,) in punctul (a,,a,,...,a,)

2
dla,... .
avem E:l E 0 (al’ ’an)dXi dx; +R,unde X —g =dXx,1=12,...,n.
2 OX; OX;

Semnul diferentei E este dat de semnul formei patratice :

o’d(a,,...a,)
2 _ | ERREES
d°®(a,,....,a,)= z N 2dx dX .

5.7 Aplicatii

2 2
Se considera functia f(X, y):%. Sa se calculeze limitele
X +y

iterate lim(lim f(x, y)j si lim(lim f(x, y)j.

X—0\ y—0 y—>0\ x—0

Indicatie de rezolvare :

2 2 2 2
lim[lim %} = liml=1, lim[lim %} = lim(~1)=-1.
X=0{ y—=0 x“ + y X—0 y—0| x=0 x° + y y—0

X—>0 X
y—k

X
Sa se calculeze lim (1 + X) :

Indicatie de rezolvare :
Se calculeaza limitele iterate si ambele sunt egale cu ek,

120



Fie functia f :R* > R, definitd prin
2 L winly3 4 yS
X-y +s1n(X +y )
, (X, y)=(0,0
f(xy)= x* +y* (y)=( )

0 . (xy)=(0,0)

Sa se arate ca, desi functia are limite iterate in punctul (0,0), ea nu are limita in
acest punct.

Indicatie de rezolvare :

: . X y2 + sin(x3 + yS) . sinx®
lim| lim = lim
Xx—=>0| y—=0 )(2 + y4 X—0 )(2

=0 si

: . X y2 +sin(x3 + y5)
Iim| lim
y—0| Xx—0 X2 + y4

=0, deci limitele iterate exista.

Pentru a se arata ca f nu are limita in origine, se considera doua perechi de siruri
convergente la zero, de forma :

(X, Yn ) Xq = yﬁ sl (X}], y}]), X}] =2 y}]. Pentru acestea avem :

lim f(x,,Y,)= 1 si lim f (X:] , yﬁl)z %, deci cele doud limite sunt diferite.
N—oo 2 N—»o0 5

Sa se arate cd functia f : R> > R, definita prin :
- ( 3,3 )
sin{x” +y
X, ¥Y)# (0,0 )
f(xy)=4 x2+y? () este continua pe R,

0 (x.y)=(0.0)

Indicatie de rezolvare
Se demonstreaza ci pentru (V)e>0, (3)8(c)>0, astfel incat pentru

(v)(x, y)e R* pentru care ||(x, y) - (0,0}‘ < 8(e), sa rezulte |f (x,y)- f (0,0)‘ <eg.
[(%, y)=(0,0) = x> +y* <8(e) = |X < 3(e) si |y] < 8(¢).Rezulta

‘f(X,y)—f(O,OX:SIH(X +y)( sm( ) ‘X +y ‘_‘X +y ‘_
x+y‘ x+ny+y2Hx+y‘

2_
}x+y(2 +3; xy)‘: SE\x+y‘sE\xl+EM<6(s)<s

X"+Yy
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X
Fie functia f:R* >R, f(xy)=1y2 " T Y0 gase

studieze continuitatea in punctul (0,0).

Indicatie de rezolvare

Se consideri sirurile (X, )neN si (Y, )neN, astfel incat lim X, = lim y, =0, de
N—o0 N—00

: 1 :
forma x,=y2, (V)neN. Pentru acestea lim f (yﬁ ) yn): —# 0, deci f nu este
N—o0 c

continua n origine.

Fie functia f : R?* — R, definita prin :
Xy
——— (X Y)=(0,0
(y)= 3 1y (x.y)=(0.0)
0 (x,y)=(0,0)

cu y in (0,0), dar nu este continui in raport cu ansamblul variabilelor in acest
punct.

. Sa se arate ca f este continua in raport cu X si

Indicatie de rezolvare

lim f(x,0)=0= f(0,0) si lim f(0,y)=0= f(0,0), deci f este continui in raport
X—0 y—0

cu fiecare variabila in parte.
Pentru a demonstra ca f nu este continua in raport cu ansamblul variabilelor, se

: o 1 : Kk
considera sirurile X, =——0 si Y, =— — 0, pentru K real fixat.
n n

Rezulta lim f (Xn, yn): 7 , limita care depinde de Kk, deci f nu este continua

n—oo 1+
pe R2

Sa se calculeze derivatele partiale de ordinul intdi pentru
urmatoarele functii :

a) 7=eXY : b) z:ln(x2 +y2) : ¢) Z:ln(X-l-,‘/Xz +y2);
d) Z:arctgl ce) z=xY ;) z=x> +y? sin 2 ;
X y

2. 2
g)u=xY+y?-2-2 ; hyu=e*"Y -sin’ z.
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Indicatii de rezolvare

a)%:ex_y2’ %:_z.y.ex—yz;
OX oy
0z 2X 0z 2y
b)) = T
OX X +y” Oy X" +y
ey a2 X
X x2+y?r oy xP+y?’
g)é_u:y xY1-2.2" .Inz,
OX
a_, vyl 4 xYInx, —=y*lny-2x-z2°";
oy
h)
au —2x-eX*Y sin? z, au 2y XY sin Z,
ox
@:exw sin2z
0z

5.7.8 Pornind de la definitie, sd se calculeze :

a) ﬂ(g,o), 6f( 4) daca f(Xy \/sm X+sin’y ;

oy \ 4
b) 2—;( —j, 2];(1 0), daca f(xy)=e""*Y ;
c) 0"t (1,1), dacd f(x y)=~/x* +y?
oxoy ’
2 2
d) Sxafy (L1), ;ﬁfx (L1), dacd f(x,y)=x-y-Inx, x#0;
of of 0% f
= (-22 2.2 —22),daca f(x,y)=3x>-y:
0 %22 F22) TL-20), 00 1(x9)= A
f) 0 f (E Oj daca f(x,y)=x-sin(x+y)
oxoy 4’ ) 24 Y):
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Indicatii de rezolvare

a)
ﬁf(n) . f(X,O)—f(Z,Oj ' sinX—sinZ D)
—|—,0|= lim = lim -
ox\ 4 x—1/4 T x—>n/4 T 2
4 4
of ([« of
b - 1,— :0, 1,0 :O,
= ( 2) (10)
of of
)= (1)
0% f o (of .0 oy
L)=—| — (L1)=1 :
0 S )= 2 =i & e
of 1
D (xy)=—2 =D (x1)= : (1L1)=—.
) UxFayr x> +1 V2
11
2 [,2
Rezultd ca f(1,1):11m X+l ﬁ: ! ;
X3y x—1 X—1 2.2
2 2
d) ﬂ(u) = ﬂ(l,l) =1;
oxoy OYyOX
of 2 of 1 o f 1
~ _272 =", _232 =~ _232 =——,
0 9 22)--3. (221 T (-22)

Sa se arate ca derivatele partiale ale functiei :

mzlnx3+y3+z3—3-x-y-z)
verifica ecuatia :
0o Ow 0w 3
—t—t—=—
OX 0y 0z X+y+2z

Indicatie de rezolvare
Avem identitatea

> +y’+22 3. x-y-z=(x+y+ z)(x2 +yr+ 22 —xy—-xz— yz), de unde
o= 1n(x+ y+ Z)+ ln(x2 +yr+ 22 —xy—-xz— yz) va avea derivatele partiale
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0w 1 2X—Yy—2
" = +
X X+y+zZ x*+y*+72P—xy-xz—yz

om 1 2y—X—-12

= +

O X+y+zZ xP+y*+7Z2—xy-xz—yz
oo 1 2Z2-X-Yy

Ay Tty 2.
0Z X+Y+Z Xx*+y*+72°—xy—xz—-yz
care nlocuite in ecuatia data, o verifica.

< < : L x#0,y#0
5.7.100 S se arate ci functia f(x y)= nu este

0 X=0,sauy=0

continua in origine, dar admite derivate partiale in origine.

Indicatie de rezolvare

Functia f nu este continui in origine, deoarece lim f(x,y)=1# f(0,0)=0.
o

Q(O,O) — lim f (X:O) — f (an) _ 0, q(0,0) — lim f (O: y) — f (030) —0.

OX x—0 X oy y—0 y

5.7.11] Pornind de la definitie, sa se arate cd urmatoarele functii sunt
diferentiabile in punctele indicate :

a) f(xy)=x> +x-y+y?* inpunctul (1,1) ;
b) f(x,y)=(x- 2)2 +(y- 1)2 in punctul (2,1).

Indicatii de rezolvare

of ’ of :
= (x,y)=3- == (11)=4
B L (0y)=3:6 +y= L (0)=4 5

of of
— (X y)=x+2-y=—(L1)=3;
o (V) 5,0

of of . . : .
b) 6—(2,1)= 5(2,1): 0 si se cauti o functie ®: R* — R continua si nula
X

in punctul (2,1), pentru care :

6 y)= F2D)=0(x y)-y(x=2) +(y-1)*.

Rezulti o(X,y)= \/(X— 2)2 +(y- 1)2 , care este continud pe R si ®(2,1)=0,
deci functia f este diferentiabila in punctul (2,1).
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5.7.12| Fie functia f : R* — R, definita prin :

X-|y] (
——=— (x%y)=(0,0)
f(X9 y): \/Xz + y2
0 (x,y)=(0,0)
Sa se arate ca f admite derivate partiale in origine, dar f nu este diferentiabila in
acest punct.

Indicatie de rezolvare
M (00)= tim =T _o T )y LOV=T00)_,

ox x—0 X oy y—0 y

Daci f este diferentiabild in punctul (0,0), atunci existi o functie ®:R* — R
continua si nuld in acest punct si care verifica :

of

f(xy)- f(0,0):&(0,0)-(x—0)+%(0,0)-(y—0)+ o(x, y)- x> +y>.

X1y

0,0

De aici, rezulti (X, y)=1 x> Ty (% y)#(0,0)
0 (X, y):(O’O)

origine. Deci, f nu este diferentiabila in origine.

, care nu este continua in

Sa se arate ca functia f : R* — R, definita prin :
X;y (X, y) * (090)
f(xy)=13x* +y?
0 (x,y)=(0,0)

este continua si admite derivate partiale in origine, dar nu este diferentiabild in
acest punct.

5.7.14| Sa se arate ca derivatele partiale de ordinul doi mixte ale functiei

2 X’
2 y*-Infl+—=—1 y=0 o
f:R* 3R, f(xy)= y? nu sunt continue in origine si
0 y=0
2 2
totusi o | (0,0)=Q(0,0).
oxoy OYOX
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Indicatie de rezolvare

4.5y
o2 f — =2 (xy)=(0,0)
ooy V=16 S si
OX0y 0 (x.y)=(0.0)
2 4X—3y ) )
Syal (xy)= (X2 +y? )2 (% y)=(0.0)
L0 (xy)=(00)

de unde rezulta ca derivatele partiale mixte sunt egale.
Pentru a demonstra ca nu sunt continue, se considera sirurile de numere reale,
convergente la zero (X, )n, (y, )n, de forma x, = y,, (¥)neN.
. 4.x8
Rezultd lim n > =10,

Sa se calculeze diferentialele de ordinul intai si al doilea pentru
functiile :

a) f(x,y)=e*-cosy;

b) f(X,y,z)=x-y-z.

Indicatii de rezolvare

a) df =ﬂ-dx+ﬂ-dy=ex-cosy-dx—ex-siny-dy si
OX oy

o2 f o> f

o*f |,
—dX" +2-——dx:dy+—
OXoy e

2 ¢ _
d* f =—

dy’ =
OX Y

—e*cosy-dx* —2eXsiny-dx-dy—e*cosy-dy?
b)ydf =y-z-dx+x-z-dy+x-y-dzsi
A’ f=2-z-dxdy+2-x-dydz+2-y-dxdz.
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Sa se calculeze derivatele partiale si diferentiala de ordinul n
pentru functia f(x,y)=e®™.

Indicatie de rezolvare
k

f(xy)=e®e” = aa:(x y)=a“-e™.e”,
onf _
oxk aynk(xv) a“-p"*- f(xy)

Rezulta diferentiala de ordinul n: d" f = e®™.(a-dx+b-d y)".

Sa se calculeze d f(1,1) si d* f(1,1) pentru functiile :
a) f(xy)=x"—X-y+2-y* +3-X-5-y+7 ;

b) f(xy)=
o) f(x,y)=Inx-y.

Indicatii de rezolvare

a)df—g—fdx+%dy:>df(ll) 4.dx-2-dy

2 2 2 2
@1 =Tae gy dy+a fdy-dx+ﬂdy2:>
ox? OXoy OyoX oy> :
=d? f(1,1)=2dx* —2dx-dy+4dy>
b) df(Ll)=e(dx+dy), d>f(L1)=e(dx®+4dx-dy+dy?);

0 df(Ll)=dx+dy, d*f(,1)=-dx*-dy>.

Sa se calculeze d f (3,4,5), daca f (X, Y, Z):

x> +y? .
Indicatie de rezolvare
of of of of X-Z
df =—dx+—dy+—d de — , ,
S X+8y y+— dz uneax(xy Z)=— (X2+y2)3/2
of y-z . of B
ay (Xa ya Z)_ ( ) y )3/2 S1 82 (Xa ya Z)_ (X2 N y2)1/2 .

Rezultd d f(3,4,5)=0,04(3dx+4dy-5dz).
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Sa se calculeze ((11—:(, stiind ca f=f(uv), u=u(x), v=vx),
pentru functiile :
a) f(uv)=u’ ;b) fuv)=vu>+v2 ; ¢) f(uv)=arctg .
'

Indicatii de rezolvare
a) Se foloseste regula de derivare a functiilor compuse, adica :

df 6f du 8f dv vl o, v '
——=V-u  u+u -Inu-v';
dx  éu dx ov dX

df 1 N
b) N u2+vz-(u-u +V-V');
df 1 , ,

0) i u2+v2.(v-u u-v').

Sa se calculeze i, a pentru functiile :
oxX oYy

a) f(u,v):ln(u2 +v), unde u(x,y)= oY’ V(X y)=Xx*+y;
b) f(u,v)= arctg%, unde u(x, y)=x-siny, V(X,y)=X-cosy.

Indicatii de rezolvare

afﬁfauﬁfav 6f8f8u6f8v

a —=—— —.—+—-—, de unde rezulta :

OX 8u8x Y% 8y6u6y 8vay

b) ﬂ—O si ﬂ=1.
OX oy

Sa se arate cd functiile urmatoare verifica ecuatiile indicate :

a) f(x,y)= (yj verifica ecuatia X- a +y- a_ =0 ;
X OX oy

b) f(xy,2)= (p(x- y, x> +y? -7 ) verifica ecuatia

y, - yzﬂ (x2 - yz)ﬂzo.
OX oy 0z
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Indicatii de rezolvare

a) Se considera functia u(x, y)= %, de unde rezulti ca f(x, y)=¢(u(x, y))

.. . of de éu ,[ yj of dp ou_ 1
sldec1—:—— 1= =¢-—;
ox du ox x2) oy du oy X
Inlocuind derivatele partiale ale functiei f in ecuatia dati, aceasta este verificata.
b) Se considera functiile u(x,y,z)=x-y, V(X Y,z)=x>+y*-2z*, de

unde f(x,y,2z)=o(u(x,y,z),v(x,Yy,z)) sideci :
of _dp ou oo ov_ 09 , 09

OX Ou Ox oV ox ou ov
o _dp u_dp v_. do L2y o9

dy oudy ovay . au ov
o _dp ou do ov_ , ¢

A o0z ou 0z ov oz oV
Inlocuind derivatele partiale ale functiei f in ecuatia data, ea este verificata.

5.7.22 Fie f = f(u,v), unde u=X-y si v=

partiale de ordinul doi ale functiei f.

. Sa se calculeze derivatele

< | x

Indicatie de rezolvare

of of ou of ov of 1 of
_:_._+_._=y._+_._
OX oOu OX oV oOX ou y ov

oo v o v
5y86y8v8y 8Uy28V

i_g(a_)_g ot Laty_of ot 1ot eu,
ox> ox\ o axay(’}v ou auyavax

o of 1 of)ov , 0°f o’ f 1 9%f
+ A y_ -~ ._—y — 4. 4+ =
ov{® ou y ov) ox ou? ouov -y ov?

ue’f a'f v o’f
=—- +2- +— ;
v ou? UV U v
Similar, se obtin rezultatele :
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o*f _,0°f v ot of v of

X0y  ou? U av: du U ov

O*f _ O . ott vatt ot oof
oy* ou’? ouv ' u a2 U ov

Sd se calculeze ((11—:(, daca f(x)=@(u(x),v(x)), pentru :
a) o(u,v)=u+uv, u(x)=cosx, V(x)=sinX;
b) o(u,v)=e"Y, u(x)=x>, v(x)=x*-2;

Vv

) o(u,v)=u", u(x)=sinx, V(x)=cosXx.

Indicatii de rezolvare

a) ——a—q)ﬂ % dv_ = (1+V)-(~sin x)+u-cos X = cos 2X —sin X;

Sa se calculeze (cll_:(’ daca f(x)=@(u(x),v(x),w(x)), pentru :

a) o(u,v,w)=uw, u(X)=x*+1, v(x)=Inx, WX)=tgx ;

b) (P(U,V,W)=L, u(x)= Rcos X, V() Rsin X, vv(x):
u? +v2

Indicatii de rezolvare
df 8(p du 8(p dv 8([) dw

a)dx 8udx 8vdx 8de

-(x2 +1)

1 In X
=2X-InX-tg X+| X+ — |- tg X+ 5
X cos” X

b)ﬂ:

Sa se calculeze %, % pentru f(x,y)=@(u(x, y),v(x,y)), unde :

a) f=o(uv) uXxy)=x+y, vixy)=x>+y>;
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b) f :(P(U,V), u(XJ y): X2 - yza V(X9 y):
Indicatii de rezolvare
a)
i_@(p@ ¢ ov_ 0p 2X8_(p
oX ou OX OV Ox au ov
of _de @ Jp ov 8(p 0o
oy ou oy ov 6y 6u ov
b)_zzx.a_(P+yv.a_(p, i:_z .a_(P+)(\/._
ou ov oy ou
5.7.26 Sa se calculeze d f si d* f, daca
X
a) f(xy)= ( j;
y

b) f(xy)=o(x+y,x-y);
o) f(xy,2)= (p(x+y+z,x2+y2+22).

Indicatii de rezolvare

a) Fie u(x, y)=2, v(xy)=x-y.
y
Rezulta ca d f :ﬁdx+ﬂd y, unde :
OX oy

i_@(p@ 8(p8V 8(p1 0p

OX ou OX oV ox ou y ov

o _oo v dp v x)dp, d

oy ou oy v oy y? ) ou ov
sideci d f = ldx—izdy -a—(p+(ydx+xdy).a—(p,

y y ou oV

doi este :
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2 2 2
d? f :g-dx2+2 1 ax dy+a I
OX OXoy oy

2 2 2
—[%dx2 —2—;(dxdy+x—4dy2J —(2p+2[dx2 —X—zdsz-a—(p+
y y y

+(y dx? +2xydxdy+x dy ) 5
vV

Sa se arate ca :

a) f(xy)=y- (p(x2 -y ) verifica ecuatia . % +

I o_1 .
"X 0 2

1
y oy vy

y e o : of of
b) f(Xy)=Xx-y+X-¢ = fi tia: X-—+Yy-—=X-y+ f.
) ( y) y (p( Xj verifica ecuatia b y oy y

Indicatii de rezolvare

a) Se considera u(x, y)=x* = y?, de unde rezulti ci :
of de odu of : .
— =y = —=0+VY-9'+(=2y), derivate partiale
8Xyduay()aycpytp(y) part

functiei f care inlocuite 1n ecuatia data, conduc la :

2y-@'-2y-@'+ L ¢, deci ecuatia este verificata.
y

ot  , o%f

Ce devine ecuatia x> Y = 0,

OX oy?
daca f(x,y)= (p(xy, %) ?

Indicatie de rezolvare

Se considera u(x, y)=xy, V(X,y)= X , de unde rezulta ca :

7t _p 0%, ¥ e ¥ azw Y 0o
=y 2 + +2

ox? ou’? x? ouov  x* ov? x> ov
2 2 2 2

ot 2079 @miza_w

ale
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2
¢ +a—(P=O.

si ecuatia devine —2U -
ouov oV

Sa se scrie formula lui Taylor pentru functia f(x,y)=¢**Y in
punctul (1,-1).

Indicatie de rezolvare
o"f o" f
oy PV
Rezulti  d" f(L-1)=(h+k)", d™ f(1+0-h-1+0-k)=(h+k)™" .M,

deci pentru 6 (0,1), se obtine dezvoltarea :

fl+h—1+ k):1+%(h+ k)+%(h+ k) +...+%(h+ k)" +

e, (V)k=12,.= (1L-1)=1.

1 n+l _0(h+k)
h+k
" (n+ 1)!( k)

Sa se scrie formula lui Taylor pentru :
a) f(xy)=—x*+2-X-y+3-y> —6-X=2-y—4 in punctul (-2]1) ;
b) f(xy,2)=x*+y* +2* +2-X-y—y-Z—4-X-3-y— Z+4in punctul

(LL1).

Indicatii de rezolvare

a)

of of
f(-21)=1, —=-2x+2y-6=—(-2]1)=0
201 & y-6= (-21)
i=2x+6y—2:>@(—2,1)=0
oy oy
o*f 82f_82f_2 azf_6
ox? Tooxoy oyox | oy?

Rezulta dezvoltarea :

fy)=1—(x+2)" +2(x+2)y—1)+3(y—1)*;
b)

f(xy,2)=(x=1)* +(y-1)* +(z=1)* +2(x=1)y-1)- (y -1)z-1).

134



Folosind formula lui Taylor de ordinul doi, sa se calculeze
valoarea aproximativa pentru :

a) 4/1,03-3/0,98 ; b) (0,95)*"" ; ©) 1,02-2,01> -3,03°.

Indicatii de rezolvare
112\ 1/3

a) Se considerd functia f(x,y)=x""?-y"’, care se dezvolta dupi
formula lui Taylor in punctul (1,1) pentru h=0,03 si k=-0,02.

Rezultd /1,03 -3/0,98 = f(1+h,l + k)= f(1,1)+ %(Z—f (L1)-h+ %(1,1)- kJ +
N\ oX

2 2 2
L ﬂ(u). h? 420 (L1)- hk+ﬂ(1,1)- k* |+ R, ~1,0081;
21| ox? Oxoy oy’

b) Se considerd functia f(x,y)=x" care se dezvolta dupa formula lui
Taylor in punctul (1,2). Rezulti h=-0,05, k=0,01 si f(0,95;2,01)~0,902;

C) Se considera functia f(X, Y, Z):X-y2 .Z%, care se dezvoltd dupa
formula lui Taylor in punctul (1,2,3) = h=0,02, k=0,01, |1=0,03 si
f(1,02;2,01;3,03)~ 114,6159.

Considerand x‘, Y
functia f(x,y,z)=(1+x)"?-(1+y)"?-(1+2)">.

, ‘Z‘ suficient de mici, sd se aproximeze

Sa se gaseasca punctele de extrem local pentru functiile :
a) f(xy)=x>+y’-3-x-y, (xy)eR*;
b) f(x,y)=3-x-y*>=x’ —15-x-36-y+9, (xy)eR*;

(
0) f(xy)=y* -8y’ +18.y* —8.y+ x> -3-x* =3-x, (x,y)eR*;
d) f(x,y)=sinx-siny-sin(x+ y), 0<x<2m, 0<y<2m;
e f(xy)=(x+1y+1)x+y) (xy)eR*;
f) f(x,y)=a-x* +2b-x-y+c-y* —e-x-f-y, (xy)eR*;

g) f(xy)=x: y-ln(x2 + yzl (x,y)e R*\{0,0)} ;
h) f(x, y)=sinx+sin y +sin(x+ y), XE[O,ﬂ, ye[o,ﬂ.

Indicatii de rezolvare
a) Se determind punctele critice, care sunt solutiile sistemului :
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of

x 0 [3x2-3.y=0
AR { Y= = A0,0), B(1,1) sunt punctele critice.

ad _y 13-y*-3-x=0

oy

2 2 2 2
£=6X, ﬂ=6y, o't = o°f =-3, de unde rezultad, pentru punctul
ox2 oy OXoy  OYOX

critic A(0,0) : d* f (0,0) = —6dxdy, deci punctul nu este de extrem.
Pentru punctul critic B(1,1) : d* f (L1)=6d x* +6dy> —6dxdy>0, deci

punctul este de minim;
b) Punctele critice sunt A(2,3) si B(—2,~3) si nici unul dintre acestea nu

—6X 6V
6y 6X
ambele puncte critice, deci ele nu sunt de extrem,;
c) Punctele critice sunt

M, (12,2 M, (14422 +43) My (1 ++2,2=+3)
M, (=220 M3 (1=v2.2+43) My 1=+2.2 - 43).

Dintre acestea, M, si Ms sunt puncte de minim, M, este punct de maxim, iar
celelalte nu sunt puncte de extrem;

este de extrem, deoarece A; =—6X, A, = . Rezulta A, <0 pentru

d)
i:O<:> sin y - sin(2x +y)=0
OX
of : :
— =0« sinX-sin(X+2y)=0
oy
Rezolvand sistemul, se obtin punctele critice A(n, TE), B(g,gj

Pentru punctul B: A, <0, A, >0, deci este punct de maxim.
Pentru punctul A: A; =0, A, =0, si de asemenea, diferentialele de ordinul

intai si al doilea sunt zero, deci nu putem sti, utilizdnd aceste metode, daca
punctul este sau nu de extrem.

Astfel, se calculeaza diferentiala de ordinul trei , care ia atat valori pozitive, cat
si negative, deci punctul nu este de extrem,;

1 1 .
e A — 373 este punct de minim,;

f) Dacd @a-c—b? >0 f are un punct de extrem. Dacd a>0 punctul este
de minim, iar daca a <0 punctul este de maxim.
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.a b
Daci a-c—b?>=0gi ===
b c

este de minim, iar pentru a< 0 este de maxim.
In celelalte cazuri functia nu are extreme;

9) Ml((2e)_1/2,(2e)_1/2), Mz(—(Ze)_l/z,—(2e)_l/2) sunt puncte de

minim, iar M 3((2e)_” 2 ~(2e)7" 2) M, (— (2e)7"2 (2e)7" 2) sunt puncte de maxim;

h) A(g,gj este punct de maxim.

e
B f are un punct de extrem. Pentru a> 0 punctul

Sa se determine punctele de extrem pentru functiile :

a) f(xy,2)=x>+y*+22+2-x+4-y-6-2 (x,y,2)eR’;
b)
f(x,y,z)=sinx+sin y+sinz—sin(x+ y+2z),
(x,y,2)e (0,7)x(0,7)x (0,7) ’
y

c)f(x,y,z)=l+§+—+£, x>0, y>0, z>0;
X y z 16

d) f(x,y,z)=a-x* -b-x-y+x-z+y-z (xy,z)eR’.

Indicatii de rezolvare

a)
i:2-x+2:0
OX
ﬂ:2.y+4=0
oy
@:2.2—6=0
oz

Rezolvand sistemul, se obtine punctul critic A(-1,-2,3).

Diferentiala de ordinul doi este d?f=2-dx*+2-dy*+2-dz*, deci este
pozitiv definita, iar punctul critic este punct de minim;
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b)
0

=cos X —cos(X + Y + 2)

0

o

X
of
—y:cos y—cos(X+y+2)

Z—fzzcosz—cos(x+ y+2)=0

Rezultd ca cosX=cosy=cosz= cos(x +y+ Z) = X=Yy=2Z in intervalul de

o : . . T TR
definitie si se obtine un singur punct critic A{E,E,Ej .
Diferentiala de ordinul doi in acest punct fiind negativ definita, punctul este de
maxim;
C) (2,4,8) este punct de minim;
d) f nu are puncte de extrem.

3
Fiind data capacitatea V = a? pentru un bazin paralelipipedic, sa

se determine dimensiunile sale astfel incat sa se intrebuinteze minim de material
(suprafata minimad) pentru constructia sa.

Indicatie de rezolvare

Fie Xy si z dimensiunile bazinului, z fiind indltimea acestuia. Rezultd ca
3 3 3
a a

a .
x-y-z:7,1arsuprafa;a S=2-X-2+2-Yy-Z+X-Yy=—+—+ X" Y.
X
3003
Se considera, astfel, functia f (X, y): — +—+ X- Y, care are un minim pentru
X Yy

- .. ; . a
X =Yy =a, de unde rezulta dimensiunile bazinului Xx=a,y=a, z= 5

Sa se inscrie Intr-un con circular drept un paralelipiped
dreptunghic de volum maxim.

Indicatie de rezolvare
Fie r raza bazei conului si h Tndltimea acestuia. Dreptunghiurile care constituie
bazele paralelipipedului sunt inscrise in cercurile de bazd ale unui cilindru
circular drept inscris in conul dat.
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Se considera X si Y dimensiunile bazei paralelipipedului. Atunci, volumul sdu va
fi dat de V :2L-X- y(2-r — X+ yz) si este maxim pentru
-T
2\/_

X=Yy= -, siindltimea 3

Sa se determine extremele functiei :

a) f(xy,z)=x +y2 +22+12-x-y+2-2 (xy,2)eR’;
b) f(x,y,z2)=x-y*-2° - (7-x=2-y-3-2), X-y-z#0;
) f(x y,Z)=(x+z )-ex(y2+22+1), (x,y,2)eR’ .

Indicatii de rezolvare

a)
ﬂ:3-x2+12-y:o
X
i:2-y+12-x:0
oy
i:2-z+2:0
0z

Rezolvand sistemul, se obtin punctele critice A(0,0,—l), B(24,—144,—1).
Diferentiala de ordinul doi pentru functia f este :
> f=6-x-dx* +2-dy*+2-dz* +24-dx-d vy si cum
d* f(24,-44,-1)> 0, rezulta ca punctul B este punct de minim.
Punctul A nu este de extrem;
b) A(LL1) este punct de maxim;
) A(-1,0,0) este punct de minim.

Sa se calculeze f'(1),

f
definitd prin ecuatia (X +y ) -3. (X2 )—2=O, satisfacand conditia
f(1)=1.

Indicatie de rezolvare

"(1) pentru functia implicita y= f(x),
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Se considera functia y= f(x), definitd implicit prin relatia
x*+y*+2-a-x-y=0, a>1.Sisearatecd f"(x)=0 .

Indicatie de rezolvare
Deoarece Y= f(x) trebuie si verifice x* +y* +2-a-x-y=0, a>1, rezulta
ca x* + f#(x)+2a-x- f(x)=0. Derivand aceasta vom obtine :
2%+ 2£(x) F1(x)+2a- £(x)+ 22 x- £/(x)= 0= F(x)= ¥ 2 F(¥)

a-x+ f(x)
Derivand ultima relatie obtinuta, rezulta :

f”(x):az—_13-[x2 + f2(x)+2a-x- f(x)]:0:> f"(x)=0.

[a+ f(x)

Sa se determine punctele de extrem pentru functiile implicite
y = f(x) definite prin :

a) X2 —2-X-y+5-y> —-2-X+4-y+1=0;
b) x> +y* —-3.x* . y-3=0;

)y +2-y-x*—4-x-3=0;

d) y> +x> —x-y-3-X—y+4=0;

e) (x2 +y2)2 = a’ -(x2 —yz).

Indicatii de rezolvare

gl

a) f'(x)=- Ox _ _ 2X=2y=2 , unde s-a considerat
oF  —2x+10y+4
oy

F,y)=x*-2-X:y+5-y> =2-x+4-y+1,
Se obtine sistemul :
2x-2y-2=0
x> —2Xy+5y2—2x+4y+1:0'

9

care are solutiile A(I,O), B(l —%)
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N o . " a 2X—2 _2 a X_ _1
In acelasi timp, f (X) = &(mj - &(ﬁzﬂj )

(1- £/ (X)) x=5F(x)-2)—(x- f(X)_l)(l_Sf'(X)): f"(1)=-1<0,

= 3 deci
(x—5f(x)-2)
punctul 1 este de maxim, iar f "(%) =1> 0, deci punctul % este de minim;
2_ 3x* —6xy=0
b) F/(x)= -5 =Y i = A0.33) B(-2.-1)
3y —3x X +y> =3x*y-3=0

sunt solutiile sistemului.
3 2 g2 vov2 w2 )
f,,(X)ZZy +2X7y—2xy +2X(X y—X -y )y :>f”(0):3i, f,,(_z):_g
(Xz B y2)2 33 3
deci, 0 este punct de minim, iar — 2 este punct de maxim,;

O Fie F(x y)=y? + 2y —4x—=3=>  ()=— 2,
Y+ X

de unde se obtine

Xy=1 .
5 5 cu solutiile A(— 1,—1), B(l,2j .
y©+2yx° —4x-3=0 2

f,,(X):_z_(f(x)+xf’(x))(f(x)+x2)—(xf (x)=1) '()+2%)
(f(x)+ x? )2

f "(%) <0, rezulta ca punctul X = % este de maxim.

sistemul : {

si  deoarece

Punctul x=-1 nu este de extrem, deoarece diferentiala de ordinul doi a lui F
este d* F(~1,-1)= —4dx* —2d y* —8xd xd y nu pastreazi semn constant;

d) x =§ este de maxim .

(1,0), %(I,O) pentru functia z= f(x,y)

Sa se calculeze a

OX
definitd implicit prin Xcosy+ ycoszZ+ zcosX—1=0, satisficand conditia
f(1,0)=0.
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Indicatie de rezolvare

F oF
—(xy,2) —(xv.2)
ﬂ(X,y :_8)(—, ﬂ(X, y):_éy—, de unde rezulta
OX oF oy oF
T xy2) T x .2
g(x’ ):_ cosy—251nx , @(X, ):_—Xs,l.ny+cosz’deci
OX —ysinz+cosX oy — ysin Z+ cos X

of 1 of 1
—1,0)=——, —(L,0)=——.
8X( ) cosl ay( ) cosl

m Sa se calculeze derivatele partiale de ordinul intai i doi ale
functiei implicite z= f(X y) definite prin :
2 2 2
a) X—2 + y—z + Z— —-1=0;
a b c
b) x> +y*+2°-1=0.

Indicatii de rezolvare

2 2 2
. X y4
a) Fie F(x,y,z):a—2+g—2+c—2—1.
oF oF
or 5 Ry 5
Rezulta g:—ﬂ:—c—-z, 2:_ﬂ:_c_ y
OX (1: a> z oy ﬁ b? z
oz Z
o’z 5(52j of & x| ¢t (yP-p?)
i a(ﬂ of ¢y ¢t [P-2a?)
oy> oyley) oyl b* z) a’-b? 2

X
o’x _afoz)_of ¢ y|__ ¢ xvy
oxoy ox\loy) ox\ b2 z) at.p: 2’

b)
oz X oz 9’z y'-1 9’z X -1
ox z

0%z

oz _ _

oy X > 2y 2

X |
6X6y:_ 73

y
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Si se calculeze dz, d?z pentru functia implicita z= f(x, y),
definita prin :
a) x> +y*+z°=a’;
b) X mZ=0 ;
Z y
C)lnz=x+y+z-1.

Indicatii de rezolvare

a) Fie F(x,y,z):x2+y2+22—azzgz—z, g=—X, de unde
OX zZ oy z
rezulta
0z 0z 1
dz=—dXx+—dy=—-(X-dX+Vy-d
Xt 5, 4 ( y-dy)

Z
&_Q(_zj_vz—az 622_3(_zj_xz—a2
axz ax Z 23 > ayz ay Z 23 >
822_3( yj Xy
oxoy  oX

Z Z
de unde rezulta :
yz_az Xy x2 _ g2
d*z=2——-dx’ -2 dx-dy+———-dy*;
Z Z Z
2
Q9 dz=z. I¥HY g, (dxHdy)
1-2 (1-2)

Sa se determine extremele functiei z= f(X, y), definita implicit

prin
a) X>+y*+z22-2-x+4-y-6-z-11=0 ;
b) x> +y* +2> —X-2-Yy-Z+2-X+2-y+2-2-2=0.
Indicatii de rezolvare
a) Fie F(x,y,2)=x> +y* +2* —=2-x+4-y—6-z-11.
oF oF
Atunci g:—ﬁzl_—x, Q:_ % :—y+2, de unde se obtin punctele
ox oF z-3 ¢y OF z-3
oz oz

Al1,-2.8), B(1,-2,-2).

143



2 2 2
d2 z—a—d 2,0.92 4x.dy+ a—dy unde

ox> axay oy?
&:g(l—xj: —(z-3)* - (1-x)?
ox2 ox\z-3 (z-3)° ’
&zi(_ y+2j —(z-3)" ~(y+2)’
oy? oyl z-3 (z-3)
0%z _g(_y+2j (y+2)2
o oxoy ox\ z-3 (z-3)
2 2 2
%(1,—2,8) - —%, %(1,—2,8)= —%, ;Xa? (1,-2.8)=0 = d? 2(1,-2,8)<0,
X y
deci punctul este de maxim.
2 2 2
02-2)=1 %(L—z,—zk - ;Xazy (1-2-2)=0= d” 2(1,-2,-2)> 0,

deci punctul este de minim;
b) A(— 3-6,-3-+/6,-4-— 2\/6) este punct de minim.
B(—3 +6,-3+6,—4+ 2\/3) este punct de maxim.

Si se arate ci daci functia z= f(X, y) este definitd implicit prin
(y+2)-sinz—y-(x+2)=0, atunci este satisfacuta ecuatia

) z 5, 0z
Z-sinz-— -y .-—=

OX 8y_

Indicatie de rezolvare

: . 0z -y
Fie F(X y,z)=\y+Z)-sinz—-Yy-(X+2Z)=> —=— -
(xy.2)=(y+2) ye( ) ox  (y+2z)cosz+sinz—y
si oz =— Ll X__ z . Inlocuind derivatele partiale in ecuatia data,
oy (y+Z)cosZ+st—y

aceasta este verificata.

Functiile u:q)(x, y), Vz\u(x, y) sunt definite implicit prin

. 9 ou ou ov ov
relatiile U+V=X+Y, X-U+Yy-v=1.Sase calculeze — —

ox oy ox oy
Indicatie de rezolvare
Derivand in raport cu X cele doua relatii, obtinem :
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0 ou ov _
—(U+v)=—+— - : :
OX X OXx  oX OX OX
au _u+y ov_u+Xx
Tk y—X OX X-—Y
Derivand cele doua relatii in raport cu y, obtinem :
u_V+y OV_V+X

&y y-x oy x-y

Fie functia compusa z= f(X, y), definitd de z=u> +V?, in care
functille  u(x)y) st M(Xy) sunt definite = 1mplicit prin relatiile

5 0z 0z
u+v?=x u®+v? =Y. Séd se calculeze —, —.
ox_ oy
Indicatie de rezolvare
0z 0z au 62 ov ou ) OV
T [ R i (Ve
X ou 8x oV OX oX OX
0z 0z 8u+62 av_3u2 .@+3V2-8v

dy oudy vy oy oy
Diferentiind relatiile de definitie, obtinem :
du+2-v-dv=dx, 2-u-du+2-v-dv=dy=

1

u .
du= dx-dy), dv=———c-dX+———~-d

— 1—2u( x=dy). dv v(1-2u) X+2v(1—2u) Y

. ou 1 ou | ov u ov 1 :
Rezultd —= , —=— B— = , —=—"— i

ox 1-2u” oy 1-2u" ox  v(l-2u) oy 2v(l1-2u)

deci
Q:M, oz__ 3 -[—3-u2+§-v).
ox 1-2u = oy (1-2u)

Sa se calculeze dz, dacd z=u-v, x=¢e""V, y=e"".

Indicatie de rezolvare
dz=d(u-v)=v-du+u-dv.
Diferentiind relatiile care definesc pe U(X,y) si V(X,y), obtinem :

dx=(du+dv)-e"", dy=(du-dv)-e""

Rezulta du=l ldx+ldy , dv:l ldx—ldy , de unde :
2\ X y 2\ X y
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1 1
dz=—(u+v)dx+—(v—u)dy.
z 2X(u+v) x+2y(v u)dy

Fie functia z= f(x, y) definitd implicit prin z-e* = x-e*+y-e”.

Sa se calculeze 8_u, @, daca u= X+ Z.
oX oy y+2

Indicatie de rezolvare
Diferentiind relatia de definitie a functiei implicite z="f (X, y), obtinem

(z+1)-e*dz=(x+1)-e*-dx+(y+1)-e¥-dy=

:I>(1Z=X—+1 zdx+y 1 eY? dy
z+1 z+1

In acelasi timp, avem du = d[x’“ Z] _ (y+zNdx+dz)=(x+2z)\dy+dz) _
Y+2 (y+z)2
L -

(y+2) {[(y”) e ]dx+[—(x+2)+(y—2)%-ey Z]dY}

. ou 1 x+1 . .

Rezulta & = (y-|_ Z)Z [(y+ Z) (y X)—l X zil si

ou 1 y+1 y_z:|

. —-\X+zZ)+\y—-2z )

oy (Y+ZY[ v 2)+ )z+1

Fie functiile f(x,y,z)=x+y+2z g(Xy,z)=x-y+zsi
h(x, Y, z): 4. (X- y+Vy- z) definite pe R’. Si se cerceteze dependenta
functionald a acestor functii.

Indicatie de rezolvare

o ot o

oX oy 0z 1 1 1
Matricea functionald a lui Jacobi : 9 %9 9 =| 1 -1 1 | are

oX oy o0z

oh on oh| \4y 4(x+2) 4y

ox oy oz

rangul doi, deci cele trei functii sunt dependente functional . Doud dintre functii
f si g sunt independente functional, iar a treia, h, este dependenta functional de
acestea.
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Fie functiile f(x,y,z)=(x+y+2)*, g(xVy,z)=2-x+y=2-z
si h(x, Y, Z):3-X2 +2-X-y—12-%x-2-18-z-y definite pe R’. Si se arate ¢ :

a) functiile f, g si h nu sunt independente in origine.

b) existi o vecinitate a punctului M ,(—1,0,1) pe care f depinde de g si h.

Indicatie de rezolvare
a) Matricea lui Jacobi este :
20X+y+2z) 2(x+y+2z) 2(x+y+2z)
2 1 -2
6X+2y—-12z 2x-18z —12x-18y
In origine, rangul matricei este 1, deci functiile nu sunt independente functional;

b) In punctul M 0(— 1,0,1), rangul matricei este 2, ultimele doua linii ale

matricei fiind liniar independente in acest punct. Rezulta ca exista o vecinatate a
lui M, (— 1,0,1) in care f depinde de g si h.

Sa se arate ca functiile

Vi =X+Y+Z Y, =X +Yy +2Z +6-X-y-Zsi
y; = X- Y(X+ y)+ y-z(y + 2)+ z- X(z + x) sunt dependente functional pe R’.
Care este relatia de dependenta ?

Indicatie de rezolvare
Yi = Y2 +3: Y5

Sa se cerceteze dependenta functionald a functiilor :

a)y = L, Y, = by definite pe R*\{(0,0)} ;

2
X2+y2 IX2+y2
b) yy=x+y+2z Y,=xX’+y’ +2°—X-y-y-z-X-Zsi
y; =X 4y +2° —3-X-y-z definite pe R ;

C)
1
Ny P Ty 2y P T axzmy) T

1 1
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Indicatii de rezolvare
a) Matricea lui Jacobi este :
2

! ¥y - si ea are rangul 1
vy )7 by b ) '

2 2
Functiile sunt dependente functional : (ﬁ] + (y—sz =1;
a

b) Y3 =¥ Ys;
C) Y +Y,+Yy; =0.

Sa se determine extremele functiei f(x, y): x2+y?—y—x
conditionate de X+ y=1.

Indicatie de rezolvare
Se considera functia lui Lagrange :

L(x, y)= f(% y)+%-g(xy), unde g(x y)=x+y-1.
L(x,y)=x> +y* —y—x+A-(x+y-1).
Se rezolva sistemul de forma :

%:Z-X—IJFK:O

OX

oL : . 1

8—22-y—1+k:0 , de unde se obtin solutiile : A =0, X:y:E.
Yy

X+y=1

I 1

Deoarece d* L(E’E] =2.dx* +2-dy? >0, punctul ( lj este de minim.

1
272
Sa se determine extremele functiei f (X, y) cu legaturile indicate :
1 1 1 1 1 2 2 XY
a fxy)=—+—, —+—=—3;b) f(xXy)=x"+y°, —+=-=0;
)(y)xyx2y2a2)(y) Y, St
o) f(xy)=(x=1)>+y?, x*-y?=1:d) f(xy)=x-y, x+y=1;
e f(xy)=x+2-y, x*+y*=5.
Indicatii de rezolvare
1

a) Se considera L(x,y):l+l+k-(%+%— .

si se rezolva
Xy Xy a

sistemul :
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1 2-A
%:0 — 55 0
OX X X X= D\
%:O = —LZ——37L:O:> y=-2A :% % iz
oy y L1 A e a
111 111 —t =
2t o2 ot x>y oa’
Xy a X* y° a
Reautii 2, =~ 22 = a2z} 1, =25 Blalz avd)
2 2 2
dZL:a—Iz'dxz 20 dedy a—dy
oX OXoy oy’
Rezultai d*L= (%+%)dx (%+%Jd y2 si deci punctul A este de
X’ X y’ oy

maxim, iar B de minim;

b) %=-2-a2-b2(a?+b?] =

minim;
c) L =0= A(1,0) este punct
d) A=t
2
) A,
de minim.

ab’ a’b

a’+b? a’+b?

de minim;

11 .
A{— , —) este punct de maxim;
22

] este punct de

= —% = A(1,2) este punct de maxim §i A = % = B(— 1,—2) este punct

Sa se determine extremele legate pentru functiile :

a) f(xy,2)=x-2y+2z

b) f(xy,2)=x*+y>+2°,
o) T(x,y,z)=x+2y-2z
d) f(x,y,z)=x+y+2z
e f(xy,z2)=x-y -z

Indicatii de rezolvare

X_
x2+y? +22 =1,

x> +y>+22=9;

y2

X2
—+t5
a b C

x> +y? +27 =16 ;

Z2
— 1’

y+z=2,

X+y+2Z=

a>b>c>0;

x> +y?+72 =4 ;

0.

a) Se considerd L(X,y,z)=X-2y+2z+ x(xz +y? 47— 9) si se rezolva

sistemul :
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oL (1

o0 N
OX 1+2-%-X=0 2h
oL 1
—=0 -24+2-A-y=0 y=—
oy — = A =
oL 24+2-A-2=0 1
EZO X2+y2+22:9 ZZ—X
x2+y2+z2=9 x> +y?+722=9
1 1
=S>A=——, Ay=—
P72 727

Se obtin punctele A(l,—2,2), B(— 1,2,—2).
Se determina d* L =2Adx*+2Ady* +21dz*, de unde rezulti ci punctul A
este de maxim, iar B de minim;
b) A, = —al = A(a,0,0), B(— a,0,0) sunt puncte de maxim.
Ay = <’ = C(0,0, C), D(0,0,—C) sunt puncte de minim;
C) A = 3 = A{ﬂ,§,—§j este punct de maxim.
8 33 3

Ay = 3 = B(— ﬂ,—§,§) este punct de minim;
8 3 33
d) Se considera
L(X,y,Z)=X+y+z+A(x—y+2=2)+ u(x2 +y? + 2 —4) si se rezolva
sistemul :

ad_,

OX

a_, 14+ +21-X=0 w2l

y =%+ 2u-y=0 21

oL A—1

—=0 < 1+A+2n-2=0 =>y=—".

0z h=0 2u

X—y+2-2=0 X=y+z-2o= L4l
2 22 4 7=

xPiyleog4=0 X FY F2Z 4=0 2p

Rezulta A, :%, Iy :—%: A{;,%,g) punct de maxim §i

Ay=—1, p,= % = B(O,—2,0) punct de minim;
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J6 1 J6 6 6 V6 o 6 .
e) }\.1—__, lvllz_:> - s s s B - s T S1
12 6 6 6 3 6 3 6
J6 6 e .
3 ,— p ,— sunt puncte de maxim.
6 1 J6 V6 6 J6 V6 V6 .
}\‘2:_9 M22—2>D D s ’ E o ) S1
12 6 6 6 3 6 3 6
F —i,ﬁ,ﬁ sunt puncte de minim.
3 6 6
5.7.56 Sa se determine valoarea maxima si valoarea minima pentru :
a) fxy)=x*+y*-=3.-x-2-y+1, x*+y?<1;
b) f(xy)=5-x*+3-x-y+y*, x*+y <l;

o) f(xy)=x*+y?, (X—\/E)Z +(y—\/§)2 <9 .

Indicatii de rezolvare

a) Deoarece functia f este continud pe domeniul de definitie x* +y* <1,
rezultd cd ea isi atinge marginile. Se vor determina extremele functiei in
interiorul cercului de ecuatie x> + y2 =1 si apoi pe cele de pe frontierd si se

compara valorile obtinute.
of

B 2X—3=0 2
Rezolvand sistemul ox = = A(E,lj si cum (Ej +1 :E >1
of _ 0 2y-2=0 2 2 4
oy

rezultd ca punctele de extrem se situeazd pe frontiera domeniului de definitie.
Astfel, se determina extremele functiei f conditionate de x> + y2 =1.

Se va obtine punctul ( j de minim pentru f;

W
V137413

b) in interiorul cercului de ecuatic x* +y* =1 functia are minim in
origine, valoarea sa fiind zero.

3 -1 3 e
Pe cerc, punctele , sunt de minim, iar punctele

1
NN A ST

) sunt de maxim.

3 1 -3 -1
(\/ﬁ ‘10 ] (\/ﬁ V10
Astfel, valoarea maxima a lui f este 1—21, iar valoarea minima este 0;
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Capitolul 6
SCHIMBARI DE VARIABILE
Aplicatii

Ce devin ecuatiile urmatoare daca se fac schimbarile de variabila
indicate ?

a) X y"+x-y-y=0, x=e';

b) (x+1) - y"+3(x+1)° -y +(x+1)-y=In(x+1), In(x+1)=t ;

c) (l—xz)- V' =XV +o?-y=0, X=cost ;

d. (1+x2)2 -y”+2x(1+x2)- y+y=0, Xx=tgt;

e) x(1+x2)- y”—(l—x2 -y-\/1+x2)- y=x-y* =0, t=+I1+x*.

Indicatii de rezolvare
a)
2
_dy _dy 1 dy o, d(dy et)et[d y dy}_ezt

“dx dt dx dt 7 Tdtldt a2 dt
dt

2 3 2
ym:i d y_ﬂ .e—2t _e—t: d y_3d y+2dy .e—3'[
dt|| dt? dt at®  dt?  dt

Inlocuind derivatele lui y in ecuatia data, se va obtine noua ecuatie :

y

y=0;
dt*  dt?
b) In(x+1)=t=x+1=¢'"=x=¢'-1.
_dy_dy 1 _dy . ., _d%y d(dy _t) !
y: = . = e X == —| —.¢  _ =
dx dt dx dt dx?> dt\dt dx
dt dt
dPy Ly dy y
=—>.e ——=.e
dt? dt
Inlocuind derivatele lui y in ecuatia dati, se obtine noua ecuatie :
d’y _dy —t
—=+2—+y=t-e;
dt*  dt
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d’y 2
) —2+w’-y=0;
dt?
d’y
d)—+y=0;
dt?

, dy dy 1 dy vJt?-1
X=At’ -1y =-""t=-2_— =2 :
© Y Tax Tt dx T at

dt
,odly dfdy JEo1)] 1 dPy AP o1 A2
2 dt  t dx  gt?

t t
dt

+dy-\/t2—1. 1 d’y -1 dy 1

= +
dt t o 2Jk2-1 dt? t2 dt ¢
Inlociund derivatele lui y in ecuatia datd, se va obtine noua ecuatie :
d? d
_y + y . _y — y2 =0.
dt? dt

Ce devin ecuatiile urmatoare daca se schimba functia dupa cum urmeaza

a) X-y - y(lnx-y—1)=0, y:§ ;
b) x* -y”+4x-y’+(2—x2)-y:4x, y:i2 :
X

c)x2~y”+x-y’+(x2 —xz)-y:O, y=-2

<7

Indicatii de rezolvare
a) y':ﬂ:i(sz z 'X_Z:> X-Z-zlnz=0 ;

153



, d d( z 2X-72' -2z
253

dx dxl\x 2xJx
, d (2x- 7 - zj 4 Ix- 2 - AxIxZ + 3z
dx\ 2x/x 4%°
Inlocuind derivatele lui y in ecuatia dati, se va obtine ecuatia :

x2-z”+z(%+x2—x2j:0.

m Ce devine expresia diferentiala :

2
E= (a2 + xz)u+ x4y
dx?  dx
daca se face schimbarea de variabila x =a-sht ?

: : 1=x* )y —x-y' :
Ce devine expresia E =( ) Y Y , dacd se face x=sint ?

VI-x2 -y +y

Indicatie de rezolvare

,_dy_dy. 1 _dy. 1
dx dt dx dt cost’

dt
2
a7y ycost +ﬂsint
y,,_i(dy. 1 ) 1 dt?
dt\ dt cost) cost cos’ t
Dupa inlocuirea derivatelor lui y in expresia data, se va obtine :
d’y
2
E=-dt° |
dy,
dt

In ecuatia y”(l +y? )— 2(1 + y)- (y')2 — (1 + yz): 0, unde Yy este o functie
de X, se face schimbarea y = tg z. Sa se gaseasca ecuatia verificata de z(X).

154



Ce devine raza de curburda R=

variabilelor ?

Indicatie de rezolvare

'—ﬂ:i:l "
Y = dx dx  x”’
dy
( f/z
= R= 1+(‘X,),‘2
X

_d
d X

[

1

X!

j:

1+(y')

y

) B2

daca se schimba rolul

. 1 _ X
%_ (Xr)3
dy

Ce devin urmatoarele ecuatii daca se schimba rolul variabilelor ?

a) y”+x-(y’)3 =0 ;
b) y" —(y')’ +2x-(y')’ .

Indicatii de rezolvare

1
a) y:_,a
X

b) X"+ x —2x=0.

4

(x)’

14

y:

= X" — X =0 este noua ecuatie;

T . i X ’ ' . ~ ~
In ecuatia x-y"—=-(y )2 +Yy' =0 se considerd x=Yy-e”. Si se afle
y

ecuatia pe care o verificd z(y).

Indicatie de rezolvare

/_i "_ _ !
y X"’ y (X')3,
X!!:_

dy
= y’:;
eX(l+y-Z)
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dy dy

(ez+ y- z'-ez):z-z’-ez+ y-2"-e*+y-(Z)

(y-ez):ez+ y-Z-e’si

el =

" :_ez(z-z'+ y-7'+ y-(z’)z)

(l+y-Z)



Inlocuind derivatele lui y si pe X in ecuatia dati, se va obtine noua ecuatie de forma
y-Z2"+7 =0.

In expresiile diferentiale urmatoare, sa se faca schimbarea de variabila si
de functie indicate :

X- X =pcost
wE=XY Y, { Peost o)

X+y-y’  |y=psint
X-y — X =pcost
b)E:y—i, { L p=plt);
1+(y)y  ly=psint
V2 _y.y'  [x=v-u
c) E=—(y) yzy , {y Ly V=V(U).
=e
Indicatii de rezolvare
)y =YY -9 (ogint). L =9 (psint)e L _ PSint+peost
dx dt dx pcost—psmt
dt (pcost)

Inlocuind in expresia data, se va obtine noua expresie E = B,;
p

2

b) E = 2P >
p”+(p')
' dy £ u+v | 1 _V’+1. u+v
)Y =4 du(e )d(v—u)—v’—l ©
du
y' = d (V +1 eu+vj. 1 _ UV, (V'+1)2—2'V"
du d(v—u) (v —1)? '
du
2'V”

Efectuand inlocuirile, se obtine expresia E =
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Sa se scrie ecuatia razei de curbura din coordonate carteziene ,

2 /2
rolL+(Y)

y 4

, in coordonate polare.

Sa se treaca de la coordonate carteziene la coordonate polare, in ecuatia
2, \,2 2 .2
(x +y Xx+ y-y’):(x +y +xXx-y’—y).

Indicatie de rezolvare

. X =pcost

Se considera transformarea : oL p=plt).
y = psint

Atunci Y = p'sint +pcost

, — 51, efectudnd inlocuirile se va obtine ecuatia :
p cost—psint

p'=p+cost.

In ecuatia diferentiali :
dy _ y(x2 +y? +1)
d x x(x2 +y? —1)

2 2

. . i u=x- —
sa se faca schimbarea y
V= 2 - X- y

, v=v(u).

Indicatie de rezolvare
Diferentiind formulele care dau schimbarea, obtinem :

du=2-xdx-2-ydy _dv  xdy+ydx
, de unde rezulta = .

dv=2-xdy+2-ydx du xdx-ydy
In acelasi timp, din ecuatia data, rezulta :

xdy X +y*+1

ydx  x*4y?-1

ydy yz(x2 +y? +1)'

xdx  x*(x*+y? -1
Aplicand proprietatile proportiilor, obtinem :
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2y(x2+y2)-dx
x> +y? -1
1 ~ y@2+y2+0 .1'
xdx—ydy (x2 +y2XX2 —y? —1) dy

Xxdy+ydx=

Prin Tnmultirea ultimelor doua relatii, obtinem :
dv_ 2-xy Vv
du x?-— y2 1 u-1.

In ecuatiile care urmeaza sa se faca schimbarile indicate la fiecare

" N2 2 X:et
a) Xy Y =x(y) +y* =0, ,u=ut);
y=e"
X—y=u
2. " 1_ /3:() .
b) 2-y"+(x+ yNl-y)’ =0, {x+y:v(u)’
X = sint
c) (1—x2)-y”—3-x-y'+(a2—1)-y:0, oz, z=2t);
~ cost
_utv
d) 2-y"(1+y)-6-(y" ) +y'(y -1)* =0, u%v’ v=v(u)
V="
Indicatii de rezolvare
’_ﬂ_i uj. 1 — u-t s
a)y_dx_dt(e)d(t) o
ae
y” :%(eu—t-ur)-e—t — eu—2t- [ur!+(ur)2 _ur:I.
Efectuand inlocuirile obtinem ecuatia : U —u'+e' =0;
b) V'+v=0 ;

¢)Z'+a’-z=0;
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du

Inlocuind, se obtine ecuatia : 2-V" +V"-V =0.

Luand U s§i v ca noi variabile independente, sd se transforme
urmatoarele ecuatii :

a) y- @—x Q_o u=x, v=x>+y*;
Y

Indicatii de rezolvare
)g azau azav 82 azau azav

OX 8u8x o ox’ ay auay 8v8y

0z _ 0z 0z 0z 0z z . 5
Rezulta : —+2-X—, —=2-y—=—=0 este ecuatia transformats ;
ox  au ov oy ov ou
b) u- * z=0;
ou

C)
oz_ X 62 y Q oz_ Yy .az X 0z

. _+ - —_
X x4y ou x4y vy xP4y? U xE4y? oV
0z 0z

ou ov
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2 2
Sa se transforme expresia (%j +(%) considerand

Indicatie de rezolvare

0z 0z OX 0z oy 0z 0z
_—— et — = = — .V 4+ —
ou OX ou oy ou oX oy
0z _ oz 8x 0z 8y oz U—Q-V

N X 8v ayav Ox oy

.u’

0z 0z 0z 0z
oz You Vv oz YauVev
Astfel — = M, — = u—, de unde rezulta expresia transformata :
ox  u?+v? o u’+v?
82)2 N % 2
( Q) 62 ou ov
OX 8y u? + v2 .

Sa se transforme in coordonate polare, facand inlocuirile :
X=r-cos0, Yy=r-sin0, urmatoarele expresii :

2 2
a) E= xg—y%; b) E:(@) + % ;
OX oy OX oy
0’z 0’z 0%z 0’z , 0%z

c) E=——+ ; d) E=x +2xy—y—
) o2 oyt ox> X0y dy>

Indicatii de rezolvare
0z _0z OX 0z 0y 0z _0z OX 628y

)_—__ ey =

or  OXx or ayar 00 Ox 00 oy 00
OX OX . oy oy

Din —=c0s0, —=-r-sin, —=sin0, —=r-cos0O, rezulta :
or 00 or 09
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0z 0z 0z . 0z 0z . 0z
—=—>-c080+—-sin, —=-r—-sinO+r—-cosb=
or 0OX oy 00 OX

0z 0z sin6 oz o0z 0z . cosO oz
= —=—-c0s0— —, —=—sinf+ —

oxX or r o6 oy or r oo

Inlocuind obtinem E =r oz cos 20 — gsin 20;
or 00

2 2
b) E:(Q) +(%) Ry
o) “\ee) 12

0z 0z sin0oz o0z o0z . cos 0 0z
C) —=—cos0— —, —=—sinf+ —.
oX or r- o6 oy or r oo
Rezulta :
0’z 0%z  , . 2sinOcos® 8%z sin’ 0 9%z
—=—>c0s"0— +

o or? o0 12 002
2sin6coseg+sinzﬁg
r? 09 ror
&:& : +2sin6cos6 0%z +cos26622

2
sin“ 0 -
oy*  or? r oo r? 90°

_2sin9c056%+ cos> 6@
r2 00 r or
0’z 10’z ez,

Deci E=—5+——%++—;
or* r?ae* ror
2

d)E:rza—zz.
or

Luand pe U s1 V ca noi variabile independente, sa se transforme
urmatoarele ecuatii :

2 2 2
a) G 22_48 Z+3a ZZ:O, U=3-X+Yy, V=X+Y;
OX Oxoy oy
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b)

0%z o’z ., 0*z . oz
—2+2cosX —sin” X——sinX—=0,
OX OXoy oy oy .
U=sin X+ X—Yy ’
V=X-sinX+Yy
2 2
C) XZa_ZZ_ 28_22209 E:u, XY=V ;
OX oy y
2 2
d) x 0 Z+y26 2 xZ 9 ygzo, =X,
OX0 oy OX oy
2 2 2
)82_ 8z+4a Z—O, u=2-X+y, v=y
ox*  oxoy oyt

Indicatii de rezolvare
a)
0z _ oz au+az ov _3.02 0z 62
OX Ou X v O ou av
0z 0z ou 0z @ az oz
ay ou ay ov oy ou 8v
i_g@az azj ou 8(382 azj ov
ox> ou\ ou ov) ox oévl oéu ov) ox
2 2 2
:9-8 Z+6- 0 z+8 z
ou? ouov oy
0’z 9%z 0’z o’z
- =4 D. T
oy*  ou? oudv. ov?
9%z 0%z 0’z 9%z
Xy  ou? ouov  ov?
2
Inlocuind, se obtine ecuatia Z_ 0;

ouov
2
b) 0 Z:O;
ouov
2
c)2-va zZ 0z :

Ouov - % -



06’z oz
. +_—

d) v =0;
ouov  ou
2

el

Presupunand pe U si V ca noi variabile independente si pe W ca o noud
functie, sd se transforme in noile variabile urmatoarele ecuatii :

(u=x2+y?
)yg—xg (y—X)-Z,dacé v:l+l :
oy Xy
=Inz—(x+y)
u=x
b) Xzaz+y262—22,dacé v:l :
0 y
1 1
W=_———
zZ X
u=y-z-X
" ¢ W=X-y-2
s
U= -
oz 1 0 1 ) y
)— 5 y-—5 =7,daca {v=X :
X
» % W=X-Z-Y
U= X+
0%z 0%z 0%z § y
e 2+28x8y+ 2:O,daca V=X-Y
8x % W=X-y-2Z

Indicatii de rezolvare

OW ow ou awavaw1az

)_:__ - L =_.=_

OX Ou X ov ox Ox z OX

b
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Rezulta Q_ Z+2- x-za—w—i-a—w.

OX ou x2 ov

ow_owdu ow v ow 1

oy ou 8y ov oy oy z oy

Rezultég:z+2-y 6_vv_i8_vv
oy ou y? o

X i . 9 . . OW
Inlocuind 1n ecuatia data, se obtine noua ecuatie : oy =0;

b)a—W:O

ou

C)a—w=0;

oV

W W wN oW dZTy W %z
oy ou oy ov oy oy 8y ou oy oy

Derivand inca o data in raport cu y, rezulta :
[&va_qu o*w avJ ou_owolu_ 9’z
ou? 8y oudv dy ay auay oy>
Inlocuind in ecuatia dati, vom obtine noua ecuatie :
2w
ou?
OW OW Ou OwW oV Ow oz,

)_:__ i, g 4

OX Ou Ox ov. ox OX - & ox’
Derivand inca o data 1n raport cu X, vom obtine :

@v(a_u)z”a w au v o’w (avj ow o’u ow o’v _

ou? \ ox oUOV X OX ov? L OX ou ox? av ox?
ox?
2 2 2
Rezulta 2 W+26 w 8 _8 z

PYCRNE T VAPY APV
Derivand in raport cu variabila y, vom obtine ecuatia :

%W 26w o°w 9%z

au2 auav 8V2 o 8y2 )




0’z

X0y’

aw ou aw av z ) R ) i
—+— = y——, care se deriveaza in raport cu Yy si se obtine :
au OX oV ax OX

azw ou 8u+82 (8u ov _du avj azwav v ow. o°u oW 0%v

Pentru calculul derivatei mixte

se considerd ecuatia

+
ou> OX oy oOuov\ ox oy 8y oX) ov? ox 8y ou 8xay oV 8xay
i 0’z
oxoy
2 2 2
Rezulta 07z :1_6 W, ow

+ .
OXoy ou’  ov?

Efectuand inlocuirile n ecuatia data, rezultd noua ecuatie :
o'w 1

out 2’

ou)’ (au) (au)?
Ce devine expresia (a—j +(—] +(—] in coordonate sferice
X

X=Tr-sin@-cosO, y=r-sing-sinb, zZ=r-cosqp ?

Indicatie de rezolvare
au _du ox odu ay 0z

o ox or oy ar az o

ou _au 8x+au 8y ou oz
00 ox 99 oy 0 oz 00
ou _adu 8x+au ay aou az.
8(p x op oy 6(p oz op
Efectuand calculele, obtinem :

u ou cosqrcos@ ou sin® ou
—=sin@-cos——+ —M ————— - — ;
OX 6r

r dp r-sing 90
u ou cosq)-sine ou cosf ou
— =sin@-sinb-—+———————7——
oy ar r op r-sing 00
ou ou sing ou
_:COS(P'__—‘

0z or r op
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'z
ox?

5 (8uj2 ou)’ (aujz (6u)2 1 8u 1 (au)
Rezultd | — | +| — | +| —| =|—| +— .
OX 8y 0z or r 2 a(p r2 sin2 [0} 00

a) Daca f,geC*(R) si z(xy)=y- f(x+y)+x-g(xy), atunci

0’z o’z
+

8xay ay

b) Considerand u si Vv ca noi variabile independente si W ca noua functie, sa

9

se transforme ecuatia de la punctul a), daca:

y y
U=x+y, v==, w=-.
X X

Indicatie de rezolvare

0z of ou og ou , ,
a)Pentruu:x+y:>——y—— g+xX-—-—=Yy-f'+g+x-90
OX OX ou ox

g:f+y.f'+x-g’
oy

az

ox?

0%z

oxoy

2

8__2 f'+y-f"+x-g"
oy’

Inlocuind derivatele partiale ale lui zin ecuatia dati, aceasta este verificati;

0y OW_.

8V2

=y-f"+2-9"+x-9d"

=f'+y-f"+9'+x-g"

a) Sa se arate ca functia z= Z(X, y) definitd implicit de ecuatia

11 1 : :
fl ———,———1=0, fe Cl(Rz) verifica ecuatia x? 6 —+ y2 0z Zz;
X Z X X 8y
- . 82 2 0z 2 n . .
b) Sa se transforme ecuatia X2 + y“-— =2" luand pe U si V ca noi
variabile independente si pe W ca noua functie, X=U, Y= sl Z= :
l+u-v l+u-w
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