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+@2 (Continuidad del seno y el coseno) |

(@) Demuestre que

de la siguiente forma: utilice el hecho de que la
longitud de la cuerda AP es menor que la longitud
del arco AP en la Figura 2.24 para demostrar que

£ A=(1, 0
0 x

limsen@=0 y limcosf=1
G—=0 =0

sen?f + (1 — cos 6)2 < @° Py

Deduzca a continuacién que 0 < [senf| < 8] y (b) El apartado (a) indica que sen@ y cos@ son

que 0 < |1 —cos @] < |6]. Utilice ahora el
Teorema del Sandwich de la Seccion 1.2,

2.6

A

continuas en ¢ = 0. Utilice ahora las férmulas de
suma para deducir que son por tanto continuas
para todo 6.

El Teorema del Valor Medio

. fla),

Si salimos en un coche a las 13:00 horas y llegamos a una cuidad a 150 km de distancia del
punto de partida a las 15:00 horas, habremos viajado a una velocidad media de 150/2= 75 km/h.
Aunque no hayamos viajado a esa velocidad constante, debemos haber viajado a 75 km/h al me-
nos un instante en nuestro trayecto, porque si nuestra velocidad hubiera sido siempre inferior a
75 km/h hubiéramos recorrido menos de 150 km en dos horas, y si nuestra velocidad hubiera
sido siempre superior a 75 km/h, habrfamos recorrido mas de 150 km en dos horas. Para pasar
de un valor inferior a 75 km/h a un valor superior a 75 km/h nuestra velocidad, que es una fun-
cién continua con el tiempo, debe pasar por el valor de 75 km/h en algin instante intermedio.

La conclusién de que la velocidad media en un intervalo de tiempo debe ser igual a la velo-
cidad instantdnea en algin instante de ese intervalo es un ejemplo de principio matematico im-
portante, En términos geométricos indica que si 4 y B son dos puntos de una curva suave, enton-
ces hay al menos un punto C en la curva entre A y B donde la recta tangente es paralela a la
cuerda AB. Véase la Figura 2.25.

Figura 2.25 Existe un punto C en la curva donde

|
|
]
1
1
a

1
l
c b & la tangente es paralela a 4B,

El siguiente teorema postula de forma mds precisa el principio anterior.
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TEOREMA m Teorema del Valor Medio

Sea una funcién F continua en el intervalo cerrado finito [a, b], y diferenciable en el inter-
valo abierto (a, b). Existe un punto ¢ en el intervalo abierto (a, b) tal que

/) ~f@ _
b—a

fle

Esto indica que la pendiente de la cuerda que une los puntos (a, f(a)) y (b, f(b)) es igual
a la pendiente de la recta tangente a la curva y = f(x) en el punto (¢, f(c)), por lo que las

dos rectas son paralelas.

—

Mé4s adelante en esta seccién demostraremos el Teorema del Valor Medio. Por el momento, rea-

lizaremos algunas observaciones.
i

y= fix)

Todas las hip6tesis del Teorema del Valor Medio son necesarias para que se cumpla su con-
clusién; si f no es continua en todo punto del intervalo [a, b] 0 no es diferenciable en un
solo punto de (a, ), entonces puede no haber ningln punto en el que la tangente sea parale-

la a la secante AB (véase la Figura 2.26).

¥ (b)

3

(c)

Figura 226 Funciones que no
satisfacen las hipétesis del
Teorema del Valor Medio,
¥y por tanto, su conclusion es falsa:
{a) f es discontinua en el extremo 5.
(b) f es discontinua en p.

b X a P

P b X f no es diferenciable en p.

El Teorema del Valor Medio no ofrece ninguna indicacién de cudntos puntos C existen en la
curva entre 4 y B donde la tangente es paralela a 4B. Si la curva es en realidad una linea
recta, entonces todos sus puntos tendrdn la propiedad requerida. En general, puede haber
mas de un punto (véase la Figura 2.27), pero el Teorema del Valor Medio sélo asegura que

debe existir al menos uno.

Figura 227 En esta curva hay tres puntos C

X donde la tangente es paralela a la cuerda AB.

El Teorema del Valor Medio no da ninguna informacién sobre cémo encontrar el punto c.
Sélo indica que este punto debe existir. En algunas funciones simples es posible encontrar ¢
(véase el ejemplo que sigue), pero hacerlo asi no suele tener valor practico. Como veremos
posteriormente, la importancia del Teorema del Valor Medio reside en su uso como herra-
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mienta teérica, Pertenece a la clase de teoremas denominados teoremas de existencia, como
el Teorema Max-Min o el Teorema del Valor Intermedio (Teoremas 8 y 9 de la Seccion 1.4),

Verifique la conclusion del Teorema del Valor Medio para f(x) = \f; en el intervalo
la, b], slendo 0 < a< b,

Solucion El teorema dice que debe existir un niimero ¢ en el intervalo (a, 4) tal que

g =L0=10
—a

L - oo 1
2fe  boa  (Jb-JaWbta) bt a

Por tanto, 2ﬁ=ﬁ+ﬁyc=(@)z. Como a < b, tenemos que
o (Y L (BT,

2

por lo que ¢ estd en el intervalo (a, b). -

Los dos ejemplos siguientes son mas representativos de como se usa realmente el Teorema del
Valor Medio.

m Demuestre que senx < x para todo x > 0.

Solucion Si x > 2z, entonces senx € 1 < 2z <x. Si 0 <x < 2z entonces, por el Teorema del Valor
Medio, existe un ¢ en el intervalo ablerto (0, 2x) tal que

senx senx—sen0 4
= = —senx =cose < 1
=

x x—0 dx
Por tanto, senx < x también en este caso,

m Demuestreque‘fl+x=:1+gparax>{]y para —1 <x <0,

Soluciéon Six > 0, se aplica el Teorema del Valor Medio a f(x) = ,/1 + x en el intervalo [0, x]. Existe
entonces un valor ¢ en (0, x) tal que

./1+x—l=f{x):_:;'(0)=f(6)= 1 {%
x x 2/1+c

La dltima inecuacién se cumple porque ¢ > 0. Multiplicando por el nimero positivo x y pasando el —1 al
ofro lado se obtiene \/1 +x <1 +§.

Si —1<x <0, se aplica el Teorema del Valor Medio a f{x) = ,/1 + x en el intervalo [x, 0]. Existe
entonces un valor ¢ en (x, 0) tal que
Jl+tx=1 1-/1+x fl00—f 1

1
- = —
x —-x 0—x re 2/l +e¢e 2

yaque 0 <1+ ¢ <1, Ahora hay que multiplicar por el nimero negativo x, con lo que se invierte la in-
ecuacién, /1 +x—1 < g y el resultado se obtiene pasando el —1 al otro lado,
H
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Funciones crecientes y decrecientes

Los intervalos en los que la grafica de una funcién f tiene pendiente positiva o negativa propor-
cionan informacién de utilidad sobre el comportamiento de f. El Teorema del Valor Medio per-
mite determinar esos intervalos considerando el signo de la derivada de f.

DEFINICION 5 Funciones crecientes y decrecientes

Sea una funcién f definida en un intervalo abierto 7, y sean x, y x, dos puntos pertenecien-
tes a 7,

(@ Si f(xy) > f(x,) siempre que x, > x,, se dice que f es creciente en /.

(b) Si flx;) <f(x;) siempre que x, > x,, se dice que f es decreciente en /.

(c) Si flxy) =f(x,) siempre que x; > x,, se dice que f es no decreciente en /.
(d) Si flxy) <f(x,) siempre que x, > x;, se dice que f es mo creciente en /.

La Figura 2.28 ilustra estos términos, Nétese la distincion entre creciente y no decreciente, Si
una funcién es creciente (o decreciente) en un intervalo, debe tomar valores diferentes en puntos
diferentes (una funcién asi se denomina umo a wme). Una funcién no decreciente (o no creciente)
puede ser constante en un subintervalo de su dominio, y por tanto no puede ser uno a uno. Una
funcién creciente es no decreciente, pero no toda funcién no decreciente es creciente,

(a) ¥t (b)

.\I [L} _1' r

V= ;;u/

(d)

Figura 228 (3) La funcién f es
creciente,
(b} La funcién g es decreciente.
{c) La funcién k es no decreciente,
x x {d) La funcién k es no creciente,

TEOREMA @ Sea J un intervalo abierto, y sea I un intervalo que contiene a todos los puntos de J, y
posiblemente uno de sus extremos, o ambos. Sea f una funcién continua en 7'y diferencia-
ble en J.

(@ Si f'(x) > 0 para todo x perteneciente a J, entonces f es creciente en 1.
(b) Si f(x) < 0 para todo x perteneciente a J, entonces f es decreciente en 1.
(¢} Si f(x) = 0 para todo x perteneciente a J, entonces f es no decreciente en 1.

(d) Si f(x) <0 para todo x perteneciente a.J, entonces f es no creciente en I,
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DEMOSTRACION Sean x, y x, dos puntos pertenecientes a I, con x, > x,. Por el Teo-
rema del Valor Medio, existe un punto ¢ en (x;, x,) (y por tanto enJ) tal que

fle) =)
S

y por tanto, f(xz) — f(x1) = (x2 — x1) f(¢). Como x; — x; >0, la diferencia f(x;) — f(x;)
debe ser del mismo signo que f(c), y debe ser cero si f(c) es cero, Por tanto, se deducen
todas las conclusiones de las partes correspondientes de la Definicién 5.

_

Observacion A pesar de lo que dice el Teorema 12, f*(xy) > 0 en un solo punto x; no impli-
ca que la funcién sea creciente en cualguier intervalo que contenga a x,. Féase el Ejercicio 20 al
final de esta secci6n, donde se presenta un contraejemplo.

SEITILR N Fn qué intervalos es creclente la funcién f(x) = x* — 12x + 17 ;En qué intervalos es de-
creciente?
Soluciéon Tenemos que f'(x) =3x* — 12 =3k —2)(x+ 2). Obsérvese que f(x)>0si x<—-2 o0

x>2,y f(x) <0Opara —2 < x < 2. Por tanto, f es creclente en los intervalos (— oo, —2) y (2, ), y es
decreciente en el intervalo (—2, 2). Véase la Figura 2.29.

2.1 7

y=ax1—12x+1

(2. —15) Figura 229
|

Una funcién f cuya derivada cumple que f(x) = 0 en un intervalo puede ser todavia creciente
en ese intervalo, en vez de ser s6lo no decreciente como asegura el Teorema 12(c). Esto ocurre
cuando f'(x) = 0 en una serie de puntos aislados, con tal que f sea creciente en los intervalos
situados a la izquierda y a la derecha de esos puntos.

m Demuestre que f(x) = x® es creciente en cualquier intervalo.

Solucién Sean x, y x, dos nimeros reales, con x, > x;. Como f(x) = 3x* >0, excepto en x = 0, el
Teorema 12(a) nos dice que f(x;) >f(xr) st x <x <0 o st 0<x; <x St x <0< x, entonces
Sx1) < 0 < flxp). Por tanto, f es creciente en cualquier intervalo, -

Si una funcién es constante en un intervalo, entonces su derivada serd cero en dicho interva-
lo. El Teorema del Valor Medio nos permite demostrar la afirmacién reciproca.

TEOREMA @ Sea f una funcién continua en un intervalo 7, y sea f*(x) = 0 en todo punto del interior de
1 (es decir, en todo punto de I excepto en sus extremos). Entonces f(x) = C, una constan-
te, en I,
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DEMOSTRACION Sea un punto x, de 7 y sea C = f (xp). Si x es otro punto de /, enton-
ces el Teorema del Valor Medio dice que debe existir un punto ¢ entre x; y x tal que

S ~flxo)

X~ Xo
El punto ¢ debe pertenecer a I porque el intervalo contiene a todos los puntos entre los
dos citados, y ¢ no puede ser un extremo de 7 ya que ¢ # x, y ¢ # x. Como f'(c) = 0 para

todos esos puntos ¢, tenemos que f(x) — f(xo) = 0 para todo x en I, y f{x) = f(xo) = C,
como queriamos demostrar,

=f(c)

e

Veremos cémo se puede utilizar el Teorema 13 para obtener identidades sobre nuevas fun-
ciones que se verdn en capitulos posteriores. También lo utilizaremos al definir las primitivas en
la Seccién 2.10.

Demostracion del Teorema del Valor Medio

El Teorema del Valor Medio es uno de los profundos resultados que se basan en la completitud
del sistema de los nimeros reales, mediante el hecho de que una funcién continua en un interva-
lo cerrado y finito toma un valor méaximo y minimo en dicho intervalo (Teorema 8 de la Sec-
ci6n 1.4). Antes de dar la demostracién, estableceremos dos resultados preliminares.

TEOREMA ()

TeEoRemA (D)

Si f es una funcion definida en un intervalo abierto (a, b), y que alcanza un valor méaximo
(0 minimo) en un punto ¢ de (a, b), y existe f'(c), entonces f"(c) = 0. Los valores de x
donde f(x) = 0 se denominan pumios criticos de la funcién f£

DEMOSTRACION Supongamos que f tiene un maximo en ¢. Entonces f(x) — f(c) <0
para todo x en (g, b). Si ¢ <x < b, entonces
7}”(::} —f <0, portanto, fl¢) = lim f(x f(C}

X—cC Y X—c

Analogamente, si a < x < ¢, entonces
Fil = fle)

M}D! por tanto,  f'(c) = lim T;“—-D

X —C X=+ =

Por tanto, f'(¢) = 0. La demostracién para un valor minimo en ¢ es similar,

—

Teorema de Ralle

Suponga una funcién g continua en un intervalo cerrado y finito [, b], y diferenciable en
el intervalo abierto (a, ). Sig(a) = g(b), entonces existe un punto ¢ en el intervalo abier-
to (a, b) en el que g'c) =

DEMOSTRACION Si g(x) = gla) para todo punto x de [a, b], entonces g es una fun-
cién constante, por lo que g’(c) = 0 para todo ¢ perteneciente a (a, b). Por tanto, suponga-
mos que existe un x en (a, b) tal que g(x) # gla). Supongamos que glx) > gla) (si
glx) < gla), la demostracién es similar). Por el Teorema Max-Min (Teorema 8 de la Sec-
ci6n 1.4), como es continua en [a, b, g debe tener un valor maximo en algin punto ¢ en
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[, b]. Como glc) = g(x) > gla) = g(b), ¢ no puede ser a ni b. Por tanto, ¢ pertenece al
intervalo abierto (a, b), por lo que g es diferenciable en ¢, Por el Teorema 14, ¢ debe ser
un punto critico de g: g'(e) = 0.

. ]

Observacion El Teorema de Rolle es un caso particular del Teorema del Valor Medio en el
que la cuerda tiene pendiente 0, por lo que la correspondiente recta tangente paralela debe tener
también pendiente 0. Se puede deducir el Teorema del Valor Medio de este caso especial.

Demostracion del Teorema del Valor Medio Suponga que f cumple las condiciones del
Teorema del Valor Medio. Sea

£) = (o) - (f(a} HJOT@ ay)

b
(Para @ < x < b, g(x) es un desplazamiento vertical entre la curva y = f(x) y la cuerda
R A LU

que une (a, f(a)) y (b, f(b)). Véase la Figura 2,30),

v = fix)

(b, f(b))

fiby— fla) )

|

|

|

|

| |

y= fla) + _ ' l
b—a |

| |

I |

i |

Figura 230 g(x) es la distancia

: . vertical entre la grafica de f
x b x yla cuerda,

La funcién g es también continua en [a, b] y diferenciable en (a, b), ya que f posee esas propie-
dades, Ademads, g(a) = g(b) = 0. Segin el Teorema de Rolle, existe un punto ¢ en (a, b) tal que
g'(c) = 0. Como

g =rin - L8 =@
b-a
se deduce que
SB) ~ fla)
fl=——,

Muchas de las aplicaciones que haremos en capitulos posteriores del Teorema del Valor Me-
dio usarén la siguiente versién generalizada del mismo,
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TEOREMA () Teorema del Valor Meiio Generalizado
Sean f y g funciones continuas en [a, ], y diferenciables en (g, b), y sea g(x) # 0 para
todo x de (a, b). Existe un niimero ¢ en (g, b) tal que
fb) —fla) _ fle)
glb) —gla) gle)
DEMOSTRACION Notese que g(b) # gla) porque si no, habria un punto de (a, 3) y el

que g’ = 0. Por tanto, ningiin denominador de la expresién anterior puede ser cero, Apli-
cando el Teorema del Valor Medio a

hx) = (fb) — fla) (glx) — gla)) (g(b) — gl@)(fx) — fla))
como h(a) = h(b) = 0, existe un c en (a, b) tal que A'(c) = 0. Entonces,
(f®) — fla)g'(c) — (gb) — gla)fle) =
y se llega al resultado deseado sin més que dividir por los fatores en g.
- e

Ejercicios 2.6

En los Ejercicios 1-3, ilustre el Teorema del Valor Medio
obteniendo los puntas del intervalo ablerto (@, b) donde la
tecta tangente a y = f(x) es paralela a la cuerda que une

(@, f(a) y (b, f(b)).
1. f(x) =’ en [a, b]
% f)=x—3x+1len[-2 2]

4. Aplicando el Teorema del Valor Medio a

y utilizando el

2 flx) = —enll 2]

flx) = cosx + 2 en el intervalo [0, x],
resultado del Ejemplo 2, demuestre que

C »>1—=—
s X >

para x > 0. Esta inecuacién es también clerta para
x <0. jPor qué?

& Demuestre que tanx > x para 0 <x < x/2,

@€ Sear> 1 Six>00 —1<x<0, demuestre que
(1+x)>1+r

7.Sea0<r<1 Six>00 —1<x <0, demuestre que
(L) ]

Calcule los intervalos de crecimiento y decrecimiento de
las funciones de los Ejercicios 8-15.

8 fx)=x"+2x+2 A fi)=x—4x+1
10 fx)=x"+4x+ 1 1. f(x) = (& — 4)*

1
12 fix) = i1 18 f(x) = x*(5 —x)*

14 f{x) =x — 2senx 158 f{x) =x + senx

+16 Si f(x) es diferenciable en un intervalo I y se anula en
n = 2 puntos diferentes de 7, demuestre que f(x)
debe anularse al menos en » — 1 puntos de I

17. ;Qué es errdneo en la siguiente «demastracién» del
Teorema del Valor Medio Generalizado? Por el
Teorema del Valor Medio, f(b) —f(a) = (b — a) f(c)
para algiin valor ¢ entre a y b y, de forma similar,

g{b] gla) = —a]g (c] para algin ¢, Por tanto,
(f(b) — f(a))/(glb) — f{c’)[g’{ ), cOmo
querfamos demostrar

+18 Sea f(x) = x*sen(1/x) six #0y f(0) =

Demuestre que f"(x) existe para todo x, pero que [’
no es continua en x = 0, Fsto demuestra la
aseveracidn (realizada al final de la Seccién 2.2) de
que una derivada definida en un intervalo no
necesita ser continua en dicho intervalo.

Demuestre la afirmacién (hecha al final de la Seccién
2.2) de que una derivada definida en un intervalo
debe tener la propledad del valor medio. (Sugerencia:
Suponga que [ existe en [a, b] y que f{a) #f(b). Si
k estd entre f"(a) y [ (b), demuestre que la funcién g
definida como g(x) = f(x) — kx debe tener o bien un
maximo o bien un minimo en [a, b], en un punto
interior ¢ de (a, b). Deduzca entonces que f’(c) = k).

+ 2%sen(l/x) st x#0
*mSeaf(x)={‘; (1/) o i=0

fa) Demuestre que f°(0) = 1. (Sugerencia: Utilice la
definicién de derivada),

(b) Demuestre que todo intervalo que contiene ax =0
contiene también puntos en los que f(x) < 0, por
lo que f o puede ser creciente en ese intervalo,

+19
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yJy B Aplicacion de las derivadas

En esta seccién presentaremos algunos ejemplos de la forma en que utilizan las derivadas para
interpretar cambios y tasas de cambio en el mundo que nos rodea. Es natural pensar en el cam-
bio como algo que es funcién del tiempo, como la velocidad de un objeto en movimiento, pero
no hay necesidad de ser restrictivos respecto a esto, E1 cambio con respecto a variables distintas
del tiempo se trata de la misma forma. Por ejemplo, un médico puede desear saber cémo afectan
pequefios cambios en la dosis en 1a respuesta del cuerpo a un medicamento, Un economista pue-
de estar interesado en estudiar como cambia la inversién extranjera con respecto a los cambios
en los tipos de interés en el pafs. Todas esas cuestiones se pueden formular en términos de tasa
de cambio de una funcién con respecto a una variable.

Aproximacion de pequefios cambios
Si una cantidad y es funcién de otra cantidad x, es decir,
y=rt
en ocasiones se desea conocer como afecta un cambio en x, Ax, al valor de y. El cambio exacto
en y, Ay, se expresa como
Ay=fk+ Ax) — fx)

pero si el cambio en x es pequefio, se puede aproximar Ay utilizando el hecho de que Ay/Ax es
aproximadamente la derivada dy/dx. Entonces,

A
ﬁy=£ﬂxw%:ﬁx=1’&}ﬂx

Algunas veces los cambios en una cantidad se miden con respecto al valor de dicha cantidad, EI
cambio relativo en x es el cociente Ax/x. E] cambio poarcentual s el cambio relativo expresado
como un porcentaje:

Ax
cambio relativo en x =7

cambio porcentual en x = 100 %

S TG | En qué porcentaje aumenta aproximadamente el drea del circulo si su radio se incrementa
€N Un £76

Solucién Fl 4rea 4 de un circulo se expresa en funcién de su radio como 4 = mr”, Entonces,
dd
Ad =~ — Ar = 2nrAr
dr

Dividiendo esta aproximacién por 4 = nr* se obtiene una aproximacién que relaciona los cambios relativos
endyr
Ad ZarAr Ar

—_— =

2
A nr’ r
2
Si r se incrementa un 2%, entonces Ar = Tog " P lo que

Ad 2 4

—2X—=—o

4 100 100
Por tanto, 4 se incrementa aproximadamente un 4%.
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Velocidad de cambio media e instantanea

Recuérdese el concepto de velocidad o tasa media de cambio de una funcién en un intervalo,
presentada en la Seccién 1.1. La derivada de la funcién es el limite de esta tasa media cuando la
longitud del intervalo tiende a cero, y por tanto representa la velocidad o tasa de cambio de la
funcién en un valor dado de su variable.

DEFINICION 6

La velocidad media de cambio de una funcién f(x) con respecto a x en el intervalo desde
ahastaa + hes

fla + k) — fla)
h

La velocidad de cambio (instantdmea) de f/ con respecto a x en x = a es la derivada

i fla+ h) — fla)
=0 h

fla) =

suponiendo que exista dicho limite,

Es habitual utilizar la palabra instantdnea cuando la variable x no representa tiempo, aunque fre-
cuentemente se omite dicha palabra. Cuando se dice velocidad de cambio, significa velocidad
instantdinea de cambio.

¢ Con qué rapidez crece al 4rea 4 de un circulo con respecto a su radio cuando el radio

mide 5 m?

Solucién La velocidad de cambio del area con respecto al radio es
dd d
—_ = =2
dr dr &)=t

Cuando r = 5m, el 4rea cambia con una velocidad de 2z x 5 = 10z m*/m. Esto significa que un pequefio
cambio Ar m en el radio cuando el radio vale 5 m producir4 un cambio de aproximadamente 10mAr m* en
el drea del circulo. -

El ejemplo anterior sugiere que las unidades apropiadas para medir la velocidad de cambio de
una cantidad y con respecto a otra cantidad x son unidades de y por unidades de x.

Si f(xg) = 0, se dice que f es estaciomaria en x; y que x; es un pumie arftice de 1. El punto
correspondiente (xy, f(xo)) de la grafica de f se denomina pumde critice de la grafica. La grafica
tiene tangente horizontal en sus puntos criticos, y f puede tener o no un maximo o minimo en
dichos puntos (véase la Figura 2.31). Es posible que f sea creciente o decreciente en un punto
critico (véase el punto a en la Figura 2.31).

Suponga que la temperatura en un determinado lugar ¢ horas después del mediodia es de
T °C (T grados Celsius), siendo

1
T=§§—3ﬂ+8:+10 (para 0 < t < 5)

¢ Con qué velocidad est4 subiendo o bajando la temperatura a la una de la tarde? ;Y a las tres de la tarde?
(En qué instantes la temperatura es estacionaria?
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Solucién La velocidad de cambio de la temperatura se expresa como

dar
E=r2—6:+8=(:—2]{r—4]

Si t=1, entonces §= 3, por lo que a la una de la tarde la temperatura esté subiendo a razén de 3°C/h,
51 ¢=3, entonces f;‘—:= —1, por lo que a las tres de la tarde la temperatura estd bajando a razén de 1°C/h.

La temperatura es estacionaria cuando j—: =0, es decir, a las dos de la tarde y a las cuatro de la tarde.
u

x Figura 2.31 Puntos criticos de f.

a b ¢

Sensibilidad a los cambios

Cuando un pequefio cambio en x produce un gran cambio en una funcién f(x), se dice que esa
funcién es muy semsible a los cambios en x. La derivada f(x) es una medida de la sensibilidad
que tiene la dependencia de f con x.

SENTIE N (Dosis de una medicina) Un estudio farmacol6gico de un medicamento en desarrollo para
pajar [a tension arterial determina experimentalmente que la disminucién R de la tensién que produce una
dosis diaria de x mg del medicamento es

x— 13
) mm Hg
¥ — 26x + 529

(Las unidades son milimetros de mercurio (Hg)). Determine la sensibilidad de R a la dosis x cuando el nivel
de la dosis es de 5 mg, 15 mg y 35 mg, ;En cuél de esos niveles de dosis produce un mayor efecto un
incremento de la dosis?

Solucién La sensibilidad de R con x es dR/dx. Tenemos que

—13
A — 26x + 529(1) — (x — 13 L
FEeel =, )sz—2ﬁx+529)

¥ — 28x + 529

i ¥ — 26x + 529 — (x* — 26x + 189)
e (* — 26x + 529)%?2

R= 24,2(1 +

£= 24.2
dx

~ 8712
"~ (# — 26x + 529)?
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Cuando la dosis es x = 5 mg, 15 mg y 35 mg las sensibilidades son

i = 0.998 mm Hg/m,

dx . 1 g'f g
ax = 1.254 mm Hg/m
dx lx=15 ' E
% m = 0,355 mmHg/mg

De los niveles de dosificacién, el que tiene mayor sensibilidad es el de 15 mg, Incrementar la dosis de 15 a
168 mg al dia se espera reduciria la tensién media aproximadamente 1,25 mmHg, -

Derivadas en economia

Del mismo modo que los fisicos utilizan los términos velocidad y aceleracion para referirse a las
derivadas de ciertas cantidades, los economistas también tienen su vocabulario especializado pa-
ra denominar a las derivadas. Las denominan margimales. En economia el término margimal se
refiere a la velocidad o tasa de cambio de una cantidad con respecto a la variable de la que de-
pende. Por ejemplo, el coste de produccidén C(x) en una operacién de fabricacién es funcién de
x, el nimero de unidades de producto producidas. El coste marginal de produccién es la velo-
cidad de cambio de C con respecto de x, y por tanto es dC/dx. Algunas veces el coste marginal
de produccién corresponde aproximadamente al coste extra de producir una unidad mas, es
decir,

AC=Clx+1) - Ck)

Para ver por qué esto es aproximadamente correcto, observemos en la Figura 2,32 que si la pen-
diente de C = C(x) no varfa muy rdpidamente cerca de x, entonces el cociente de incrementos
AC/Ax tomara un valor préximo a su limite, la derivada dC/dyx, incluso cuando Ax = 1.

. Figura 2.32 El coste marginal dC/dx es aproximadamente el coste extra AC
x xl ' de producir Ax = 1 unidad mas.

(Tasas marginales de impuestos) Si la tasa marginal de impuestos sobre ingresos es del
35% y los ingresos crecen en 1000 €, habra que pagar unos 350 € extras en impuestos sobre ingresos. Esto
no significa que se pague el 35% de todos los ingresos en impuestos, Significa que en el nivel de ingresos
actual, /, 1a tasa de incremento de los impuestos T con respecto a los ingresos es dT/dl = 0,35. Es decir, se
pagan 0.35 € de impuestos por cada euro extra que se ingresa. Por supuesto, si el nivel de ingresos aumen-
ta mucho, puede pasarse a otro segmento impositivo y aumentar las tasas marginales. -
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ST LR (Coste marginal de produccidn) El coste de producir x toneladas de carbén por dia en
una mina es C{x) €, siendo

C(x) = 4200 + 5.40x — 0.001x% + 0.000002x*

(@) ¢Cudl es el coste medio de producir cada tonelada si el nivel diario de produccién es de 1000 tonela-
das? ;Y si es de 2000 toneladas?

(b) Calcule el coste marginal de produccién si la produccién diaria es de 1000 toneladas y de 2000 tonela-
das.

(c) Si el nivel de produccién crece ligeramente de las 1000 toneladas o de las 2000 toneladas, ;qué sucede-
1 con el coste medio por tonelada?

Solucién
(@) El coste medio por tonelada de carbon es

4200
C‘_(x] = —— + 5.40 — 0.001x + 0.000002x*
x x

Six = 1000, el coste medio por tonelada es de C(1000)/1000 = 10.8/ton. Si x = 2000, el coste medio
por tonelada es de C(2000)/2000 = 13,5 €/ton,
(b) El coste marginal de produccién es

C'(x) = 540 — 0,002x + 0.000006x*

Si x = 1000, el coste marginal es de C(1000) =9.4/ton, Si x = 2000, el coste marginal es de
C(2000) = 25.4 €/ton.

(c) St el nivel de produccién se incrementa ligeramente por encima de x = 1000, entonces disminuira el
coste medio por tonelada, ya que el coste crece con una tasa menoar que el coste medio. En x = 2000
ocurre lo contrario, Un incremento en la produccién aumentara el coste medio por tonelada.

Los economistas prefieren a veces utilizar tasas de cambio relativo, que no depende de las unida-
des en que se miden las cantidades involucradas, Utilizan el término elasticidad para denominar
a esos cambios relativos,

(Elasiicidad de la demanda) [ 2 demanda y de un clerto producto (es decir, la cantidad
que se puede vender) normalmente depende del precio p aplicado a dicho producto: y = f(p). La demanda
marginal dy/dp = f(p) (que tipicamente es negativa) depende de las unidades que se utilicen para medir y
y p. La elasticidad de la demanda es la cantidad

L (el signo «—» asegura que la elasticidad es positiva)

ydp

que es independiente de las unidades y proporciona una buena medida de la sensibilidad de la demanda a
los cambios de precio. Para ver esto, supongamos que se utilizan unidades nuevas para la demanda y el
precio, que son miltiplos de las unidades antiguas. En las nuevas unidades, la demanda y el precio se ex-
presan como Yy P, siendo

Y=ky y P=ikyp

Es decir, Y=k f(P/k;) y dY/dP = (k\/k) " (P/ky) = (ki/k;) /" (p), aplicando la Regla de la Cadena. Por tan-
to, se deduce que el valor de la elasticidad no cambia:

PdY  kph dy

.
YT we’"T e
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Ejercicios 2.7

En los Ejercicios 1-6, calcule los cambios porcentuales
aproximados en las funciones y = f(x) dadas que producen
un cambio del 2% en el valor de x.

1y =y 2y=1/k
R y=1/F 4 y=x
5.y=\/;: G y=x7%

7. ;En qué porcentaje, aproximadamente, crecera el
volumen de una esfera de radio r, (¥ = 3 n), si el
radio se incrementa en un 29%?

8 ,En qué porcentaje disminuird la longitud de la arista
de un cubo de hielo si el cubo pierde el 6% de su
volumen al fundirse?

8. Calcule la velocidad de cambio del drea de un
cuadrado con respecto a la longitud de su lado cuando
dicho lado mide 4 m,

10. Calcule la velocidad de cambio del lado de un cuadrado
con respecto a su drea cuando dicha 4rea es de 16 m”,

11. Calcule la velocidad de cambio del didmetro de un
circulo con respecto a su érea.

12. Calcule la velocidad de cambio del 4rea de un circulo
con respecto a su didmetro,

13 Calcule la velocidad de cambio del volumen de una
esfera (dado por ¥ = 3 =) con respecto a su radio r
cuando el radio mide 2 m,

14. ;Cudl es la velocidad de cambio del 4rea 4 de un
cuadrado con respecto a la longitud L de su diagonal?

15. ;Cudl es la velocidad de cambio de la longitud de una
circunferencia C con respecto a su drea A?

16. Calcule la velocidad de cambio del lado s de un cubo
con respecto al volumen ¥ de dicho cubo,

(Cudles son los puntas criticos de las funciones de los

Ejercicios 17-20? ; En qué intervalo es cada funcién

aeciente o decreciente?

17. fx) =+ -4 18 /() =x"—12x+ 1

18 y =x° + 6x? 20 y=1—-x—x

21. Demuestre que f(x) = x* es creciente en toda la recta
real aunque f”(x) no sea pasitiva en todos sus puntos.

22, ;En qué intervalas es creciente f{x) = x + Zsenx?

Utilice un programa de graficos o de mateméticas por

computador para calcular los puntos criticos de las

funciones de los Ejercicios 23-26, con una precisién de 6
decimales.

Z—x pw

i) =5— B9 =

‘+x+1

]
&

24 /() =

ﬁf‘«*’”‘*“(xﬁ) asl

A
e

m =N

cos(x + 0.1)

27. El volumen de agua en un tanque ¢ minutos después de
empezar a vaciarse se puede expresar como

V(5) = 350(20 — 9% L

(a) ¢Con qué velocidad se vacia el tanque tras 5
minutos? /Y tras 15 minutos?

(b) ;Cudl es la velocidad media de vaciado del tanque
en el intervalo comprendido entre 5 minutos y 15
minutos?

28 (Ley de Poiseuille) [a velocidad del flujo F (medido
en litros por minuto) de liquido por una tuberfa es
proporcional a la cuarta potencia del radio de la
tuberia:

F=kt
(Qué porcentaje aproximado de incremento es
necesario en el radio de la tuberia para que la
velocidad del flujo aumente un 10%?

20 (Fuerza gravitataria) La fuerza gravitatoria F con la

que la Tierra atrae a un objeto en el espacio es

F = k/##, siendo k una constante y r la distancia del
objeto al centro de la Tierra. Si F disminuye con
respecto a r con una velocidad de 1 newton/km cuando
r = 7000 km, ;con qué rapidez cambia F con respecto
a r cuando » = 10 000 km?

30 (Sensibilidad de los ingreses can e precio) [os
ingresos por ventas R de un determinado producto
software dependen del precio p aplicado al distribuidor
de acuerdo con la férmula

R = 4000p — 10p*
{a) jQué sensibilidad tiene R con p cuando p = 100 €7
LY cuando p = 200 €7 ;Y cuando p = 300 €7
(b) ¢Cual de los tres es el precio méas razonable para
aplicar al distribuidor? ;Por qué?
31. (Coste marginal) El coste de fabricar x refrigeradores
es de C(x), slendo
C(x) = 8000 + 400x — 0,5x2
(a) Calcule el coste marginal si se fabrican 100
refrigeradores.
(b) Demuestre que el coste marginal es
aproximadamente la diferencia de fabricar 101
refrigeradores en vez de 100.

32 (Beneficio Si una fabrica de contrachapado
produce x planchas al dia, su beneficio por dia sera de
P(x) €, slendo

P(x) = 8 — 0.005x* — 1000
(a) Calcule el beneficio marginal, ; Para qué valores de
x es positivo el beneficio marginal? ;Y negativo?
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(b) ¢Cuantas hojas habria que producir cada dia para x debido a la sobrecarga de los equipos y de trabajo.
generar un beneficio méximo? Si cada tonelada de mineral se puede vender a 13 €,

Jcuantas toneladas habria que extraer al dia para
= uﬂn: E]tj-i; E; g: ros) e o s gbos oL mes en maximizar el beneficio por dia de la mina?

80 000 n? +35 (Coste medio y coste marginal) Si a un fabricante le
C= . +4n + e cuesta C(x) euras producir x productos, entonces su
coste medio de produccién es de C(x)/x euros por
Calcule el coste marginal de produccién si el mimero producto, En general, el coste medio es una funcién
de objetos fabricados cada mes es de (a) 100 y (b) 300. decreciente con x para x pequeno, y es creciente con x
34 En una operacién minera el coste C fen euros) de para x grande (;por qué?). Demuestre que el valor de
) . -::E tanelada de mineral es dke ) x que minimiza el coste medio hace que el caste
- medio sea igual al coste marginal,
X
C=10+?+ﬁ 36 (Elasticidad constante) Demuestre que si la demanda

» se relaciona con el precio p mediante la ecuacién

y =Cp~" slendo C y p constantes positivas, entonces
la elasticidad de la demanda (véase el Ejemplo 7) es la
constante r,

slendo x el niimero de toneladas extraidas al dfa. Para
x pequeno, C s reduce al aumentar x debido a las
economias de escala, pero para x grande, C crece con

m Derivadas de orden superior

Si la derivada ' = f'(x) de una funcién y = f(x) es también diferenciable en x, se puede calcular
su derivada, que se denomina segimda derivada de £, y se expresa como 3" = f”(x). Como en el
caso de las primeras derivadas, las derivadas segundas se pueden expresar de diversas formas en
funcién del contexto. Algunas de las formas mas comunes son

dy dd T » 5
57~ 2 7 S0 = 77 S0 = Dy = Dif ()

y'=r) =
De forma similar se pueden considerar la tercera, cuarta, y en general derivadas de orden n. La
notacién que utiliza primas es inadecuada para derivadas de orden alto, por lo que el orden se
denotara mediante un superindice encerrado entre paréntesis (para distinguirlo de los exponen-
tes). La n-ésima derivada de y = f(x) es

g =9 =92 - & ) = pry = D21t

y se define como la derivada de la (n — 1) {-suna denvada Paran =1, 2 y 3 se utiliza todavia la
notacién de las primas: f%(x) = f”(x), f* (x) = f(x). Algunas veces es conveniente denotar co-
mo f@(x) = f(x), es decir, indicar que una ﬁ.mmdn es su propia derivada de orden cero.

La velocidad de un objeto en movimiento es la tasa (instantdnea) de cambio de la posicién

del objeto con respecto al tiempo. Si el objeto se mueve a lo largo del eje x y est4 en la posicién x = f(f) en
el instante ¢, entonces su velocidad en ese instante es

dx
V=g =11
De forma similar, la aceleraciém de un objeto es la tasa de cambio en la velocidad, Por tanto, la acelera-
ci6n es la segunda derivada de la posicion: 7
dv x

a=E=F=f’(ﬂ

Més adelante, en la Seccién 2.11, investigaremos mas a fondo las relaciones entre posicién, velocidad y
aceleracion, -
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m Si y =, entonces y = 3%, y’ = Bx, y” = 8, y¥) = 0y todas las derivadas sucesivas va-

len cero,
[ |

En general, si f(x) = x" (siendo » un entero positivo), entonces
fmb-’] =an—-1Dn—-2)-(n— (k— 1}})5”_‘&

! ¥ F st 0<k<n
={(n— b S
{D si k>n
donde n! (denominado » factarial) se define como
0l=1

1l=0x1=1x1=1

2l=1 x2=1x2=12

=2 x3=1x 3 x3=§
4l=3x4=1x2x3x4=24

Ml=m-Dlxn=1x2x3x..xm—1 xn
De lo anterior se deduce que si P es un polinomio de grado n,
P)=ax"+a, @ '+ - +ax+a

donde a,, a,_1, ..., a;, @, son constantes, entonces P* (x) = 0 para k > n. Parak < n, P% es un
polinomio de grado » — k. En particular, P*(x) = nla,, es decir, una constante,

m Demuestre que si 4, B y k son constantes, entonces la funcién
y = Acos (k) + Bsen (ki)
es la solucién de la ecuacién diferencial del movimiento armdnico simple de segundo orden (véase la

Seccién 3.7):
d-
Fy + kzy =0
Solucién Para ser una solucién, la funcién y(7) debe cumplir la ecuacion diferencial, es decir,
&
d?y(r) +&y0) =0

debe cumplirse para todo niimero real 1. Esto se puede verificar calculando las dos kfrlmeras derivadas de la
funcién y(f) = A cos (kf) + Bsen (kf), y observando que la segunda derivada mas k°y(f) vale siempre cero:

% = —dksen (kf) + Bk cos (k)

j%’: — Ak? cos (kt) — B sen (kt) = — ()
dy

pr + ¥y =0
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1
ST LR W Calcule la n-ésima derivada, y*™, de y = o (1+x° L
X

Solucion Comenzamos por calcular unas pocas derivadas:
y=-(1+x7*
Y=—(-290+x 7 =2(1+x""°
==+ = -1 +x)"
Y= 31— +x) > =41 +x)°
Aparece un patrén obvio. Parece que
Y = (=11 +x) " !

En realidad no hemos demastrado que la férmula anterior es correcta para todo #, aunque lo es para n = 1,
2, 3 y 4. Para completar la demostracion se utiliza induccién matematica (Seccién 2.3). Supongamos que la
férmula es vélida para n = k, slendo k un entero positivo, Considérese y** !;

d d
D = — W = — ((— D*I(1 +2) %!
y &)~ g (CUHA AR
= (D*%I(=k =D+ 272 = (=) + DI+ x) 7€
Esto es lo que la férmula predice para la derivada de orden (k + 1). Por tanto, si la férmula para y™ es

correcta para n = k, es también correcta para n = k + 1. Como se sabe que la férmula es verdadera para
n = 1, debe ser cierta para todo n = 1 por induccicén. n

Nétese el uso de (— 1)" para indicar un signo negativo si n es impar y positivo si n es par.

m Calcule una férmula para f*)(x), siendo f(x) = sen(ax + b).
Solucién Comenzamos por calcular unas pocas derivadas:
fx) = acos(ax + b)
f'6) = —d’sen(ax + b) = —a*f(x)
[ = —d*cos(ax +b) = —a*f ()
790 = a'sen (ax + b) = ')
fO%) =acos lax + b) =a*f()

Aquf también el patrén es bastante obvio, Cada derivada es —a” veces la segunda derivada anterior, Una
formula que permite calcular todas las derivadas es

[ = (—1)*a"sen(ax+b) st n=2k
" U~ coslax+b) st n=2k+1

que se puede verificar también por induccién en £.

k=012 .)

Nuestro ejemplo final ilustra que no siempre es fécil obtener la derivada n-ésima de una funcién.

SETALNE Calcule 17, ' y £ de f(x) = /x* + 1. ;Existe algiin patron que permita predecir cémo
sera fH7
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Solucién Como f(x) = (x* + 1)"% tenemas que
F =765+ 1) 2) =x(x* +1)7 17
Six) = 6F+ 1)+ x(—6F + 1) V20
=02+ 1) 2+ 1 —-F) =2+ 1)
e = =26+ 1) (2) = —3x(E + 1)

Aunque la expresion que se obtiene en cada derivada se puede simplificar algo, el patrén subyacente no es
(todavia) lo bastante obvio como para permitirnos predecir la formula de f*(x) sin tener que calcularla, De
hecho,

790 =304 — D6’ + )77

por lo que el patrén (si es que hay alguno) no aparece claramente en esta etapa, -

Observacion Las derivadas de orden superior se pueden indicar en Maple repitiendo la varia-
= ble de diferenciaci6n o indicando el orden utilizando el operador $:

> diff (x5, %, x) +diff(sin(2*x),x$3) ;
20x* — 8cos (2x)

El operador D se puede utilizar también para obtener las derivadas de orden superior de una fun-
ci6n (no como una expresién) componiéndolas explicitamente o utilizando el operador ee:

> f:=x —>x5; fpp := D (D(f)) ; (DEE3) (f) (a) ;

f:=x—>x5
Jop 1= x - 20x°
60a’

Ejercicios 2.8

Calcule y, " e y™ para las funciones de los Ejercicios 18 fix) = = 16 f(x) = ﬁ
1-12. .
1
=3 Bl 17. - 18 =P
Ly=(3-2x7 £ y=x = 7 fix) 2+ bx J&)
8 19 f(x) = cos(ax) 20 f(x) = xcosx
dAy=—-— 4 y=Jax+b
L ¥ ®. f(x) = xsen ()
Ry=xA_x13 6 y=x""+ 24" 1
o aﬂf{x]=m 28 f(r) = /13
7.y =(2+3)/x 8 y=
x+1 24 Siy = tan kx, demuestre que y" = 2k%(1 + y?).
8. y = tanx 10. y =secx 25. Siy = secky, demuestre que y* = Fy(2)? — 1).
11. y = cos () 12 =20 28. Utilice induccién matemética para demostrar que la
x n-sima derivada de y = sen (ax + b) sigue la férmula
En los Ejercicios 13-23, calcule las suficientes derivadas de establecida al final del Ejemplo 5.
las funciones propuestas COT{‘G para obtener una expresion 27, Utilice induccién matematica para demostrar que la
general de la formula de f*(x). Verifique después la n-ésima derivada de y = tanx es de la forma
férmula obtenida mediante induccién matematica, P, (tanx), siendo P, , un polinomio de grado n + 1,
1 1 28 Si fy g son funciones diferenciables dos veces
/& x &) X demuestre que (fg)" =/f"g+ 2fg' + fg".
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+20. Formule y demuestre un resultado andlogo al del +32 Suponga que f es dos veces diferenciable en un
Ejercicio 28 pero para (f2)® y (f@)". ;Podria intervalo I fes decir, f" existe en J). Suponga ademéds
obtener la formula de (fg)"'? que los puntos 0 y 2 pertenecen a I y que

+*30. Si f"(x) existe en un intervalo /'y f se anula en al FOI= AN =0y %) = 1. Demeste g

menas tres puntos diferentes de 1, demuestre que 1
debe anularse al menos en un punto de 1,

1
+31. Generalice el Ejercicio 30 a una funcién para la que "(b) > — para al unto b en I.
1™ existe en I, y parala que f se anulaen n + 1 L4825 raslein g

puntos diferentes de I.

1
@ fa)= 7 para algin punto a en 1,

) fle) = ; para algin punto ¢ en I

m Diferenciacion implicita

Ya sabemos calcular la pendiente de una curva que corresponde a la representacién grafica de la
funcién y = f(x) calculando la derivada de f. Pero no todas las curvas corresponden a graficas
de estas funciones, Para ser la grafica de una funcién f(x), la curva no debe cruzar cualquier
recta vertical en més de un punto.
Las curvas son generalmente ecuaciones en dos variables, Estas ecuaciones se pueden expre-
sar de la forma
Flx,») =0

donde F(x, y) indica una expresion que involucra a las dos variables x e y. Por ejemplo, la ecua-
cién de una circunferencia con centro en el origen y radio 5 es

P+ —-25=0

por lo que Flx, y) = x* + * — 25 para esa circunferencia.

A veces es posible despejar y en la ecuacién F(x, y) = 0y, por tanto, obtener férmulas expli-
citas de una o més funciones y = f(x) definidas por dicha ecuacién. Sin embargo, a menudo no
es posible resolver la ecuacién. No obstante, atin podemos ver la ecuacién como una forma de
definir implicitamente y como una o més funciones de x, aunque no podemos obtener explicita-
mente esas funciones. Es mds, podemos obtener las derivadas dy/dx de las funciones implicitas
mediante una técnica denominada diferenciacién implicita Se trata de diferenciar la ecuacién
dada con respecto a x, considerando que y es una funcién de x con derivada dy/dx, o y"

Eiomplo 1 [RTIRTERN

Solucién La ecuacién y* = x define dos funciones diferenciables de x, que en este caso podemos cono-
cer explicitamente. Son y, = J; ey, =— J; (Figura 2.33), cuyas derivadas estdn definidas para x > O:

&y 1 b, 1

y
\ a2 /x a2 /x

1
2y 2./x
Lt
FP(x, /%)
; ;
O(x, — /%)
/‘ yr=—x
Peindiatits e 1 Figura 2.33 La ecuaci6n y* = x define dos funciones diferenciables de x
2y 2/x en el intervalo x =0,
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Sin embargo, es posible obtener la pendiente de la curva y* = x en cualquier punto {x, ) que cumpla la
ecuacion sin despejar previamente y. Para calcular dy/dx simplemente se diferencian con respecto a x los
dos miembros de la ecuacion y* = x, tratando y como una funcién diferenciable de x y utilizando la Regla
de la Cadena para diferenciar y*:

LT LTS ..
dx(}g)_dx(x] (l_.al?:begla-:ial::ll:ladena‘dadxy2 Eydx)

dy
Iy 2 =1
% i

dy 1

dx 2y
Obsérvese que esto coincide con las derivadas calculadas anteriormente para ambas soluciones explicitas

J’l=\/;e.]’2= —ﬁi

dy, 1 1 dy, 1 1 1

& 1 2/x Y dx—a=2(—\/§]=_2\/§

m Calcule 1a pendiente de la circunferencia x* + y* = 25 en el punto (3, —4).

Solucién La circunferencia no corresponde a la grifica de una tinica funcién de x. De nuevo se combi-

man las graficas de dos funciones: y, = /25 — ¥’ e y, = — /25 — x* (Figura 2.34), El punto (3, —4) per-
tenece a la grafica de y,, por lo que la pendiente se puede obtener calculando explicitamente:

@EL B —2x L B =§ 8
dx | -3 2./25 — x |x=3 2./25 —9 4

e

Y=+ 25 —.'.'2

Pendiente = 3/4 Figura 234 La circunferencia combina la grafica de dos funciones. La grafica
de y, es el semicirculo inferior y pasa por el punto (3, —4).

Pero el problema se puede resolver més ficilmente diferenciando implicitamente la ecuacién dada de la cir-
cunferencia y con respecto a x:

d d d
— A +— ) =—1@5
dx(xz) dx(yil dx()
dy
2x+ 2y —=0
X ydx
y__*
dcy
X 3 3
La pendiente en (3, —4) es —— =——=—
Pe yI:S.—JI-} _4 4
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Ejomplo 3 [E N ARPCRR

Solucion Fsta vez no se puede despejar la y como una funcién explicita de x, por lo que debemos utili-
zar diferenciacién implicita;

d d (Uso de la Regla del Producto)

d
E (ysenx) = E () + E (cosy) en el miembro izquierdo.

dy - _ Q
(senx) = + yeosx = 3x% — (seny) e

d
(senx + seny) Ey = 3xf — ycosx

dy 3x* — ycosx
dx  senx + seny

Para calcular dy/dx mediante diferenciacién implicita:

1. Se diferencian los dos miembros de la ecuacién con respecto a x, teniendo en cuenta que y es
funcién de x y empleando la Regla de la Cadena para diferenciar las funciones de y.

2. Se agrupan los términos dy/dx en un miembro de la ecuacién y se despeja dy/dx dividiendo
por su coeficiente.

En los ejemplos anteriores, las derivadas dy/dx calculadas por diferenciacién implicita dependian
de y o de x e y, en vez de depender sélo de x. Esto es normal, ya que una ecuacién en x e y
puede definir més de una funcién de x, y la derivada calculada implicitamente debe aplicar a
todas ellas. Por ejemplo, en el Ejemplo 2, la derivada dy/dx = —x/y proporciona también la pen-
diente —3/4 en el punto (3, 4) de la circunferencia. Cuando se usa diferenciacién implicita para
calcular la pendiente de una curva en un punto, en general habra que conocer las coordenadas de
ese punto.

E:dsten peligros sutiles al calcular derivadas implicitas, Cuando se utiliza la Regla de la Ca-
dena para diferenciar una ecuacién en la que y depende de x, se asume automdticamente que la
ecuacién define y como una funcién diferenciable de x. Este no tiene por qué ser el caso. Para
ver lo que puede pasar, consideremos el problema de calcular y* = dy/dx de la ecuacién

xt 4yt =K (%)

siendo K una constante, Como en el Ejemplo 2 (donde K = 25), la diferenciacién implicita pro-

duce como resultado

2%+2 =0 o y'=—§

Esta férmula proporciona la pendiente de la curva (*) en cualquier punto de dicha curva donde
y # 0. Para K > 0, (*) representa una circunferencia centrada en el origen con radio \/E Esta
circunferencia tiene pendiente finita, excepto en los dos puntos donde cruza al eje x (donde
y=10). 51 K = 0, la ecuacién representa un solo punto, el origen, por lo que el concepto de pen-
diente carece de sentido. Para K < 0, no existen puntos reales cuyas coordenadas cumplan la
ecuacién (*), por lo que ' carece aqui también de sentido. La consecuencia es que poder calcu-
lar " en una ecuacién dada aplicando diferenciacién implicita no garantiza que ' represente
realmente la pendiente de algo.
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Si (xg, ¥g) es un punto en la gréfica de la ecuacién Fix, y) = 0, existe un teorema que puede
justificar el uso de la diferenciacién implicita para calcular la pendiente de la gréfica en dicho
punto. No podemos ofrecer una demostracién rigurosa del teorema de la fumdién implicita
(véase la Seccién 12.8), pero en términos generales, dice que parte de la grafica de Flx, y) =0
cerca de (x, ¥o) es la grafica de una funcién de x que es diferenciable en x,, suponiendo que
F(x, y) sea una funcién «suave» y que la derivada

d
= Flx,, 0
@ Lray]L_ #

»o

En el caso de la circunferencia x* + * — K = 0 (siendo K > 0) esta condici6n dice que 2y, # 0,
que es la condicién de que la derivada y = —x/y debe existir en (x;, yq).

Una estrategia util

Cuando se usa diferenciacién implicita para calcular el valor de la derivada en un punto concre-
to, es mejor sustituir las coordenadas del punto inmediatamente después de realizar la diferencia-
ci6n y antes de despejar la derivada dy/dx. Es més sencillo resolver una ecuacién con nimeros
que con expresiones algebraicas.

SETILE N Calcule la ecuaci6n de la tangente ax? + xy + 2y° =4 en (-2, 1).

Solucién Notese que (—2, 1) estd en la curva dada. Para calcular la pendiente en la tangente se diferencia
implicitamente la ecuacién con respecto a x. Se utiliza la Regla del Producto para diferenciar el término xy:

2x+y+xy + 8% =0
Sustituyendo las coordenadas x = —2 e y = 1 y despejando y":

3
—4+1-Y +E/=0 = y=3
La pendiente de la tangente en (—2, 1) es 3/4 y su ecuaci6n es

3
y=E[x+2]+1 0 Ix—4y=-10
|

Demuestre que para todo valor de las constantes a y b, las curvas x* —y* =a y xy = b se
cortan formando angulos rectas, es decir, en cualquier punto donde se corten, sus tangentes son perpendicu-
lares,

Solucién La pendiente en cualquier punto de x* — 3 = a s expresa como 2x — 2)y' = 0,0 = x/y. La
pendiente en cualquier punto xy = b se expresa como y + x' =0, 0y = —y/x. Si las dos curvas (que son
hipérbolas si @ # 0 y b # () se cortan en (xy, yo), las pendientes en ese punto son respectivamente xo/)p ¥y
—Ju/%o. Se ve claramente que una pendiente es el inverso cambiado de signo de la otra, por lo que la tan-
gente a una curva es perpendicular a la tangente a la otra en el punto considerado. Por tanto, las curvas se
cortan formando &ngulos rectos (véase la Figura 2.35). -

Derivadas de orden superior

(SELTI LR Calcule y' = % sixy + )% = 2x.
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Figura 235 Algunas hipérbolas de la familia x* — y* = a (en discontinua)
que se cortan con algunas curvas de la familia xy = b (en continua)
formando angulos rectos,

Solucién Diferenciando dos veces los dos miembros de la ecuacién dada con respecto a x:
yHxy + 2 =2
Y4y +xu"+20) + 2 =0

Ahora se despejan )’ e y’ en las ecuaciones,

2—y
_x+2y
2_
. 0 K
2y + 2(y) 2—-y  x+
; x+ 2y B x+2y x4+ 2y
_ o, 2=)k+y+2)
(x + 2y)°
22.::—,1y+2y—y2+4—2y_ 8
(x +2)° T wt2y?

Hemos utilizado la ecuacién dada para simplificar el numerador de la linea superior. -

10

Observacion Maple se puede utilizar para calcular derivadas implicitas siempre que se indi-
que explicitamente la dependencia de las variables. Por ejemplo, se puede calcular el valor de y”
en la curva xy + 3* = 3 en el punto (2, 1) de la siguiente forma, Primero se diferencia la ecua-
cién con respecto a x, y se escribe y(x) para indicar a Maple que y depende de x

> deq := diff (x*y(x) + (y(x))"3=3, x) ;

i i,
deq:= y(x) +x (E y(x]) + 3y(x}2(a y(x}) =0

Nétese que Maple utiliza el simbolo @ en vez de d al expresar la derivada en la notaci6én de
Leibniz. Esto es porque la expresion que estd diferenciando puede depender de més de una va-
riable: (9/dx)y indica la derivada de y con respecto a la variable concreta x y no con respecto a
las otras variables de las que y puede depender. Se denomina derivada parcial En el Capitulo
12 hablaremos de las derivadas parciales. Por el momento consideremos ¢ como si fuera d.
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A continuacién se despeja 3’ en la ecuaci6n resultante:

> yp := solve(deqg, diff (y(=x)}, x)}) &

y(x)

P e

Ahora se puede diferenciar yp con respecto a x para obtener .

> ypp := diff (yp, %) ;

0 0
500 (1+60(20)
AR Gt R

yep.= —

Para obtener una expresién que dependa sélo de x e y hay que sustituir la expresién de la prime-
ra derivada en el resultado. Como en el resultado de la sustitucién aparecerdn fracciones com-
puestas, simplificaremos dicho resultado.

> ypp := simplify(subs(diff(y(x), %) =yp, vop) ¢

yppi=2 - .
T et 3y’

Esto es " expresada en funcién de x e y. Ahora hay que sustituir las coordenadas x = 2,
y(x) = 1 para obtener el valor de 3" en (2, 1). Hay que tener en cuenta que el orden de las susti-
tuciones es importante. Primero hay que sustituir y(x) por 1 y después sustituir x por 2 (si susti-
tuyéramos primero x, habriamos sustituido y(2) en vez de y(x) por 1). El comando subs de Ma-
ple realiza las sustituciones en el orden en que se escriben.

> subs(y(x) =1, x=2, ypp) ;

Regla General de la Potencia
Hasta ahora sélo hemos demostrado la Regla General de la Potencia

d — =1l
Sl

para exponentes enteros r y algunos exponentes racionales como » = 1/2. Utilizando diferencia-
cién implicita se puede dar una demostracién para cualquier exponente racional » = m/n, siendo
m y n enteros y n # 0.

Siy = x™" entonces y* = x". Diferenciando implicitamente con respecto a x se obtiene

m" 1 %=mx’“’1, por tanto,

iyl = Moo=l (i=m " m—1+njm)=m — ™ (mjm) 1
n n n

&S

m
n
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Ejercicios 2.9

En los Ejercicios 1-8, calcule dy/dx en funcién de x e y.

Lxy—x+2y=1 23+ =1
R+ y=y* 4 Xy+x°=2

5 x5 =2x—y & F+4y—1)2=14
x—y ¥

A =—+1 & x/x+ty=8-
x+y ¥ & =

En los Ejercicios 9-18, calcule la ecuacién de las tangentes
a las curvas en los puntos dados,

8 2¢ +3*=5en(l, 1)
10. x° —x%* =12en (-1, 2)

3
u.f+(3) =2en (-1, —1)
vy \x

12 x+2y+1=

J‘:_len (2, —1)

n
il

13 2x+y—ﬁsen[;y) = pn/Zen (1 )

2 1
14 tan(g)? =L en (—:.—.. —)

T 2
15 xsen(xy — %) =x —len (1, 1)

*
16. cos (E)=———en 5 1)

x y 2

En los Ejercicios 17-20, calcule y” en funcién de x e y.
18 ¥ + 4% =4
B x* — 3y +y =1

2

21. Para x” + y* = a* demuestre que y" = —a—g.
¥y

1. xy=x+y
A0 ¥ — Y+ =x

2.10

AC
22 Para Ax° + By’ = C demuestre que y' = _Bz—f"

Utilice Maple u otro sistema de mateméticas por
computador para calcular los valores que se piden en los
Ejercicios 23-26.

23 Calcule la pendiente de x +y* + ysenx =)* +n
en (m, 1). —

x+\/;_3y—9x

en el punto (1, 4).

25 Six+y°+1=y+x'+ 02 clale &y O
en (1, 1),

28. Six®y + x° = 11, calcule d*/dx® en (1, 2).

+27. Demuestre que la elipse ¥ + 2)* =2 y la hipérba
2x* — 2y* = 1 se cortan formando 4ngulos rectos.

*2R8 Demuestre que la elipse X*/d* + y*/F¥ = 1 yla
hipérbola x*/4* — y*/B* = 1 se cortan formando
angulos rectos si 4% < a® y @ — b* = A* + B? (esto
indica que la elipse y la hipérbola tienen los mismos
focos),

24 Calcule la pendiente de

+20, Siz=tan%, demuestre que
o E e B _1=2
PERETET L T A T

+30. Utilice diferenciacién implicita para calcular ' st
(x — /& + 3 =x/y+ 1. Demuestre ahora que, de
hecho, la curva no tiene puntas, por lo que la
derivada calculada no tiene sentido. Este ofro ejemplo
demuestra los peligros de calcular algo que no se
conoce si existe o no.

Primitivas y problemas de valor inicial

Hasta el momento en este capitulo nos hemos ocupado de calcular la derivada f de una funcién
dada f; El problema inverso (dada la derivada f* calcular f) es también de interés e importancia.
Este problema se estudia en el cdleulo integral y en general es més dificil de resolver que el
calculo de derivadas. En esta seccién consideraremos este problema de forma preliminar y vol-

veremos sobre é] en el Capitulo 5.

Primitivas

Comenzaremos por definir la primitiva de una funcién f* como una funcién F cuya derivada es
f. Es apropiado requerir que F'(x) = f(x) en un intervalo.
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DEFINICION 7
La primitiva de una funcién f en un intervalo 7/ es otra funcién F que cumple

Fx) =f(x) paraxenlI

(a) F{x) = x es una primitiva de la funcién f(x) = 1 en cualquier intervalo porque F'(x) = 1 = f{x) en to-
das partes.

(b) G(x) =3x* es una primitiva de la funcién g(x) = x en cualquier intervalo porque G'(x) =3 (2x) =
= x = g{x) en todas partes,

(c) Rlx) = ——; cos(3x) es una primitiva de r(x) =sen(3x) en cualquler intervalo porque R'(x) =
= — 1 (—3sen (3x)) = sen (3x) = r(x) en todas partes,

(d Fkx) = —1/xes una primitiva de f(x) = 1/* en cualquier intervalo que no contenga a x = 0 porque
F'(x) = 1/ = f(x) en todas partes excepto en x =0, .

Las primitivas no son tnicas. De hecho, si C es una constante, entonces F(x) = x + C es una
primitiva de f(x) = 1 en cualquier intervalo, Siempre se puede afiadir una constante a la primiti-
va F de una funcién f en un intervalo y obtener otra derivada de f Lo que es mas importante,
todas las primitivas de f en un intervalo se pueden obtener sumando constantes a una primitiva
concreta. Si F y G son primitivas de f en un determinado intervalo I, entonces

d
2 (CW — F&)) =flx) = flx) =0

en dicho intervalo 7, de forma que G(x} — F(x} = C (una constante) en I por el Teorema 13 de la
Seccién 2.6. Por tanto, G(x) = Flx) + Cen L

Nétese que ni esta conclusién ni el Teorema 13 son vélidos en un conjunto que no sea un
intervalo, Por ejemplo, la derivada de

< _ -1 s x<0
e

es 0 para todo x # 0, pero sgnx no es constante para todo x # 0, sino que tiene valores
constantes diferentes en los dos intervalos (—oo, 0) y (0, o) que forman su dominio,

La integral indefinida

La primitiva general de una funcién f(x) en un intervalo I es F(x) + C, siendo F(x) una primiti-
va concreta de f(x) en Iy C una constante, Esta primitiva general se denomina integral indefini-
da de f(x) en 1, y se indica como | f(x)dx.

DEFINICION 8
La integral indefinida de f(x) en un intervalo 7 es

J.f(x]dx= Fix) +C enl
slempre que F'(x) = f(x) para todo x de 1.
El simbolo | se denomina sigmo imtegral Su forma es de una «S» alargada por razones que se

veran al estudiar la integral definida en el Capitulo 5. De la misma forma que dy/dx se considera
un solo simbolo que representa la derivada de y con respecto a x, hay que considerar | f(x)dx
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como un solo simbolo (primitiva general) de f con respecto a x. La constante C se denomina

constamte de integracién

i I
@ |xdx= % ¥ + C en cualquier intervalo,

"

1 5
(b) | &> — 5%+ ?)dx=:lx“ —§x3+7x+ C en cualquier intervalo.

" /1 2 1
{c) (F+7)ﬁ=—;+4 x + C en cualquier intervalo a la derecha de x = 0.
X,

Las tres férmulas anteriores se pueden comprobar diferenciando los miembros derechos. -

El célculo de primitivas es en general mas dificil que el calculo de derivadas, ya que muchas
funciones no tienen primitivas expresables como combinacién finita de funciones elementales.
Sin embargo, toda férmula de una derivada se puede expresar como una férmula de una primiti-
va. Por ejemplo,

d
= senx = cos x; por tanto, j cosxdx = senx + C

En capftulos posteriores desarrollaremos varias técnicas para calcular primitivas, Hasta entonces,
nos contentaremos con escribir algunas primitivas simples basadas en el conocimiento de las de-
rivadas de funciones elementales:

(a) Fdx=f1dx=x+c (b) dex=x;+c

(c) ‘ﬂxzafr=x§+c (d) J‘édx=J‘§=—%+C
(e) ;ﬁdx=2\/§+c ® jx’dx=f:11+c(r#—1}
8 rer—— (h) Jmsxdr=senx+C

(1) Jseczxdx=tanx+c 4) J‘csczxdx= —cotx + C

(k) Jsecxtanxdx=sec,uc+c M jmcxmtxdx= g0k +0

Obsérvese que las férmulas (a)-(e) son casos especiales de la férmula (f). Por el momento, en
(f), » debe ser un niimero racional, pero esta restriccién desaparecerd posteriormente,

La regla para diferenciar sumas y multiplos constantes de funciones se convierte en una regla
similar en el caso de las primitivas, como se refleja en los apartados (b) y (c) del Ejemplo 2
anterior,

Las gréficas de las diferentes primitivas de la misma funcién en el mismo intervalo son ver-
siones desplazadas verticalmente de la misma curva, como se muestra en la Figura 2.36. En ge-
neral, s6lo una de esas curvas pasara por un punto dado, por lo que se puede obtener una primiti-
va concreta de una funcién dada exigiendo que dicha primitiva tome un valor determinado en un
punto concreto x.
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(q

C=-3

Figura 2.36 Gréficas de varias primitivas de la misma funcién,

Caleule la funcién f(x) cuya derivada es f(x) =6x" — 1 para todo real x y tal que
72 = 10,
Solucién Como f'(x) = 8x* — 1, tenemos que

f{x)=J(aﬂ—1)m=uﬁ—x+C

para alguna constante C. Como f(2) = 10, entonces
0=f2)=18-2+C

Por tanto, C= —4 y f(x) = 2x* —x — 4 (se puede verificar por calculo directo que f(x) =8x" — 1y
7@ = 10).

|
+5
SETOTGR N Calcule la funcion gff) cuya derivada es % y cuya gréafica pasa por el punto (4, 1).
Solucién Tenemos que
[+ 5
gl) = ra dt
= J (1% + 5t %) dt
=22 — 102+ C
Como la grafica de y = g(#) debe pasar por el punto (4, 1), se requiere que
l=gy)=4-5+C
Por tanto, C=2y
g =20"— 107" +2 parat>0 =

Ecuaciones diferenciales y problemas de valor inicial

Una ecuacién diferendal (ED) es una ecuacion en la que aparecen una o més derivadas de una
funcién desconocida. Cualquier funcién cuyas derivadas cumplan la ecuaci6n diferencial en un
intervalo se denomina solmcién de la ecuacién diferencial en dicho intervalo. Por ejemplo, la
funcién y = x* — x es una solucién de la ecuacién diferencial

4

=31
dx
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en toda la recta real, Esta ecuacién diferencial tiene mas de una solucién. De hecho,
y = x> — x + C es una soluci6n para cualquier valor de la constante C.

Demuestre que para cualquier valor de las constantes 4 y B, la funcién y = 4x® + Bfx es
una solucién de la ecuacién diferencial x*" — xy’ — 3y = 0 en cualquier intervalo que no contenga el 0.

Solucién Siy = Ax® + B/x, entonces para todo x # 0 tenemos que
¥ =34 —B/¥ y y =84x+2BKx
Y, por tanto,
3B

2B B
Py —y —dy=84r + — =34 +— -3 ——=0
X X X

slempre que x # 0. Esto es lo que querfamos demostrar, -

El oerden de una ecuacién diferencial es el de la derivada de mayor orden que aparece en dicha
ecuacién, La ED del Ejemplo 5 es una ED de segundo orden ya que en ella interviene ", y no
hay derivadas de y de orden superior. Nétese que en la soluci6én que se ha verificado en el Ejem-
plo 5 intervienen dos constantes arbitrarias, 4 y B. Esta solucién se denomina solncién

de la ecuacién, ya que se puede demostrar que cualquier solucién es de esta forma, dando valo-
res a las constantes 4 y B. Se obtiene una solucién particalar de la ecuacién asignando valores
concretos a esas constantes, En la solucién general de una ecuacién diferencial de orden » apare-

cen n constantes arbitrarias,
Un problema de valor inidal (PV]) estd formado por:

(@) una ecuacién diferencial (para resolverla encontrando una funcién desconocida) y

(b} wvalores de la solucién y de un nimero suficiente de sus derivadas en un punto determinado
(el punto inicial) para determinar los valores de todas las constantes arbitrarias en la solucién
general de la ED y obtener, asi, una solucién particular.

Observacion Es habitual utilizar el mismo sfmbolo, por ejemplo y, para indicar la variable
independiente y la funcién solucién de una ED o de un PVI Es decir, 1a funcién solucién se
denominara y = y(x), en vez de y = f(x).

Observacion La solucién de un PVI es valida en el maximo intervalo que contenga a los
puntos iniciales donde se define la funcién solucién,

(ST TN Utilice el resultado del Ejemplo 5 para resolver el siguiente problema de valor inicial:
Xy —xy—3%=0 (>0
) =2
y()= -6
Solucion Como se demuestra en el Ejemplo 5 la ED x%" —xy —3y =0 tiene como solucién
y = Ax* + B/x, cuya derivada es y' = 34x* — B/x*. En x = 1 debe cumplirse que y =2 e y’' = —8, por lo
que
A+B= 2
34— B= -8

Despejando 4 y B en estas dos ecuaciones lineales, se obtiene 4 = —1 y B = 3. Por tanto, y = —x* + 3/x
para x > 0 es la solucién del PVI, -
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Uno de los tipos més simples de ecuacién diferencial es

dy _
E—ﬂx}

que se puede resolver obteniendo y en funcién de x. Evidentemente la solucién es

y=jf&}dx

La posibilidad de obtener la funcién desconocida y(x) depende de la posibilidad de obtener una
primitiva de f.

(1L Resuelva el problema de valor inicial

B

2
X

HW-2)=1

;Dénde es valida la solucién?
Solucion

3 3
= [(Gee)an-2ramro
3
1=ﬂ—ﬂ=§—4+c
Por tanto, C =73y
3 7
y=——+2x+-
x 2
Aunque la funcién solucién parece estar definida para todo valor de x excepto el 0, el PVI sélo tiene solu-

cién para x < 0, Esto se debe a que (— oo, 0) es el mayor intervalo que contiene al punto inicial —2 pero
no x = 0, donde la y esta indefinida. -

(FETTJLE N Resuelva el PVI de segundo orden

¥y = senx
y(m) =2
Yy =-1

Solucién Como (y)’ = y” = senx, tenemos que
yx) = Jmnxdx = —cosx + C;

La condicién inicial para y' permite obtener
—1=y@=—cosn+C,=1+C
de forma que C, = —2 y y/(x) = —(cosx + 2). Por tanto,

yix) = — J(cosx + 2)dx

—senx — Ex + Cz
Aplicando la condici6n inicial sobre y:
2=yr)=—senx —2n+ C= —2rn+ G,
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con lo que C; = 2 + 2z, La solucién del PVI es
y=2+2n —senx — &x

y es vélida para todo x. -

Las ecuaciones diferenciales y los problemas de valor inicial son de gran importancia en las apli-
caciones del calculo, especialmente para expresar de forma matematica ciertas leyes de la natu-
raleza en las que intervienen tasas de cambio de cantidades. Una gran parte del desarrollo mate-
maético de los doscientos tltimos afnos se ha dedicado a este estudio. En general, esto se estudia
en cursos separados dedicados a las ecuaciones diferenciales, pero en este texto los presentare-
mos de vez en cuando, cuando resulte apropiado. A lo largo del libro, excepto en las secciones
dedicadas explicitamente a las ecuaciones diferenciales, emplearemos el simbolo ¢ para marcar
los ejercicios sobre ecuaciones diferenciales y problemas de valor inicial.

Ejercicios 2.10

4
En los Ejercicios 1-14, calcule las integrales indefinidas 18 J 2x + 3dx +20 J dx
dadas. X
1[5 2 [ 2 Jhsen{f]dx auj =2y
| dx d dx 5 m
[ 1 Utilice igualdades trigonométricas como
4 J ‘/;dr . J e sec?x = 1 + tan’x, sen(2x) = 2senx cosx y
. cos (2x) = 2cos’x — 1 = 1 — 2sen’x como ayuda para
5 | P®dx 6 | (c+cosxdx calcular las integrales indefinidas de los Ejercicios 23-26.
"1+ costx +23 J.tanzxdx *24 Jmnmexdx
7. | tanx cosx dx 8 |[———dx
J J cos“x
*23. *2h. £
8 | (@ P 10 | (4+Bx+ O dx ,[mszxd” Jmn Y
. " [ 6(x— 1) Ecuaciones diferenciales
| @+ 12 [
4 J X En los Ejercicios 27-42, calcule la solucién y = y(x) de los
A problemas de valor inicial dados. ;En qué intervalo es
13 (— i 1)dx vélida la solucién? (Nétese que las ejercicios referidos a
* 2 ecuaciones diferenciales estan precedidos por el simbolo é:l.
14 1{]5J.(1+f+f‘+t“]dr {}’=x—2 g
o27. ©28
y(0) =3 = 1) -
En los Ejercicios 15-22, calcule las integrales indefinidas L _
dadas. Esto puede requerir intuir la forma de la primitiva y opg, {J: = Sﬁ &30, g =
comprobarlo después por diferenciacién. Por ejemplo, @) =1

podemoas sospechar que

= =7
| cos (5x — 2) dx = ksen (5x — 2) + C para algin valor de o381, y =Ax" +Bx+C @mg
k. Al diferenciar, se obtiene que k = 1/5. (1)=1 (1)

=1

= 2
e G b

dx
W _I. (14 x)?

«18 -[Sec{l—x]tan[l—x]dx m{v{]]ieclx m{: =sec’x
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y' =2 Y =x""

L ¢y(0)=5 $38 {Jvf(l =
0= -3 (1) =

Y =x—1 Yy =5 — 312
©38. y(0)=5 {}f()=
y»(1)=0
cosx '=x+senx

{V{GJ o2 (y(0) =2

0)=1 0 =0

©48 Demuestre que para cualquier valor de las constantes 4
y B lafuncién y = y(x) = Ax + fo cumple la ecuacion
diferencial de segundo orden x*y" + xy’ — y = 0 para
x # 0. Calcule una funcién y que sea solucién del
problema de valor inicial:

Xy +xy —y=0
y(1)=2
(1) =4

(x > 0)

Velocidad y aceleracion
Velocidad

¢44 Demuestre que para cualquier valor de las constantes 4

y B la funcién y = 4x™ + Bx" es una solucion, para
x >0, de la ecuacion diferencial

ax’y’" + bxy + ¢y =0, slendo , y r, dos raices
racionales distintas de la ecuacién cuadratica
arlr— 1) +br+ec=10,

Utilice el resultado del Ejercicio 44 para resolver los
problemas de valor inicial de los Ejercicios 45-46 en el
intervalo x > 0,

45" + dxy —y =10
o45. (y(4) =2
y) = -2

¥A' — By =0
oM (y(1) =1
(1) =1

Supongamos un objeto que se mueve por una linea recta (el eje x) de forma que su posicién x es
una funcién del tiempo ¢, x = x(#) (estamos utilizando x para indicar tanto la variable dependien-
te como la funcién). Supongamos que x se mide en metros y ¢ en segundos. La velocidad media
del objeto en el intervalo temporal [¢, t + ] es el cambio en la posicién dividido por el cambio
en el tiempo, es decir, el cociente de Newton

Ax  x(¢+h) —
”media At

x(0)

h ys

La velodidad v(7) del objeto en el instante ¢ es el limite de su velocidad media cuando & — 0. Por
tanto, es la tasa de cambio (la derivada) de la posicién con respecto al tiempo.

Velocidad:

v() = % =x()

Ademés de decirnos lo rapido que se mueve un objeto, la velocidad también nos indica en qué
direccién se mueve, Si v(f) > 0, entonces x aumenta, por lo que el objeto se mueve hacia la de-
recha. Si v(f) <0, x disminuye, por lo que el objeto se mueve hacia la izquierda. En los puntos
criticos de x, es decir, los instantes # en los que v(#}) = 0, el objeto est4 en reposo instantineo: en
ese instante no se mueve en ninguna direccién.

Hay que distinguir entre el vector velocidad (que incluye informacién de la direccién de mo-

vimiento)

y el médulo de la velocidad, que sélo da cuenta de la tasa y no de la direccion, La

velocidad es el médulo del vector velocidad:

Velocidad:

dx

st = v(@)| = dt

Un velocimetro nos proporciona la velocidad a la que se mueve un vehiculo, pero no su direc-
cién. El velocimetro no muestra valores negativos si el vehiculo se da la vuelta y comienza a

moverse en direccién contraria,
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(a) Determine la velocidad v(f) en el instante ¢ de un objeto que se mueve por el eje x de forma que su
posici6n en ¢ se expresa como

1
x =uvgl +§ at®
slendo vy y @ constantes,

(b) Dibuje la grafica de la funcién v(z) y demuestre que el drea encerrada bajo dicha grafica y por encima
del eje ¢, en el intervalo [#,, #,], es igual a la distancia recorrida por el objeto en dicho intervalo,

Solucién La velocidad se expresa como

m—ﬁ— + at
MEaT™

Esta gréfica es una recta con pendiente @ y ordenada en el origen v, El drea encerrada bajo la grafica (zona
sombreada en la Figura 2.37) es la suma de las 4reas de un rectangulo y un tridngulo. Ambas tienen como
base t; — ¢#,. El rectingulo tiene altura v(t;) = vy + a#,, y el tridngulo tiene altura a(t, — ;) (;por qué?). Por
tanto, el drea sombreada es igual a

1
Area = (t, — t))(vo + aty) +E (& — ti)laltz — 11)]

=(n—1n I:Uu+ at; + g (t2 —Il]]

a

= ( _fl)I:Uu"‘ 7

(2, +fl]]

= wlt — 1) +5 6 — )

= x(ty) — x(t;)
que carresponde a la distancia recorrida por el objeto entre los instantes ¢, y f5.

y=vwt)=uvw+ 0E o

aitz —1)

—n

h

s 3 Figura 2.37 El irea sombreada es igual a la distancia recorrida entre ¢, y .

Observacion En el Ejemplo 1 hemos diferenciado la posicién x para obtener la velocidad v y
después hemos utilizado el &rea encerrada bajo la gréfica de la velocidad para obtener informa-
ci6n de la posicién. Parece que existe una conexién entre calcular areas y obtener las funciones
que tienen derivadas determinadas (es decir, obtener primitivas). Esta conexién, que examinare-
mos en el Capitulo 5, es quiz4 la idea més importante del calculo.

Aceleracion

La derivada de la velocidad tiene también una qtil interpretacién. La tasa de cambio de la veloci-
dad con respecto al tiempo es la aceleradién del objeto mévil. Se mide en unidades de distancia/
tiempo®. El valor de la aceleraci6n en el instante ¢ es

v dx

Aceleracién: a(f) = v'(f) = — = 7

&
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La aceleracién es la segunda derivada de la posicién, Si a(f) > 0, la velocidad aumenta, Esto no
quiere decir necesariamente que el mddulo de la velocidad esté aumentando. Si el objeto se
mueve hacia la izquierda, entonces v(f) < 0, y al acelerar hacia la derecha (a(f) > 0), realmente
se estd moviendo mas lentamente, El médulo de la velocidad de un objeto crece s6lo cuando la
velocidad y la aceleracién tienen el mismo signo.

Tabla 2. Velocidad, aceleracion y médulo de la velocidad

Sila velocidad es  y la aceleracién es el objeto estd y el médulo de su velocidad esta
positiva positiva moviéndose a la derecha aumentando
positiva negativa moviéndase a la derecha disminuyendo
regativa positiva moviéndose a la izquierda disminuyendo
regativa negativa moviéndose a la izquierda aumentando

Si alty) = 0, entonces la velocidad y su médulo son estacionarias en #. Si a(f} = 0 durante un
intervalo de tiempo, entonces la velocidad no varifa y, por tanto, es constante en ese intervalo,

m Un punto P se mueve por el eje x de forma que su posicién en el instante ¢ se expresa
como

x=2—15¢ + 24t m

(a) Calcule la velocidad y la aceleracién de P en el instante #.

(b) ¢(En qué direccién y con qué velocidad se mueve P en f= 2 s? En ese instante, jsu velocidad estd
aumentando o disminuyendo?

(c) ;Cuéndo estd P en reposo instantdneo? ;Cuédndo no cambia instantdneamente el médulo de su velo-
cidad?

(d) ¢Cuéndo se mueve P ala izquierda? ;Y a la derecha?

(e) ;Cuéndo esta P acelerando? ;Y desacelerando?

Solucién

(a) La velocidad y la aceleracién de P en el instante ¢ son

U=%=5¢2—3m+24=6{z—1)( —Hmjsy

a=%=12:—30=6(2:—5}m,’s’*

(b) Ent =2, tenemos v = —12 y @ = — 6, Por tanto, P se mueve hacia la izquierda con una velocidad de
12 m/s, y como la velocidad y la aceleracion son negativas, el médulo de su velocidad aumenta,

(c) P esta en reposo cuando v = 0, es decir, cuando r=1 s 0 =4 s. Su velocidad no cambia cuando
a=0, es decir, en r= 5/2 s.

(d) La velocidad es continua para todo ¢, por lo que, de acuerdo con el Teorema del Valor Medio, su signo
es constante en los intervalos entre los puntas en los que vale 0, Examinando los valores de v{f) en
t=0, 2y 5 (o analizando los signos de los factores {t — 1) y (¢t — 4) en la expresi6n de v(r)), se con-
cluye que v(f) < 0 (y P se mueve a la izquierda) en el intervalo (1, 4), y v(f) > 0 (y P se mueve a la
derecha) en los intervalas (— oo, 1) y (4, o).

(e) Laaceleracién a es negativa para ¢ < 5/2 y positiva para ¢ > 5/2, La Tabla 3 combina este informacién
con la informacién de v para mostrar cuando P esta acelerando y decelerando.
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Tabla & Datos del Ejemplo 2

Intervalo vlf) es all) es P esta

(—oo, 1) positiva negativa decelerando
(1, 5/2 negativa negativa acelerando
(5/2, 4) negativa positiva decelerando
(4, o0) positiva positiva acelerando

La Figura 2.38 muestra el movimiento de P,

t=5/2

.- I

Figura 2.38 Movimiento de P

—15 —10 -5 0 5 10 15 20 ¥ en el Ejemplo 2.

Un objeto se arroja hacia arriba desde el tejado de un edificio de 10 m. Se eleva y poste-
riormente cae. La expresién de su altura desde el suelo ¢ segundos después de ser arrojado es

y=—497+8t+ 10m

hasta que cae al suelo. ;Qué altura maxima sobre el suelo alcanza el objeto? ; Con qué velocidad golpea el
suelo el objeto?

Solucion Jéase la Figura 2.39, La velocidad vertical en el instante ¢ durante el vuelo es
v() = —2(49)+ 8= —9.8¢+ 8 m/s

El objeto se eleva cuando v > 0, es decir, cuando 0 < ¢ < 8/9.8, y cae cuando ¢ > 8/9.8, Por tanto, el obje-
to alcanza su méxima altura en el instante r = 8/9.8 ~ (0.8163 s, y su altura maxima es

i L8 il B - tniin
=—49(— — ~ 1327 m
Yt 938 98

El instante ¢ en el que el objeto golpea el suelo es la raiz positiva de la ecuacién de segundo grado que se
obtiene al hacer y = 0,
—49¢ +8+10=0

—8 — ., /64 + 196
= /s 2,462 5
—9.8
La velocidad en ese instante es v = —(9.8)(2.462) + 8 ~ — 16.12. Por tanto, el objeto golpea el suelo con

una velocidad aproximada de 16.12 m/s.

es decir,

Figura 2.39
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Caida libre

De acuerdo con la Segunda Ley del Movimiento de Newton, una roca de masa m sobre la que
acta una fuerza F experimentard una aceleracién a proporcional a F y en su misma direccién.
Utilizando las unidades apropiadas de fuerza, F = ma. Si la roca esté en el suelo, sobre ella ac-
tdan dos fuerzas: la fuerza de la gravedad hacia abajo, y la reaccién del suelo hacia arriba. Las
dos fuerzas se equilibran, por lo que la aceleracién resultante es nula. Por otra parte, si la roca
estd en el aire y no se apoya en ningtin sitio, la fuerza gravitacional no resulta equilibrada, y la
roca experimentard una aceleracién hacia abajo. Es decir, caera.

De acuerdo con la Ley de la Gravitacién Universal de Newton, la fuerza con que la Tierra
atrae a la roca es proporcional a la masa m de la roca e inversamente proporcional al cuadrado
de la distancia r al centro de la Tierra: F = km/r”. Si el cambio relativo Ar/r es pequefio, como
sucede cuando la roca esta cerca de la superficie de la Tierra, entonces F = mg, siendo g = k/#*
aproximadamente constante. Se deduce entonces que ma = F = mg y la roca experimenta una
aceleracién constante g hacia abajo. Como g no depende de m, todos los objetos experimentan la
misma aceleracién cuando caen cerca de la superficie de la Tierra, suponiendo que se ignora la
resistencia del aire y otras fuerzas que pudieran estar actuando. Las leyes de Newton implican,
por tanto, que si la altura a la que estd un objeto en el instante ¢ es y(#), entonces

d*y
art
El signo negativo es necesario porque la aceleracién gravitacional es hacia abajo, en direccion

opuesta a la que crece la y. Los experimentos fisicos permiten medir los siguientes valores apro-
ximados de g en la superficie de la Tierra:

g=32ples/ss o g=98m/’

—8

(SEIGTI N Una roca en cafda libre cerca de la superficie de la Tlerra estd sujeta a una aceleracién

constante hacia abajo de valor g, si se desprecia el efecto de la resistencia del aire, Si la altura y la veloci-
dad de la roca son y, y vg en el instante ¢ = 0, calcule la altura y{¢) de la roca en cualquier instante posterior
hasta que llegue el suelo.

Solucion En este ejemplo se pide la solucién y(r) al problema de valor inicial de segundo orden:
W=-z

y(0) =y

0) =
Tenemos que

f(ﬂ=—Jgd¥=—gf+Cl

v =y0)=0+C
Por tanto, C| = v,
Y= —gt+u

1
¥ =J(—gr+ vo) dt = —Egr.? + vot + C;
yp=y0=0+0+C,
Con lo que C; = y,. Finalmente, por tanto,

1
y) = —Egr2+vur+yu
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Una pelota se arroja con una velocidad inicial de 20 pies/s desde la cima de un acantilado,
y golpea el suelo en el fondo tras 5 s. ; Qué altura tiene el acantilado?

Solucion Aplicaremos el resultado del Ejemplo 4, En este caso g = 32 ples/s, vy = — 20 ples/s e y; es
la altura desconocida del acantilado. La altura de la pelota ¢ segundos tras arrojarla es

y(6) = — 1662 — 20t + y, ples
En r =5, la pelota llega al suelo, por lo que y(5) = 0
0= —18(25) — 20(5) + ¥
Par lo que la altura del acantilado es de 500 pies.

= =500

ST TGN (Distancia de fremado) Un coche viaja a 72 km/h. En un clerto instante, se aplican los
frenos y se produce una deceleracion constante de 0.8 m/s®, ;Qué distancia recorrera el coche hasta dete-
nerse?

Solucién Sea s(f) la distancia que recorre el coche f segundos después de aplicar los frenos. Entonces
s"() = —0.8 (m/s?), por lo que la velocidad en el instante ¢ es

S = J —0.8dt = —08¢+ C, m/s
Como 5'(0) = 72 km/h = 72 x 1000/3600 = 20 m/s, tenemos que C; = 20. Por tanto,
s'() =20 — 0.8
s = I (20 — 0.8/) dt = 20t — 0.4¢% + C,

Como s(0) =0, tenemos que C; = 0 y s(f) = 20¢ — 0.4¢% Cuando el coche se detenga, su velocidad sera 0.
Por tanto, el instante de parada es la soluci6n r a la ecuacién

0=s5{)=20—-08¢
Es decir, ¢t = 25 s. La distancia recorrida durante la deceleracion es s(25) = 250 m,

Ejercicios 2.11

En los Ejercicios 1-4, un punto se mueve por el eje x de

forma que su posicién en el instante ¢ esta especificada por

las funciones dadas. En cada caso, determine lo siguiente:

(@) Los intervalos de tiempo en los que el punto se mueve
a la derecha.

(b) Los intervalos de tiempo en los que el punto se mueve
a la izquierda.

(c) Los intervalos de tiempo en los que el punto esta
acelerando hacia la derecha.

(d) Los intervalos de tiempo en los que el punto esta
acelerando hacia la izquierda.

(e) Los intervalos de tiempo en los que el punto esta
acelerando,

(f) Los intervalos de tiempo en los que el punto estd
decelerando,

(g) La aceleracién en los instantes en los que la velocidad
es cero,

(h) La velocidad media en el intervalo temporal [0, 4].

Lx=1"—4t+3 2 x=4+5—-1

&

41

5. Una pelota se arroja hacia arriba desde el suelo con
una velocidad iniclal de 9.8 m/s, de forma que su
altura en metros tras ¢ segundos se expresa como
y = 9.8t — 4,9¢% ;Cul es la aceleracion de la pelota
en cualquier instante /? ; A qué altura llega la pelota?
¢Con qué velocidad se mueve cuando llega al suelo?

6. Una pelota se tira desde lo alto de una torre de 100 m
con una velocidad inicial de 2 m/s. Su altura sobre el
suelo ¢ segundos después es y = 100 — 2r — 4.9¢%,
;Cudnto tarda en llegar al suelo? ;Cuél es la velocidad
media durante la caida? ;En qué instante su velocidad
es igual a su velocidad media?

S x=pr—4r+1 4 x=
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7. (Distancia de despegme) [a distancia que recorre una
aeronave antes de despegar se expresa como D = £,
donde D se mide en metros desde el punto inicial, y ¢
se mide en segundos desde que se sueltan los frenos. Si
el avién despega cuando su velocidad llega a 200 km/h
¢ Cuénto tardara en despegar, y qué distancia habra
recorrido en el momento del despegue?

& (Proyectiles en Marte) Un proyectil que se dispara
hacia arriba en la superficie de la Tlerra llega al suelo
al cabo de 10 s. ;Cudnto tardara en caer al suelo si se
dispara en Marte con la misma velocidad inicial?
Entare = 3.72 M/,

9. Una pelota se arroja hacia arriba con velocidad inicial
de vy m/s y alcanza una altura maxima de & m. ;Qué
altura alcanzara si su velocidad inicial es de 2v,? ;Con
qué velocidad debe lanzarse hacia arriba para que
alcance una altura mdxima de 2k m?

10. ;Con qué velocidad deberia lanzarse hacia arriba la
pelota del Ejercicio 9 en Marte para que alcanzara una
altura maxima de 34 m?

11. Una roca cae desde la cima de un acantilado y llega al
suelo en su base con una velocidad de 160 ples/s. ;Qué
altura tiene el acantilado?

12, Una piedra se tira hacia abajo desde la cima de un
acantilado con una velocidad inicial de 32 ples/s y
llega al suelo en la base del acantilado con una
velocidad de 180 pies/s. (Qué altura tiene el
acantilado?

13 (Distanda recarrida en fremada) Cuando se aplican
los frenos al maximo, un fren de mercancias puede
decelerar de forma constante 1,6 m/s®, ;Cuénto viajar4
el tren frenando hasta detenerse completamente si su
velocidad inicial era de 60 km/h?

+14 Demuestre que si la posicion x de un punto en
movimiento se expresa mediante la funcion
cuadrética de ¢, x = A¢* + Bt + C, entonces la
velocidad media en cualquier intervalo de tiempo [¢,
1;] es igual a la velocidad instantdnea en el punto
medio de dicho intervalo.

Repaso del capitulo

+*15 (Movimienio por trames) [a posicion de un objeto que
se mueve por el eje x en el instante 7 se expresa como

2 g 0<rg?2
s=44r—4 81 2<r<8
—68+20r—1* sl 8<r<10

Determine la velocidad y la aceleracién en cualquier
instante ¢, ;Es continua la velocidad? ; Es continua la
aceleracién? ;Cudl es la velocidad méxima y cudndo
se alcanza?

(Cohete con combustible Emitado) La Figura 2.40
muestra la velocidad v en pies por segundo de un pequefio
cohete que se lanza desde lo alto de una torre en el instante
t =0 (r en segundos), acelera con aceleracién ascendente
constante hasta que se acaba el combustible y después cae a
tierra a los pies de la torre. El vuelo completo dura 14 s.
Los Ejercicios 16-19 se refieren a este cohete.

v (4, 96)

(14, —224)
Figura 2.40

16 ;Cu4l era la aceleracién del cohete hasta que se gasté
el combustible?

17. ;Cuénto tiempo ha estado ascendiendo el cohete?

+18 ;Cual es la maxima altura sobre el suelo alcanzada
por el cohete?

+»18 ;Qué altura tenfa la torre desde la que se lanz6 el
cohete?

20. Realice de nuevo el E_jemzplo 6 con una deceleracién
constante s”(f) = —f m/s®,

Ideas clave
¢ ;Qué significan las signientes frases?

¢ Larecta L es tangente a la curva C en el punto P,
< Fl cociente de Newton de f(x) en x =g,

¢ La derivada f'(x) de la funcién f(x).

¢ f es diferenciable en x = a.

< La pendiente de la grifica y = f(x) en x = a.
¢ f es creclente (o decreciente) en el intervalo I,



¢ f es no creclente (o no decreciente) en el intervalo 7,

< La velocidad (tasa) media de cambio de f(x) en el
intervalo [a, b].

< La velocidad (tasa) de cambio de f(x) en x = a.
© ¢ es un punto critico de f(x).

¢ La segunda derivada de f(x) enx = a.

< Una primitiva de f en un intervalo 1.

¢ La integral indefinida de f en el intervalo 7.

¢ Ecuacién diferencial.

< Problema de valor inicial,

¢ Velocidad,

< Mddulo de la velocidad.

< Aceleracion,

o Emmcie las siguienies reglas de diferenciacion:
< Regla de diferenciacién de la suma de funciones.

¢ Regla de diferenciacién del producto de una funcién
por una constante,

< Regla del Producto.
< Regla de la Inversa,
¢ Regla del Cociente,
< Regla de la Cadena.

¢ Emmdie d Teorema de Valor Medio

e Emmcdie d Teorema de Valor Medio
Generalizado.

o Emumncie las derivadas de las siguienies
fimciones:

&% & X o lfx o
& X" <& x| & senx & cosx
< fanx < cotx & osecx <& CsCx

* ;Qué es una demosiraciin por inducciin
matemditica?

Ejercicios de repaso

Utilice la definicién de derivada para calcular las derivadas
de los Ejercicios 1-4.
d
B I =%
dx dx

d
1. Zaiy= (2 + 15

f—5H

L+t

4
Ef(Ejsif(x)=? 4 g'(9)sigly) =

5 Calcule la tangente a y = cos (nx) en x = 1/6.
6. Calcule la tangente a y = tan (x/4) enx = 7.
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Calcule las derivadas de las funciones de los Ejercicios
7-12.

1 1+x+22+4
A g —— -~ °
X —senx X
R e e 1@ /2 + cos’x
2
11. tanf — fsec?6 g Y1HE 1

J1+E+1

Calcule los limites de los Ejercicios 13-16 interpretdndolos
como derivadas,

b+ A — 5™ x+1-3
18 lim 7 % il
im0 K i p—
—(1/2 1) — (1
15 1 5@ — (/2 TR (18 — (1/ad)
I—ogrlfﬁ D e ﬂfﬁ T —a X + a

En los Ejercicios 17-24, exprese las derivadas de las
funciones dadas en funcion de las derivadas "y g’ de las
funciones diferenciables 'y g.

12.58-%) 18 [/( /3]
S &) — gk)
. Fedeiin 76 + )
.
2. [+ (gt)?) 22 f(#)
238, fsenx) glcosx) cosf (x)
seng(x)

25. Calcule la tangente a la curva x’y + 2x° = 12 en el
punto (2, 1).

26. Calcule la pendiente de la curva
3./ 2xsen (ny) + 8ycos (rx) = 2 en el punto (3, 7).

Calcule las integrales indefinidas en los Ejercicios 27-30.

1+t 1+x
m [ [
2+ 3senx
cos’x

30 J(2x+ 1)*dx

8. Calcule f(x) slendo f'(x) = 12x% + 12¢* y £(1) = 0.

82 Calcule g(x) si g'(x) = sen (x/3) + cos (x/8) y la grafica
de g pasa por el punto (x, 2).

338 Diferencie xsenx + cosx y x cosx — senx, Utllice los
resultados para calcular las integrales indefinidas
I = Jxmsxdx y L= J.xsenxdx

34 Suponga que f'(x) = f(x) para todo x, y sea
g(x) = x/(x). Calcule algunas derivadas sucesivas de g
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y plantee una férmula para la derivada n-ésima g (x).
Verifique su férmula por induccién.

35. Calcule la ecuacién de la recta que pasa por el origen y
es tangente a la curva y = x* + 2,

38. Calcule las ecuaciones de las rectas que pasan por el
punto (0, 1) y son tangentes a la curva y = /2 + &,

37. Demuestre que 5

dx

(sen” xsen (mx)) = nsen” 'xsen((n + 1)x). ;En qué
puntos x de [0, n] tiene tangente horizontal la grafica
de y = sen"x sen (nx). Suponga que n > 2.

38 Obtenga férmulas de diferenciaci6n de
y =sen"xcos (ux), y = cos"xsen (mx) y
¥ = cos"xcos (nx), andlogas a la dada en el Ejercicio
37 para y = sen” x sen (nx).

38. Sea O el punto (0, 1). Calcule todos los puntos P de la
curva y = »° en los que la recta PQ es normal a y = x*
en P, nguél es la minima distancia de Q a la curva
y =57

40 (Beneficio medio y marginal) La Figura 2,41 muestra
la grafica del beneficio P(x) obtenido por un
exportador de grano por la venta de x toneladas de
trigo. Por tanto, el beneficio medio por tonelada es de
P{x)/x. Demuestre que el beneficio medio méximo se
produce cuando el beneficio medio se hace igual al
beneficio marginal, ; Cudl es el significado geométrico
de este hecho en la figura?

FP(x)

7 x

Figura 2.41

41. (Atraccidn gravitateria) La atraccién gravitatoria que
ejerce la Tierra sobre una masa m a una distancia » de
su centro es una funcién continua F(#), definida para

¥ = 0 como
mg R*
Fo={ 2 % 73K
mkr sl 0<r<R

siendo R el radio de la Tlerra y g la aceleraci6én debida
a la gravedad en la superficie de la Tiera.

(a) Calcule la constante k en funcién de g y R.

(b) F disminuye a medida que m se aleja de la
superficie de la Tierra. Demuestre que F
disminuye a medida que r incrementa respecto a R
con el doble de velocidad con la que F decrece a
medida que r decrece con respecto a R.

22 (Compresibilidad de mn gas) [a compresibilidad
isotérmica de un gas es la velocidad relativa de cambio
en el volumen ¥ con respecto a la presién P a una
temperatura constante 7. Es decir, (1/F) d¥/dP. Dada
una muestra de un gas ideal, su temperatura, presion y
volumen cumplen la ecuacién PV = kT, siendo k una
constante relacionada con el niimero de moléculas de
gas presentes en la muestra, Demuestre que la
compresibilidad isotérmica de un gas es el inverso
cambiado de signo de la presién.

1dv 1
vap P

43. Una pelota se lanza hacia arriba con una velocidad
inicial de 10 m/s desde la azotea de un edificio. Una
segunda pelota se lanza hacia arriba con una velocidad
nicial de 20 m/s desde el suelo. Ambas pelotas
alcanzan la misma altura méxima desde el suelo. ;Qué
altura tiene el edificio?

44 Una pelota se deja caer desde la cima de una torre alta
en el mismo momento que una segunda pelota se lanza
hacia arriba desde la base de la torre, Las pelotas
chocan a una altura de 30 metros desde el suelo. ;Con
qué velocidad inicial se lanzé la segunda pelota?

(Con qué velocidad se mueve cada pelota en el
momento en que chocan?

45 (Distancia de frenada) [os frenos de un coche pueden
disminuir su velocidad en 20 ples/s”. ;A qué velocidad
puede viajar el coche si debe poder frenar en una
distancia de 160 pies?

48 (Medida de variaciones en g El periodo P de un
péndulo de longitud L se expresa como P = 2r./L/g,
slendo g la aceleraci6n de la gravedad.

(a) Suponiendo que L es fijo, demuestre que un 1% de
incremento en g produce una disminucién de
aproximadamente el 12% del periodo P (las
variaciones en el periodo de un péndulo se pueden
utilizar para detectar pequenas variaciones de g a
lo largo de la superficie de la Tierra),

(b) Para g fija, ;qué porcentaje de cambio en L
producira un 1% de incremento en P?

Problemas avanzados

1. René Descartes, el inventor de la geometria analitica,
calculd la tangente a una paréabola (o a una
circunferencia o a otra curva cuadratica) en un punto
dado (xp, y,) de la curva buscando la recta que pasa por



(xo, 7o) que s6lo tiene una intersecci6én con la curva,
Tlustre el método escribiendo la ecuacién de una recta
que pasa por el punto (a, a”) con pendiente arbitraria
m, y calculando después el valor de m para el que la
recta sélo tiene un punto de interseccién con la

parbola y = x°, ;Par qué no funciona este método con

curvas mas generales?
2. Sabiendo que f'&x) = 1/xy f(2) = 9, calcule:
2 _ e
@ lim S+ 95 - f0) ® lim V&) -3
=2 x—2 =2 x— 2

8. Suponga que f'(4) =3, g'(4) =7, gd) = 4 y glx) # 4
para x # 4, Calcule:

@ lim (/) — /@) () lim %

omEY  emin

ol o m s
4 Sea f(x) ={;’2 ixo:oléalsf- 13, 1/4, ..

(a) Calcule todos los puntas para los que f es
continua, En particular, jes continua en x = 0?

(b) ¢Es verdadera o falsa la siguiente afirmacién?
Justifique su respuesta. Para toda pareja de
niimeros reales a y b existe un valor x entre a y b
tal que f(x) = (fla) +/(b))/2.

(c) Calcule todos los puntas en los que f es
diferenciable, En particular, ;es diferenciable en
x=0

5 Supongaque f(0) =0y |f(x)] > \/ml)aratodo X,
Demuestre que no existe f7(0).

@ Suponga que f es una funcién que cumple las
siguientes condiciones: f"(0) =k f{0) #0y
S&+3) =7 () para todo x e y. Demuestre que
f0) =1yque f(x) = kf(x) para todo x (en el
Capitulo 3 estudiaremos funciones con estas
propiedades).

7. Suponga que la funcién g cumple las condiciones
g0) =kyglk+y =glx) + g(y) paratodo x e y.
Demuestre que:

(a) g(0) =0, (b) g(x) =kparatodox,y
(¢) glx) = kx para todo x. Sugerencia: Haga
hix) = glx) —g'(0)x.
& (a) Si f es diferenciable en x, demuestre que

Sflx) = flx — h)

(i) Eﬂf=f{ﬂ
Sx+h) —fe—h _

i) il_l.'% oh = f{x)
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(b) Demuestre que la existencia del limite en (i)
garantiza que f es diferenciable en x,

() Demuestre que la existencia del limite en (ii) no
garantiza que f sea diferenciable en x. Sugerencia:
Considere la funcién f(x) = |x| en x = 0.

8. Demuestre que existe una recta que pasa por (@, 0) y
que es tangente ala curva y = x* enx = 3a/2. Sl a #0,
(existe otra recta que pase por (a, 0) que sea tangente a
la curva? Si (xp, yo) es un punto arbitrario, Jcudl es el
méaximo niimero de rectas que pasan por (xg, yp) ¥ 50n
tangentes a y =x*? ;'Y el nimero minimo?

10. Realice un grafico que demuestre que existen dos
rectas, cada una de ellas tangente a las parabolas
y=x'+4dx+1lyy= —+ 4 — 1 Calcule las
ecuaciones de las dos rectas.

11. Demuestre que si b > 1/2, existen tres rectas que pasan
por (0, b), que son normales a la curva y = x°,
;Cuéntas rectas hay st b = 1/27 ;Y si b < 1/2?

12 (Distancia de mn a una curva) Calcule el punto
de la curva y = x* més cercano al punto (3, 0).
Sugerencia: La recta desde el punto (3, 0) al punto més
cercano @ en la parabola es normal a la parabola en Q.

+12 (Envolvenie de una familia de rectas) Demuestre
que para cada valor del pardmetro m, la recta
y = mx — (m”/4) es tangente a la parabola y = x* (la
pardbola se denomina envolvente de la familia de
rectas y = mx — (m®/4). Calcule f(m) de forma que la
familia de rectas y = mx + f(m) tenga como
envolvente la parébola y = Ax* + Bx + C.

*14 (Tangentes conmmes) Considere las dos parabolas de
ecuaciones y = x* y y = Ax* + Bx + C. Se supone
qued#0yquesid=1lentonces B#0y C+#0,de
forma que las dos ecuaciones representan pardbolas
diferentes, Demuestre que:

(@) Las dos pardbolas son tangentes entre si si
B% = AC(4 — 1),

(b) Las dos parabolas tienen rectas tangentes comunes
slysolosi 4 # 1y 4(B* — 4C(4 — 1)) > Q.

(c) Las parabolas tienen exactamente una tangente
comin si se cumpleque A =1y B #0,04# 1y
B*=4C(4 - 1).

(d) Las parabolas no tienen tangentes comunes si
A=1yB=004#1yAB*—4C4—-1) <O0.

Realice algunas ilustraciones de las posibilidades
anteriores,

15. Sea C la gréficade y = x°.

(a) Demuestre que si a # 0 entonces la tangente a C
en x = g corta también a C en un segundo punto
x=b

(b) Demuestre que la pendiente de C enx = b es
cuatro veces la pendiente en x = a.
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(c) ;Puede ser una recta tangente a C en més de un S £ el nm
punto? (©) d_x"{cos x + sen’x) = 4" " cos -‘1-x+?
(d) ;Puede ser una recta tangente a la grafica de
= 443 19 (Cohete con paracaidas) Se dispara un cohete desde
¥ =Sl G D pnmds b un pupda? lo alto de una torre en el instante ¢ = 0. Experimenta

+16. Sea C la grafica de y = x* — 2% una aceleracién constante ascendente hasta que se
(a) Calcule todas las rectas horizontales que son consume el combustible. A partir de ese momento su
tangentes a C. aceleracion es la aceleracién descendente de la
(b) Una de las rectas obtenidas en (a) es tangente a C gravedad hasta que, durante su caida, despliega un
en dos puntos diferentes. Demuestre que no existen paracaidas que produce una aceleracién ascendente
més rectas con esta propledad, para ralentizar la caida, El cohete toca tierra cerca de la

base de la torre, La Figura 2.42 muestra la velocidad
ascendente (en metros por segundo) en funcién del
tiempo, Utilizando la informacién de la figura, conteste

() Calcule la ecuacion de la recta tangente a la grafica
de y = x* — 2x* + x en dos puntos diferentes.
(Existen mas rectas con esa propiedad? ; Por qué?

a las siguientes preguntas:
17. (Tangentes dobles) Una recta tangente a la (a) ;Cuanto duré el combustible?

aurica (palinoenio de cuarto: grach) (b) ¢Cual fue la altura méxima del cohete?

y=ax +bx + "+ dr+ eenx=pdebe cortar a :

C en cero, uno o dos puntos. Si corta a C inicamente () ¢Cuéndo se desplegd el paracaidas?

en sélo algin otro punto x = g, debe ser tangente a C (d) ¢Cual era la aceleracién ascendente del cohete

en ese punto y, por tanto, es una «doble tangente», cuando funcionaba el motor?

(a) Calcule la condicién que deben satisfacer los (e) (Qué altura maxima alcanz6 el cohete?
coeficlentes del polinomio de cuarto grado para (f) ¢Qué altura tenfa la torre desde la que se lanzé el
asegurar que existe esa doble tangente, y cohete?
demuestre que no puede haber mas dobles
tangentes, Tlustre su resultado aplicandolo a s
=gt PP — ], 40+ Rt

(b) Sila recta PQ es tangente a C en dos puntos 30k
diferentes x = p y x = ¢, demuestre que PQ es
paralela a la recta tangente a Cenx = (p + ¢)/2. 2r

(c) Stlarecta PQ es tangente a C en dos puntos Lor
diferentes x = p y x = ¢, demuestre que C tiene t(s)
dos puntos de inflexién diferentes R y S y que RS 10k 46 14 Fias, 1)
es paralela a PQ. -

18 Verifique las sigulentes férmulas para cualquier entero oy

positivo n: i
da" nm —40r

(@) Zn 008 (@) _akcm(ﬂJr 2) (12, —49)

(b) %sen (ax) = a"sen (ax + ’;—E) Flgure =82



