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m Pendientes, reas y longitudes de arco de curvas en polares

Existe una férmula simple que se puede utilizar para calcular la direccién de la tangente a una
curva en polares r= f(6) en un punto P= [r, 0] distinto del origen. Sea @ un punto de la curva
cercano a Py cuyo dngulo en polares es §# + h. Sea Sun punto en OQ y sea PS perpendicular a
OQ. Obsérvese que PS= f(f)senhy SQ = 0Q — OS = f(0 + h) — £(0) cos h. Si 1a tangente a
r= f(0) en P forma un dngulo ¢ (letra griega «psi») con la recta radial OP, como se muestra en
la Figura 8.50, entonces i es el limite del dngulo SQP cuando - 0. Entonces,

f(0) sen h [o]

PS
tany = lim — = lim =

h=0 SQ b0 f(@ + B — f(f) cosh
f(0) cos h

=J151£13 PO+ + O senh (por la Regla de 1'Hépital)

@
Cf(0)  dr/db

o *  Figura 8.50 Fl angulo  es el limite del angulo SQP cuando A— 0.

Direccién tangenie a una curva en polares
En cualquier punto P de una curva en polares r = f(6) distinto del origen, el dngulo y en-
tre la recta radial desde el origen a Py la tangente a la curva se expresa como

£(60)
tany=— —
MY =7
En particular, ¢ = n/2 si £'(f) = 0.
Si f(fy) = 0 y la curva tiene una tangente en @,, entonces la ecuacién de dicha tangen-
te es 0 = O,.

La férmula anterior se puede utilizar para calcular los puntos donde una grafica en polares tiene
tangente horizontal o vertical:

Y+ 0=m, porloquetany = —tan@ para una tangente horizontal

Y+ 0= por lo que tany = cotf para una tangente vertical

r| s
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Observacion Como en las curvas paramétricas las tangentes horizontales y verticales corres-
ponden a dy/dt = 0 y ds/dt= 0, respectivamente, en general es mas facil obtener los puntos criti-
cos de y = f(0) sen 0 para el caso de tangentes horizontales y x= f(0) para el caso de tangentes
verticales.

(ST T LI Calcule los puntos de la cardioide r=1 + cos # donde sus tangentes son horizontales o
erticales.

Solucion Tenemos que y = (1 + cosf)senf y x= (1 + cos ) cos 6. Para el caso de tangentes horizon-
tales

{]=;%,=—senzﬂ+coszﬂ+msﬂ

= 2cos?f + cosf — 1
= (2cosf — 1)(cosf + 1)

Las soluciones son cosfl = 3 y cos@# = —1, es decir, @ = + /3 y 6 = n. Existen tangentes horizontales en
[3, +%. En @ = n tenemos r= 0. La curva no tiene tangente en el origen (sino un vértice), Véase la Figu-
ra 8.51.

Para el caso de tangentes verticales

U=E=—senﬁ—2cosﬂsenﬂ=—senﬁ(l + 2cosf)

las soluciones son sen@) =0y cos 6 = — 3. es decir, 6 = 0, m, +2n/3, Existen tangentes verticales en [2, 0]
Yy Iz £51

wf3

Sor=1+cost

—27/3

l—Jz;".'i
Figura 851 Tangentes horizontales y verticales a una cardioide,

Areas limitadas por curvas en polares

El problema bésico del area en coordenadas polares es el de calcular el drea A de la regién R
limitada por la grafica en polares r= £(6) y por los dos rayos 6 = « y 0 = B. Se supone que
p > ayque fes continua para o < @ < f. Véase la Figura 8.52.

Un elemento de drea adecuado en este caso es un sector angular de anchura df, como se
muestra en la citada figura. Para df infinitesimal, es un sector de una circunferencia de radio
f= f(6):

@, 1 2 1 2
dA—E—RnF—zfzaB—z(f(ﬁ}} dd
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r= fif)

dfl

+ | Figura 852 Un elemento de area en coordenadas polares,

Area en coordenadas polares
El 4rea de la regi6n limitada por r= f(f) y los rayos 8 =a y 8 = B, (x < f) es

1 #
4=y [ vora

Calcule el drea encerrada por la cardioide r= a(l + cos6), como se muestra en la Figu-
ra 8,53,

Soluciéon Por simetria, el 4rea total sera el doble del 4rea de la mitad superior:

A=2><%J. 21 +cost)’dd
(1]

=a‘°-J'H{1+2cosﬂ+ooszﬂ]aB
[1]

=az-[ (1+2cmﬂ+w)ﬂﬂ
0

kg

3
5 2 =3 na® unidades al cuadrado

1]

3 1
= az(—ﬂ+ Esenﬂ+—sen2ii‘)

Figura 853

m Calcule el 4rea de la region que pertenece simultdneamente al interior de la circunferencia
r=/2senf y de la lemniscata #* = sen 2.

Solucién La regién se muestra sombreada en la Figura 8.54, Ademas de en el origen, las curvas se cor-
tan en el punto del primer cuadrante que cumple

2sen’ @ = sen20 = 2senfcos f
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—
r=+25en ¢

l.':_.l’-i-

(. sen(26)

X

Figura 8.54
Por tanto, sen@ = cos 6 y 6 = n/4. El drea pedida es

1 (™4 1 (™2
A=EJ ESenzﬂdﬂJrEJ. sen 20 df

0 /4

w41 — cos26 1 w2
= —dﬂ——cmEE
I o I VO N S S
=g 1%" . Fimg it ie s al cuadrado .

Longitudes de arco de curvas en polares

El elemento de arco de la curva en polares r= f(f)) se puede determinar a partir del triangulo
diferencial que se muestra en la Figura 8.55. El cateto rdb se calcula como la longitud de arco
de un arco circular de radio r que abarca un angulo df en el origen. Tenemos que

(ds)* = (dn)? + () = [(%)2 + 12] (db)?

rdd

de

+ Figura 855 Elemento de longitud de arco de una curva en polares,

por lo que se obtiene la siguiente férmula:

Longitud de un demenio de arco de una amrva en polares
El elemento de longitud de arco de la curva en polares r= f(0) es

i
ds=\/@é‘)ﬁdﬂ=\/[f(ﬂ}}z+ (£0))" &
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La expresi6én del elemento de arco se puede obtener también a partir del de una curva paramétri-
ca, Véase el Ejercicio 26 al final de esta seccion.

(ET LN Calcule la longitud total de la cardioide r = a(l + cos 6).
Solucién La longitud total serd dos veces la longitud desde 6 =0 hasta 8 = n (véase la Figura 8.53).

Como para la cardioide dr/df =

—asen 6, la longitud de arco es

5=2 -Im\fa?senzﬂ+ Z(1 + cos)* df
1]

=2-|W*f2.az+za‘*cosﬂaﬁ (pero 1 + cosf = 2cos? (6/2))
(1]

—2\/_3-[ \/Edﬁ

—4aJous i = SasenE

= 8a unidades
L]

Ejercicios 8.6

En los Ejercicios 1-11, dibuje las regiones R dadas en
polares y calcule sus 4reas.

1. R estd entre el origen y la espiral r= \/E 0<6<2rm
2 R estd entre el origen y la espiral r= & cos 26.

8 Resté limitada por la curva 7 = & cos 26.

4 R es una hoja de la curva r= sen36.

& P esta limitada por la curva r = cos 46,

6. R esta en el interior de las circunferencias r=ay
r= 2acos#f.

7. R esta dentro de la cardioide r= 1 — cosf y fuera de
la circunferencia r= 1,

8 R esta dentro de la cardioide r= a1 — senf)) y dentro
de la circunferencia r= a

9. R esta dentro de la cardioide r= 1 + cos@ y fuera de
la circunferencia r= 3cos .

10. R estd limitada por la lemniscata * = 2 cos 20 y esta
fuera de la circunferencia r= 1.

11. K esta limitada por el lazo més pequefio de la curva
r=1+2cos#.

Calcule las longitudes de las curvas en polares de los
Hercicios 12-14,

12 r=00<60<n
14 r=230,0<0<2n

13. _r=e"g. —n<0<n

15. Demuestre que la longitud de arco total de la
lemniscata ¥ = cos 26 es 4r J/sec26 .

16. Una hoja de la lemniscata #* = cos 2 se rota
(a) alrededor del eje x y (b) alrededor del eje y.
Calcule el 4rea de la superficie generada en cada caso.

+17. Determine los dngulos a los que la recta # = n/4 corta
ala cardioide r= 1 + senf.

+18 ;En qué puntos se cortan las curvas # = 2sen26 y
r=2cas @? ;Con qué 4ngulos se cortan las curvas en
cada uno de esos puntos?

+19. ;En qué puntos se cortan las curvas r=1 —cosf y
r=1—senf? ;Con qué angulos se cortan las curvas
en cada uno de esos puntos?

En los Ejerciciaos 20-25, calcule todos los puntos de las
curvas dadas donde la tangente es horizontal, vertical o no
existe.

#«2 r=cosf +senf +21, r=2cosf

+22 ¥ = cos 26 *28. r = sen2f

24 r=¢£° +25 r=2(1 — senf)

28. La curva en polares r= f(f), (x < 6 < p) se puede
parametrizar:

x = rcostl = f(6) cosh, y=rsenf = f(f)send

Obtenga la férmula del elemento de longitud de arco
de la curva en polares a partir del de la curva
paramétrica.
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Repaso del capitulo

Ideas clave
* (Qué significa lo siguienie?
¢ Seccién cénica ¢ Elipse
< Parabola < Hipérbola
¢ Curva paramétrica ¢ Parametrizacién de una curva
¢ Curva suave ¢ Curva en polares

¢+ ;Cuill es la definicién foco-direciriz de una cénica?
¢+ ;Cémo se puede calcular la pendiente de una curva
paramétrica?

¢+ ;Cémo se puede calcular 1a longfind de mna corva
¢ (Cémo se puede calcular 1a longjtud de una carva en
polares?

¢ ;Cémo se puede calcular el drea encerrada por una
amva en polares?

Ejercicios de repaso

En los Ejercicios 1-4, describa las cénicas que tienen las
ecuaciones dadas. Calcule sus focos y ejes principales y, si
son hipérbolas, sus asintotas.

1. £ +2y/=2
R x+y=2y+3

2 9¥ — 4y =38

4 2¥ + 8y = 4y — 48y
Identifique las curvas paramétricas de los Ejercicios 5-10.
Ax=ty=2—-10<t<2

& x=2sen3f y=2cos3t (0<t<1/2)

7. x = cosht, y= senh®t

& x=6 y=e% (-1<tg)

9 x=cos(t2), y=4sen(t/2), (0 <t<n)

10. x=cost+sent, y=cost—sent, (0 £ < 2n)

En los Ejercicios 11-14, determine los puntos donde las
curvas paramétricas dadas tienen tangentes horizontales y
verticales, y dibuje dichas curvas.

4
ll.x=m,y=.t3—3t

12 x=F -3t y=F£+ 3t
18 x=F -3 y="7
14 x=F£ -3t y=7F— 12t

15. Calcule el 4rea limitada por la parte de la curva
x=F — t, y=|f| que forma un lazo cerrado.

16 Calcule el volumen del sélido generado rotando el lazo
cerrado del Ejercicio 15 alrededor del eje y.

17. Calcule la longitud de la curva x= &' —  y = 4"
desde =0 hasta = 2,

18 Calcule el 4rea de la superficie que se obtiene rotando
el arco del Ejercicio 17 alrededor del eje x.

Dibuje las gréficas en polares de las ecuaciones de los
Ejercicios 19-24.

19 r=0, (- <0<y 2 r=10) (-22<0<2n)
21. r=1+cos 26 22 r=24cos2f
23 r=1+2cos20 24 r=1—senld

25. Calcule el 4rea de uno de los dos lazos mayores de la
curva del Ejercicio 23,

28. Calcule el 4rea de uno de los dos lazos menores de la
curva del Ejercicio 23.

27. Calcule el 4rea del mas pequefio de los dos lazas
encerrados por la curvar=1+ ﬁsenﬁ.

2R Calcule el drea de la region que esta dentro de la
cardioide r =1 + cos f y a la izquierda de la recta
x=1/4

Problemas avanzados

1. Un vaso con forma de cilindro circular de radio 4 cm se
rellenan mas de la mitad con agua. Si el vaso se inclina
a un angulo @ de la vertical, siendo @ lo suficientemente
pequefio para que no se derrame el agua, calcule el drea

de la superficie del agua.

2 Demuestre que un plano que no es paralelo al eje de un
dlindro circular corta al cilindro formando una elipse.
Sugerencia. Se puede utilizar el mismo método
empleado en el Ejercicio 27 de la Seccién 8.1.

& Dados dos puntos F, y F; que son los focos de una
elipse, y un tercer punto P en dicha elipse, describa un
método geométrico (utilizando una regla y un compés)
para construir la tangente a la elipse en P, Sugerencia.
Piense en la propiedad de reflexion de las elipses.

4 Sea C una pardbola de vértice V, y sea P un punto
cualquiera de dicha pardbola. Sea R el punto donde la
tangente a la pardbola en P corta a su eje (por tanto,
dicho eje es la recta RV), Sea @) el punto de Kl/tal que
PQ es perpendicular a RV, Demuestre que I/ divide en
dos mitades iguales el segmento FQ. ;Cémo puede
sugerir este resultado un método geométrico para
construir una tangente a una parabola en un punto de
ésta, sabiendo el eje y el vértice de la parabola?
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& Un barril tiene la forma de un sélido de revolucién
obtenido rotando alrededor de su eje mayor la parte de
una elipse que esté entre dos rectas que cruzan a sus
focos, y son perpendiculares a dicho eje mayor. El barril
tlene 4 pies de altura y 2 ples de radio en su parte
central, ;Cudnto vale su volumen?

& (a) Demuestre que cualquier recta que no pasa por el
origen se puede expresar en forma polar como

s a
" cos (0 — 6,)

siendo ay 6y constantes, ; Cuél es el significado
geométrico de estas constantes?

(b) Sea r= g(f) la ecuacién en polares de una recta que
no pasa por el origen. Demuestre que

g +2g) —gg'=0

(c) Sea r = f(f) la ecuacién en polares de una curva,
siendo " continua y r # 0 en algin intervalo de
valares de #. Sea

F= 12+ 2(£) — fr" 8

Demuestre que la curva se dirige hacia el origen si
F> 0y se aleja del origen si F'< 0. Sugerencia:
Sea r = g(f) la ecuaci6n en polares de una recta
tangente a la curva; utilice el apartado (b). ;Cémo
se relacionan £ 'y f"con g gy g’ enel punto de
tangencia?

7 (Un viaje rapido, pero wm poco calureso) Si se supone
que la densidad de la tierra es uniforme en su interior,
entonces se puede suponer que la aceleracién de la
gravedad a una distancia r < R de su centro estd dirigida
hacia dicho centro, y tiene un valor de a(r) = rg/k,
slendo g la aceleracién normal de la gravedad en la
superficie de la tierra (g ~ 32 pies/s’) y R el radio de la

tierra (R ~ 3960 mi), Suponga que se excava un tiinel a

AB directo a través de la tierra entre los puntos A y B de
superficie, por ejemplo Atlanta y Bagdad (véase la
Figura 8.56).

Suponga que se construye un vehiculo que se puede
deslizar sin rozamiento ni resistencia del aire a través de

este tinel. Demuestre que ese vehiculo, si se liberara en
un extremo del tinel, oscilarfa entre A y B, ejecutando
un movimiento arménico simple de periodo Zn\/ﬁ_v’g
(Cuéntos minutas duraria cada vuelta? Lo que es
sorprendente en este caso es que este periodo no
depende de dénde estan A y B ni de la distancia entre
ellos, Sugerencia: Suponga el eje xalo largo del tinel,
con el arigen en el punto mas cercano al centro de la
tierra, Cuando el vehiculo est4 en la posici6n de
coordenada x x(#) su aceleraci6n a lo largo del tiinel es
la componente de la aceleracién gravitatoria a lo largo
de dicho tinel, es decir, — a(r) cos 6, siendo 6 el

Figura 8.56

angulo entre la linea del tiinel y la recta que va del
vehiculo al centro de la tierra.

(Biasqueda y rescate) Dos estaciones de la Guardia
Costera reciben una sefial de desastre de un barco y
utilizan radiolocalizacién para situarla. La estacién O
observa que la sefial de desastre proviene del noreste
(45° noreste) y la estacién P, que esta 100 millas al
norte de la estacién O, observa que la sefial proviene
del este, La precisién en la radiolocalizacién de cada
estacion es de +3°

fa) ;Cudl es la amplitud del 4rea de océano donde
deberan buscar las aeronaves de rescate para
asegurarse que encuentran al barco con problemas?

(b) Sila precisién de la radiolocalizacién es +e, jqué
sensibilidad tiene el 4rea de bisqueda con cambios
en ¢ cuando ¢ = 3°7 Exprese su respuesta en millas
al cuadrado por grado.

La Figura 8.57 muestra las gréficas de la curva
paramétrica x = sent, y=gsen(2d, 0< t<2n ydela
curva en polares r* = cos (26). Ambas tienen la forma
de un «co», jCudl es cada curva? Calcule el drea
encerrada entre la curva externa y el exterior de la
curva interna,

Figura 8.57



CAPITULO 9

Secuencias, series
y series de potencias

—Entonces dices lo que piensas —siguié la Liebre de
Marzo.

—Si —dijo Alicia apresuradamente—, al menos... al
menos pienso lo que digo... que es lo mismo, como sabes.

—iDe ninguna manera es lo mismol —dijo el Som-
brerero—. jEntonces, podrias también decir que ‘““yo veo
lo que como’’ es lo mismo que decir ““yo como lo que
veo'’|

Lewis Carrdl (Charles Lutwidge Dodgsan, 1832 1898
de Alicia en el Pais de las Maravillas

Introduccion Una serie infinita es una suma en la que intervienen infinitos tér-
minos. Como las sumas se realizan de dos en dos nimeros, el calculo de la suma de
una serie infinita requiere necesariamente el calculo de un limite. Las funciones
complicadas f(x) se pueden expresar frecuentemente como series de funciones mas
simples. Por ejemplo, una buena parte de las funciones trascendentes que ya hemos
estudiado, se pueden expresar como series de potencias de x que se parecen a poli-
nomios de grado infinito, Estas series se pueden diferenciar e integrar término a tér-
mino y tienen un papel muy importante en el estudio del célculo.
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Secuencias y convergencia

Por secuencia (0 secuencia infinita) queremos decir una lista ordenada que tiene un primer ele-
mento, pero no un dltimo elemento. A nuestros efectos, los elementos (denominados términos)
de una secuencia seran siempre nimeros reales, aunque una buena parte de nuestra presentacion
se puede aplicar también a nimeros complejos. Unos ejemplos de secuencias pueden ser:

{1, 2, 3,4, 5, ...}, la secuencia de los enteros positivos.

{— l 1 = 1 i } la secuencia de enteros positivos que son potencias de — 1
2’4 816 2
Los términos de la secuencia generalmente se encierran entre llaves, tal como se indica. Los
puntos suspensivos (...) quieren decir «y asi sucesivamente»,
Una secuencia infinita es una clase especial de funcién, cuyo dominio es una serie de enteros
que van desde algiin entero inicial hasta el infinito, El entero inicial es generalmente 1, por lo
que el dominio es el conjunto de los enteros positivos. La secuencia {a,, a, as, 4, ...} es la fun-

cién f que toma el valor f(n) = a, en cada entero positivo n. Una secuencia se puede especifi-
car de tres formas:

(i) Se pueden indicar unos cuantos términos del principio seguidos por ... si el patrén de la
secuencia es obvio.
(i) Se puede dar la férmula del término general a, en funcién de n
(iii) Se puede dar la férmula para calcular el término a, en funcién de términos anteriores a;, a,
a,-1, y especificar los suficientes términos al comienzo de la secuencia para poder co-
menzar el cdlculo de los términos posteriores.

En todos los casos, debe ser posible determinar cualquier término de la secuencia, aunque puede
ser necesario calcular primero todos los términos anteriores.

o - f

D™ ={eos{n— D)} ={1, -1, 1, —1,1,..}

@ j{f}={§1§1§§§3f§ }
o {4326 () ()
o (=) fo-doyafnge ]

a=1a,,=./6+a, (n=1223.)

Eneste caso {a, ={1, \/_ B+ \ﬁ ...} Nétese que no hay una férmula obvia para a, como fun-
cién explicita de n, pero todavia se puede calcular a, para cualquier valor deseado de n calculando pri-
mero todos los valores anteriores &, &, ... 2,_1.

) ;=1 =1, 84 2=3p+ 3y, (=123 .)
En este caso {a,} = {1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, ...}. Esta secuencia se denomina seemencia de Fibonacci
Cada uno de sus términos, después del segundo, es la suma de los dos términos anteriores,
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En los apartados (a)-(g) del Ejemplo 1, las férmulas de los miembros izquierdos definen el tér-
mino general de cada secuencia {a,} como una funcién explicita de n. En los apartados (h) e (i)
se dice que la secuencia {a,} se define recwsivamente o inductivamente cada término se debe
calcular a partir de los anteriores en vez de calcularse como una funcién directa de n.

Presentamos a continuacién la terminologia utilizada para describir diversas propiedades de
las secuencias.

DEFINICION 1 Téminos utilizados para describir Ias secuendias

(a) La secuencia {a,} estd acotada inferiormente por L, y L es una cota inferior de {2},
si a, = L paratodo n= 1, 2, 3, ... La secuencia est4 acotada superiormente por M y
M es una cota superior, si a, < M para todo n entero positivo.

La secuencia {a,} estd acotada si estd acotada inferiormente y superiormente, En este
caso, existe una constante K tal que |a,| < K paratodo n= 1, 2, 3, ... (podemos tomar
K como el mayor de los enteros — Ly M).

(b) La secuencia {a,} es positiva si estd acotada inferiormente por cero, es decir, si
a,=0paratodo n=1, 2, 3, ...; es megativasi a, < 0 para todo n.

(c) La secuencia |a,} es creciemte si a,,, = a, paratodo n=1, 2, 3, ...; es derediente si
a,+, < a, para todo n entero positivo. Se dice que una secuencia es momdtoma si no es
creciente ni decreciente (la terminologia en este caso es algo més relajada que la utili-
zada para funciones, donde utilizibamos las expresiones no decreciente y no creciente
para describir este comportamiento. La distincién entre a,,, > a, y a,., = a, no es
tan importante en el caso de secuencias como lo es en el caso de funciones definidas
en intervalos).

(d) La secuencia {a,} es altexmande si a,a, ., < 0 para todo n= 1, 2, ..., es decir, si dos
términos consecutivos cualesquiera tienen signo opuesto. Nétese que esta definicién
requiere a, # 0 para todo n.

IR @escripcion de alganas secuencias)

(a) La secuencia {n} = {1, 2, 3, ...} es positiva, creciente y acotada inferiormente. Un limite inferior de
esta secuencia es 1 o cualquier niimero més pequefio. La secuencia no estd acotada superiormente,

n—1 123
(b) { }= {D, 25 } es positiva, acotada y creciente, En este caso 0 es una cota inferior y 1 es
n

una cota superior.

1 L1 11

{c) {(— E)n} = {— UV IIRTL } es acotada y alternante, En este caso —1/2 es una cota inferior y
1/4 es una cota superior,

(d {(—=1)"n} ={—-1,2, —3, 4, —5, ..} es alternante pero no esta acotada ni superiormente ni inferior-
mente, -

Cuando se desea demostrar que una secuencia es creciente, se puede intentar demostrar que se
cumple la inecuacién a,,, — a,> 0 para n= 1. Pero una forma alternativa, si a, = f(n) para
una funcién diferenciable f(x), es demostrar que f es una funcién no decreciente en [1, o), de-
mostrando que f(x) = 0 en dicho intervalo. Se puede utilizar un método similar para demostrar
que una secuencia es decreciente.
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m Sia= ﬁ demuestre que la secuencia {a,} es decreciente,
. _ X
Solucién Como a, = f(1), slendo (%) = Z771Y
D) 220 14
)= 2+ 7 _{f+1]2"'<"0 para x = 1

La funcién f(x) es decreciente en [1, o0); por tanto, {a,} es una secuencia decreciente.

15 (] (1 9 25 36 49 . e
secuencia {2“}_ {2, 1, g 1, 32’ 81 128" } es positiva y, por tanto, acotada inferior-
mente, Parece claro que a partir del cuarto término en adelante, todos los términos se van ha-
ciendo més pequenos. Sin embargo, a, > a; y a3 > a,. Como a,,; < a, s6lo si n= 3 se dice
que la secuencia es definitivamente decrediente El adverbio definitivamente se utiliza para des-
cribir cualquier propiedad de los términos de la secuencia desde algin punto en adelante, pero
no necesariamente al principio de la secuencia. Por tanto, la secuencia

{n—100}=({—-99 —98 .., -2, -1,0123..}
es definitivamente positiva, incluso aunque los 99 primeros términos sean negativos y la se-

cuencia
- 4 1 15 33
s fafosla 15281

es definitivamente alternante, aun cuando algunos términos iniciales no alternen.

Convergencia de secuencias

La nocién de convergencia es fundamental en el estudio de secuencias. El concepto de limite de
una secuencia es un caso especial del concepto de limite de una funcién f(x) cuando x — oo, Se
dice que la secuencia {a,} comverge al limite ., y se expresa como lim, , ., a,= L, siempre que
la distancia desde a, a L sobre la recta real tienda a cero cuando n tiende a co. Expresaremos
esta definicién de manera méas formal:

DEFINICION 2 Limite de una secuenda

Se dice que la secuencia {a,} converge al limite ., y se expresa como lim,_,, a,= L, si
para todo niimero real positivo € existe un entero N (que puede depender de €) tal que si
nz N entonces |a,— L| < e

Esta definicién se ilustra en la Figura 9.1.

c
SEITLR N Demuestre que lim,, , ., = 0 para todo niimero real ¢y cualquier p > 0.

Solucion Sea e > 0. Entonces

c fa
’F <€ sl ﬂP}I—EI

Es decir, si n= N, el minimo entero mayor que (| c|/e)'/”. Por tanto, por la Definicién 2, lim,,_, ., $= 0.
||
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x  Figura 9.1 Una secuencia

5 kA . " convergente,

Toda secuencia {a,} debe comvergesr a un limite finito L o divexgir. Es decir, o lim,_, . a,= L
existe (es un nimero real) o lim,_, . a, no existe, Si lim,_, , a, = oo, se puede decir que la se-
cuencia diverge a infinito; si lim, .., a,= — oo, se puede decir que diverge a — oo. Si lim,, .,
a, simplemente no existe (pero no es oo ni — oo}, sélo se puede decir que la secuencia diverge.

2T (Gjemplos de secuencias covergentes y divergentes)

@ {(n— 1)/n} converge a 1; lim,_,,, (n—1)/n=1lim,,, (1 — (I/m)) =1,

(b) {n} = {1, 2,3, 4, ..} diverge a oo,

© {—nt={-1 -2 -3, —4 ..} diverge a — o0,

d {(—-)7={-11 —1,1, —1, ..} simplemente diverge.

) {{(—1)"n}={—1,2, -3, 4, -5, ...} diverge (pero no a oo ni a —co, aun cuando lim,_, , |a,| = o).

El limite de una secuencia es equivalente al limite de una funcién cuando su argumento tiende
infinito:

Si lim f(=L y a,=f(n), entonces lim a,=1L
Debido a esto, las reglas esténdar de los limites de funciones (Teoremas 2 y 4 de la Seccién 1.2)
se pueden aplicar también para limites de secuencias, con los cambios apropiados de notacién.
Es decir, si {a,} y {b,} convergen, entonces

lim (a,+ b,) = lim a,+ lim b,
lim ca,= ¢ lim a,

M b, = (i a1 b
5 lim a,
S =y o T bl

Si a, < b, definitivamente, entonces lim a, < lim 5,

Si a, < b, < ¢, definitivamente, y lim a,= L = lim ¢, entonces lim b,= L

=00 =00
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Los limites de muchas secuencias definidas explicitamente se pueden calcular utilizando estas
propiedades, de modo similar a los métodos utilizados para limites de la forma lim,_,, (%) en
la Secci6n 1.3,

(SELTJ LA Calcule los limites de las secuencias

2rf —n— 1
e R il SERNCRNCEE TR

Solucién

(a) Se divide el numerador y el denominador de la expresion de a, por la maxima potencia de n en el de-
nominador, es decir, por r;

2if —n—1 _ 2—(1/n—(/f) 2-0-0 2

e SIF+10—3 s S5+{Q/H)—(3F) 5+0-0 5

ya que lim,_, 1/n=0ylim,  1/if =0, La secuencia converge y su limite es 2/5.
(b) Como |cos n| < 1 para todo n, tenemos que

En este caso, lim, , . — 1/n=0ylim,, 1/n= 0. Por tanto, por la versién para secuencias del Teore-
ma del Sandwich, lim,,_, ,, (cos 1) /n =0, La secuencia dada converge a 0.

(c) En esta secuencia multiplicamos el numerador y el denominador (que es 1) por el conjugado de la ex-
presién del numerador:

(1 + 2n— n)(/if + 2n+ n)
lim (/i — n) = lim
ﬂ-'m( e n-so JP+2n+n

1

2n 2
o S+ 2n+n o J14+ (2/m)+ 1

1

La secuencia converge a 1.

1
ST Calcule lim ntan"(;).

Solucién En este ejemplo, es mejor sustituir el término nésimo de la secuencia por la correspondiente
funcién de una variable real x y tomar el limite cuando x — oo, Utilizaremos la Regla del 1'Hapital:

11 11
lim ntan — | = lim xtan -
n= a0 n X— o0 X
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TEDHEMAo Si {a,} converge, entonces {a,} estd acotada.

LY

DEMOSTRACION Supongamos que lim,_ . a,= L De acuerdo con la Definicién 2,
para € =1 existe un nimero N tal que si n> N entonces |a, — L| < 1; por lo tanto,
|a,| < 1+ |L| para ese n (jpor qué es esto cierto?). Si K indica el maximo de los nimeros
|a|, |2, .... |an] y 1 + | L], entonces |a,| < K para todo n= 1, 2, 3, ... Por lo tanto, {a,}
esta acotada,

. ]

Lo contrario del Teorema 1 es falso; la secuencia {(— 1)"} est4 acotada pero no converge.
La propiedad de completitud del sistema de los nimeros reales (véase la Seccion P.1) se pue-
de reformular en términos de secuencias como sigue:

Las secuencias mondionas acotadas convergen

Si la secuencia {a,} estd acotada superiormente y es (definitivamente) creciente, entonces
converge. La misma conclusion se mantiene si {a,} estd acotada inferiormente y es (defi-
nitivamente) decreciente.

Por tanto, una secuencia acotada y definitivamente monétona es convergente (véase la Figu-
ra 9.2).

Figura 9.2 Una secuencia

x  definitivamente creciente que

estd acotada superiormente,

SETGTA LRl Sea a, una secuencia definida recursivamente como

a =1, Apy1 = /B + a, (n=1,23 .)

Demuestre que lim,, , , a, existe y calcule su valar,

Soluciéon Obsérvese que a,=./86+ 1= ﬁ} a. Si ap,,>a, entonces ap s =./6+ a;,,>
> /B + ay= a;,,, por lo que {a,} es creclente, por induccién. Obsérvese ahora que a,=1< 3. Si
a; < 3, entonces a;, ; = /8 + 2, < \/6 + 3 =3, por lo que a, < 3 para todo n por induccién, Como {a,}
es creciente y acotada superiormente, lim,,_, . a, = a existe, por completitud. Como /8 + xes una funcién
continua de x, tenemos que

a=ﬂ]£nc;lD an+1=ﬂ]j_1.1;|0 \f6+a,,=\f6+ﬂ]£n;la an=\/6+a
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Entonces & =6+ a04 —a—6=0, o (a—3)(a+ 2) =0, Las raices de esta ecuacién de segundo gra-
do son a=3 y a= —2. Como a,> 1 para todo n, debemos tener a= 1. Por tanto, 2=3 y lim,,, ,, a,=3.
[ |

Hay que notar un punto sutil en esta solucién. Demostrar que {a,} es creciente es bastante ob-
vio, pero jc6mo hemos sabido que habia que probar con 3 (en vez de cualquier otro nimero)
para demostrar que era una cota superior? La respuesta es que realmente hicimos primero la tlti-
ma parte y demostramos que sf lim a, = a existe, entonces a = 3, Por tanto, tiene sentido probar
con 3 y demostrar que a, < 3 para todo n,

1
SETGIE N | Converge o diverge la secuencia {(1 + E)ﬂ}?

Solucién Podriamos hacer un esfuerzo para demostrar que la secuencia dada es, de hecho, creciente y
acotada superiormente (véase el Ejercicio 32 al final de esta seccidn). Sin embargo, ya conocemos la res-
puesta. La secuencia converge por el Teorema 6 de la Seccién 3.4:

lﬂ
lim (1+—) =e=e
A=) n
|

TEDHEMAO Si {a,} es (definitivamente) creciente, entonces, o esta acotada superiormente, y por tanto
es convergente, 0 no estd acotada superiormente y diverge a infinito,

[ ]

La demostracién de este teorema se deja como ejercicio, Se puede plantear un resultado equiva-
lente para secuencias (definitivamente) decrecientes.

El siguiente teorema calcula dos limites importantes de frecuente aplicacién en el estudio de
series.

TEOREMA €)) () Si x| < 1, entonces lim ' = 0.

(b) Si xes un niimero real cualquiera, entonces lim — =0,

n—oo ﬂl

DEMOSTRACION Para el apartado (a), obsérvese que
lim In|x}” = lim nln|x]= — o0

ya que In|x] < 0 cuando |x] < 1. De acuerdo con esto, como e* es continua,
lim |x”= lim "M = glmmslnh =@
Como —|x|" < x" < |x]", tenemos que lim,,_, . " = 0 por el Teorema del Sandwich.
Para el apartado (b), escojase cualquier x y sea N un entero tal que N> |x|. Sin> N
tenemos que
X

nl

MM 4 11
123 N-1NN+1 n

I 1xl X d X

SW-DINNN N

B |XIN-1 |XI n—N+1_ IXI n
“aemlw) (%)




|

donde K = V-1l
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1=-N
(%) es una constante independiente de n. Como |x|/N < 1, tene-

mos que en lim,,_, ., (|x|/N)" = 0 por el apartado (a). Asi, lim,,_, . |x"/nl| =0y, por consi-

guiente, lim,,_, . x"/nl =

3n+ 4"+ 5"

Ejemplo 10 ge:1lENTRi M. HT
37+ 4"+ 5" 3
Solucién lim — = lim [(g

—

" 411'
) +(§) +1]=(]+{]+1=1,porelTeorema3(a].

Ejercicios 9.1

En los Ejercicios 1-13, determine si la secuencia dada
es (a) acotada (superiormente o inferiormente),

(b) (definitivamente) positiva o negativa, (c) creciente,
decreciente o alternante, y (d) convergente, divergente o

divergente a 0o 0 — o0,
. 2n
w1

2n°
L {1:2 + 1}

X {1, =2 3% =4 6.6 =8 .

En los Ejercicios 14-29 calcule, siempre que sea posible,
los limites de las secuencias {a,}.

Til _5—2n i@ _112—4

T =an 7 T
16 i3 17. 2, = (—1)" —
I=F &= m+1
ma_ﬂ“—z n+1 lna_e"—e_"
T 1—n—37F - B
_3ﬂ'

2. 3, = nsen— ﬂ.a,,=(ﬂﬂ )

30.

+31.

= 32,

+ 35

3

35
+* 36

aﬂ=m ﬂ.a,.,=.m+1—ﬁ
a,=n—./if —4n
a,=\/mf+n—JiF —1

Y e O (nl)?
a”_(ﬂ+1) B

w2’ u
L Ba=Tre
Seaay=1lyan=./1+2a3{n=123.)

Demuestre que {a,} es creciente y acotada
superiormente, Sugerencia: Demuestre que 3 es una

cota superior. A partir de aqui, concluya que la
secuencia converge y obtenga su limite.

Repita el Ejercicio 30 para la secuencia definida por
a =3 a,,,=./15+2a,n=1,2 3, .. Estavez

tendra que buscar una cota superior.

n

1 1
Sea a,= 1+; , de forma que Ina,=nln l+;).

Utilice las propledades de la funcién logaritmo para
demostrar que (a) {a,} es creclente y (b) e es una cota
superior de {a,}.

Demuestre el Teorema 2, Formule ademas un teorema

analogo correspondiente a secuencias definitivamente
decrecientes,

Si {|a,|} esta acotada, demuestre que {a,} esta
acotada,

Silim,_, . |a,| =0, demuestre que lim,_,_, a,= 0.

¢ Cudles de las siguientes afirmaciones son verdaderas

y cudles son falsas? Justifique sus respuestas,

(@ Silim,,, a,=c ylim,, b,=L>0,
entonces lim,,_, . a,b, = oo,
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b) Stlim,, a,=coylim,, , b,= —o0, (d) Sino convergen {a,} ni {b,}, entonces {a,b,} no
entonces lim,,_, .. (a8, + b)) =0, converge,
) Stlim,,  a,= oo ylim,, b,= — w0, entonces (e) St {|a,|} converge, entonces {a,} converge.

lim,, ,,, 8ybp= —c0.

m Series infinitas

Una serie imfimita denominada también simplemente serie es una suma formal de infinitos tér-
minos; por ejemplo, a; + & + a + a4 + -+ es una serie formada sumando los términos de la
secuencia {a,}. Esta serie se puede expresar también como 3 ;2 a,:

o0

Y a=atatata+ -

=]
Por ejemplo,
=1 11
—=l+-+-+-+
,,Z:ln 2 3 4
@ (=1t I 1 2 A4
P e A Ra T

Algunas veces es necesario o 1til empezar la suma con un indice distinto de 1:

Y @=1+a+&+2+

n=0
| 1 | 1
B Ty Y Y
Notese que la ultima serie no tendria sentido si hubiéramos empezado la suma desde n= 1, ya
que entonces el primer término habria quedado indefinido.

Cuando sea necesario, se puede cambiar el indice de la suma para que empiece en un valor
diferente. Esto se hace realizando un cambio como se ilustra en el Ejemplo 3 de la Seccién 5.1.
Por ejemplo, utilizando el cambio n=m— 2, se puede reformular Y ;. a, en la forma
Y 38,5 Ambas sumas se desarrollan de la misma forma:

Y amatatato=3 a,.,

n=1 m=3
La suma es una operacién que se realiza con dos niimeros cada vez. Si se desea calcular la suma
finita a, + a, + a,, se puede proceder sumando a, + a, y después sumando a, al resultado; o
bien se puede sumar primero a + a; y después sumar & al resultado. Por supuesto, la propiedad
asociativa de la suma nos asegura que obtendremos el mismo resultado de las dos formas. Esta
es la razon de que la expresién simbélica a, + a, + a, tenga sentido; si no, habria que haber
escrito (a; + a,) + a, 0 & + (a + a). Este razonamiento se puede ampliar a cualquier suma
a, + a, + -+ + a, de un nimero finito de términos, pero no es obvio qué queremos decir en una
suma con infinitos términos:

atat+ata+ - -

No podemos asegurar que los términos que no se sumen en el mismo orden produciran el mismo
resultado. De hecho, veremos en la Seccién 9.4 que, en clertas circunstancias, cambiar el orden
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de los términos en una serie puede cambiar realmente la suma de la serie, La interpretacién que
haremos de la suma infinita es la de sumar de izquierda a derecha, como sugiere el agrupamiento

= ((((a) + &) + a3) + &) + a) + -

Realizaremos esto definiendo una nueva secuencia {s,}, denominada secuendia de sumas par-
diales de la serie ) 7., a,, de forma que s, es la suma de los n primeros términos de la serie:

S = 4
52=51+32=31+32

.53=&+33=31+32+33

n
S=Sta,=atatat--ta=3) a
J=1

Definiremos entonces la suma de una serie infinita como el limite de esta secuencia de sumas
parciales.

DEFINICION 3 Convergencia de uma serie
Se dice que la serie 72| a, comverge a la suma s, y se escribe como

@
Y a,=s

nm=]

silim,,, s, = s siendo s, la suma parcial n-ésima de Y ., a,

n
Sp=ait@tatota,=) g
J=1

Por tanto, una serie converge si y s6lo si la secuencia de sus sumas parciales converge.

De forma similar, se dice que una serie diverge a infinito, diverge a menos infinito o simple-
mente diverge si su secuencia de sumas parciales lo hace. Hay que hacer hincapié en que la con-
vergencia de la serie }' 7., a, depende de la convergencia de la secuencia {s;} = (3.7=, a}, no
de la secuencia {a,}.

Serie geométrica

DEFINICION 4 Serie geométrica

Una serie de la forma ¥ 5%, ar" ' = a+ ar+ af* + ar’ + ---, cuyo término n-ésimo es
a, = ar"~! se denomina serie geomédrica Fl niimero a es su primer término, En niimero r
se denomina razém commim de la serie, ya que es el valor de la razén entre el término
(n+ 1) y el término n para todo n= 1:

Bpy1_ A _
a ar"~!

n

Fie n=1213..
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La suma parcial n-ésima s, de una serie geométrica se calcula como sigue:
s,=a+tar+af+af+ ..+ ar"!
rs,= ar+af+af+..+ar'+ar

La segunda ecuaci6n se obtiene multiplicando la primera por r. Restando esas dos ecuaciones
(nétense las cancelaciones), se obtiene (1 — r)s, = a — ar”. Si r# 1 se puede dividir por 1 — ry
obtener una férmula para s,

Sumas pardales de uma serie geométrica
Si r=1, entonces la nésima suma parcial de una serie geométrica ¥ 22, ar" ! es
s,=ata+ .-+ a=na Sir#1, entonces

1 —
sﬂ=a+ar+a;2+---+aﬁ‘l=%

Si a= 0, entonces s, = 0 para todo n, y lim,,_, . 5, = 0. Supongamos ahora que a # 0. Si |r| < 1,
entonces lim,_, ., r" = 0, por lo que lim,_, . s, = a/(1 — r). Si r> 1, entonces lim,_, ., "= o0 y
lim,., s,=o0 si a>0, o lim,,, 5,= —co0 si a<0, Se mantiene la misma conclusién si
r=1, yaque eneste caso s, = na. Sir< —1, lim _ __ 1" no existe, y tampoco existe lim____ s,
Por tanto, se concluye que

a=1>0

(converge a 0 si
a
converge a T si |rl<1
si
si

Y a"”! (diverge a « rzlya>0
n=]

diverge a — oo r=1ya<0
| diverge si r€<-1ya#0

La representacién de la funcién 1/(1 — x) como suma de una serie geométrica,

1 oo
ﬁz X=1+x+2+xX+.. para-1<x<l
T A p=Q

ser4d importante en la presentacién de las series de potencias posteriormente en este capitulo.

m (Ejemplos de series geamétricas y sus sumas)

()l+1+1+1+ i - : 2. En esty 1 :

a e e e o =——=2Enestecaso a=lyr=—_,

B =\ 1_3 oe yr=s
2

Como |r{ < 1, la serie converge.
€ ¢ = PRl e
(b)rr.—e+———2+---=2;rr.(——) .Enestecasoa=nyr=—-,
LA =1 n n

n n

e
La serie converge ya que | — —| <1
n
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€ 1+2¥+2+2%+...= Y (/2" Estaserie divergea co yaque a=1>0yr=./2> 1,

[

d1-14+41—-141—..= (—1)""", Esta serie diverge ya que r= —1.

?Mg E|"|'[\d‘ja

(=

o

e) Sea x= 0,32 32 32 ... = 0,32; entances,
32 32 32 @ 32 ( 1 )“_1_ 32 1 32

e e R -— -
100  100% © 100° = 100 0, 1 99

100

X

100

Fsta es una alternativa al método del Ejemplo 1 de la Seccion P.1 para representar decimales repetidos
como cocientes de enteros, -

Si el dinero produce un interés con una tasa efectiva constante del 5% anual, ;cuanto ha-
bria que poner ahora en una anualidad que produjera (a) 1000 € al final de cada uno de los 10 afios si-
gulentes y (b) 1000 € al final de cada afio de aqui en adelante?

Solucion Un pago de 1000 € que se va a recibir n afios desde ahora tiene un valor en este momento de
n

1000 x m) € (ya que A € creceria hasta valer A(1.05)" € en n afos). Por tanto, los pagos de 1000 €

al final de cada uno de los n afos siguientes valen s, € en este momento, siendo

= 1000 - + . 2+ + .
R Al ST R
_looof 1 /1 2+ i st
T 1.05 1.05  \1.05 U105
1 n
1_ e il
~ 1000 105/ 1000 [1 ( 1 )]

S5 1005 1.05
1.05
(@) El valor actual de los 10 pagas futuros es 5,0 € = 7721.73 €.
(b) El valor actual de los pagos futuros continuando para siempre es

. e 000 €
. == s

= 20000 €

Series telescopicas y series armonicas

"Ejemplo 3 LR

S | L, 1, K 4
,,;n(ﬂ+1)_1x2 2x3 3x4 4x5
converge y calcule su suma,

1 1 1
Solucién Como II{I]-I—I]:E_H-FI'SE puede escribir la suma parcial s, en la forma
e e | e - eapise 1 oo
= Tx2 2%x3 3x%4 T la—Dn ma+))

(- (-39
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1 1 1 1
+ == ==
(ﬂ— ﬂ) (ﬂ ﬂ+1)

3] =
%]
=
=
=
_I_
et

__rz+1

Por tanto, lim,_, ,, 5, = 1y la serie converge a 1:
= 1
El n(n+ 1)
Esto es un ejemplo de serie telesoépica, denominada asf porque las sumas parciales se convierten en una
forma simple cuando los términos se descomponen en fracciones simples. En los ejercicios al final de esta

seccién se pueden encontrar otros ejemplos. Como muestran estos ejemplos, el método de descomposicién
en fracciones simples puede ser una herramienta de utilidad para series ademas de para integrales,

Demuestre que la serie arndmica
i | L.t 1
n;5=1+5+§+4_+m
diverge a infinito,
Solucion Si s, es la suma parcial nésima de la serie arménica, entonces
PRES e e S
< 2 3 n

= suma de 4reas de los rectingulos sombreados en la Figura 9,3

1
}éreahajoy=;chsde x=1lhastax=n+1

n+1 Iy 1 X
—J = nin+ 1)

1

Ahora lim,,_, , In(n + 1) = co. Por tanto, lim,,_,, 5,= o y
= 1+1+1+ di infinit
n;l == aredc verge a 0

Como la serie geométrica, la serie arménica aparecerd a menudo en las secciones sigulentes.

2 3 n n+l x  Figura 9.3 Suma parcial de la serie arménica,
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Algunos teoremas sobre series

TEOREMA ) 51372, 4, converge, entonces lim, ., a,= 0,

DEMOSTRACION Si s,=a + a + - + a, entonces S, — S,—; = a, Si Yo, a,
converge, entonces lim,,_, , 5,= s existe, y lim,_, , 5, =s. Entonces lim,_, , a,=s—s5=0.

. |

Observacion El Teorema 4 es muy importante para la comprensién de las series infinitas.
Los estudiantes muchas veces se equivocan u olvidan que una serie no puede comerger si sus
términos no tienden a cero o confunden este resultado con su imverso, que es falso. El inverso
dirfa que, si lim,,,,, a,= 0, entonces ¥ ;°., a, debe converger. La serie arménica es un contra-
ejemplo que muestra la falsedad de esta afirmacion:

lim %= 0 pero Y J%-ﬂjmierge a infinito
A0 =1

Al considerar si una serie dada converge, la primera cuestién a plantearse es la siguiente:

«/Tiende el término n-ésimo a 0 cuando n tiende a 0o?», Si la respuesta es no, entonces la serie

no converge. Si la respuesta es s entonces la serie puede comerger o no comerger. Si la se-

cuencia de términos {a,} tiende a un limite L distinto de cero, entonces ¥ 7., a, diverge a infi-

nito si L > 0 y diverge a menos infinito si L < 0.

n
(@) ngl TR diverge a infinito ya que lim,,_, . T 1/2 > 0.
() Y2, (—1)"nsen(1/n) un diverge, ya que
lim (—1)".:1:9&11l = sen (1/n) = lim o 10
a0 n = a0 l,r‘ﬂ ¥=0+ X

El siguiente teorema afirma que es sélo el comportamiento definitivo de {a,} 1o que determina si
Y o1 a, converge. Se puede eliminar cualquier nimero de términos desde el comienzo de la se-
rie sin afectar a su convergencia; ésta depende sélo de la cola de la serie. Por supuesto, la suma
real de la serie depende de todos sus términos.

TEOREMA o Yo, a, converge siy solo si ¥ .y a, converge para cualquier entero N> 1.
R

TEOREMA () i (2.} es definitivamente positiva, entonces la serie Y%, , debe, o bien converger (st
sus sumas parciales estin acotadas superiormente), o bien divergir a infinito (si sus sumas
parciales no estan acotadas superiormente).

—

Las demostraciones de estos dos teoremas se dejan como ejercicios al final de esta seccién. El
teorema siguiente es simplemente una reformulacién de las leyes estandares de los limites.
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TEOREMA o SiY =1 a,y Y o= b, convergen a A y B, respectivamente, entonces
(@ Y., ca, converge a cA (siendo c una constante cualquiera);
b) Y7, (a,+ b,) converge a A+ B,
(c) Sia,< b,paratodo n=1, 2, 3, ..., entonces A< B

e
2 | ppatd
S TLEE Calcule la suma de la serie ) P
n=1
Solucion La serie dada es la suma de dos series geométricas,
o i il W b 1/3 1
P 3_“‘,,;._(5) -z )
o 2ﬂ+l o0 d: 2 n—1 4
7 = E — (—) = —’1’3 = 4
n=1 3 n=13 3 1_{2;3)
1
Por tanto, su suma es 3 +4= L por el Teorema 7(b).
|

Ejercicios 9.2

En los Ejercicios 1-18, calcule las sumas de las series A4 ) o ST
dadas, o demuestre que divergen (posiblemente a infinito o =1 ﬂ(‘“;r Jn:+2) ) 1
a menos infinito), Los Ejercicios 11-14 son series

telescopicas y, por tanto, deben resolverse mediante

= + - + e
I1x2x3 2x3%x4 3x4x5

descomposicién en fracciones simples, como sugiere el o 1 ® p
lo 3 de esta i6n,
Ejen;p 01 fs e © j T ngl 2n—1 " ,,g‘. n+2
Lo+—+—+..=Y — 2 - 2
3 9 27 n=13 1% ¥ m e 18 )
] ] ] =] 1 n—1 n=1 n=11 2l
R gt m = Z 3 (_ E) 19, Obtenga una expresion simple para las sumas parciales
- " ”_; p spde laserie Y 5, (—1)", y utilicela para demostrar
_ que la serie diverge.
- n;,'i (2 + ’T-)En 4 ngﬂ 1
20. Calcule la suma de la serie
5 E = 6 % : 11 1 1
&, 8 <, & z
"wzzm o 1" T2 1723 THz+3+4
7 o3 & Y n'cos(n) 21. Cuando se deja caer, una pelota elastica se eleva hasta
IR s una altura fres cuartos de la altura inicial. Si dicha
a %3"‘2 10 E?""Z altura inicial es de 2 m y se permite que la pelota
Fo T S rebote indefinidamente, jcuél es la distancia total que
o o 1 N 1 1 N viaja antes de pararse?
-ﬂg‘lﬂ(ﬂ-l—z]_lxﬂ 2x4 3x5 22, Siun banco paga en una cuenta un 10% de interés
- ! 1 ! 1 simple anual, jcual es el estado de la cuenta fras ocho
12 ¥ = e o+ e anos, si se depositan 1000 € a comienzo de cada uno
=1 @n—1@2n+1) 1x3 3x5 5x7 de esos ocho afios? Suponga que iniclalmente la cuenta

13.w : 1 b L&
ng’l(Sﬂ—E](Sﬂ—i-l]_lxd- 4x7 7x10

esta vacia,
+*28 Demuestre el Teorema 5.
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*24 Demuestre el Teorema 8, +28 Sitanto )’ a,como )’ b,divergen, entonces también
+23. Plantee un tearema analogo al Teorema 6, pero para diverge } (a, + ba).
una secuencia negativa. +28. Si a, > ¢ > 0 para todo n, entonces ) a, diverge a
En los Ejercicios 26-31, decida si las afirmaciones dadas infinito,

son verdaderas o falsas. Si son verdaderas, demuéstrelas. Si
son falsas, dé un contraejemplo para demostrar su falsedad.

+30. 513 a,diverge y {b,} estd acotada, entonces ) a,b,

diverge,
ALY, W AL 1080 1 ETIGNGHS, 7, A RIS, +31. Si tanto a, > 0 como Y a, convergen, entonces
+27. 513 a, converge, entonces )" (1/a,) diverge a Y (ad)” converge.

infinito,

VI Tests de convergencia para series positivas

En la secci6n anterior hemos visto algunos ejemplos de series convergentes (geométricas y teles-
cOpicas) cuyas sumas se pueden determinar de forma exacta, ya que las sumas parciales s, se
pueden expresar en forma cerrada como funciones explicitas de n cuyos limites cuando n— o
se pueden calcular, En general, no es posible hacer siempre esto para una serie dada y por tanto,
en general, no es posible determinar de forma exacta la suma de una serie, Sin embargo existen
muchas técnicas para determinar si una serie dada converge vy, si lo hace, para aproximar su su-
ma con cualquier grado deseado de precision,

En esta seccién consideraremos exclusivamente series positivas, es decir, series de la forma

Lr.o]
S a,=ata+at -

n=1
siendo a, = 0 para todo n = 1. Como se indic6 en el Teorema 6, una serie convergera si su su-
ma parcial est4 acotada superiormente y divergird a infinito en otro caso. Todos nuestros resulta-
dos se aplican también a series definitivamente positivas, ya que la convergencia o divergencia
depende s6lo de las colas de las series.

El test de la integral

El test de la integral proporciona una forma de determinar si una serie definitivamente positiva
converge o diverge, comparandola con una integral impropia de comportamiento similar.

El Ejemplo 4 de la Seccién 9.2 es un ejemplo del uso de esta técnica. Formalizaremos el
método con el siguiente teorema.

TEOREMA () El test de In integral

Supongamos que a,= f(n), siendo f positiva, continua y no decreciente en un intervalo
[N, oo) para algin entero positivo N, Entonces,

S a, vy j. f(h dt
n=1 N
ambas convergen o divergen a infinito.
DEMOSTRACION Sea s,= a, + a, + --- + a, Si n> N, tenemos que
S = Syt a1t g+ T3,
=sy+ fIN+1) + N+ 2) + -+ f(n)
= Sy + suma de las 4reas de los rectdngulos sombreadas en la Figura 9.4(a)

a0

<sSyt j f(f dt
N
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Si la integral impropia % f( dt converge, entonces la secuencia {s,} esta acotada su-
periormente y ¥ 7., a, converge,
A la inversa, supongamos que Y -, &, converge a la suma s. Entonces,

J f(# dt = area bajo y = f(#, por encima de y = 0 y desde ¢t = Nhasta t = o
N
< suma de las 4reas de los rectangulos sombreados en la Figura 9.4(b)

=ayt ayyy T ayge oo
=S5~ Sy-1< W

por lo que la integral impropia representa un 4rea finita y, por tanto, es convergente (omiti-
remos los detalles restantes para demostrar que limg_, , | £ (0 dt existe; como en el caso de
las series, el argumento se basa en la completitud de los niimeros reales).

y= fix)

n X N N+2 X
N+l N+3

(a) (b) Figura 9.4
_.

Observacion Si a,= f(n), siendo f una funcién positiva, continua y no decreciente en el
intervalo [1, o), entonces el Teorema 8 nos asegura que o2, a,y j° f(x) dx convergen ambas
o divergen ambas a infinito. No nos dice que la suma de las series sea igual al valor de la inte-
gral, Probablemente no tendran el mismo valor en el caso de convergencia. Sin embargo, como
veremos posteriormente, las integrales pueden ayudarnos a aproximar la suma de una serie.

El principal uso del test de la integral es establecer el resultado del siguiente ejemplo, refe-
rente a la serie Y ;2. , n~#, denominada serie p Este resultado debe memorizarse; en esta seccién
y en secciones posteriores compararemos frecuentemente el comportamiento de otras series con

la serie p.
IEETEN (Serie p Demuestre que
v . —p_ v L fconverge si p>1
ngl & E‘l n {dw.rge a infinito sf p<1

Solucién Obsérvese que si p> 0, entonces f{x) = x ¥ es positiva, continua y decreciente en el interva-
lo [1, oo). Por el test de la integral, la serie p converge para p > 1y diverge para 0 < p < 1, por compara-
clén con [i* x™ 7 dx (véase el Teorema 2(a) de la Secci6n 6.5). Si p <0, entonces lim,,_,,, (1/if) # 0, por
lo que en este caso la serie no puede converger. Al ser una serie positiva, debe divergir a infinito. -

Observacion La serie armonica ¥ oo n~" (el caso p =1 de serie p) est4 en la frontera entre
la convergencia y la divergencia, aunque de hecho diverge. Si bien sus términos tienden a 0
cuando n crece, no decrecen lo suficientemente rapido para permitir que la suma de la serie sea
finita. Si p> 1, los términos de 3 =, n~* tienden a cero lo suficientemente rapido para que su
suma sea finita. Podemos refinar la distincién entre convergencia y divergencia en p =1 utili-
zando términos que disminuyan més rdpido que 1/nm, pero no tan rapido como 1/nf para todo
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g>1. Si p>0, los términos 1/(n(Inn)?) tienen esta propiedad, ya que Inn crecen més lenta-
mente que cualquier potencia positiva de n cuando n crece. La pregunta que surge ahora es si
Y 72 1/(n(lnn)) converge. Lo hace, suponiendo de nuevo que p> 1; para comprobarlo se pue-

de utilizar el cambio y= Inx
J‘m dx B J‘“’ du
2 xﬂnxjp In2 W

que converge si p> 1 y diverge si 0 < p< 1. Este proceso de ajuste fino se puede llevar mas
alla (véase el Ejercicio 36 posterior).

Uso de cotas de integrales para estimar la suma de una serie

Supongamos que &, = f(X) parak=n+ 1, n+ 2, n+ 3, ..., siendo f una funcién positiva, con-
tinua y decreciente al menos en el intervalo [n, oo). Tenemos que:
s—s,= Y f(&
f=n+1

= suma de las 4reas de los rectdngulos sombreados en la Figura 9.5(a)

< I f(x) dx
De forma similar,
s — 8, = suma de las 4reas de los rectingulos de la Figura 9.5(b)
> J 109 d
n+1
y= f(x)

i el 2 p-3 x n n4lnt? n43 X

(a) (b) Figura 9.5
Si definimos

A = r () dx

n

entonces podemos combinar las inecuaciones anteriores para obtener
A1 S85— 5,54,
0, en otros términos,
Spt A1 €55, T A,

El error en la aproximacién s~ s, cumple 0 < s — 5, < A, Sin embargo, como s debe pertene-
cer al intervalo [s, + 4,4, 5, + A,], podemos mejorar la estimacién utilizando el punto medio
s de este intervalo como aproximacién de s. El error serd entonces menor que la mitad de la
longitud A, — A, del intervalo:
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Una aproximacién integral mejorada
El error |s — 57| en la aproximacién
Aok =
swsﬁ*=sﬂ+%&. siendo A,,=j f(x) dx
A — A,

cumple |5 — s} < 5

Siempre que se sabe que una cantidad pertenece un cierto intervalo, el punto medio dicho inter-
valo se puede utilizar para aproximar dicha cantidad, y el valor absoluto del error no serd nunca
superior a la semiamplitud del intervalo,

Calcule la mejor aproximacion sf a la suma s de la serle ¥ ;> 1/17, haciendo uso de la
suma parcial s, de los n primeras términos, ;Cuénto tendrfa que valer n para asegurar que la aproximacién
s = s7 tiene un error menor que 0.001 en valor absoluto? ; Cuénto tendria que valer n para asegurar que la
aproximacién s = s, tiene un error menor que 0.001 en valor absoluto?

Solucién Como f(¥) = 1/¥ es positiva, continua y decreciente en el intervalo [1, oo) para todo
n=1,12,3 .. tenemos que

Syt Ap1 €55, + A,

A [ o Ty [
1T, # R\ x

La mejor aproximacién a s ufilizando s, es

siendo
i

1
s

- l _ Z2n+1

=S ( n)_ + 2n(n+ 1)
1 1 1 2n+1
=y Ty TR o+

El error en esta aproximacién cumple

/1 1 1
s—sH<—|—— B < 0,001
| ”"“z(n n+1) 2n(n+ 1)

suponiendo que 2n(n + 1) = 1/0.001 = 1000. Se puede comprobar facilmente que esta condicién se cumple
si n= 22; la aproximacién

B e s i e
SEEmTITYTY 227 44 x 23
tendra un error cuyo valor absoluto no superara 0.001. Si hubiéramas utilizado la aproximacién s = s, sélo

podriamos haber concluido que

1
Dgs—s,,gA,,=E < 0.001

suponiendo que n > 1000; se necesitarian 1000 términos de la serie para obtener la precisién deseada.

Tests de comparacion

El siguiente test que vamos a considerar para series positivas es analogo al teorema de compara-
cién de integrales impropias (véase el Teorema 3 de la Seccién 6.5). Hace posible determinar la
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convergencia o divergencia de una serie compardndola con otra serie de convergencia o diver-
gencia conocida.

TEOREMA () Un test de comparacion

Sean {a,} y {b,} secuencias para las que existe una constante positiva K tal que, definitiva-
mente, 0 < a, < Kb,

(@) Sila serie ¥ 72, b, converge, entonces también lo hace la serie } 7., a,
(b) Sila serie ¥ 7., a, diverge a infinito, entonces también lo hace la serie Y ;2 b,

DEMOSTRACION Como una serie converge si y s6lo si su cola converge (Teorema 5),
podemos asumir, sin pérdida de generalidad, que la condicién 0 < a, < Kb, se cumple para
todon>=1, Seans,=a, +a + - +a,yS,= b + b, +--- + b, Entonces s, < KS,, Si
3 b, converge, entonces {S,} es convergente y, por tanto, acotada por el Teorema 1. Por
tanto, {s,} estd acotada superiormente, Por el Teorema 6, Z a, converge. Como la conver-
gencia de Y b, garantiza la de )’ a,, si la tiltima serie diverge a infinito, entonces la prime-
ra no puede converger, por lo que debe divergir también a infinito,

—

5 El Teorema 9 no dice que si ) a, converge, entonces ) b, converge.
EATENCIONIY F posible que la suma mész):ueqmﬁa sea finita y quezla suma mads
grande sea infinita (no debe confundirse un teorema con su inverso).

m (Cuéles de las siguientes series convergen? Justifique sus respuestas.
s 1 X 3n+1 M|
@ n; 7 O ﬂ; 7+ 9 “.Inn
Solucion Para cada caso hay que encontrar una serie de comparacién adecuada, que ya sepamos que
converge o diverge.

1 1 1
gy <gePAran=123 ..y como 3 b on €5 Una serie geométrica convergente, la

(a) Camo 0 <

1
5y T PTIE] también converge por comparacion,

in+1

3
(b) Obsérvese que se comporta como - para 1 grande, por lo que podemos comparar esta serie con

3
]
la serie p convergente ¥ 5>, n~ 7, Tenemos, para i1 > 1,
n+1 3n & 1 3ﬂ+1 3+1 4
Pl P+l Pl PR 7

Por tanto, la serie dada converge por el Teorema 9.

1 1 1
(c) Paran= 2,3, 4, ..., tenemos que 0 < Inn < n. Por tanto, e > W Como Z;‘;Lz 5 diverge a infinito (es

1
una serie arménica), también lo hace Z;‘f:z I por comparacién,

El teorema siguiente proporciona una versién del test de comparacién que no es tan general co-
mo el Teorema 9, pero que muchas veces es més facil de aplicar en casos especificos.
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TEOREMA () Un test de comparacién en o lmite
Supongamos que {a,} y {b,} son secuencias positivas y que

]Jm——L

P dval b
Siendo L un nimero finito no negativo o + oo,
@ Sil<owy fo_l b, converge, entonces Zj‘f_l a, también converge.
(b) Si L>0yY 7., b,diverge a infinito, entonces también lo hace ¥ 72, a,

DEMOSTRACION Si L < o, entonces para n suficientemente grande, tenemos que

b,>0y
U2 gl+1
b, S
por lo que 0 < a, < (L + 1)b,. Entonces, Y 7, a, converge si ¥ j.; b, converge, por el

Teorema Q[a}
Si L > 0, entonces, para n suficientemente grande,

4 L
b~ 2
por tanto, 0 < b, < (2/L)a,y Y o= &,y diverge a infinito si lo hace 3 ;= b, por el Teo-
rema 9(b).
e

Eiemplo 2N ;Cudles de las siguientes series convergen? Justifique sus respuestas.
il n+35
) 2’11 \f (b) ﬂglns—2n+3
Solucion De nuevo debemos escoger apropiadamente las series de comparacién,
(a) Los términos de esta serie disminuyen como 1,"\/;1 Obsérvese que
1
1+
tmim My g
= a0 i n—-m1+\/_ n=so0 1}[\/;3)4_1
I

1
Como la serle p Y 71 —= diverge a infinito (p= 1/2), también lo hace la serie ) ;°, .

por la

1
+/n
prueba de comparacién en el limite,
(b) Para n grande, los términos se comportan como /17, por lo que podemos comparar la serie con la serie
p Y 21 1/, que sabemos que converge,

n+5

P —2n+3 i+ 51F
L= ]im A = ]j_m =
oo i n—co I — 20+ 3
g
- n+5
Como L < oo, la serie )’ mtambién converge por la prueba de comparacién en el limite,
n=14

n
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Para aplicar con éxito la versién original del test de comparacién (Teorema 9), es importante in-
tuir si la serie dada converge o diverge. La forma de la comparacién dependera de si estamos
intentando demostrar la convergencia o la divergencia. Por ejemplo, si no intuimos que

& 1
,,Z:l 100n + 20 000
diverge a infinito, podriamos intentar demostrar que
1 1

.. R <

100n+ 20000 n
Aunque eso es cierto, no sirve de nada, } 2., 1/ndiverge a infinito; por tanto, el Teorema 9 no
nos da informacién para esta comparacién. Por supuesto, podriamos demostrar que

1 1

1007 + 20 000 = 20 1001

y concluir por el Teorema 9 que Y 7%, (1/(100a2+ 20 000)) diverge a infinito por comparacién
con la serie divergente Z;‘,".l 1/n. Una forma més facil es utilizar el Teorema 10 y el hecho de

paran=1,2,3, ...

sin=z1

que
1
1007 + 20000 n I
L=t =1 = 1™ To0n+ 20000 100”°
n

Sin embargo, el test de comparacién en el limite del Teorema 10 tiene una desventaja cuando se
compara con el test de comparacién ordinaria del Teorema 9. Puede fallar en ciertos casos por-
que el limite L puede no existir, En tales casos es posible que el test de comparacién ordinario
sirva todavia.

® 14

m Compruebe la convergencia de la serie )’ jzenn.
n=1

Soluciéon Como

1 +senn

lim

=00

= lim (1 + senn)
]. M=+ a0
"
no existe, el test de comparaci6n en el limite no nos da informacién. Sin embargo, como n < 1, tenemos

que
1+senn 2

La serie dada converge, de hecho, por comparacion con 52, 1/#, utilizando el test de comparacién ordi-
nario.
|

Tests de la razén y de la raiz

TEOREMA @ Test la razén

aﬂ+1

Supongamos que a, >0 (definitivamente) y que p = lim existe 0 es + o0,

f=—+a0 i
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(@) Si0<p <1, entonces Y oo, a, converge,
(b) Sil< p < oo, entonces lim,,, , a,= o0y Y. 2, a,diverge a infinito.
(c) Si p=1, no se tiene informacién; la serie puede converger o divergir a infinito.

DEMOSTRACION Aqui, p es la letra griega «rho» mintiscula (que se pronuncia «ro»),

(@ Supongamos que p < 1. Selecciénese un nimero r tal que p < r < 1. Como sabemos
que lim,_, . a,./a, = p, tenemos que a,,./a, < r para n suficientemente grande; es
decir, a,.., < ra, para, por ejemplo, n = N, En particular,

a1 < Ty
ay.p < Iy, < Pay

ayi3 < Ty, < Fay

Bty 20 1,2 8.0

Entonces, ) 7.y a, converge por comparacién con la serie geométrica convergente
Y 20 . Se deduce entonces que ¥ 2., a,= Y4} a,+ ¥ =  a,debe también con-
verger.

(b) En este caso, supongamos que p > 1. Selecciénese un nimero rtal que 1 < r<p.
Como lim,_, . a,,./a, = p, tenemos que a,./a, = r para n suficientemente grande,
por ejemplo, n = N Se supone que N se escoge lo suficientemente grande para que
ay > 0. Utilizando un argumento similar al del apartado (a), se deduce que ay. ;=
Ha, para k=0, 1,2, .., ycomo r> 1, lim,_,, &,= oo, Por tanto, ;2. a,diverge a
infinito,

(c) Sip se calcula para la serie Y 22 1/ny Y. =, 1/rf, se obtiene en ambos casos p = 1.
Como la primera serie diverge a infinito y la segunda converge, la prueba de la razén
no puede distinguir entre convergencia y divergencia si p = 1.

—

Todas las series p caen en la categoria indefinida de p = 1, como también } 2., a, siendo a,
cualquier funci6n racional de n El test de la razén es de mayor utilidad en el caso de series
cuyos términos decrezcan como minimo exponencialmente rdpido. La presencia de factoriales en
algin término sugiere también que el test de la razén puede ser de utilidad.

ST TGRS Compruebe la convergencia de las sigulentes serles:

@ 99" @ P @ © (2!
O e Orm OLn O3y

Solucién En cada una de ellas utilizaremos el test de la razdn,

99"t! 199" 99
@) p_n]j-l};la {ﬂ+l]l/ﬂ_l_n-mn+1

=0<1.

Por tanto, } 72, (99"/nl) converge.

(n+1)° |1® 1 /m+13 1
l:b:'P=Ul‘ﬂW/ lim—( )=—=:1.

=00 2_ﬂ=n-0002 n 2

Por tanto, 3 72, (1£/2") converge.
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@);)=lhn-i£j;gl_/ﬂ!— mn_jfj;ﬂlfi_= Hm ( n )n

moo (+ 1) 1 o (n+ 1) 1p n+1

1 1
=lim ——5=-<1.

F=—<
= (14_E) (=
n
Por tanto, ' 2, (nl/r) converge.

o @E+D /Al @n+2@a+1)
ol i e 1)!)2/m!)2 N TP

Por tanto, ¥ 7, (2n) |/(nl)* diverge a infinito.

=4>1,

El teorema siguiente es muy similar al test de la razén, pero se utiliza menos frecuentemente. Su
demostracién se deja como ejercicio (véase el Ejercicio 37). Los Ejercicios 38 y 39 presentan
ejemplos de series donde se puede aplicar.

TEOREMA (F) Test de la rakz
Supongamos que a, > 0 (definitivamente) y que ¢ = lim,,_, ,, (a,)"” existe 0 es + o,
(@ Si0<o <1, entonces Y 7., a, converge,
(b) Si 1 <o < oo, entonces lim,_,, a,= o0 y Y 7oy a, diverge a infinito.
(c) Sie =1, esta prueba no da informacién; la serie puede converger o divergir a infinito,

ﬂ---------..

Uso de cotas de la serie geométrica para estimar la suma
de una serie

Supongamos que una inecuacién de la forma
0<a,<Kr*

se cumple parak=n+1,n+2 n+3, .., slendo Ky rconstantes y r < 1. Entonces podemos
utilizar una serie geométrica para acotar la cola de } 72, a,

0gs-s,= Y a4< Y K*

k=n+1 k=n+1

=Kl +r+F#+ )
ﬁ&ﬂ+1
:l—r

Como r < 1, la serie converge y el error tiende a 0 con una velocidad exponencial cuando n crece.

(ST T Fn la Seccién 9.6 demostraremos que

LI S —
TR TR TR Il
Recuérdese que 0l = 1, Estime el error si la suma s, de los 1 primeros términos de la serie se utiliza para
aproximar el nimero e, Calcule el valor de e con una precision de tres cifras decimales utilizando esta
serie,
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Solucién Tenemos que

1+1+1+1+ PR
S ATRAT 3 (2= 1)
1

1+1+1+1+1 -+
- 2 T (n— 1!

Como la serie comienza con el término correspondiente a n = 0, el término n-ésimo es 1/(n— 1)I. El error
de la aproximacion s = s, se puede estimar como sigue:

g g B g L g

n (n+) @+2)] (@n+3)l

OD<s—s,=

1 1 1 1
=E(1+n+1+{n+1)(ﬂ+ 2 mrDEtmt 3}+'")

1 1 1 1

<l (1+n+1+ @+1? @D )
yaque n+2>n+1 n+3>n+ 1, y asi sucesivamente, La (iltima serle es geométrica, por lo que
1 1 n+1
U-::s—s,,-c:ﬂ—l TR =g

Cn+1

Si se desea estimar e con una precisién de tres cifras decimales, entonces hay que asegurar que el errar es
menor que 5 en la cuarta cifra decimal, es decir, el error es menor que 0.0005, Entonces deseamos que

el ik o
Al = 2000
Como 7| = 5040 pero 6] = 720, se puede utilizar n= 7, pero no més pequefio, Tenemos que
1 1 1

1
exs=1+1+ I+ I+— _I

11 1 1 1
=g tetatm tam ™ 2,718 con 3 cifras decimales de precision
2 24 720 -

Es apropiado utilizar series geométricas para acotar las colas de series positivas cuya convergen-
cia se podria demostrar por el test de la razon, Esas series convergeran definitivamente mas répi-
do que cualquier serie p Y 5, n~ 7, para la que la razén limite es p = 1,

Ejercicios 9.3

2 4 L1
En los Ejercicios 1-26, determine si las series dadas 7 = 8 )
convergen o divergen utilizando el test apropiado. Las a=z (Inn) a=1 In(32)
series p y las serles geométricas se pueden utilizar para e 1 & i
tests de comparacion, Tenga cuidado con las series cuyos 5 nZ-l R 1y
trminos no tienden a cero. n—02tn
w0 1 o n ® 14 p'h i i
l-nglﬂz‘l‘l znglﬂ" 11-J'IZ“IE"'HS"3 lzn;ll-FnJE
05 ol | w \/_::, = 1 & 1
3 13 ———— 14 ———
,,;1 m+1 A E o nZS nlnn/Inlnn nzz nlnn(Inln )’
2 1 = 1 < 1- ( n” ol
2, 15 16
in;l sennE’ nng’aﬁ"+5 E E ﬁ
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- 1 18 n +38, Utilice el test de la rafz para comprobar la
7. ;El 25(n + 1) ngl al convergencia de la siguiente serie:
a0 I
= n * (2n)le” n
8 2 e 2 2 Gl 2 (ﬂ+ 1)
@ \/; w l00gn 40. Repita el Ejercicio 38, pero utilice el test de la razén
2. Y g 22 3 \/_I en vez del test de la raiz.
n="7 =0 11
= @)l T «4l. Intentg. uﬂljéz.ar el test de la razon para determinar si
et < 27(nl) _
23 ,,;l e 24 ngl Y ngl T T L Qué sucede? Observe ahora
on o0 i que
= ;,;,, 37— P 268 ,,g, ol 22%(nl)?  [2n(2n—2)(2n—4) -6 x 4 x 2J?
En los Ejercicios 27-30, utilice s,y cotas integrales para 2ml  2n@n— 1)(2n—2) -4 x3x2x1
calcular el minimo intervalo que pueda asegurar que on  2n— 2 4 9

van M — X —

X x
2n—1 2n-—-3 3 1
¢ Converge la serie dada? ;Por qué o por qué no?

contiene a la suma s de las series, Si se usa el punto medio =
de este inftervalo s; para aproximar s, jcual deberfa ser el
valor de 1 para asegurar que el error es menor que 0,001?

27 v 28 . L = )l
A jg.l ? gl B +42, Determine si la serie IE[ P converge.
ol | o | Sugerencia Proceda como en el Ejercicio 41,
29, tgl PR 30 gl 1 Demuestre que a, = 1/(21).

Para cada una de las series positivas de los Ejercicios
31-34, calcule la mejor cota superior que pueda para el
error s — &, producido si la suma parcial s, se utiliza para
aproximar la suma s de las serles, ;Cuéntos términos de

cada serie serfan necesarios para asegurar que la
aproximacién tiene un error menor que 0,0017

o |
al.;ghéiﬁ
a0 n

= L e

35. Utilice el test de la integral para demostrar que
converge, Demuestre que la suma s de la serle es
menor que 7/2.

+38 Demuestre que ¥ 525 (1/(nln n(Inln n)#) converge si
y sélo si p > 1. Generalice este resultado a series de

la forma

[=4]

anjg; @ﬂ"l”

=0}

M

1

n;fu’ n{lnn(lnln ) .- (In;n)(In; , B*

slendo lnjﬂ =Inlnlnln---Inn
e

+37. Demuestre el test de la raiz. Sugerencia: Siga los
pasos de la demostracion del test de la razén,

38 Utilice el test de la raiz para demostrar que )’
n=

converge.

+43% (a) Demuestre que si k> 0y nes un entero positivo,
1
entonces n < I (1+ A"

(b) Utilice el resultado de (a) con 0 < £ < 1 para
obtener una cota superior de la suma de la serie
Y n=o 12", ;Para qué valor de & es minima esta
cota?

{c) Sise usalasuma s, de los n primeras términos
para aproximar la suma s de la serie del apartado
(b), obtenga una cota superior del error s — s,
utilizando la inecuacién de apartado (a). Para un n
dado, calcule el valor de & que minimiza esta cota
superior,

+44 (Mejora de la convergencia de una serie) Sabemos
que Y oy 1/(n(n+ 1)) = 1 (véase el Ejemplo 3 de la
Seccién 9.2), Como

1 1 1
E=ﬂ—m+1)+cm siendo C"=—(n+1)

[=u] 1 [=u]
tenemas que ) Z=1t Y B
n=1 n=1

La serie I, ¢, converge mas rdpidamente que

¥ o1 1/if porque sus términos disminuyen como
1/, Par tanto, se necesitaran menos términos de esa
serie para calcular ) 2, 1/ con cualquier grado
deseado de precision, que los que serfan necesarios si
se calculara con ¥ 72, 1/1f directamente, Utilizando
cotas integrales superior e inferior, determine un valor
de n para el que la suma parcial modificada s; de la
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serie 3’72, ¢, se aproxima a la suma de esa serie con
errar menor que 0.001 en valor absoluto. A partir de
aqui, determine Y%, 1/ con una precisi6n de 0.001
respecto a su verdadero valor,

La técnica presentada en este ejercicio se conoce
con el nombre de mejora de la convergencia de una
serie, Se puede aplicar para estimar la suma de ) a,
si se conoce lasuma de Y b,y si a, — b,= c,
cuando | ¢, decrece mas rapido que |a,| cuando n
tiende a infinito.

(a) ¢Cuénto tendria que valer n para asegurar que el
error de la aproximaci6n s = s, es menor que 0.001
en valor absoluto?

(b) La serie geométrica 3 > | 1/2” converge a 1, Si
1 1
" 1
%:a n=1, 2,3, .., (cuintos términos de la serie

=1 b, son necesarios para calcular su suma con
una precisién de 0,0017?

45. Considere laserie s =372, 1/2"+ 1), yla =

(c) Utilice el resultado del apartado (b) para calcular
suma parcial s, de sus primeros n términos. ==

¥ 2, 1/(2"+ 1) con una precisién de 0.001.

m Convergencia absoluta y condicional

Todas las series Y ;= a, consideradas en la seccion anterior eran definitivamente positivas; es
decir, a, = 0 para n suficientemente grande. Ahora eliminaremos esta restriccién y permitiremos
que los términos a, tomen valores reales arbitrarios, Sin embargo, siempre podemos obtener una
serie positiva a partir de cualquier serie dada sustituyendo todos los términos por sus valores ab-
solutos.

DEFINICION 5 Convergencia absoluta
Se dice que la serie Y 72, a,es ahsolutzamente convergente si ) 7 | |a,| converge.

La serie

converge absolutamente ya que

- 5

n=1]

(—=1)" = 1 1 1 1
7 |- L= gt

converge, Parece razonable pensar que la primera serie debe converger, y su suma s deberfa

cumplir —S< s< S En general, la cancelacién que se produce cuando algunos términos son

negativos y otros positivos hace mds fdcif que una serie converja que en el caso de que todos los

términos sean del mismo signo, El siguiente teorema permite verificar esta afirmacion.

TEOREMA @ Si una serie converge absolutamente, entonces converge.

DEMOSTRACION Sea ) 7., a, absolutamente convergente, y sea b, = a, + |a,| para
todo n. Como —|a,| < a, < |a,|, tenemos que 0 < b, < 2|a,| para todo n. Por lo tanto,
Y1 b, converge por el test de comparacion. Entonces, 0, a, =300, b, — Y |a,
también converge.

]

Aunque la convergencia absoluta implica convergencia, la convergen-

il ATENCION I ) implica convergencia absoluta.
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De nuevo hay que tener cuidado con no confundir la afirmacién del Teorema 13 con la afirma-
cién inversa, que es falsa. Pronto demostraremos en esta seccién que la serie arménica alter-
nante

20 1L ]

Loy oy

converge, aunque no converge absolutamente. Si sustituimos todos los términos por sus valores
absolutos, se obtiene la serie arménica divergente

5 1+1+1+1+
. — — = e = O
X 5 2737 4

DEFINICION 6 Convergencia condicional

Si Y ;.. a, es convergente, pero no absolutamente convergente, se dice que es condidio-
convergente 0 que comverge condicionalmente

La serie armdnica alternante es un ejemplo de una serie condicionalmente convergente,

Los tests de comparacién, el test de la integral y el test de la razén se pueden utilizar para
comprobar la convergencia absoluta. Se deben aplicar a la serie } 72, |a,|. Para el caso del test
de la razon se calcula p=lim, ., |&,.1/al Sip <1, entonces Y i, a, converge absoluta-
mente, Si p > 1, entonces lim,, ,, |a,| = oo, por lo que tanto 3 52, |a,| como Y 2, a, deben
divergir, Si p = 1, no tenemos informacion; la serie Y ;2, a, puede converger absolutamente,
puede converger condicionalmente o puede divergir.

m Compruebe la convergencia absoluta de las series siguientes:

il A b ©  ncos (nm)
- ,,; 2n—1"' ®) = g
Solucién

{—l:ln_l 1 _ n _ 1 a0
{a) I}_.lrgn TR Lh'l;lo T > 0. Como la serie arménica )’ 7, (1/n) diverge a infinito, el

test de comparacién nos asegura que Eff’:, (—1)™Y(2n— 1)) no converge absolutamente,
® o {n+1]cm((ﬂ+1)n)/noos[1m) n+1 1
p= =

= =—¢:'_]_.
=0 EH_H 27 o= 20 2

Obsérvese que cos (7m) no es mas que otra forma de escribir (— 1)”, Por consiguiente (test de la razén),
Y az1 ((ncos (nm))/2") converge absolutamente, -

El test de la serie alternante

No podemos utilizar ninguno de los tests desarrollados anteriormente para demostrar que la serie
armdnica alternante converge; todos esos tests se aplican sélo a series (definitivamente) positi-
vas, por lo que solamente se puede comprobar la convergencia absoluta. Demostrar la conver-
gencia que no es absoluta es en general mas dificil. Presentaremos s6lo un test que puede servir
para comprobar esa convergencia; este test s6lo se puede usar en una clase muy especial de series.

TEOREMA @ Test de sexies alernandes

Supongamos que {a,} es una secuencia cuyos términos satisfacen, para algtin entero posi-
tivo IV,
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l:j} ‘an‘aﬂ+1""‘_‘{}para”;'?'JI“'I|ir
(1) 12,+1] < |2,| para n> Ny
(i) lim, ., a,=0

es decir, los términos son definitivamente alternantes en signo y de tamano decreciente, y
la secuencia tiene como limite cero, Entonces la serie Y ;°.; a, converge.

DEMOSTRACION Podemos asumir sin pérdida de generalidad N= 1, ya que la con-
vergencia s6lo depende de la cola de la serie. Asumimos también a, > 0, ya que la de-
mostracion si a; < 0 es similar, Si 5,= a, + a + -+ + a, es la suma parcial n-ésima
de la serie, a partir de la alternancia de {a,} se deduce que a,,.; >0y a, <0 para
todo n. Como los términos disminuyen de tamano, ag,,, = — &, Por tanto,
Sn+2 = Son * &pe1 T Bppiz = S, para n=1, 2, 3, ... Las sumas parciales pares {s,,}
forman una secuencia creciente. De forma similar, 5,1 =%, 1+ &, + &1 < Sp-1,
por lo que las sumas parciales impares {s,,_,} forman una secuencia decreciente. Como
S = Sp-1 T &, < S,-1, se puede decir, para todo n, que

S S L5, S5, 155, 1S 5SS S

Por tanto, 5 es una cota inferior de la secuencia decreciente {s,,_}, ¥ 5 es una cota su-
perior de la secuencia creciente {s,,}. Por tanto, ambas secuencias convergen por la com-
pletitud de los niimeros reales:
B St = Soper B 5=

Ahora &n=Sn-1" 5 Pa' lo que D=]imn-—-cc| dan= ]imn—nm (525— 1 —'&njz'simpar_sgm' Por
tanto, Siypar = Spr = S por ejemplo. Todas las sumas parciales s, son de la forma s,,; 0
de la forma s,,,. Por tanto, lim,_, ., s,= s existe y la serie Y (— 1)"! a, converge a esta
suma s.

—

(| ATENCION || Lea despacio esta demostracion y piense por qué cada afirmacién es

cierta,

Observacién La demostracién del Teorema 14 prueba que la suma s de la serie siempre esta
entre dos sumas parciales consecutivas de la serie:

obiens,<s<s,.;, obien s,.,<s5<s5,

Esto demuestra el siguiente teorema.

TEOREMA @ Esllmackin dd avor en serles slernanies

Si la secuencia {a,} cumple las condiciones del test de las series alternantes (Teorema
14), de forma que la serie Zj‘f_l a, converge a la suma s, entonces el error en la aproxi-
macién sa s, (siendo n=> N) tiene el mismo signo que el primer término omitido
8,41 = Sp+1 — Sp Y SU tamafio no es mayor que el de dicho término:

n

|S_ Sﬂl g |Sﬂ+1 B Snl = |aﬂ+1|

e
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_1yn
m (Cuéantos términos de la serie E i N ;n son necesarios para calcular su suma con un

error menor que 0,0017

Solucion Esta serie cumple las hipétesis del Teorema 15. Si utilizamos la suma parcial de las i primeros
términos para aproximar la suma de la serie, el error cumplird

|error| < |primer término emitido| = {5 2751

Este error sera menor que 0.001 si 1 + 2°*! > 1000. Como 2'° = 1024, n+ 1 = 10 servir4, Ser4n necesa-
rios 9 términos de la serie para calcular la suma con un margen de 0.001 respecto a su valor real,

Cuando se determina la convergencia de una serie dada, es mejor considerar primero si la serie
converge absolutamente, Si no lo hace, entonces queda todavia la posibilidad de convergencia
condicional.

m Compruebe la convergencia absoluta y condicional de las siguientes series:

_n— 1;}—1
R

Solucién Los valores absolutos de los términos de las series (a) y (b) son, respectivamente, 1/ny 1/
(Inn), Como 1/(nn) > 1/ny 3 7=, 1/ndiverge ainfinito, ninguna de las serles (a) o (b) converge absoluta-
mente, Sin embargo, ambas series cumplen los requisitos del Teorema 14 y, por tanto, ambas convergen.
Cada una de esas dos series es condicionalmente convergente

La serie (c) es absolutamente convergente porque |(—1)"~'/r'| = 1/, y ¥ o, 1/#" es una serie p con-
vergente (p = 4 > 1), Podriamos establecer su convergencia utilizando el Teorema 14, pero no hay necesi-
dad de hacerlo ya que toda serie absolutamente convergente es convergente (Teorema 13), -

{ _ ] —7 ¢Para qué valores

(ST TN | Para qué valores de x converge absolutamente la serie E
n=1
converge condicionalmente? ;Para qué valores diverge?

Solucion En las series en cuyos términos aparecen funciones de una variable x es mejor, en general, em-
pezar probando la convergencia absoluta con el test de la razdén, Tenemos que

(x— 5™ Jx—5" _ x—5 x—5
(n+ 12"+ poo meon+ 1| 2 2

La serie converge absolutamente si | (x — 5)/2| < 1. Esta inecuacién es equivalente a |x — 5| < 2 (la distan-
cla de xa 5 es menor que 2), es decir, 3 < x< 7. Si x <3 0 x> 7, entonces |(x — 5)/2| > 1. La serie di-
verge; sus términos no tienden a oer-::-,

St x=3, la serle es ) 71 ((—1)"/n), que converge condicionalmente (es una serie arménica alternante);
st x=17, la serle es la serle armémica Y a=1 1/n, que diverge a infinito. Por tanto, la serie dada converge
absolutamente en el intervalo abierto (3, 7), converge condicionalmente en x=3 y diverge en el resto.

n

p= ]

=0

[= ] X n
m ¢Para qué valores de x converge absolutamente la serie de Y (n+ 1) (m) ? ¢Para
n=0
qué valores converge condicionalmente? ;Para qué valores diverge?
Solucion Empezaremos de nuevo con el test de la razén,

¥ nt+1 ¥ n
= lim |(n+ 2)° +1)*
P n—s+cn (m ) ( +2) /Lﬂ ) (X+2)
n+ 2\ x X | x|
s \n+1/) |x+2 x+2| |x+ 2
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La serie converge absolutamente si |x|/|x + 2| < 1. Esta condicién dice que la distancia desde x hasta 0 es
menor que la distancia desde x hasta —2. Entonces x > — 1. La serie diverge si |x|/|x + 2| > 1, es declr, si
x< —1.Six= —1laseriees ¥, (—1)" (n+ 1)% que diverge. Concluimos que la serie converge abso-
lutamente para x > —1, no converge condicionalmente en ninguna parte y diverge para x< —1, -

Cuando se utiliza el test de las series alternantes, es importante verificar (al menos mentalmente)
que se cumplen las tres condiciones (i)-(ii).

(SN TJ LA Compruebe la convergencia de las siguientes series:

n+1
(a) ngl (—1)" lT
L.t 1 .1 =
W I=gfg e ts o g b
5 ={1;‘n st n es impar
" |=1 st nes par
Solucién

(@) En este caso, los términos a, son alternantes y disminuyen de tamafio cuando n crece, Sin embargo,
lim,_.., a,= 1% 0. Por tanto, no se puede aplicar el test de las series alternantes. De hecho, la serie
diverge porque sus términos no tienden a 0.

(b) Estas series alternantes y sus términos tienen como limite cero, Sin embargo, los términos no dismi-
nuyen de tamano (ni siquiera definitivamente). No se puede aplicar tampoco el test de las series alter-
nantes. De hecho, como

— - converge, y

E 3
l+=+=++
3 5 2n— 1

se puede ver rapidamente que la serie dada diverge a infinito,

+ .« diverge a infinito

Reordenacion de los términos de una serie

La diferencia béasica entre la convergencia absoluta y la condicional es que cuando una serie
Y 72, a, converge absolutamente, lo hace porque sus términos {a,} disminuyen de tamafio lo
suficientemente rdpido para que su suma sea finita aun cuando no se produzca cancelacién de
términos de signo opuesto. Si se requiere esta cancelacién para que la serie converja (porque sus
términos decrecen mas lentamente), entonces la serie sélo puede converger condicionalmente,
Considere la serie arménica alternante
i 1 . [ “ 1 1 +
2 3 4 5 8
Esta serie converge, pero sélo condicionalmente, Si tomamos la subserie que contiene sélo los
términos positivos, se obtiene la serie
1 1 1

L e

que diverge a infinito, De forma similar, la subserie de los términos negativos

diverge a menos infinito.
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Si una serie converge absolutamente, la subserie formada por los términos positivos y la sub-
serie formada por los términos negativos deben converger a una suma finita. Si una serie conver-
ge condicionalmente, las subseries positiva y negativa pueden divergir, respectivamente, a co y a
— o,

Utilizando estos hechos, se puede responder a una pregunta que surgio al principio de la Sec-
cién 9.2. Si reordenamos los términos de una serie convergente, de forma que se sumen en orden
diferente, Jdebe converger la serie reordenada, y si lo hace, convergera a la misma suma que la
serie original? La respuesta depende de si la serie original era absolutamente convergente o sélo
condicionalmente convergente.

TEOREMA () Comvergencia de Ia reordenacion de una serie

() Si los términos de una serie absolutamente convergente se reordenan de forma que su
suma se realice en un orden diferente, la serie reordenada convergera a la misma suma
que la serie original.

(b) Si una serie es condicionalmente convergente, y L es un nimero real cualquiera, en-
tonces los términos de la serie se pueden reordenar de forma que la serie converja
(condicionalmente) a la suma L. También se pueden reordenar de forma que diverja a
00, @ — o0 0 que simplemente diverja.

e

El apartado (b) demuestra que la convergencia condicional es un tipo sospechoso de convergen-
cia, ya que depende del orden en que se suman los términos. No presentaremos una demostra-
cién formal del teorema, pero daremos un ejemplo que sugiere lo que significa (véase también el
Ejercicio 30 posterior).

(ST T LI En la Seccién 9.5 demostraremos que la serie arménica alternante

o ()t X 1+1 1+1 1+1
&~ n 23 45 8 1

converge (condicionalmente) a la suma In2., Explique c6mo se pueden reordenar sus términos para que
converja a 8,

Solucién Empezaremos por sumar los términos de la subserie positiva

1+1+1+
3 5

continuando hasta que la suma parcial supere 8 (lo que ocurriré en algiin momento ya que la subserie posi-
tiva diverge a infinito), Sumamos entonces el primer término — 1/2 de la subserie negativa

Esto reducira la suma parcial por debajo de 8 de nuevo. Volvemos ahora a sumar términos de la subserie
positiva, hasta que la suma parcial vuelva a valer mas de 8, Sumamos ahora el segundo término de la sub-
serie negativa y la suma parcial volvera a estar por debajo de 8. Se repite este procedimiento, alternando la
suma de términos de la subserie positiva para forzar a que la suma supere 8 y, después, términos de la sub-
serie negativa para forzar a que la suma sea inferior a 8, Como ambas subseries tienen un niimero infinito
de términos y divergen a oo ya — oo, respectivamente, al final se incluirdn todos los términos de las series
originales, y las sumas parciales de las nuevas series oscilaran por encima y por debajo de 8, convergiendo
a ese ntimero, Por supuesto, se puede usar cualquier otro nimero en vez de 8, -
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Ejercicios 9.4

Determine si las series de los Ejercicios 1-12 convergen

absolutamente, convergen condicionalmente o divergen.
w (_ gyl @  (_7ym
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En las series de los Ejercicios 13-18, calcule el minimo
entero n que asegura que la suma parcial s, se aproxima a
la suma s de la serie con un error menor que 0.001 en valor

absoluto.

& e = (1
®LEVTeE B’ A

[+ &) [+ u] 3
15 Y (- = 18y (1>

n=1 E n=0 ﬂ!

Determine los valores de x para los que las series de los
Ejercicios 17-24 convergen absolutamente, convergen
condicionalmente o divergen,

e R e
17. 18
¥ ;n~fﬂ+1 ng'l 2™

[= i £ {X— l)ﬂ
= ,,;] A

® 1 3y 42\
mﬂglzn—l( -5 )

© ®© (4x+ 1)”
= ,,g‘z 27Inn =
W Series de potencias

ol 4 s VT 24 ¥

l.ﬂ
. E’ Py n_ln( )

+25 ;Se puede aplicar directamente el test de las series
alternantes a la serie ) 7, (1/n)sen (nm/2)?
Determine si la serie converge,

*28 Demuestre que la serie ) 72, a, converge
absolutamente a a,= 10/if para npary a

= —1/10" para n impar,
(Cudles de las siguientes afirmaciones son verdaderas
y cuéles son falsas? Justifique su respuesta en el caso

de verdaderas o dé un contraejemplo en el caso de
falsas.

(@) S1Y ., a,converge, entonces 3 o, (—1)"a
converge
) S1) 5L, a,convergey » =, (—1)"a, converge,
entonces Zn_l a, converge absolutamente

c) St En—[ a, converge absolutamente, entonces
Y at1 (—1)"a, converge absolutamente.

(a) Utilice un argumento basado en la suma de
Riemann para demostrar que

=27

«* 2R

Innl EJ. Intdt=nlnn—n+1

1
(b) ¢Para qué valores de x converge absolutamente la

: 3

serie ) %‘? ¢Para qué valores converge
n=1

condicionalmente? ;Para qué valores diverge?

(Sugerencia: Utilice primero el test de la razén,

Para probar los casos donde p = 1, puede resultar

de utilidad la inecuacién del apartado (a)).

(Para qué valores de x converge absolutamente la

20 1x"
serle 30y ,:,IE:)W? ¢Para qué valores converge

condicionalmente? ;Para qué valares diverge?
Sugerencia. Véase el Ejercicio 42 de la Seccién 9.3.

+30k Desarrolle procedimientos para reordenar los términos
de la serie arménica alternante de forma que la serie
reordenada (a) diverja a oo, (b) converja a —2.

*» 20

Esta secci6n trata de un tipo especial de series infinitas denominadas series de potencias, que
pueden verse como un polinomio de grado infinito.



