CAPITULO 12

Wi Diferenciacion parcial

= e ——

NI

Soy un experto en materias matematicas,

Entiendo ecuaciones simples y cuadréticas,

Reboso de noticias sobre el teorema binomial,

Y de muchas cosas alegres sobre el cuadrado de la hipo-
tenusa.

Williaan Schendk Gilbert (1564-1642)
de The Pirates of Penzance

Introduccion Este capitulo trata sobre la ampliacién de la idea de derivada de
funciones reales al caso de variables vector, es decir, a funciones que dependen de
varias variables reales. Aunque la diferenciaci6n se realiza sobre una variable cada
vez, la relacién entre las derivadas con respecto a diferentes variables hace que el
anélisis de estas funciones sea mucho més complicado y sutil que en el caso de una
sola variable.
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Funciones de varias variables

La notacién y = f(x) se utiliza para indicar que la variable y depende de la tnica variable real x,
es decir, que y es funci6én de x. El dominio de esa funcién f es un conjunto de niimeros reales.
Existen muchas magnitudes que dependen de més de una variable real y, por tanto, que son fun-
clones de més de una variable, Por ejemplo, el volumen de un cilindro circular de radio ry altu-
ra h se expresa como V= nrl; se dice que Ves funcién de dos variables: ry A. Si denomina-
mos f a esta funcién, entonces expresaremos V= f(r, h), siendo

f(r, ) = nr*h, (r=0 h=0)

Asf, f es una funcién de dos variables cuyo dominio es el conjunto de puntos del plano rh cuyas
coordenadas (r, A) cumplen r=0 y h> 0, De forma similar, la relacién w= f(x, y, 2 =
= x+ 2y — 3zdefine w como funci6n de las variables x, yy z cuyo dominio es R?* completo, o,
si se indica explicitamente, algin subconjunto particular de R,

Por analogia con la correspondiente definicién de funciones de una variable, definiremos una
funci6n de n variables de la siguiente forma:

DEFINICION 1

Una fumciém / de n variables reales es una regla que asigna un dnico nimero real
f(xy, Xp, ..., X,) a cada punto (x;, %, ..., x,) de algin subconjunto @(f) de R". 9(f) se de-
nomina demimie de f. El conjunto de niimeros reales f(x;, x,, ..., x,) obtenido a partir de
los puntos del dominio se denomina ramgp de f.

Como en el caso de funciones de una variable, la comvencién del dominio especifica
que el dominio de una funcién de n variables es el maximo conjunto de puntos (x;, X, ...,
x,) para el que f(x, Xy, ..., X,) tiene sentido como niimero real, a menos que el dominio se
establezca explicitamente como un conjunto menor.

La mayoria de los ejemplos que consideraremos de aquif en adelante seran funciones de dos o
tres variables independientes. Cuando una funcién f depende de dos variables, en general llama-
remos a dichas variables independientes x e y, y utilizaremos z para indicar la variable depen-
diente que representa el valor de la funcién; es decir, z= f(x, ). En general utilizaremos x, yy z
como variables independientes de una funcién de tres variables, y en ese caso expresaremos el
valor de la funcién como w= f(x, y, 2. Daremos algunas definiciones, y plantearemos (y de-
mostraremos) algunos teoremas sélo en el caso de dos variables, pero su extensién al caso de
tres 0 mas variables en general serd obvia.

Representaciones gréficas

La gréfica de una funcién f de una variable (es decir, la grafica de la ecuacién y= f(x)) es el
conjunto de puntos del plano xy cuyas coordenadas son (x, f(x)), siendo x perteneciente al domi-
nio de f. De forma similar, la grafica de una fincién f de dos variables (es decir, la gréfica de la
ecuacion z = f(x, y)) es el conjunto de puntos del espacio tridimensional cuyas coordenadas son
(x, v, f(x ), donde (x, y) pertenece al dominio de f. Esta grafica es una superficie en R®, que
esta situada por encima (si f(x, ) > 0) o por debajo (si f(x, y) <0) del dominio de f en el
plano xy (véase la Figura 12.1). La grafica de una funcién de tres variables es una hipersuperfi-
cie tridimensional en el espacio tetradimensional R*. En general, 1a grafica de una funcién de n
variables ser4 una superficie n-dimensional en R"*", No intentaremos dibujar graficas de funcio-
nes de mas de dos variables,
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grafica

¥ Figura 12.1 La grifica de f(x, j) es la superficie
de ecuacion z= f(x, j) definida en los puntos (x, y
del dominio de f.

f@'”=3(1_g—f)_ O<x<2 0<sy<4-2

La grafica de f es la superficie plana triangular cuyos vértices son (2, 0, 0), (0, 4, 0) y (0, 0, 3) (véase la
Figura 12.2). Si el dominio de f no se hubiera indicado explicitamente como un conjunto particular del
plano xy, la grafica hublera sido todo el plano que pasa por esos tres puntos.

Figura 12.2
||

Considere f(x, y) = \/9 — ¥ — J*. La expresion bajo la rafz cuadrada no puede ser nega-
tiva, por lo que el dominio es el disco # + J* < 9 en el plano xy.
Si elevamos al cuadrado la ecuacién z=.,/9 — ¥* — §%, podemas expresar el resultado en la forma

¥ + y + 7 = 9. Esta ecuaci6n representa una esfera de radio 3 centrada en el origen. Sin embargo, la gré-
fica de f es sélo el hemisferio superior, donde z > 0 (véase la Figura 12.3).

Figura 12.3

.I'I
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Como es necesario proyectar la superficie z= f(x, ) en una hoja bidimensional, la mayoria de
esas graficas son dificiles de dibyjar sin un considerable talento artistico y entrenamiento, Sin
embargo, siempre es conveniente intentar visualizar estas graficas y dibujarlas lo mejor posible,
Algunas veces es conveniente dibujar sélo parte de una grafica, por ejemplo, 1a parte que esta en
el primer octante. También sirve de ayuda determinar (y dibujar) las intersecciones de la grafica
con diversos planos, especialmente con los planos coordenados, y con planos paralelos a los pla-
nos coordenados (véase la Figura 12.1).

Existen algunos paquetes de software matematico que producen dibujos de gréficas tridimen-
sionales, y que nos pueden ayudar a adquirir sensibilidad sobre el comportamiento de las corres-
pondientes funciones. La Figura 12.1 es un ejemplo de una gréfica dibujada por computador, co-
mo la Figura 12.4, Junto con la mayoria de las otras graficas mateméticas de este texto, ambas se
han realizado utilizando el paquete de software para graficos matematicos MG. Més adelante en
esta seccién presentaremos la forma de utilizar Maple para generar graficas.

e PSS
e
28 NS TA
*“*‘m\\\\ "#.r' AT
= ——— = y
——
e " . B o 6}"'
. Figura 12.4 La grafica dez—z+f+)ﬁ.

Otra forma de representar graficamente la funcién f(x, j) es elaborar un mapa topografico bidi-
mensional de la superficie z= f(x, y). En el plano xy se dibujan las curvas f(x, y) = C para va-
rios valores de la constante C. Estas curvas se denominan curvas de mivel de / porque son las
proyecciones verticales en el plano xy de las curvas en las que la grafica z= f(x, y) corta a los
planos horizontales (de nivel) z= C. La gréfica de la funcién f(x, y) = ¥ + y* y algunas de sus
curvas de nivel se muestran en la Figura 12.5. La grafica es un paraboloide circular en el espacio
tridimensional. Las curvas de nivel son circunferencias centradas en el origen del plano xy.

Las curvas de contorno en el mapa topografico de la Figura 12.6 muestran las elevaciones,
en incrementos de 100 m sobre el nivel del mar, de parte de la isla de Nelson en la costa de la

x 5 ]
grifica z=x"+4y*

curvas de nivel \‘._‘____// P
iyi=cC % ol
C=1

.w,m,u]\

x % c=23 y “NELSON/7] w5 — \* '

Figura 125 La grifica de f(x, j) = ¥ + Figura 12.6 Curvas de nivel (contornos) que representan
y algunas curvas de nivel de f, la elevacién en un mapa topografico,
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Columbia Britanica, Como estos contornos se dibujan para valores equiespaciados de C, el espa-
ciado de los propios contornos lleva informaci6n sobre la pendiente en diversos lugares de las
montafias; la tierra estd mas inclinada donde las lineas de contorno estin maés juntas, Obsérvese
también que las corrientes de agua cruzan las lineas de contorno formando dngulos rectos. Indi-
can la ruta de la maxima pendiente. Las isotermas (curvas de temperatura constante) y las isoba-
ras (curvas de presién constante) en los mapas del tiempo son también ejemplos de curvas de
nivel.

IEEETXE] Las curvas de nivel de la funcion £(x, ) =3 (1 = g - f) del Ejemnplo 1 son los segmen-
tos de las rectas

que estd en el primer cuadrante. La Figura 12.7(a) muestra varias curvas de nivel. Carresponden a valores
equiespaciados de C, y como tienen igual separacién, indican una pendiente uniforme de la gréafica de £ de
la Figura 12.2.

curvas de mivel

4 _frx._x'j=3(]—%—i)=r
3
2
| 3 Figura 12.7
“=€g_’ ; (a) Curvas de nivel
e curvas de nivel de3f1 X X
; e T
=3 l : - : Slapi=af9=r7—y?=C 2 4
(b) Curvas de nivel
{ﬂ.) (b} de\fg_xz__yz.

SENTALE W [as curvas de nivel de la funcién f(x, )) = /9 — ¥* — §* del Ejemplo 2 son las circunfe-
rencias concéntricas

JI-2—¥=C o £+y¥=9-¢% (0<C<3I)

Obsérvese el espaciado de estas circunferencias en la Figura 12.7(b). Se muestran para varios valores
equiespaciados de C. El acercamiento de las circunferencias cuando C— 0+ indica que la superficie he-
misférica correspondiente a la grafica de f se va haciendo cada vez mas abrupta (véase la Figura 12.3).

Una funcién determina sus curvas de nivel con cualquier espaciado dado entre valores consecu-
tivos de C. Sin embargo, las curvas de nivel s6lo determinan la funcién si todas ellas son cono-
cidas.

Las curvas de nivel de la funcién f(x, y) = ¥* — j* se corresponden con las curvas

— ¥ = C.Para C= 0la «curva» de nivel es la pareja de rectas x = y y x = — y. Para otras valores de C,
las curvas de nivel son hipérbolas rectangulares cuyas asintotas son esas rectas (véase la Figura 12.8(a)), La
grafica de fes el paraboloide hiperbélico con forma de silla de montar que se muestra en la Figura 12.8(b).
u
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£
&
&=

,f’__i——
- Figura 12.8
! (a) Curvas de nivel de x* — %
() (b) (b) Grifica de ¥ — )~

ST T AN Describa y dibuje algunas curvas de nivel de la funcién z = g(x, y), definida como z = 0,
+ (y— 3 = 27. Dibuje también la grafica de g

Solucién La ecuacién de la curva de nivel z= g{x, ) = C (slendo C una constante positiva) es
#+ (y— 0% =2(% que corresponde a una circunferencia de radio ,/2C, centrada en (0, C). La Figura
12,9(a) muestra las curvas de nivel para incrementos de C de 0.1, desde 0 hasta 1. Estas curvas de nivel
cortan a rayos que salen del origen con igual espaciado (aunque el espaciado es diferente para diferentes
rayos), lo que indica que la superficie z= glx, y) es un cono oblicuo, Véase la Figura 12.9(b).

¥ o
£

Figura 12.9
{a) Curvas de nivel de

z=g(x, 3 en el Ejemplo 6.
(b) (b) Grafica de z= glx, ).

Aunque la grafica de una funcién f(x, y, 2) de tres variables no se puede dibujar facilmente
(es una hipersuperficie tridimensional en un espacio tetradimensional), una funcién de este tipo
tiene superficies de mivel en el espacio tridimensional que quiza se pueden dibujar. Estas super-
ficies de nivel corresponden a las ecuaciones f(x, y, 2 = C para diversos valores de la constante
C. Por ejemplo, las superficies de nivel de la funcién f(x, y, 2 = ¥ + y* + # son esferas con-
céntricas centradas en el origen, La Figura 12,10 muestra algunas superficies de nivel de la fun-
cién f(x, ¥, 2 = ¥ — z Son cilindros parabélicos.

Uso de graficos en Maple

Como muchos paquetes de software matematico, Maple dispone de varias rutinas graficas que
nos pueden ayudar a visualizar el comportamiento de funciones de dos y tres variables, Mencio-
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Figura 12.10 Superficies de nivel de
Ky g=x—5

naremos aquf sélo unas pocas; hay muchas mas, La mayoria de la rutinas graficas estan en el
paquete plots, por lo que cualquier sesién de Maple donde queramos utilizar dichas rutinas grafi-
cas deber4 empezar con la entrada

> withi(plots) :

Para ahorrar espacio, no mostraremos las salidas graficas, Posiblemente necesitaremos hacer mo-
dificaciones a los comandos gréficos para obtener el tipo de grafica deseada.

La grafica de una funcién f(x, y) de dos variables (0 de una expresién en xe y) se puede
dibujar en un rectangulo del plano xy llamando a la rutina plet3d Por ejemplo,

> f :=-6*y/ (2+% 2+y 2)
> plot3d(f, x=-6..6, y=-6..6) ;

dibujard una superficie similar a la de la Figura 12.4, pero sin ejes y vista desde un 4ngulo mas
alto. Se pueden afadir muchas opciones al comando para cambiar el aspecto de la salida. Por
ejemplo,

> plot3d(f, x=-6..6, y=-6..6, axes=boxed,
orientation=[30, 70]) ;

dibujara la misma superficie dentro de una caja rectangular tridimensional con escalas en tres de
sus lados, que indican los valores de las coordenadas (si hubiéramos escrito axes=normal, ha-
briamos obtenido los ejes de coordenadas habituales en el origen, pero éstos tienden a ser mas
dificiles de ver contra el fondo de la superficie, por lo que en general es preferible la opcién
axes=boxed). La opcién orientation=[30, 70] hace que la grafica se vea desde una direc-
cién que forma un dngulo de 70° con el eje z y que estd en un plano que contiene al eje z y
forma un angulo de 30° con el plano xz (si no se especifica esta opcidn, el valor por defecto de
la orientacién es [45, 45]). Por defecto, la superficie que dibuja la rutina plot3d estd graduada
mediante dos familias de curvas, que representan su interseccién con planos verticales x= a e
y= b para varios valores equiespaciados de ay b, y esta coloreada de forma que las partes ocul-
tas no se muestran,
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En vez de plot3d se puede usar comtowrplot3d, que muestra la superficie graduada mediante
contornos en los que el valor de la funcién es constante, Si no se obtienen suficientes contornos
por defecto, se puede incluir la opcién contours=n para especificar el nimero deseado.
> contourplot3d(f, x=-6..6, y=-6..6, axes=boxed,

contours=24) ;

Los contornos son las proyecciones de las curvas de nivel sobre la grafica de la superficie. De
forma alternativa, se puede obtener una grafica bidimensional de las curvas de nivel utilizando la

rutina contourplot:
> contourplot (f, x=-6..6, y=—-6..6, axes=normal,
contours=24) ;
Otras opciones que puede ser interesante incluir en las funciones plot3d y contourplot3d son:
(@) view=zmin..zmax para especificar el intervalo de valores de la funcién (es decir, de 2 a
mostrar en la gréfica.
(b) grid=[m, n] para especificar el nimero de valores de x e y donde evaluar la funcion. Si la

grafica no es lo suficientemente suave, se puede probar con los valores m=n= 200 30, o
incluso valores més altos.

La grafica de una ecuacién, f(x, ) = 0, en el plano xy se puede generar sin necesidad de resol-
ver la ecuacién en x o y previamente, utilizando :
> implicitplot (x 3-y 2-5*x*y-x-5, x=-6..7, y=-5..6) ;
dibujara la grafica de ¥ — y* — 5xy— x— 5=0 en el rectingulo -6 < x< 7, —5< y<8.
Existe también una rutina implicitplot3d que permite dibujar la superficie en el espacio tridi-
mensional cuya ecuacién es de la forma f(x, y, 2 = 0. En esta rutina se deben especificar los
intervalos de las tres variables.
> implicitplot3d(x 2+y 2-z 2-1, x=-4..4, y=-4..4,

z=-3..3, axes=boxed) ;
dibuja el hiperboloide 7# = ¥ + y* — 1.,

Finalmente, hay que observar que Maple no es mas capaz que nosotros de dibujar gréficas de
funciones de tres o més variables, ya que no dispone de capacidades de dibujo en cuatro dimen-
siones. Lo mejor que podemos hacer es dibujar una serie de superficies de nivel:
> implicitplot3d({z-x2-2, z-x 2, z-X 2+2}, x=-2..2,

y=-2..2, z=-2,.5, axes=boxed) ;
Es posible construir una secuencia de estructuras gréficas y asignarlas, por ejemplo, a los ele-
mentos de una variable de lista sin dibujarlas realmente. De esa forma se pueden trazar todas las
graficas simultdneamente utilizando la funcién display.
> forc from-1toldo

ple]l :=implicitplot3d(z 2-x 2-y 2-2*¢c, x=-3..3,

y==3..3, z=0..2, color=COLOR (RGE, (l+4c) /2, (l-c) /2,1}))

od:

> display([seg(plc], c=-1..1)], axex=boxed,
orientation=[30, 40]) ;:

Nétese que el comando que crea las graficas se termina con dos puntos en vez de con punto y
coma habitual. Si no se suprime la salida de esta forma, se obtendra una gran cantidad de infor-
macién numeérica sin sentido mientras se construyen las graficas. La opcién color=. .. intenta
dar a las tres gréficas un color diferente de forma que se puedan distinguir entre si.
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Ejercicios 12.1

En los Ejercicios 1-10, especifique los dominios de las
funciones,

1. f{x,y)=i; 2 fix 5 =/

e B o XY
Ef(xﬁ—fﬂ; 4 flx ) Z— 7
5 f(x ) =./4¢+9y¥ —36

1
&)= 7. flx, p=In(l +

(x 7 =7 (x, ) =In(1 + xp)
8 flx p)=sen'(x+))
_ 2z

T

2=
10 fx y2=——

I
Dibuje las gréficas de las funciones de los Ejercicios 11-18,
n fxp=x (0<x<2 0<y<y
12 f(x, )) = senx, 0O<x<2m 0<gy<l)
1B fxp=) (-1<x<1, —1<y<])

M fxp=4—-x—-py KE+y¥<4x20y=0
15 flx ) = /X + y 18 f(x, ) =4— ¥
17. f(x ) =|x]+ ¥ 18 fix, )=6—x—2y

En los Ejercicios 19-28, dibuje algunas de las curvas de
nivel de las funciones.

19 fx ) =x—y 2. f(x, ) = £ + 2

. f(x ) =1 ﬂ.f{x,)«j=§
mf[x,y]=i;i uf{x,y]=ﬁ
B flx ) =x’ 26 f(x, j) = }(—f

Los Ejercicios 27 y 28 se refieren a la Figura 12,11, que
muestra los contornos de una regién montafiosa con las
alturas dadas en metros,

27. ;En cuél de los puntos A o B es méas abrupto el
paisaje? ;Cémo lo sabe?

28 Describa la topografia de la region préxima al punto C.

Describa las graficas de las funciones f(x, j) para las que
se muestran las familias de curvas de nivel f(x, }) = Cen

las figuras a las que se refieren los Ejercicios 29-32, Asuma

Figura 12.11

que cada familia corresponde a valares equiespaciados de C
y que el comportamiento de la familia es representativo de
todas las posibles familias de la funcién.

29, Véase la Figura 12.12(a),
30. Véase la Figura 12.12(b).
3. Véase la Figura 12.12(c).
32 Véase la Figura 12.12(d).

=

(a) y (b)

=

C=10

=
=

T =5 =0

(c) ¥

in]
I

(e

C=)

A

=—5

Figura 12.12

88 ;Son las curvas y= (x— O)F curvas de nivel de alguna

funcién flx, y)? (Qué propledad debe tener una familia
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de curvas de una regién del plano xy pard que pueda
ser una familia de curvas de nivel de una funci6n
definida en dicha regi6én?

34 Si se supone que z = 0, la ecuacién
47 = (x — 2* + (y — 2* define z como funcién de x
e y. Dibuje algunas curvas de nivel de esta funcién,
Describa su gréfica,

35. Calcule f{x, y) si cada una de sus curvas de nivel
f(x, ) = Ces una circunferencia centrada en el origen

y con radio
@c ¢ ©.C ©@hC
38. Obtenga f(x, y, 2) si para toda constante Cla

superficie de nivel f(x, y, 2 = Ces un plano corta
alos ejes x, y y zen los valores C°, ECEy SC?.JE

respectivamente,

Describa las superficies de nivel de las funciones
especificadas en los Ejercicios 37-41,

3. fhyd=XF+y+7

‘W B Limites y continuidad

B xyd=x+2y+3z

¥
B fxyd=~F4%yY M flxyd= ;yz

ad. fxyd=Ix+y+l
42 Describa las «hipersuperficies de nivel» de la funcién
fyzd=F+y+2+¢

Utilice Maple u otro software de graficas por computador
para dibujar las graficas y las curvas de nivel de las
funciones de los Ejercicios 43-48.

1 C0S X

e m
‘l""'1+,:r‘*+y2'&‘-Ei u1+f Az
_ e X mw
B irfy e B Z )y AW
1
o 5 = 0

Antes de abordar esta seccién convendria revisar los conceptos de entorno, conjuntos abiertos y
cerrados, y puntos interior y frontera que se presentaron en la Secci6n 10.1.

El concepto de limite de una funcién de varias variables es similar al de funciones de una
variable, Por claridad presentaremos la definicién sélo para el caso de funciones de dos varia-

bles; el caso general es similar.

Podriamos decir que f(x, }) se aproxima al limite L cuando el punto (x, y) se aproxima al

punto (a, b), y escribiriamos

lim

fx =1

(x, p—(a B

si todos los puntos de un entorno de (a, 1), excepto posiblemente el propio punto (a, b), pertene-
cen al dominio de f, y si f(x y) se aproxima a L cuando (x, y) se aproxima a (&, b). Sin embar-
go, es mas cémodo definir el limite de forma que (a, b) pueda ser también un punto frontera del
dominio de f. Por tanto, nuestra definicién formal generalizard también la nocién unidimensio-

nal de limite unilateral,

DEFINICION 2 Definiciin de limite
Se di lim  f(x y) = L, cuando:
ce que L (x » cuando

() Todo entorno de (a, b) contiene puntos del dominio de f diferentes de (a, b).
(i) Para todo entero positivo € existe un nimero positivo & = d(e) tal que
| f(x, y) = L| < € se cumple siempre que (x, 3} esté en el dominio de f y satisfaga

0<,/x—-a*+(-H:<s

La condicién (i) se incluye en la Definicién 2 porque no es apropiado considerar limites en pun-
tos aislados del dominio de f, es decir, en puntos con entornos que no contengan ningiin otro

punto del dominio.
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Si existe limite es tnico. En el caso de una funcién de una sola variable f] la existencia de
lim,_, f(x implica que f(x) se acerca al mismo niimero finito cuando x tiende a a, bien por la
izquierda, bien por la derecha, De forma similar, en el caso de una funcién de dos variables, po-
demos tener lim(, ,, (5 5 f(x 3} = Ls6losi f(x, 3} se aproxima al mismo niimero L sin impor-
tar la forma en que (x, ) se acerca a (a, b) en el dominio de £ En particular, (x, 3} se puede
aproximar a (g, b) siguiendo cualquier curva que esté en 9(f). No es necesario que L = f(a, b),
incluso aunque f(a, b) esté definido. Los ejemplos posteriores ilustran estas afirmaciones.

Todas las leyes habituales de los limites se extienden al caso de funciones de varias variables
de forma obvia. Por ejemplo, si im(, , . 5 flx 3 =L lim, . 4 &x J) = My todo en-
torno de (a, b) contiene puntos de 9(f) N9 (g distintos de (a, b), entonces

lm (£ )+ g ) =L+ M

(x Y-l B

lim £ -

(x y)=ia &) (‘1'.}’)3'(12}’) fd
flx ) _ L

lim —,  suponiendo que M # 0
-2 b g, ) M P q =

Ademés, Fl1) es continua en ¢ = [, entonces

. J‘}]1_1‘1(1& - Flf(x ) = FU)

a m 2x—y=4—9=-5
| Ejemplo 1 JONL N2

®) (x, _rl}l-l:l}a. b Xzy: z4

X n
lim -|=2 —|=1
(c) . - ¥sen (,V) sen (6)

La funcién f(x ) =./1 — ¥ — )’ tiene como limite (a, b) en todos los puntos (a, B) de
su dominio, el disco cerrado ¥* + y* < 1, y por tanto se considera que es continua en su dominio. Por su-
puesto, (x, y) solo se puede aproximar a los puntos de la circunferencia frontera x* + * = 1 desde el
interior del disco. -

Los siguientes ejemplos muestran que el requisito de que f(x, ) se acerque al mismo limite sin
importar cémo (x, ) se acerca a (a, b) puede ser muy restrictivo, y hace que los limites en dos o
mas variables sean mucho mas sutiles que en el caso de una sola variable.

2
m Investigue el comportamiento limite de f(x, ) = % cuando (x, 3 tiende a (0, 0).

Solucién Noétese que f(x, )) estd definido para todos los puntos del plano xy excepto el origen (0, 0).
Podemos preguntarnos todavia si existe lim(, o o f(x ). Si hacemos que (x, y) tienda a (0, 0) a lo
largo del eje x (y = 0), entonces f(x, ) = f(x, 0) =0 (ya que f(x, 0) = 0 idénticamente). Por lo tanto,
lim(, . o f(x. ) debe ser 0, si es que existe. De forma similar, para todas los puntas del eje y tenemos
que f(x, ) = f(0, ) = 0. Sin embargp, en los puntos de la recta x = y, f tiene un valor constante diferen-
te: f(x, x) = 1. Como el limite de f(x, ) es 1 cuando (x, j) tiende a (0, 0) por esta recta, se deduce que
f(x, ) no puede tener un limite tinico en el origen. Es decir,

2xy
{x, =0, 0) ¥ +},z

no existe
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Obsérvese que f(x, y) tiene un valor constante siguiendo cualquier rayo que salga del origen (por el rayo
¥ = kxel valor es 2k/(1 + &), pero los valores son diferentes para rayos diferentes. Las curvas de nivel de
f son rayos que parten del origen (excluido el proplo origen). Es dificil dibujar las graficas de f cerca del
origen, La parte de la gréfica correspondiente al primer octante es la superficie con forma de «capucha»
que se muestra en la Figura 12.13(a). .

ITIER] Investigue el comportamiento limite de £(x, j) = ;‘f}} cuando (x, ) tlende a (0, 0).

Solucién Como en el Ejemplo 3, f(x, j) se hace cero en los ejes coordenados, por lo que lim, ,_, o
f(x, y) debe ser 0, si es que existe, Si examinamos f(x, y) en todos los puntos del rayo y = &x, obtenemos
) 2k’ 2kx o
= ] —
Y+¥F F+E
Por tanto, f(x, ) —» 0 cuando (x, ) — (0, 0) sigulendo cualquier recta que pase por el origen. Podriamos
tener la tentacién de concluir, por tanto, que lim(, ;¢ oy f(x }) =0, pero esto es incorrecto, Obsérvese
el comportamiento de f(x, ) a lo largo de la curva y = ¥
o2
A+ A
Es decir, f(x, }) no tiende a 0 cuando (x, }) se acerca al origen siguiendo esta curva, por lo que no existe
limg, .0 o % p. Las curvas de nivel de f son parejas de parabolas con la forma y = k¥, y= ¥£/k

excluido el origen. 1#ase la Figura 12,13(b), donde se muestra la parte del primer octante de la grafica de f,
|

flx cuando x—=0 (k#0)

flx, £ 1

Figura 12.13

(a) flx ) tiene limites diferentes
auando (x, 3) — (0, 0) siguiendo
diferentes rectas,

(b) f(x y) tiene el mismo limite 0
cuando (x, ) — (0, 0) siguiendo
cualquier recta, pero tiene limite 1
cuando (x, y) — (0, 0) siguiendo

(a) (b) la curva{yiaxz. it s

¥
m Demuestre que la funcién f(x, ) = ﬁyf tiene limite en el origen; concretamente,

T A
(x =0 0 X+
Solucion FEsta funcién estd también definida en todo punto excepto el origen. Obsérvese que como

# < ¥ + , tenemos que
Xy
Fi7 sUsJE+Y
que tiende a cero cuando (x, ) — (0, 0) (véase la Figura 12.14). Formalmente, si se da e > 0 y se toma

4 = € entonces |f(x, J) — 0] < eslempre que 0 < ./¥ + ¥ < 4, por lo que f(x, }) tiene limite 0 cuando
(x. ) = (0, 0) por la Definicién 2,

| fx ) — 0] =
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2
Figura 12.14  lim S

=,
x P 0 ¥ +

Como en el caso de funciones de una variable, la continuidad de una funcién f en un punto de
su dominio se define directamente en funcién del limite (véase, por ejemplo, el Ejemplo 2),

DEFINICION 3
La funcién f(x, ) es continua en el punto (a, b) si

lim flx = fla b
b o (x ¥ = fla b

Sigue siendo cierto que las sumas, diferencias, productos, cocientes y composiciones de funcio-
nes continuas son continuas. Las funciones de los Ejemplos anteriores 3 y 4 son continuas en
todos los puntos donde estdn definidas, es decir, en todos los puntos excepto el origen. No hay
posibilidad de definir f(0, 0) de forma que estas funciones sean continuas en origen, Esto mues-
tra que la continuidad de las funciones de una sola variable f(x, ) en x=ay fla, ) en y= Db
noimplica que f(x, ) sea continua en (a, b). De hecho, incluso si f(x, y) fuera continua siguien-
do cualquier recta que pase por (a, b), podria no ser continua en (a, b) (véanse los Ejercicios
16-17 posteriores), Nétese, sin embargo, que la funcién f(x, y) del Ejemplo 5, aunque no esta
definida en el origen, admite una extensién continua en ese punto. Si extendiéramos el dominio
de fen ese caso definiendo (0, 0) =1lim, ,_.¢ ¢ f(x ) =0, entonces f serfa continua en
todo el plano xy.

Como en el caso de funciones de una variable, la existencia del limite de una funcién en un
punto no implica que la funcién sea continua en ese punto. La funci6n

_f0 s (% #(0,0
J‘T“"ﬁ_{1 si (x 9 =(0 0)

cumple que lim, , . oy f(x J) =0, que no es igual a f(0, 0), por lo que f no es continua en
(0, 0). Por supuesto, podemos hacer que f sea continua en (0, 0) redefiniendo su valor a 0 en
dicho punto.

Ejercicios 12.2

En los Ejercicios 1-12, calcule los limites indicados o R Ty S 4 lm a
explique por qué no existen. e P00 ¥ o =0, 0 X + JF
cos (1) Ay —1)?

1. lim xy+ ¥ 2 lm . /¥#+ & lim T & Ilm —————
(x p=(2, —1) 4 (x, P—(0, 0) },2 x, p=(1, m) l—X—CCﬂy (x, p=(0, 1) ¥+ U,_ 1)2
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7 sen (x — 3)

T'uﬁuﬂamf+f acr.ﬁ]i-?}umonsiﬁﬁ
sen (x)) i

x p—0, 0 X+ ) luwﬁ]i-?}l,ziéf—f
25 2y

T k-0 X+ ) uﬁ]jf}umzx‘ﬂ”
18. ;Como se puede definir la funcién
ot gfeaPp

ok

en el origen, de forma que sea continua en todos los
puntos del plano x)?

14. ;Como se puede definir la funcién
.V"p

=&

siguiendo la recta x = y, de forma que la funcién
resultante sea continua en todo el plano x?

15. ;Cudl es el dominio de

flx, p = (x, ») # (0, 0)

f(xy)—xs (xs£ )

(Tiene f(x, y) limite cuando (x, )

extender el dominio de f de forma que la funcién

resultante sea continua en (1, 1)? ;Se puede extender el

dominio de forma que la funcién resultante sea
continua en todo punto del plano xy?

16. Dada una funcién f(x, 3) y un punto (a, b) de su

dominio, defina dos funciones de una sola variable gy

h como sigue:

g =1f(x, b), hy) = fla »

Si ges continua en x= ay hes continua en y= b, jse
puede decir que f es continua en (a, )7 A la inversa,
(garantiza la continuidad de f en (a, b) la continuidad

de gen ay de h en b7 Justifique sus respuestas.
+17. Sea m = pd + vj un vector unitario, y sea
fu(d = fla+ tu, b+ f)

WX Derivadas parciales

— (1, 1)? ;Se puede

+18

+19

« 20

la funcién de una sola variable que se obtiene
restringlendo el dominio de f{x, }) a puntas de la
recta que pasa por (a, b) y es paralela a m. Si £()) es
continua en £= 0 para todo vector unitario w, jse
puede deducir que f es continua en (a, b)? A la
inversa, ;garantiza la continuidad de fen (a, b) la
continuidad de fg(f) en t = 07 Justifique sus
respuestas.

¢ Qué condicién deben cumplir los enteros no

vos m, ny p para garantizar que existe
ll['ﬂ{x =0, 0) r’n)p’f{f =+ }ﬂjp? Demuestre su
respuesta,

¢ Qué condicién deben cumplir las constantes a, by ¢

para garantizar que existe limg, ¢ o) X/
(a¥’ + bxy + ¢*? Demuestre su respuesta.
senxsen®y

d_SE puede definir la funcién f(x, )j =m

en (0, 0) de forma que sea continua en ese punto? Si
es asi, Jc6mo?

. Utilice software de graficos matematicos en dos E!J

o tres dimensiones para examinar la gréfica y las
curvas de nivel de la funcién f(x, ) del Ejemplo 3 en
laregién —1<x<1, —-1<y<1 & ) #0 0.
(Coémo describiria el comportamiento de la grafica
cerca de (x, )) = (0, 0)?

Utilice software de graficos matematicos en dos Eﬂ
o tres dimensiones para examinar la gréfica y las
curvas de nivel de la funcién f(x, j) del Ejemplo 4 en
laregion —1<x<1, —-1<y<1 (x ) #0 0).
(Coémo describirfa el comportamiento de la grafica
cerca de (x, y) = (0, 0)?

La grafica de una funcién de una sola variable f(x) que
es continua en un intervalo es una curva sin
interrupciones en dicho intervalo y que corta sélo una
vez a cualquier linea vertical que pasa por un punto en
dicho intervalo, ;Qué afirmaci6n analoga se puede
hacer sobre la grafica de una funcién de dos variables
f(x, ») que es continua en una regién del plano x?

En esta seccién empezaremos el proceso de ampliacién de los conceptos y técnicas de célculo de
una variable a funciones de més de una variable, Es conveniente empezar considerando la tasa
de cambio de estas funciones con respecto a una variable cada vez.

Asf, una funcién de n variables tiene n derivadas parciales de primer orden, una con respec-
to a cada una de sus variables independientes. En el caso de una funcién de dos variables, preci-
saremos esta idea en la siguiente definicion:
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DEFINICION 4

l,asm‘hivadmmdsdelafunmn f(x, y) con respecto a las variables x ¢ y
son las funciones f(x, y) y £(x, y) dadas por

flx+ h y) - flx ¥

fi(x y) = lim

hi=0 h
o fxy+h-flx B

suponiendo que esos limites existen.

Cada una de las dos derivadas parciales es el limite de un cociente de Newton en una de las

variables. Obsérvese que fi(x, J) es exactamente la primera derivada ordinaria de f(x, ) consi-

derada como si fuera sélo una funcién de x, e y fuera un parametro constante. De forma similar,
(x, ) es la primera derivada de f(x, }) considerada como una funcién de y, con x fija.

m St f(x y) = ¥*seny, entonces

filx ) =2xseny y £l p=2cosy =

Los subindices 1 y 2 en las notaciones de las derivadas parciales se refieren a la primera y se-
gunda variable de £ En el caso de funciones de una variable, utilizamos la notacién £ para indi-
car la derivada; la prima () indica diferenciacién con respecto a la tnica variable de la que de-
pende f. En el caso de funciones f de dos variables, utilizamos £ o £ para indicar la variable
de diferenciacién. No hay que confundir estos subindices con los subindices utilizados para otros
propésitos, por ejemplo, para indicar las componentes de vectores,

La derivada parcial f(a b) mide la tasa de cambio de f(x, }) con respecto a xen x = 34
mientras y permanece ﬁJa en b, En términos gréficos, la Superﬁme z= f(x, ) corta al plano ver-
tical y = b en una curva, Si trazamos una recta horizontal y otra vertical por el punto (0, b, 0),
como ejes de coordenadas en el plano y= b, entonces la ecuacién de la curva es z= f(x, D), y
su pendiente en x = a es fi(a, b) (véase la Figura 12.15). De forma similar, £(a, b) representa la
tasa de cambio de f con respecto a ¥ en y= b, cuando x permanece fija en a La superficie
z= f(x ) corta al plano vertical x = a en una curva z= f(a, j), cuya pendiente en y= b es
4la, b} (véase la Figura 12,18).

Para indicar las derivadas parciales de z= f(x, j), consideradas como funciones de x e y se
pueden utilizar varias notaciones:

Notaciones para las primeras derivadas pardales

il d
£=af(xﬁ=ﬂ(mﬁ=ﬂlﬂmﬂ
52’ £ fl
—— f'(x__(.} H(x, ) = Dy flx, p)

El simbolo ¢/0x debe leerse como «derivada parcial con respecto a x», por lo que dz/dx debe
leerse como «derivada parcial de z con respecto a x». La razén para distinguir 0 de la d de las
derivadas ordinarias de funciones de una sola variable se aclarara més adelante,
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plano v = b

. plano x = a
(u. b, fla, b})

~ 2= fix,¥y) z= flx.y)

(a. b, fla.b))

Figura 12.15 f{|(a D) es la pendiente de la curva de Figura 1216 £(a }) es la pendiente de la curva de
interseccion de z= f{x, }) con el plano vertical y=ben x=a interseccion de z = f{x, j) con el plano vertical x=aen y=5

Se pueden utilizar notaciones similares para indicar los valores de las derivadas parciales en
un punto concreto (a, b):

Valores de las derivadas parciales
0z )
Eriaﬁ=(5_xﬂmﬁ)(a.ia=ﬁ(a'b)=le(alb}
o =(Ef(xy}) = f(a b = D, f(a, b
Man \&¥ 7 Man ° '

Algunos autores prefieren utilizar £, D,f o éf/ox,y £, D,fo df/0yen vez de f; y £ Sin em-
bargo, esto puede causar problemas de ambigiedad cvando aparecen composiciones de funcio-
nes. Por ejemplo, supongamos que f(x ) = #y. Por £(¥, xy) queremos decir claramente

(% flu, v})

El argumento del pérrafo anterior es un tanto sutil, Intenta explicar
por qué, al menos por el momento, utilizamos los subindices 1 y 2 en
vez de los subindices x e y para indicar las derivadas parciales de f(x,
). Después, y especialmente cuando hablemos de las ecuaciones dife-
renciales en derivadas parciales o al hablar de funciones vectoriales
en las que los subindices numéricos representan normalmente a sus
componentes, preferiremos utilizar subindices de letras para indicar
las derivadas parciales.

= 2) (D) () =2xy

= 2w
u=ax p=ay

u=x p=xy

it ATENCION !

Pero jsignifica (¥, xj) lo mismo? Se podrfa argumentar que £(¥, xy) podria significar

¢

o d
o (F02, 1) == (O 00) = 5 () = 5y
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Para evitar estas ambigliedades, en general preferiremos utilizar £ y £ en vez de £,y £, (sin
embargo, en algunas situaciones en las que no es probable que aparezca confusién utilizaremos
todavia las notaciones £,y f, y también D, £ D, f, dffoxy f/dy).

Todas las reglas estdndar de la diferenciacién de sumas, productos, inversos y cocientes se
pueden aplicar a las derivadas parciales.

m Caleule dz/dxy 07dyst z= X'y + Xy + )~
Solucion dz/ox= 3y +4xy y dzdy=2xy+ ¥ + 4~

||
IEIETRER calcue 40, 7) st A(x ) = e%cos (x+ ).
Solucién
fH(x p) = ye¥cos(x+ ) — €¥sen (x + p)
£(0, ) = ne’cos (n) — e”sen(n) = —= -

La versién de una variable de la Regla de la Cadena también se puede aplicar en el caso de
f(glx, ), siendo f una funcién de una sola variable con derivada £

2 Figto ) = Plgte M . % flgte, ) = £(glx Nl 9

Desarrollaremos versiones de la Regla de la Cadena para composiciones més complejas de fun-
ciones de varias variables en la Seccién 12.5.

ST Si £ es una funcién de una variable diferenciable en todas partes, demuestre que z = f(x/))
cumple la ecuacidn diferencial en derivadas parciales

5z+ m':lz'_cl
Xox yay_

Soluciéon Aplicando la Regla de la Cadena (de una sola variable),

=06 50)

xa—z+ a—z—f‘ E)(xxl+ x_—x)—{]
dx yay % 4 ¥

La Definicién 4 se puede extender en la forma obvia para considerar funciones de més de dos
variables. Si f es una funcién de n variables x;, x,, ..., X, entonces f tiene n derivadas parciales
primeras, f(x;, X3, ..., X;), (X, X, ..., X), ..., (¥}, %, ..., X,), una con respecto a cada variable,

Entonces,

Bf G N G
62(1+xz+_yz)_ (1+ xz+ 2 &+

De nuevo, todas las reglas de la diferenciacién estdndar se pueden aplicar al calculo de las derivadas par-
clales.
|
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Observacion Si una funcién de una sola variable (%) tiene derivada f'(a) en x = a, entonces
dicha funcién es necesariamente continua en x = a. Esta propiedad no se puede extender al caso
de las derivadas parciales. Aunque todas las derivadas parciales primeras de una funcién de va-
rias variables existieran en un punto, la funcién puede no ser continua en dicho punto, Véase el
Ejercicio 36 posterior.

Planos tangentes y rectas normales

Si la gréfica de z= f(x, ) es una superficie «suave» cerca del punto P cuyas coordenadas son
(a, b, fla, b)), entonces dicha gréfica tendra un plamo tangente y una recta mormal en P, La
recta normal es la recta que pasa por Py es perpendicular a la superficie; por ejemplo, una recta
que une un punto de una esfera con su centro es normal a dicha esfera, Cualquier vector distinto
de cero que sea paralelo a la recta normal en P se denomina vector normal a la superficie en P,
El plano tangente a la superficie z= f(x, }) en Pes aquel que pasa por Py es perpendicular a la
recta normal en P,

Supongamos que la superficie z= f(x, y) tiene un plano tangente no vertical (y, por tanto,
una recta normal no horizontal) en el punto P (posteriormente en este capitulo estableceremos
condiciones precisas que garantizan que la grafica de una funcién tiene un plano tangente no
vertical en un punto). El plano tangente corta al plano vertical y = b en una recta que es tangen-
te en Pa la curva de interseccién de la superficie z= f(x, y) con el plano y = b (véanse las Fi-
guras 12.15 y 12.17). La pendiente de esta recta es fi(a, b), por lo que es paralela al vector
T, =i+ fi(a, bk De forma similar, el plano tangente corta al plano vertical x= aen una recta
cuya pendiente es f,(a b). Por tanto, esta recta es paralela al vector T, = j + £,(a bk Se dedu-
ce entonces que el plano tangente, y por tanto la propia superficie z = f(x, ), tiene como vector
normal

k
fla B|=fila Bi+ L(a bj - k
fila, b)

n= TEXTI —

=
S e e

Un vector nomal z= flx Y en(a b fla B) e
n=f(a bi+ hla bj -k

plano y = &
7<._____1 p]amo P

plano tangente

7 Figura 12.17 El plano tangente y un vector normal
z= flx, j) en P=(a, b, fla, b)).
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Como el plano tangente pasa por P= (a, b, f(a, b)), su ecuacién es
fila BHx—a) + fa B(y— b — (z— fla H)=0
0, en otros términos,

Una ecuadién del plano tangente 2 z= flx Yy en(a & Na B) es
z=1f(a b) + fila Bx— a + £(a b)(y— b

En la Seccién 12,7 obtendremos este resultado por un método diferente.
La recta normal a z= f(x, y) en (a, b, f(a, b) tiene como vector director fi(a b)i+
+ f(a b)j — k y, por tanto, sus ecuaciones son
x—a  y- b _z—f[a, b)

fila b K@ b -1
con las modificaciones adecuadas si fj(a b) =00 £(a b = 0.

SN Obtenga un vector normal y las ecuaciones del plano tangente y de la recta normal a la
grafica de z=sen(xy) en el punto donde x=n/3y y= —1L.
Solucién Las coordenadas del punto en la grafica son (n/3, —1, —ﬁ,ﬁ'?]. Entonces,
0z 0z
— = ycos — = XC0S
0x R ¥ dy ‘&

En (n/3, —1) tenemos que éz/dx= —1/2 y dz/dy= n/6. Por tanto, un vector normal a la superficie es
n= —(1/2)i+ (n/6)j — k y el plano tangente es

z=_—ﬁ—i(x—f)+g&+ 1)

2 2 3
0, de forma més sencilla, 3;—::_}'+62=2:r:—Sﬁ.i_.aecuaﬁidndelarectamrmales
n VL
3 y+1l "2 6x—21 By+6 6z+3./3
-1z -1 ° T3 & ~ s
2 6

¢ Qué plano horizontal es tangente a la superficie
z=x¥ —dxy—2)f + 12x— 12y — 1
y cudl es el punto de tangencia?
Solucion Un plano es horizontal sélo si su ecuacién es de la forma z= £k es decir, es independiente de x
e y. Por tanto, en el punto de tangencia debe cumplirse ¢z/0x = dz/dy= 0. Las ecuaciones

0z
=2x—4y+12=10

ox
ﬂ_z= —4dx—4y—12=10
oy
tienen como solucién x = —4, y= 1. Para estos valores tenemos que z= —31, por lo que la ecuacién del

plano tangente pedido es z= —31, y el punto de tangencia es (—4, 1, —31). -
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Distancia de un punto a una superficie: un ejemplo geométrico

(S0 - Calcule la distancia del punto (3, 0, 0) al paraboloide hiperbdlico cuya ecuacién es
z=x — .

Solucién Se trata de un problema de optimizaci6n del tipo que consideraremos de forma mas sistemati-
ca en el capitulo siguiente, Sin embargo, las problemas que tratan de la minimizacién de distancias de pun-
tos a superficies se pueden resolver a menudo utilizando métodos geométricos.

Si @= (X Y, 2 es el punto de la superficie z= ¥ — * més cercano a P= (3, 0, 0), entonces el vector
PQ= (X— 3)i+ ¥j + Zk cebe ser normal a dicha superficie en @) (véase la Figura 12.18(a)). Utilizando
las derivadas parciales de z= x* — y*, sabemos que el vector m = 2Xi— 21j — k es normal a la superficie
en Q. Por tanto, PQ debe ser paralelo a m, y PG = m para algiin escalar ¢ Separando esta ecuacién vecto-
rial en sus componentes resulta

X—3=2X, Y=-2% y Z=—t

La ecuacién del centro implica que, o bien ¥= 0, o bien = — 1. Debemos considerar ambas posibilida-
des.

CASOI 5i Y=, entonces

Pero Z= X* — ¥, por lo que debemos tener

9
(1-— 297

Se frata de una ecuacién ctibica en # que en principio habria que resolver numéricamente, por ejemplo,
utilizando el Método de Newton. Sin embargo, si probamas con valores enteros pequefios de £, descubrire-
mos rapidamente que = —1 es una solucién, La Figura 12,18(b) muestra los dos miembros de la ecua-
clén. Puede verse que = —1 es la tnica solucién real. Calculando los correspondientes valores de X'y Z,

se obtiene el punto (1, 0, 1) como candidato a ¢ La distancia de este punto a Pes ﬁ

—f=

CASONI Sit= —1/2 entonces X=3/2, Z=1/2y Y= + /X — Z= + /7/2 yla distancia desde es-
tos puntos a Pes /17/2.

Como 4 < 5, los puntos (3/2, + /7/2, 1/2) son los puntos de la superficie z= x* — y* mas cercancs a
(3, 0, 0), y la distancia de (3, 0, 0) a la superficie es ,/17/2 unidades.

i

-

(a) (b)
Figura 12.18 (3) Si Qes el punto de la superficie z= ¥* — y* més cercano a P, entonces PQ es normal a dicha superficie,
9

(b) La ecuacion —t = tiene s6lo una raiz real, = —1,

(1-2p°
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Ejercicios 12.3

En los Ejercicios 1-10, calcule todas las derivadas parciales
primeras de las funciones especificadas, y evaliielas en los
puntos dados.

L fxp=x—y+2 (32
2 fx )=x+% (20
R fxy =297 (0 —1, —1)

Xz
lg{xﬁz}:)m, (1, I 1:|

R 4 _
5 z=tan ‘(X), (—1, 1)

6 w=In(l+ &%),

7. flx, ) =sen (x\f;f]. (g

(2,0, —1)

0

1
) =

8 w=x""2 (g2 ¢

X — X
10 glxy, Xo, X5, Xg) =

X+ X

En los Ejercicios 11 y 12, calcule las derivadas parciales
primeras de las funciones dadas en el punto (0, 0). Tendr4

(3 k=1 =2

que utilizar la Definicién 4,
(25 —
1. f{xﬁ=<ﬁ' il P s
0, st =
¥ — 2)
1 frp={ x—y" st x#y
10, si x=y

En los Ejercicios 13-22, obtenga ecuaciones del plano
tangente y de la recta normal a las graficas de las funciones
dadas en los puntos con los valores especificados de x e y.

18 flx, p=xX—)en(-21

i
14 f(x ) _x+yen (1, 1)
15. f(x, J) = cos (x/)) en (x, 4)
18 f(x, ) = ¢%en (2, 0)
17. f(x ) =ﬁen (1, 2)
18 f(x =y “en(0 1)

19 fx =2+ Pen(l, —2

2
20. f(x,ﬂ=%en({], 2)
1. f(x, ) =tan ' (y/Wen (1, —1)

22 fix, p=./1l+x¥en(2 1)

23. Calcule las coordenadas de todos los puntos de la
superficie z= ¥* — 4x° + 87 — 2 donde dicha
superficie tiene un plano tangente horizontal.

24 Calcule todos los planos horizontales que son tangentes
a la superficie cuya ecuacion es z= ,xye AR
qué puntos son tangentes?

En los Ejercicios 25-31, demuestre que las funciones dadas

satisfacen las ecuaciones diferenciales en derivadas

parciales.

iz @z
25 z = xc', Xﬂ_x 5’
- _x+y oz ﬂz_o
& Z—X_y, Xa_‘t—i_y%f_
@ﬂ.z=m, xz—z+yg;
- 25 ﬂw+ ow ﬂw ;
L aake 15 X yﬂy 0z v

ow ow ow

o290, W—m, Xa‘l"}’a—y ZE— — 2w

30, z= f(x + )), siendo f cualquier funcién
diferenciable de una variable,

0z ﬁz
Yox~ ay
3. z=f(¥ — )/, siendo f cualquier funcién
diferenciable de una variable,
0z 0z
yar+ ay =
32 Fnuncie una definicién formal de las tres derivadas
parciales primeras de la funcién f{x, y, 2.
38. ;Cudl es la ecuacién del «hiperplano tangente» a la
grafica w= f(x, y, 2 en (a, b, ¢ fla b, 9)?
+*34 Calcule la distancia del punto (1, 1, 0) al paraboloide
circular cuya ecuacién es z = ¥ + .

+35. Calcule la distancia del punto (0, 0, 1) al paraboloide
elfptico cuya ecuacién es z = ¥ + 2§,

fiv.m(xﬁ¢mm
(x )= '

0, si

=0

+38. Sea f(x, ) =
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Notese que f no es continua en (0, 0) (véase el —p
Bjemplo 3 de la Seccién 12.2). Por tanto, su gréfica g geq f(x, ) = {£ + st ( P#0 0
1D es suave en ese punto, Demuestre, sin embargo, :

M.

que £(0, 0) y £(0, 0) existen. A partir de aquf, se 0, st (=00
puede deducir que la existencia de derivadas parciales Caleule £(x, §) y £(x ) en todos los puntos (x, y)
no implica que una funci6én de varias variables sea del plano, ;Es £ continua en (0, 0)? ;Son £y %
continua, Esto es una diferencia con el caso de una continuas en (0, 0)?
sola variable. :
7. Determine £(0, 0) y £(0, 0) st existen, siendo e Pz
. AR Y r | : f(x j= m, si {X,y,Z)-'ﬁ[:U, 0, 0]
(# + ) sen C st (x ) #0 0) i :
fix, y) = e g 0, st (x y 2=(0, 0, 0)
0, st (& =00 Caleule £(0, 0, 0), £(0,0,0) y £(0, 0, 0). ;Es £
SR Calcule f(x, j) para la funcién del Ejercicio 37. ;Es continua en (0, 0, 0)? jSon 4, £ y £ continuas
continua f(x ) en (0, 0)? en (0, 0, 0)?

X W Derivadas de orden superior

Las derivadas parciales de orden segundo y superior se calculan tomando las derivadas parciales
de otras derivadas parciales ya calculadas previamente, La notacién utilizada indica el orden en
el que se realizan las diferenciaciones. Si z= f(x, ), se pueden calcular cuatro derivadas parcia-
les de segundo orden, concretamente dos derivadas parciales segundas puras con respecto a x

ey

%z 0 oz
a7=aj(aj(=ﬁ1(£ﬁ = fulx ¥)

Fz_0%
ay  dydy

y dos derivadas parciales segundas mixtas con respecto a xe ¥,

=1§2(’C}’}=fj9-(liﬁ

d*z @ oz
oy oy B (x p) = £.(x )
d*z @ oz
Recalcamos de nuevo que las notaciones £, fi, £; ¥ £ son en general preferibles a £, £,
I, ¥ 1,, aunque estas (ltimas se utilizan muy a menudo en ecuaciones diferenciales en deriva-

das parciales. Nétese que 1}, indica diferenciacién de f primero con respecto a su primera varia-
ble y después con respecto a su segunda variable; f;, indica el orden de diferenciacién inverso.
El subindice més cercano a f indica qué diferenciacién se realiza primero.

De forma similar, si w= f(x, y, 2, entonces

Pw @@ @ 0 ow

9y0x07%05 8y 9% By 0y 07 fra12(% ¥, 2) = Ly X, ¥ 2
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m Calcule las cuatro derivadas parciales segundas de f(x, J) = X'y~

Solucién
Alx ) = 3¢, Hx ) =46,
i d
fulx ) =7 BxY) = 6x/, falx, ) =5 (Uxy) = 122,
i d
fiz(x p) = = (3% = 124y, Lolx, ) = (4x%) = 122
dy oy
[ |
IEEEETEA Clcule £5(x, 5 2, fsolx % 3y fipolx, 2 parala funcion fx y; 9 = &2+
Solucién
_000 s
Bas(x, b 2= 3z oy ay
_ 00 oy
oz ﬁy{ =
= i —2p+3z _ —2y43z
= (A3 = 126
000 oy
é&i(xl _}"I' Z:l ay az ay
_ i E £ —2y+
Sy ﬂz[ e M)
_i - —2y+ — —2y+ 3z
=% (—Be 38 = 194
=080 s
LaplX, § 2) = oy t':ljfﬁzex
00 o
gl (3" 2N
L (—8g 238 m 172tz
ay -

Obsérvese en los dos ejemplos anteriores que las derivadas parciales mixtas tomadas con respec-
to a las mismas variables pero en orden diferente son iguales. Esto no es una coincidencia. Siem-
pre ocurre para funciones suficientemente suaves. En particular, se requiere que las derivadas
parciales mixtas que intervienen sean continuas, El siguiente teorema presenta de forma mas
precisa este importante fenémeno.

TEOREMA ({J) Igmaldad de las derivadas parciales mixtas

Supongamos que dos derivadas parciales mixtas de orden n requieren las mismas diferen-
ciaciones pero en 6rdenes diferentes. Si esas derivadas parciales son continuas en un punto
P,y si fy todas las derivadas parciales de f de orden inferior a n son continuas en un
entorno de P, entonces las dos derivadas parciales mixtas son iguales en el punto P,
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DEMOSTRACION Demostraremos slo un caso especial representativo, correspondiente
a la igualdad de fi;(a b) y f,(a b) para una funcién f de dos variables, suponiendo que
fi, ¥ fy estan definidas, que f;, f, y f son continuas en un disco de radio positivo centrado
en (a b), y que fi; y f; son continuas en (a b). Sean h y k dos niimeros con valor ab-
soluto lo suficientemente pequefio para que el punto (a + A b+ k) esté en dicho disco.
Entonces también lo estaran todos los puntos del rectangulo cuyos lados son paralelos a los
ejes coordenados y con vértices diagonalmente opuestos a (a, b) y (a+ h, b+ & (véase la
Figura 12,19).

Figura 12.19 Un rectdngulo contenido en un disco donde f y ciertas derivadas
parciales son continuas,

Sea Q=fla+h b+ Kk —flat+ h b —fla b+ k) + f(a b) y definamos funciones
de una variable u(x) y v(y):
uW = b+ B —Fx B y o =rflat+hy-~fa

Evidentemente, @ = u(a+ A — u(a) y ademas @ = v(b+ k) — v(b). Por el Teorema del
Valor Medio (de una variable) existe un nimero 6, con 0 < 6, < 1, tal que a+ 6,/ esta
entre ay a+ A de forma que

@=ula+h —ula) = hi(a+ 6, = hlfila+ 6,k b+ k) — fila+ 6,4 b)]

Aplicaremos ahora el Teorema del Valor Medio de nuevo, esta vez a f; considerada como
una funcién de su segunda variable, para obtener otro nimero 6, con 0 < 6; < 1, tal que

fla+ 0,h b+K — fi(a+ 0.k b) = kfo(a+ 0.k b+ 0,4

Por tanto, @ = hkfi,(a + 0,h b+ 0,k). Dos aplicaciones similares del Teorema del Valor
Medio a @ = v(b + k) — v(b) conducen a Q= hkf,,(a + 0:h, b + 0,k), siendo @, y 0, dos
ntimeros comprendidos entre 0 y 1. Igualando estas dos expresiones de ¢y eliminando el
factor comiin Ak, se obtiene

fiz(a+ 0,k b+ 0,k = £,,(a+ 0:h, b+ 6,8

Como fj; y £, son continuas en (a, b), podemos hacer que h y k tiendan a cero para obte-
ner fi,(a, b) = £,(a, b), como se queria demostrar,

_.

ii ATENCION 11 El Teorema del Valor Medio se utiliza cuatro veces en esta demostra-

cién, cada una de ellas para expresar una diferencia de la forma
gp+ m — gp) como g(gm siendo c algin nimero Entrea]p y
p+ m. Es conveniente expresar c en la forma p + 6m, siendo 6 algin
nimero entre 0 y 1.
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El Ejercicio 16 posterior desarrolla un ejemplo de una funcién en la que fj; y £, existen pero no
son continuas en (0, 0), y para la que £(0, 0) # £,(0, 0).

Observacion Derivadas pardales en Maple Cuando se utiliza la funcién de Maple difff para
calcular una derivada, debe incluirse el nombre de la variable de diferenciacién. Por ejemplo,
diff (x"2+y 3, %) da como resultado 2x. No importa que la funcién que se diferencia dependa
de més de una variable, ya que estamos indicando a Maple que hay que diferenciar con respecto
a x. Si se deseara la derivada con respecto a y, habria que introducir diff (x 2+y 3, y), y la
salida serfa 3y%. En este contexto, no hay distincién entre derivadas ordinarias y derivadas par-
ciales, Existe, sin embargo, una diferencia cuando se desea aplicar un operador diferencial a una
funcién £ Si f es una funcién de la variable, se puede expresar su derivada £ en Maple como
D(£). Por ejemplo,

> f :=x->sin (2*x) ; fprime :=D(f) ;
f:= x—sen (2%
fprime:= x — 2 cos (2x)

lLa entrada fprime (Pi/6) producird ahora la salida 1, como cabria esperar.

Si f es una funcién de dos (o més) variables, entonces D (£) no tiene sentido; ;queremos
decir £ o f;? Distinguiremos las dos (o mas) derivadas parciales primeras utilizando subindices
con D,

> f:i=(x, y) —>exp (3*y) *sen (2*x) ;
fi=(x, 3) » e® *sen (2%
> fone :=D[1] (f) ; ftwo :=D[2] (f) ;
fone:= (x, y) — 26 *cos (2%)
fiwo:= (x, ) —36* *sen (2x)

Las derivadas parciales de orden superior se indican con subindices multiples (encerrados entre
corchetes).

> D[1, 1, 2] (f) (Pi/4, 0) ;
- 12

No hay que preocuparse por el orden de los subindices en una derivada parcial mixta. Maple
asume que las derivadas parciales son continuas, aun cuando no sepa si la funcién lo es. Incluso
aunque no se hubiera asignado a g ningin significado durante la sesion de Maple actual, la en-
trada D[1, 2] (g) (%, y)—D[2, 1] (g} (x, y); producird una salida de 0.

Las ecuaciones de Laplace y de onda

Muchos fenémenos importantes e interesantes se modelan mediante funciones de varias variables
que satisfacen ciertas ecuaciones diferenciales en derivadas parciales, En los ejemplos que si-
guen presentaremos dos ecuaciones diferenciales en derivadas parciales concretas que surgen fre-
cuentemente en ciencias fisicas y mateméticas. Los Ejercicios 17-19 posteriores presentan otra
ecuacién con importantes aplicaciones.
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m Demuestre que para cualquier nimero real k las funciones
z=e%cos(ky) y z=e"sen(ky
satisfacen la ecuacién diferencial en derivadas parciales

&z &z
2 o
en todo punto del plano xy.
Solucién Para z= e cos (k) tenemos
g—j= ke cos (ky), g—;= — ke sen (ky)
&’z 8’z
a—xz=_kze”cos (kp, ayg = — K¥e™cos (ky)
Entonces,
& e i = Ké*cos (ky) — KFe™cos (k) =0
7 oy

El calculo para z = ¢®sen (4y) es similar. .

Observacion La ecuacién diferencial en derivadas parciales del ejemplo anterior se denomi-
na ecuacién de Laplace (bidimensional). Se dice que una funcién de dos variables con deriva-
das parciales segundas continuas en una regién del plano es asrmémica si cumple la ecuacién de
Laplace. Estas funciones tienen un papel fundamental en la teorfa de funciones diferenciables de
variable complefa (véase el Apéndice II), y se utilizan para modelar varias magnitudes fisicas
como las distribuciones de temperatura en estado estacionario, flujos de fluidos y campos elec-
tromagnéticos. Las funciones arménicas tienen muchas propiedades interesantes. Tienen deriva-
das de todos los érdenes, y son analfticas, es decir, son sumas de sus series de Taylor (multiva-
riables). Es mas, una funcién arménica sélo puede alcanzar valores méximo y minimo en la
frontera de su dominio. La ecuacién de Laplace, y por tanto las funciones arménicas, se pueden
considerar en cualquier nimero de dimensiones (véanse los Ejercicios 13 y 14 posteriores).

S TLEEE Sify gson funciones de una variable diferenciables dos veces, demuestre que
w=flx—c) + glx+ o
satisface la ecuacién diferencial en derivadas parciales

FEw , Fw
k3 akirr P
Solucion Utilizando la Regla de 1a Cadena para funciones de una variable se obtiene
%F=—cf{x—dj+cg’{x+dj, % fix—ch) + glx+ b
52 ¥ I’ az ¥
a—E—czf’( A + ég'ix+ o), —f—f(x o)+ g'x+ cb

Por tanto, w cumple la ecuacién diferencial dada. -

Observacion La ecuacién diferencial en derivadas parciales del ejemplo anterior se denomi-
na fumciém de onda (unidimensional). Si ¢ representa el tiempo, entonces f(x — cf) representa
una onda que viaja hacia la derecha por el eje x con velocidad ¢ (véase la Figura 12,20). De
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forma similar, g(x + cf) representa una onda que viaja hacia la izquierda con velocidad ¢ A di-
ferencia de las soluciones de la ecuaci6n de Laplace que deben ser diferenciables infinitas veces,
las soluciones de la ecuacién de onda s6lo necesitan tener suficientes derivadas para satisfacer la
ecuacién diferencial. Por lo demas, fy g son arbitrarias.

instante ¢t = 0

/ Q}
instante = |

c

instante = 2

x

2c

, X

Figura 12.20 w= f(x — cf) represenia una onda que
se mueve hacia la derecha con velocidad c.

Ejercicios 12.4

En los Ejercicios 1-8, calcule todas las derivadas parciales
segundas de las funciones dadas.

1. z=2(1 + /) 2 flx, ) =2+
R w=xy7 4z=[3F+y
& z=xe/ — y*

& (x ) =In(1 +sen(xp)

+ 7. ;Cuéntas derivadas parciales mixtas de orden 3 puede
tener una funcidn de tres variables? Si son todas ellas
continuas, ;cuéntos valores diferentes pueden tener en
un punto? Calcule las derivadas parciales mixtas de
orden 3 de f(x, y, 2) = xe¥ cos (xz) que requieren dos
diferenciaciones con respecto a zy una con respecto
ax

Demuestre que las funciones de los Ejercicios 8-12 son
arménicas en las regiones del plano indicadas.

& f(x, ) = A(¥ — y’) + Bxyen todo el plano (4 y B son

constantes),
8. f(x ) = 3xXy— y’ en todo el plano, (;Puede pensar

en otro polinomio de grado 3 en x e y que sea también

armoénico?).

X

£+ )

10. f(x j) =

en todas partes excepto en el origen.

11. f(x, ) =In (¥ + y*) en todas partes excepto en el

arigen.
12 tan ' (y/x) excepto en puntos del eje y.

18 Demuestre que w = e****/sen (52) es arménica en todo
R, es decir que satisface en todas partes la ecuacién
de Laplace tridimensional

0w . &w . o'w
F Y 0F
14 Suponga que f(x, j) es arménica en el plano xy.
Demuestre que las funciones zf(x, ), x f(y. 2) e
yf(z x) son arménicas en todo R®. ;Qué condicién

deberfan cumplir las constantes a, by ¢ para asegurar
que flax+ by, ¢z es arménica en R

15. Sean las funciones u(x, ) y v(x, )} con derivadas
parclales segundas continuas, tales que satisfacen las

0

ecuaciones de Canchy-Riemann
du v v du
x oy & oy
Demuestre que u y v son arménicas,
V16 Sea Flx, j) = %fiﬂ) e e
0, s (% =0 0
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Caleule Fi(x, 3, Folx, ), Fio(x, ) y Foulx, pyenlos  Funciones bismdnicas

ntos (x, 0, 0). Calcule también estas derivadas
Enu 0, {]g‘? {f)nbsﬁrsfe que Fy(0,0) = 2 y Fip(0, 0)= —2. Una funcion u(x, )) con derivadas parciales de cuarto orden

(Contradice este resultado el Teorema 1? Explique continuas se denomina bisrménica si _A;" Eit Z_J;‘r es una

i)
r qué.
Paripk fincién arménica,
La ecuacin (de difixsién) del calor $20. Demuestre que u(x, j) es biarménica si y sélo si
&17. Demuestre que la funcién u(x, § = £ % */* satisface cumple la ecuacién biarmonica

la ecuacién diferencial en derivadas parciales i sy o'

2 o _ — =
ou_ou B ot T o

ot X
2. Verifi = ¥* — 34 es biarménica.
Esta ecuacion se denomina ecuacién del calor erifique que u(x, ) ¥ es blarménica

unidimensional, porque modela la difusién del calor 22, Demuestre que si u(x, j) es armdnica, entonces

0

en una barra aislada (donde u(x, §) representa la vix, ) = xulx, ) y wix, ) = yulx, ») son biarménicas,
Eﬁﬁzﬂzﬁ:ﬁpﬁcmn e Utilice el resultado del Ejercicio 22 para demostrar que las
' funciones de los Ejercicios 23-25 son biarménicas.
18 Demuestre que la funci6n u(x, y, § =t~ le~ WML
cumple la ecuacién del calor bidimensional 23 xe'seny
u_#u, Fu 2 (¢ + )
ot o Oy o Y
©19. Comparando los resultados de los Ejercicios 17 y 18, £+ )
PERne o paicitiala ecpeiin el il #28. Proponga una definicién de funcién biarménica de tres

ou &u Pu Fu variables, y demuestre resultados andlogos a los

o B Bt de los Ejercicios 20 y 22 para funciones biarménicas
-+
ot 0¥ af kg ulx, y, 2.
Verifique su planteamiento (si esta perezoso, utilice 27. Utilice Maple para verificar directamente que la ()
Maple). funcion del Ejercicio 25 es biarmonica, o

(X9 La Regla de la Cadena

La Regla de la Cadena para funciones de una variable es una férmula que permite obtener la
derivada de una composicién f(g(x)) de dos funciones fy g

2 1gt) = FggW

La situacion para el caso de varias variables es mas complicada. Si f depende de més de una
variable, y cualquiera de esas variables puede ser a su vez funcién de una o mas de otras varia-
bles, no se puede obtener una férmula simple de la composicién que cubra todos los posibles
casos. En este caso debemos ver la Regla de la Cadena como un procedimiento de diferencia-
cidn de composiciones de funciones, en vez de una férmula de sus derivadas. Para motivar la
formulacién de la Regla de la Cadena en el caso de funciones de dos variables, empezaremos
con un ejemplo concreto,

Supongamos que estamos realizando una excursién por una regién montafiosa y tenemos
un mapa, Sea (x, y) las coordenadas de nuestra posicién en el mapa (es decir, las coordenadas horizontales
de nuestra posicién real en la regién). Sea z= f(x, j) la altura del terreno (por ejemplo, sobre el nivel del
mar) en la posicién (x, J). Supongamos que caminamos por una senda, de forma que nuestra posicién en el
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instante £ se puede expresar como x= u(f) e y= v(f) (son las ecuaciones paramétricas del sendero sobre el
mapa). En el instante f nuestra altitud sobre el nivel del mar se expresa mediante la funcién compuesta

z= fulh, v(d) = gb

que es una funcién de una sola variable, ;Con qué rapidez estd cambiando nuestra altitud con respecto al
tiempo en el instante 7

Solucién La respuesta es la derivada de g{4:
guth —gh_ - futth, olt+ h) - Aud, o(d)

£ =l 7 o 7
_ U+ B ole+ B) — Fuld, ole+ )
h=0 .b
3 “ﬂ.} fluld, v(t+ ﬂ]j]] — flu(d, v(d)

Hemos sumado 0 al numerador del cociente de Newton de una forma creativa, para separar el cociente en
una suma de das coclentes. En el primero de ellas, en la diferencia de valares de f interviene sélo la pri-
mera variable de £, y en el segundo, en la diferencia inferviene sélo la segunda variable de f. La Regla de
la Cadena de una sola variable sugiere que la suma de los dos 1imites anteriores es

g = H(uld, v()) v (d + fHu@, v(d)v'®
N

d
La férmula anterior es la Regla de la Cadena para 7 f(u(d, v(d). Empleando la notacién de

Leibniz tenemos

Una version de la Regla de la Cadema

Si z es funcién de x e y, y sus derivadas parciales primeras son continuas, y si x e y son
funciones diferenciables de ¢ entonces

dz Ezdx+azdy
dt axdt ' oyadt

Nétese que hay dos términos en la expresién de dz/dt (o de g(8) y cada uno de ellos proviene de
cada una de las variables de f que depende de ¢

Considere ahora una funcién f de dos variables, x e y, cada una de las cuales es a su vez una
funcién de otras dos variables, sy ¢

z= flx, y), siendo x=uls, ) e y=uv(s b
Podemos formar la funcién compuesta

z=f(uls, 9, v =gls 8

Por ?emplo, si f(x y) =+ + 3y, siendo u(.s; r}= st y v(s, § =s—t, entonces gls, ) =
+ 3(s — 8.
Supongamos que f, uy v tienen derivadas parciales primeras con respecto a sus respectivas
variables, y que las de f son continuas, Entonces las derivadas parciales primeras de g se expre-
san como

&s 9 = fluls, 9, v(s Duls O + Luls 9, vls Dvls, 9
&(s 9 = hluls, 9, vls Dinls ) + Lluls 9, vls Hoals, 9
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Estas férmulas se pueden expresar de forma més sencilla utilizando la notacién de Leibniz;

Otra versién de la Regla de la Cadena

Si zes funcién de xe y, y sus derivadas parciales primeras son continuas, y si x e y depen-
den de sy de ¢, entonces

oz_ozox dzly

0s 0xds dyas

oz_ozox 0zl

ot éxadt Oy ot

Esto se puede deducir de la versién obtenida en el Ejemplo 1 haciendo que u y v dependan de
dos variables, pero manteniendo una de ellas fija mientras diferenciamos con respecto a la otra,
En la seccién siguiente se dard una demostracién mds formal de este caso simple pero represen-
tativo de la Regla de la Cadena.

Las dos ecuaciones de la caja anterior se pueden combinar en una tinica ecuacién matricial:

ox ox
0z 07\ [0z oz ds ot
& %-& Bl o
ds ot

Al final de esta seccién comentaremos del significado de esta matriz.

En general, si zes una funcién de varias variables «primarias», y cada una de ellas depende
de algunas variables «secundarias», entonces la derivada parcial de z con respecto a una de las
variables secundarias tendra varios términos, siendo cada uno de ellos la contribucién a la deri-
vada que proviene de cada una de las variables primarias de las que depende z

Observacion Notese el significado de los diversos subindices que indican derivadas parciales
en la forma funcional de la Regla de la Cadena:

gils, § = filuls, 9, vls, Dunls § + Hluls, 9, vls, Dvils, 9

El «1» en g (s, f) indica diferenciacién con respecto a x; la primera variable de la que depende g
En cambio, el «1» en £ (u(s 8, v(s, §) indica diferenciacién con respecto a x, la primera variable
de la que depende f (estas derivadas se evalian después en x= u(s, 9, y = v(s, 8).

m St z=sen(x’y), slendo x = s y y= 5 + Er calcule dz/dsy dzdr

() Mediante sustitucién directa y la versién de una variable de la Regla de la Cadena.
(b) Utilizando la versién de dos variables de la Regla de la Cadena,

Solucién
(a) Mediante sustitucion directa:

Z=sen ({.512}2 (52 + %)) = sen(s*? + $F)

g—} 4SE + 258 cos (A + £6)

g—j = UsF + 320 cos (81 + £F)



CAPITULO 12. Diferenciacién parcial 783

(b) Utilizando la Regla de la Cadena;
iz_szix izyy
05 0xds dyos
= (2xycos () E + (# cos (¥*)))2s

= (25? (52 + %)E + Esf'r‘)oas (' + 5F)

= (45°2 + 2sP) cos (s* + $F)
dz_ozdx dzly
ot dx ot dy ot

= (2xycos (¥*p))2st + (¥ cos (X)) (_Tl)

" (zsf (sz " %) — (_Tl))cos P+ 28

= (45*F + 35°6) cos (s*t* + £F)

Notese que todavia hemos tenido que utilizar sustitucién directa en las derivadas obtenidas en (b) para de-
mostrar que los valores son los mismas que los obtenidos en (a). e

d d
| Ejemplo 3 [[eAIENE = fidy. x+2) V5 8y, X+ 23) en funcién de las derivadas parciales de £,
suponiendo que dichas derivadas parciales son continuas.
Solucion Tenemos que

0 d d

T Py, x+2)) = {1y, x+ 2)) a_{f)j + L{(¥y x+ 2)) a—x{er 2y)
= 27 £ (£, x+ 2)) + £(¥y, x+ 2))

0 0 d

a—yf{f): x+2)) = 40y x+ 2)) a[fﬁ + H(#y, x+ 2)) Ey(er 2)

=X H(Ey x+2)) + 26(Fy, x+ 2)) =

(ST TR W Exprese las derivadas parciales de z= h(s, § = f(g(s, #) en funcién de la derivada £ de f
y de las derivadas parciales de g.

Solucién Las derivadas parciales de /i se pueden calcular utilizando la versién de una variable de la Re-
gla de la Cadena: si x = gis, 1), entonces z= f(x) y

0z _ dz dx

(s ) = ES_EY$= fﬂg(S. t))gl(rﬂ )

B -'32'_ dzﬂx_f
k(s §) = e (gls, 0)gals O

El siguiente ejemplo presenta una aplicacién hibrida de la Regla de la Cadena a una funcién que
depende directa e indirectamente de la variable de diferenciacién.
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Calcule dz/dt slendo z= f(x, y, ), x= g{f) e y= h(f) (suponga que f, gy htienen deriva-
das continuas).

Solucion Como z depende de ¢ a través de cada una de las tres variables de £, la expresién de la Regla
de 1a Cadena tendra tres términos:

de_ozdn, ordy oz
dt oxdt aydt ot

=filx, 3 080 + f(x . JH(D + £x ¥, O -

Observacion En el ejemplo anterior se puede distinguir facilmente entre los significados de
los simbolos dz/dty dz/dt Sin embargo, si la situacién que hubiéramos tenido fuera

z=f(x y,5,8 siendo x=gs8d e y=Ahisb

entonces el significado del simbolo ¢2/@t no estarfa claro; podria referirse a la derivada parcial
simple de f con respecto a su cuarta variable prunana (es decir, fi(x, y, s, #)), o podria referirse
a la derivada de la funcién compuesta f(g(s, £, A(s, 1), s, ). Tres de las cuatro variables prima-
rias de f dependen de ty, por tanto, contribuyen a ]a tasa de cambio de z con respecto a £ La
derivada parcial fi(x, y s, f) indica la contribucién de sélo una de estas tres variables. Es habi-
tual utilizar @z/6t para indicar la derivada completa de la funcién compuesta con respecto a la
variable secundaria f.

0z

i f(g(&t}hmt}&ﬂ

=f1(x}',s: D&(s 0 + 6x 3 5 Oh(s § + fx ¥ 5 6
Cuando sea necesario, podemos indicar la contribucién de la variable primaria t como

0z d
(E)x.y,s_ i ysd=4ys D

En este caso, los subindices indican las variables primarias de f que se mantienen fijas, es decir,
cuyas contribuciones a la tasa de cambio de z con respecto a ¢ se ignoran. Por supuesto, en la
situacién descrita anteriormente, (8z/61); significa lo mismo que dz/6t

En las aplicaciones, las variables que contribuyen a una derivada parcial concreta, en general
estaran claras a partir del contexto, El ejemplo que sigue presenta una aplicacién de este tipo. Es
un ejemplo de un procedimiento denominado diferenciacién tras el movimiento.

SEIGTI NN [a temperatura atmosférica depende de la posicion y del tiempo. Si la posicién se indica
mediante tres coordenadas espaciales x, y y z (medidas en kilémetros) y el tiempo se indica como f (medido
en horas), entonces la temperatura T °C es una funcién de cuatro variables, Tx, y, z 9.

(@) Siun termémetro se fija a un globo atmasférico que se mueve siguiendo una trayectoria cuyas ecuacio-
nes paramétricas son x = (), y= g(f) y z= Al1), ;cudl es la tasa de cambio en el instante { de la tem-
peratura T medida por el termémetro?

(b) Calcule la tasa de cambio de la temperatura medida en el instante ¢ = 1 si

T 3, 2 ) =T (1 + 9

y si el globo se mueve siguiendo la curva
xmf ymZf z=t— £
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Solucion

(a) En este caso, la tasa de cambio de la medida del termémetro depende del cambio en la posicién del
termémetro, asf como del tiempo. Por tanto, ninguna de las cuatro variables de T'se puede ignorar en la
diferenciacion. La tasa se expresa como

dI o0Td oTdy oTdz oT

dt oxdt oydt azdt ot

El término ¢7]0f se refiere sélo a la tasa de cambio de la temperatura con respecto al tiempo en una
posicion fija de la atmésfera, Los otros tres términos provienen del movimiento del globo.

(b) Los valores de las tres coordenadas y de sus derivadas en t=1son x=1, y=2, z=0, dy/dt=1,
dy/dt= 2y dz/dt= — 1. Ademés, en = 1,

orT ¥y oT —xy

PRSI E-{1+z)2(1+f)=_4
BT_ L g _ E"_ xy
5'_1+z(1+t)_2' 13'1‘_14—2_2
Entonces,
—| =00 +@@+(-4(-D+2=14
dt |-

La temperatura medida se incrementa con una tasa de 14°C/h en el instante f = 1. -

La presentacién y los ejemplos anteriores ponen de manifiesto que la Regla de la Cadena puede
tomar formas diferentes en el caso de varias variables, dependiendo del niimero de variables que
intervengan en las funciones que se componen. Como ayuda para determinar la forma correcta
de la Regla de la Cadena en una situacién dada, se puede construir un diagrama que ilustre la
dependencia de las variables. En la Figura 12.21 se muestra un ejemplo de diagrama para la fun-
cién de temperatura del Ejemplo 6. En la aplicacion de la Regla de la Cadena para dT/dt inter-
viene un término para cada ruta desde Thasta fque se pueda seguir en el diagrama, Por ejemplo,

la ruta desde T'que pasa por xy f produce el término asi sucesivamente.

oxdr Y
T

T — g —

: Figura 1221 Diagrama que muestra la dependencia de T con ¢ en el Ejemplo 6.

(ST I Escriba la aplicacion de la Regla de la Cadena a dz/dx, donde zdepende de u, vy r; uy v
dependen de x, yy r; rdepende de xe y.

Solucion El diagrama apropiado para este ejemplo se muestra en la Figura 12,22, Hay 5 rutas para ir de
zax
0z dzdu 0Ozdoudr 0zdv 0Ozdvdr Ozor

Ox oudx  Qudrox dvox Gvdrdx  orox

Xy Y Figura 1222 Diagrama de dependencia del Ejemplo 7,
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Funciones homogéneas

Se dice que una funcién f(x;, ..., x,) es positivamente homogémea de grado ksi, para todo pun-
to (x;, X, ..., X,;), de su dominio y todo niimero real ¢ > 0, se cumple que

£(try, Bg, ..., 56} = f(x, ..., %)
Por ejemplo,
fx, ) =x¥ +xy— ¥  es positivamente homogénea de grado 2
flx, ) = \/m es positivamente homogénea de grado 1

2
flx, ) = P f( 7 es positivamente homogénea de grado 0
xX—y+b5z .
flx, y, 2 = W es positivamente homogénea de grado —1
flep=£F+y no es positivamente homogénea

Obsérvese que una funcién positivamente homogénea de grado 0 permanece constante a lo largo
de rayos que surjan del origen. De forma mas general, una funcién positivamente homogénea
crece o decrece a lo largo de dichos rayos proporcionalmente a la &-ésima potencia de la distan-
cia al origen.

TEDREMAo Teorema de Euler

Si f(x, ..., x,) tiene derivadas parciales primeras continuas y es positivamente homogénea
de grado £, entonces

n

Y xfx, .., x) = kf(x, .., x)

=

DEMOSTRACION Diferenciando la ecuacién £(tx,, tx, ..., tx,) = t*f(x;, ..., x,) con res-
pecto a ¢ se obtiene

xf(t, .., )+ %&bty ..., o) + - + X, 6, ..., ) = B f(xn, .., x)
Basta con sustituir ahora = 1 para obtener el resultado.
e

Notese que los Ejercicios 26-29 de la Secci6én 12.3 ilustran este teorema.

Derivadas de orden superior
La aplicacién de la Regla de la Cadena a derivadas de orden superior puede ser muy complica-
da. Es importante tener en cuenta en cada etapa qué variables dependen de otras,

2

ST TALE: N Calcule % f(x* — y*, x) en funcién de las derivadas parciales de la funcién £, Suponga

que las derivadas parciales de segundo orden de f son continuas.
Soluciéon En este problema no se indican explicitamente los simbolos de las variables primarias de las
que depende f. Las denominaremos u y v. Por tanto, el problema nos pide calcular

&
ax—qyf{u.ﬂ]. stendo u=X-y} y v=x
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Diferenciando primero con respecto a y.
0
e flu, v) = —2yfi(y, v) + x5y, v)

Ahora se diferencia el resultado con respecto a x. Nétese que el segundo término de la derecha es un pro-
ducto de dos funciones de x, por lo que hay que aplicar la Regla del Producto:

2

ﬁ’ flu, v) = — 2p2x [y, v) + yhalu, v))
+ H(u, v) + x@Rx 5 (u v) + yhly v)
= fu, v) — Axy £, (U, v) + 20 — JA) £,(u, v) + xyhu(u v)

En el ultimo paso hemoas usado el hecho de que las derivadas parciales mixtas de f son continuas, por lo
que se pueden igualar £, y £,. -

Revise cuidadosamente el cdlculo anterior y asegiirese de entender lo que se hace en cada paso.
Nétese que todas las derivadas de f que aparecen se evaliian en (4, v) = (¥ — %, xy), no en
(x, ), ya que xe y no son las variables primarias de las que depende f.

Observaciéon Los cilculos realizados en el ejemplo anterior (y en los siguientes) se pueden
hacer facilmente mediante un programa de matemaéticas por computador. En Maple:

> gi=(x, y) > f(x2-y2, x*y) :
simplify(D[1, 2] (g) (%, y)) ;

~ 4D, (N ~ . )x— 2 +Dy (N = Y. )y
+2D, (N0 — . )R

+ 1Dy o (¥ = ¥, )y + Do (K = ¥, 1)

que, tras inspeccionarla de cerca, se puede ver que es el mismo resultado calculado en el
ejemplo.

ST Si f(x, y) es armonica, demuestre que f(¥ — §, 2xy) es también armonica,
Solucién Sea u= ¥ — y* y v = 2xy. Si z= f(u, v), entonces

L. 2x fi(u, v) + 2y £(y, v)

ox
0z
ﬁ_ —2yfilu v) + 2x6(u v)
&z
FP flu v) + 2x(2x £, (u, v) + 2yf5(y v)
+ 2/2x £, (u, v) + 2y£o(u, v))

= 2£(u v) + 4 £, (, v) + 8xyfi,(u, v) + 4 £,(u, v)

?)j = 24 v) — 2H(~2yhy(u V) + 2,00, v))

+ 2x(— 2y £, (u v) + 2x fo(u, v))
= —2£(u v) + 47 £, (u, v) — Bxyfiy(u, v) + 42 £(u v)
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Por tanto,
azz &z
23 37
ya que f es arménica. Entonces, z = (¥ — §*, 2x)) es una funcién arménica de x e y.

A + ) Ay 0) + 2w, 0) = 0

En el siguiente ejemplo se demuestra que la ecuacién diferencial bidimensional de Laplace
(véase el Ejemplo 3 en la Seccién 12.4) tiene la forma

iz 10z 102
éf ror rFo
cuando se plantea para una funcién z expresada en las coordenadas polares ry 6.

=0

SN (Ecuacién de Laplace en coordenadas polares) Si z = /(x, )) tiene derivadas parciales
de segundo orden continuas, y si x= rcosf e y = rsenf), demuestre que

Pz 1oz 1Pz Pz
8 ror P o

Soluciéon Se puede hacer de dos formas diferentes. Podemos partir de cada miembro de la ecuaci6n y
utilizar la Regla de la Cadena para demostrar que son iguales. En este ejemplo calcularemos las derivadas
parciales con respecto a ry @ que aparecen en el miembro izquierdo y las expresaremas en funcién de las
derivadas parciales con respecto a xe y. El otro método, que se basa en expresar las derivadas parciales con
respecto a x e y en funcién de las derivadas parciales con respecto a ry 0, es algo mas dificil (véase el
Ejercicio 24 posterior), Sin embargo, tendrfamos que haberlo planteado de esta manera si no nos hubieran
dado la forma de la ecuacién diferencial en coordenadas polares y tuviéramos que obtenerla.
En primer lugar, nétese que

ox dx dy ¥
ar—cosﬂ. B rsenf, ar—senﬂ. aﬂ—rmsﬂ
Por tanto,
iz azax+azﬂy ﬂ%+senﬂ—
or axor dy or ox ay
i ATENCION 1! Este ejemplo es dificil pero importante. Examine cada paso cuidadosamente has-

ta asegurarse de entender lo que se hace.

Ahora se diferencia de nuevo con respecto a r. Recuérdese que ry 6 son variables independientes, por lo
que los factores cos 6 y sen@ se pueden considerar constantes, Sin embargo, dz/dxy dz/dy dependen de x e
¥y, por tanto, de ry 6.

iz &z &z 0’z
—ms!:'v‘(cm:!i‘m2 + senf} aﬁx)Jrsenﬂ(cosﬂa + senf af)

2 2
—coszﬂg—xz+2cosﬂsenﬂ;z zﬂz—;
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En la dltima linea se ha utilizado la igualdad de las derivadas parciales mixtas, De forma similar,

0z

o0

= —rsenf

ﬁz+ 8 0z
o reos 3y

Al diferenciar por segunda vez con respecto a 0, rse puede considerar constante, pero cada uno de los tér-
minos anteriores sigue siendo un producto de dos funciones que dependen de 6. Entonces,

#e_ (o
562 f(COS ax

0z
= _FE'_ _rsenﬂ(—
+ rcos ﬂ(—rsenﬂ

= —_ra—z+ e (sen‘* f—
or

+ sen ﬂia— + r senﬁa—z+cos
a0 ox ay

0z
rsenﬂa—f+rcosﬂ

0224
Y

2

=

iz + reosf — o
axay | Y oy

&z &'z 5 B8
P — 2senflcosf@ —— + ﬂ—)

oxd oy

Combinando estos resultados, se obtiene la formula deseada:

Pz 1éz

1 &%z &z &%z

2 T PR 02 o

Ejercicios 12.5

En los Ejercicios 1-4, escriba las versiones apropiadas de la
Regla de la Cadena para las derivadas indicadas.

1. dw/dtst w=f(x, y, 2, slendo x=g(s B, y=his, d y
z=k(s 9.

2 owotst w=1f(x y, 2, slendo x=g(3, y=Hs O y
z= K.

R dz/dusl z= g(x, y), siendo y= f(X) y x = h(y, v).

4 dwidtst w=1(x y), x=g, 9, y=Hr, O, r= ks, 1
y s=md.
5.Siw=f{x.):z),siendax=g(y.z)ey=h(z),h1ﬂg&e

versiones apropladas de la Regla de la Cadena para =

aw\ (o
0z/, Y\oz %y
@ Utilice dos métodos diferentes para calcular du/dt si
u=./€+ §, x=e"y 1+ Scost.
7. Utilice dos métodas diferentes para calcular dz/dx st
z=tan"'(up), u=2x+yyv=3x—y.
8 Utilice dos métodos diferentes para calcular dz/dsi
z=txf, x=t+In(y+ Hey=¢

En los Ejercicios 9-12, calcule las derivadas que se indican,
suponiendo que la funcién f(x, )) tiene derivadas parciales
primeras continuas,

8 3
8 — f(2x 3) 10 — f2y. 33

2 2
1. — 1. 9 12 o fyfe 0, 15 0)

18 Supongamos que la temperatura T de un clerto liquido
varfa con la pmfwﬂidad zy el tiempo ¢ de acuerdo con
la formula 7= e~z Calcule la tasa de cambio de la
temperatura con respecto al tiempo en un punto que se
mueve por el liquido de forma que en el instante ¢ su
pmfurﬂldad es f(f), ;Cu4l es la tasa de cambio si

f(f = €7 ;Qué sucede en este caso?

14 Suponga clue la intensidad de un cam
varia con la posicién (x, y, 2 y con el tiempo ¢ de
acuerdo con la férmula E'= f(x, y, z #). Calcule la tasa
de cambio con respecto al tiempo de la intensidad de
campo medida por un instrumento que se mueve por el
espacio sigulendo la trayectoria helicoidal x = senf,
y=cost z=1

En los Ejercicios 15-20, suponga que f tiene derivadas

parciales continuas de todos los érdenes.

15 Si z= f(x, )), slendo x= 25+ 3fe y= 35— 21,
calcule
&z &z 8%z
@= O y ©
16 Si f(x, ) es arménica, demuestre que

o
f+};.f+f)estambiénarmdmca.

eléctrico E
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& 28. Si f(x J) es positivamente homogénea de grado ky
17. S x=twnse y=tcoss clcde - 2 Az ). tiene derivadas parciales de segundo orden continuas,
5 demuestre que
18 Calcule P f(2x + 3y, xp) en funci6n de las X )+ 2xyhia(x ) + Y hu(x P
derivadas parciales de la funcién f, =g —=les )
b +27. Generalice el resultado del Ejercicio 26 a funciones
19. Calcule yox f(%, xy, —x) en funcién de las de n variables.
derivadas parctales de la funcién f *2R Generalice los resultados de los Ejercicios 26 y 27 a

expresiones en las que intervengan las derivadas

&
20. Calcule —— (s — £, s+ ) en funci6n de las parciales de orden m de la funcién f.

0fds Los Ejercicios 29 y 30 vuelven sobre el Ejercicio 16 de la
derivadas parciales de la funcién f T d
21. Suponga que u(x, §) y v(x, ) tienen derivadas parciales 24 — ) T © 0)
segundas continuas y satisfacen las ecuaciones de Flx, =< X+ ' st )+
Calchy- Slermany o 0, si (6 )=, 0)
du 0
a_i=a_ﬂ y 5_,2':_6_” 28, (a) Demuestre que Flx, ) = — Fly, ¥ para todo (x, }).
Y Y (b) Demuestre que Fi(x y) = —F(y. 9 y
Suponga también que (i v) es una funcién arménica Fiplx y) = — P, (. ) para (x, ) # (0, 0).
de uy v. Demuestre que flu(x, y), v(x, })) es una (c) Demuestre que F|(0, y) = —Z2yparatodo y, a
funcién arménica de xe y. Sugerencia. uy v son partir de aqui, demuestre que F,(0, 0) = 2.
arménicas por el Ejercicio 15 de la Seccién 12.4. (d) Deduzca que Fy(x 0) = 2xy F,,(0, 0) = 2.
22 SiF =4+ ) + 7, verifique que ulx, y, 2 = l/res 30. (a) Utlice el Ejercicio 29(b) para calcular Fy,(x, ¥
armoénica en R®, excepto en el origen, para x # 0.
+23 Si x= &cost, y= essenry z=ulx, J" =ls, B, (b) ¢Es Fls(x ) continua en (0, 0)7 ;Por qué?
demuestre que ©381. Utilice los cambios de variable ¢ = x+ ¢, n = x para
Pz Pz 3 2z o7 transformar la ecuacién diferencial en derivadas
St ==+ =5+ cial
ZANTR f](axz aﬁ) S s e
u u
+24 (Transformacién de Ia ecuacién de Laplace a E=CE' (¢ = constante)
coordenadas polares) [a transformacién a
coordenadas polares x = rcos#, y = rsenf, implica en la ecuacién mas simple dv/dn = 0, con
que r* = ¥ + j* ytan @ = y/x. Utilice estas v(€ n) =vlx+ o, » = ulx, 9. Esta ecuacién indica
ecuaciones para demostrar que que v(&, n) no depende de #, por lo que v = f(£) para
a P alguna funcién diferenciable arbitraria . ;Cuél es la
L e correspondiente «solucién general» wu(x, §) de la
ox dy ecuacion diferencial en derivadas parciales original?
o8 senfl a0 _ cost ©¢32. Habiendo considerado el Ejercicio 31, plantee una
ox r ay T r «solucién general» w(r, s) de la ecuacién diferencial en
derivadas parciales de segundo orden
Uzlﬂix:e r3;ezstas férmulas como ayuda para expresar #
du  du
il e W g =0
o A o7 en funcién de las derivadas parciales de u orés
con respecto a ry 6, volviendo asi a demostrar la En la respuesta deben intervenir dos funciones
férmula de la ecuacion diferencial de Laplace en arbitrarias.

de dada en el Ejemplo 10,
e SIeL HJempo 38 Utilice los cambios de variable r=x+ ¢, s= x — ct,
25 Si ulx, ) = F#lnr siendo P = ¥ + ), verifique que u w(r, s) = u(x, ) para transformar la ecuaci6n de onda
es una funcién biarménica, demostrando que unidimensional

2, P\ (Pu, P\ du_ ,
AT IAC a7 oF T oF



a una forma més simple, Utilice ahora el resultado del
Ejercicio 32 para obtener la solucién general de esta
ecuacién de onda en la forma dada en el Ejemplo 4 de
la Secci6n 12.4,

©34. Demuestre que el problema de valor inicial de la
ecuacion de onda unidimensional

U x, § = Fuglx, B
u(x, 0) = p(x)
ufx, 0) = q(x)

tiene como solucién

X+t

qls) ds

1 1
ulx, § = [plx— c) + plx + o] +2—J
< x—ct
Nétese que aqui hemos utilizado los subindices xy ¢
en lugar de 1 y 2 para indicar las derivadas parciales,
Esto es practica habitual cuando se trata con

ecuaciones diferenciales en derivadas parciales,

12.6
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Observacién El problema de valor inicial del Ejercicio
34 proporciona el pequefio desplazamiento lateral u(x, # de
la posicién x en el instante f de una cuerda que vibra bajo
tensién segiin el eje x La funcién p(x) proporciona el
desplazamiento infcial en la posicién x, es decir, el
desplazamiento en f= 0. De forma similar, g(x)
proporciona la velocidad iniclal en la posicién x, Obsérvese
que la posici6n en el instante f depende sélo de los valores
de esos datos iniciales en puntos no separados mas de cf
unidades., Esto es coherente con la observacion hecha
anteriormente de que las soluciones de la ecuacién de onda
representan ondas que viajan con velocidad ¢

Vuelva a realizar los ejemplos y ejercicios que se indican
en los Ejercicios 35-40 utilizando Maple para efectuar los
calculos,

35. Ejemplo 10 [ 38 Fjercicio 16 Q
37. Ejercicio 19 38 Fercicio 20 O

E==
30, Fjercicio 23 O 40 Fercicio 34 3

Aproximaciones lineales, diferenciabilidad y diferenciales

La recta tangente a la grafica y = f(x) en x = a proporciona una aproximacion adecuada a los
valores de f(x) para valores de x cercanos al punto a (véase la Figura 12.23):

W~ L =1f@+r@x-a

(4] X X

Figura 12.23 Linealizacién de la funcién f alrededor de a,

L(x) es la limealizacénm de f en a; su grafica es una recta tangente a y = f(x) en ese punto, La
mera existencia de f'(a) es suficiente para garantizar que el error de la aproximacién (la distan-
cia vertical entre la curva y la tangente en x) es pequefia comparada con la distanciaa h=x— a
entre a y x, es decir,

. fla+h —Lla+h fla+ h — fa — f(ah

a h 0 h
. fla+ B - @
_},i.r.’ﬂ h =¥
= (@ - (a)=0

De forma similar, el plano tangente a la gréfica de z= f(x, j) en (a, b) es z= L(x, ), siendo
Lx y)=fla b + fi(a, B(x— a) + fi(a, B(y— b



