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dx dx
A0 P m +20. J‘D_2 112
Calcule el 4rea de la regién R especificada en los Ejercicios
21-32, Es qtil realizar un dibujo de la regi6n.
21. Limitadapor y= ¥, y=0, x=0y x=1,
22, Limitada por y =
28 Por encima de y = ¥ — 4xy por debajo del eje x.

24 Limitada por y=5—2x— 3%, y=0,x= —1y
x=1,

25 Limitadapor y=# —3x+3yy=1

I{x y=0, r=eyx==¢,

28. Por debajo de y= ﬁy por encima de y= %

27. Por encima de y= ¥ y a la derecha de x = )/,
28 Por encima de y= |x| y por debajo de y =12 — £,
28 [imitada por y= ¥ — ¥%, y=0,x=0y x=1,

30. Por debajo de y= e™*y por encima de y= 0, desde
x= —ahastax=0,

31. Por debajo de y= 1 — cosx y por encima de y = 0,
entre dos intersecciones consecutivas de estas gréficas,

82 Por debajo de y= x~ ' y por encima de y = 0, desde
x =1 hasta x=27.

Calcule las integrales de funciones continuas por tramos en
los Ejercicios 33 y 34,
3sgn(x—2)
M -I.l T I'_.EY

En los Ejercicios 35-38, calcule los valores medios de las
funciones dadas en los intervalos especificadas.

3. fW=1+x+x+en]0 2]
38 f(x) = e*en [—2, 2]
87. f(¥) =2%en [0, 1/In2]

0 st 0<t<1
k-, 4 =
&0 {1 s 1<tg3

32
n J |cos x| dx
0

[0, 3]

X3 El método de sustitucion

Calcule las derivadas indicadas en los Ejercicios 39-46.

w2 [ Jsenx
dr
senr
_J' _— X.EJ‘ senu
dx
‘' cosy d [<=? 1
ﬂ. M“d — — dy
e B ) yng T =2

45 d—ﬁ(ﬁ). st (Y =J cos () dx.
X 0

I
=31J e
4

8 H'(2), st Hx) —igy

47. Resuelva la ecuacion integral fx)== (1 + | Ad dr).
48 Resuelva la ecuacion integral f(x) J b db.
+48 Critique el sigulente célculo erréneo:

SRR | R S

v x|y -1

(Dénde ocurre exactamerte el error? jPor qué no es
—2 un valor razonable de la integral?

+»3 Utilice una integral definida para definir una funcién
Flx) cuya derivada sea lser; para todo xy que
cumpla M17) =

2x— 2t

1
+8l. ;Tiene la funcidén Flx) = J cos (m)dr un
1]
valor maximo o minimo? Justifique su respuesta.
Calcule los limites en los Ejercicios 52-54.
+3 lim

(05 (-3

T n n in m
#3538 lim —(sen—+sen—+sen—+ +sen—).
n=co J1 n n 1 1
£ ]:l.l'n £ L + L + + -
F+1 n2+4 "+9 2t )

Como hemos visto, el célculo de integrales definidas se realiza mas facilmente si se puede obte-
ner una primitiva del integrando. En esta secci6n y en las Secciones 6.1-6.4 presentaremos algu-
nas técnicas de integracion, es decir, métodos para obtener primitivas de funciones. Aunque las
técnicas que desarrollaremos se pueden utilizar para una amplia clase de funciones, no funciona-
ran con todas las funciones que podriamos desear integrar. Si la integral definida tiene un inte-
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grando cuya primitiva es o bien imposible o bien muy dificil de obtener, se puede aproximar
dicha integral definida por medios numéricos. En las Secciones 6.6-6.8 presentaremos técnicas
para realizarlo.

Empezaremos por presentar una tabla con algunas integrales indefinidas conocidas, Estos re-
sultados se obtuvieron durante nuestro desarrollo de férmulas de diferenciacién de funciones ele-
mentales. Es conveniente memorizarios.

Algumas integrales dementales
™ ™ 1
L |ldvk=x+C 2 xa‘x=5f+C
" 1 el 1
R | Pdk=-2+C 4 |Ssdx=--+C
) 3 1% i
Ll 2 il
5 xdr=—x"2+C & |—dr=2./x+C
[vra=3 [ a2
if 1 M1
—_—— 1 e o =
7.'f05( r+1f+ +C (r# -1) &'xdx In|x] + C
i 1 I 1
Q | senardx= —;cosax-i-c 10. casamﬁr=;senax+6
f 1 B 1
11. seczaxdx=gtanax+(? 12 csczaxdx=—;cotax+6'
k 1 i 1
13 secaxtana.mﬁ*=gsecax+c 14 | cscaxcotaxdx = —E{scax+6'
o L e T G I S
| B2 — g 25 &+ X T a
17. e“dx=lea‘+6' 18 b“atv=ibaf+c
J a alnb
19 | coshaxdyx = %senhax+ C 20. | senhaxdx= é coshax+ C

Nétese que las férmulas 1-6 son casos especiales de la férmula 7, que es vélida en cualquier
intervalo donde x* tenga sentido, La férmula de linealidad

J(Af[x} +Bgfﬂ]&=ﬂjf[ﬁ&+3fg(ﬂdx

hace posible integrar sumas y productos por constantes de funciones.

IEIETEE (Cambinacién de integrales dementales)

(a) J(x’—3x3+8f—6x—ﬂdz=‘§—¥+¥—3ﬂ—?x+C

st Sin e e

2+ ¥ \/5 \/5
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4 5
(c) J {4cos5x — 5sen3x) dx = 7 sen 5x +§ cos3x+ C

1 " _l 1 "
(d) _I.(::_x_'_aﬁ)dx_nlnlxl-l__nlnaaﬁ +C{a>0

|
Algunas veces es necesario modificar un integrando de forma que se pueda aplicar el método.
3
m J.{X'l'].] dX=-|.XS+3f +3x+ 1 5
X X
1
= J.(xz +3x+3 +;)a§r
1 3
=§r°'+§x'z +3x+In|x| + C
|

Cuando la integral no se puede calcular por simple inspeccién, como en el caso de los Ejemplos
1-2, hay que utilizar una o més técnicas especiales. L.a mas importante de estas técnicas es el
método de sustitucién, que es la version integral de la Regla de la Cadena. Si se expresa la Re-
gla de la Cadena, % f(g(x) = f(g(x)g (x), en forma integral, se obtiene

J g g (x) dx= flglx) + C
Obsérvese el siguiente formalismo que permitiria obtener la férmula anterior aun cuando no su-

piéramos que es cierta:
Sea u= g(x). Entonces du/dx= g'(x) o, en forma diferencial, du = g(x) dx. Entonces,

J Flg0) g dx = J Flu)du= fli) + C= flgl¥) + C

m (Ejemplos de sustitucidn) Calcule las integrales indefinidas:
) Jffrldx (b) Jwa&; y © J€ [+ e“dx

Solucién
@) inldx Seau=#+1
Entonces du= 2xdx y
xdx=13du
1 fdu 1 1
- —:=Eln|u|+C=Eln(f+1)+C=h1./x2+1+C

Ambas versiones de la respuesta final son igualmente aceptables,

(b) J'w&r Sea = 3lnx

3
Entonces du = F dx

1 1
Jsenudu= —Ecasu+ C= —Ecos[Bln.tj +C

W —
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) J? 1+ede Seap=1+é
Entonces dv = e*dy

=J.ﬂ"'zab=§vw+ C=§(1+€‘]352+C
N
En algunas ocasiones, las sustituciones apropiadas no son tan obvias como en el Ejemplo 3, y

puede ser necesario modificar algebraicamente el integrando, transforméndolo en una forma me-
jor para aplicar sustituci6n.

1 dx
SETGTALR W Calcule (a) J'idr y {b)-l. :
2+4x+5 fe?x _ 1
Solucién
dx dx
[a)Jf+4x+5_J{x+2)z+1 SET:O:E;:;E_&
[
T JE+1

=tan~'t+ C=tan"'(x+2)+ C

[b]-l‘ dx =J’ dx
JeEr—1 &Sl —e %

e *dx B
Seau=e*

=l ey
1= Entonces diu= —e *dx

_J‘ di

J1-#

=—sen 'u+C=—sen (e ) +C

[ |

No se puede forzar al método de sustitucién para que funcione, Por ejemplo, no existe ningu-
na sustitucién que mejore mucho la integral | x(2 + ¥)"*dx. Sin embargo, en la integral
| #(2 + ')/ dx se puede aplicar el cambio u= 2 + ¥, El cambio u= g(x) es probable que
funcione si g (x) es un factor del integrando.

El siguiente teorema simplifica el uso del método de sustitucién en integrales definidas.

TEOREMA () Sustitucin en una integral definida

Supongamos que g es una funcién diferenciable en el intervalo [a b], que cumple que
gla = Ay g(b) = B. Supongamos también que f es una funcién continua en el rango de g
Entonces,

b B
j Ag)g e dr=j ) du
a A
DEMOSTRACION Sea F una primitiva de £ F(u) = f(1). Entonces,

dﬂrf"@(x}] = Fg)g( = flgn) g
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por tanto,
b b
f A de= Flaw)| = Feth) - Fe@)
B B
- AB) - Ay = Al - L i) du
—
3 B eos./x+ 1
m Calcule la integral = L —\/m dx.
dy

Solucion METODO L Sea = ./x+ 1, Entonces di = .St x=0, entonces u=1; st x=8,

2./x+ 1

entonces i = 3. Por tanto,

3
I=2 J cos udu = 2sen ur = 2sen3 — 2senl
1 1
METODO IL Utilizaremos el mismo cambio que en el Método 1, pero no transformaremos los limites de
integracién de valores en x en valores en 4. Volveremos a la variable x antes de sustituir en los limites:
B

=2sen3 — 2senl
0

=8

= 2sen./x+ 1

x=0

=8
I=2 J cos udiy= 2sen y

=0

Nétese que los limites deben escribirse como x= 0 y x= 8 en cualquier etapa donde la variable no sea x.
Serfa incorrecto escribir

B
I=2 J cos udu
]
porque esto implicaria que u, y no x, varfa entre 0 y 8, El Método I produce una solucién mas corta y, por

tanto, es preferible, Sin embargo, en casos en que los limites transformados (los limites en i) sean muy
complicados, es preferible utilizar el Método 11. -

N x
SEIGTILECE Calcule el drea de la region limitada por y= (2 + sen E) cos 2, el eje x, y las rectas

x=0yx=ngq,

Solucién Como y = 0 cuando 0 < x < 7, el 4rea pedida es

T 2
X X X
A= 2+ sen—| cos —dy Seav =2 +sen-
" 2 2 2

1 X

Entonces dv=§onsEo!v

3 2 3

=2 2(_‘&;:— 3
-I.U 31'.:'

2

2 38
=y 27—-8) = o unidades al cuadrado

2

Observacion La condicién de que f sea continua en el rango de la funcién u= g(»
(para a< x< b) es esencial en el Teorema 6., Utilizando el cambio u= ¥ en la integral
L, xcsc (¥%) dx se llega a una conclusién errénea:

1 1 1
j xesc () dx= 5 j csc udu=10
-1 1
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Aunque xcsc (¥) es una funcién impar, no es continua en 0, y la integral dada representa una
diferencia de 4reas infinitas. Si se supone que f es una funcién continua en un intervalo que
contiene Ay B, entonces es suficiente con saber que u= g(x) es uno a uno y, por tanto, diferen-
ciable, En este caso el rango de g estara entre Ay B, por lo que se cumplird la condicién del
Teorema 6.

Integrales trigonométricas

El método de sustitucién resulta a menudo de utilidad en el calculo de integrales trigonométri-
cas. Comenzaremos por presentar las integrales de las cuatro funciones trigonométricas cuyas in-
tegrales no hemos presentado todavia. Aparecen en muchas aplicaciones y es conveniente me-
morizarlas.

Integrales de Ia tangente, cotangenie, secanie y cosecante

tan xdx = In|secx| + C

Ll

cotxdyx=In|senx|+ C= —In|cscx] + C

™

sec xdx=In|secx + tanx + C

cscxdx= —In|escx + cotx] + C=In|cscx — cotx] + C

Por supuesto, todas ellas se pueden comprobar diferenciando los miembros derechos de las ecua-
ciones. Las dos primeras se pueden calcular directamente expresando tanx y cot x en funcién de
senx y cosx, y utilizando el cambio adecuado. Por ejemplo,

sSen x
j.tanxdr= J-— dx Sea U= cosx
COS X
Entonces du = —senxdx
du
= — ?= —Injul+C

+ C=In|secx] + C

~In|cosx| + C=1In |—
COoS X

La integral de sec x se puede calcular expresandola de la forma

secxisecx + tan
sec xdx = (se A dx
secx + tanx

y utilizando el cambio u = sec x + tan x. La integral de csc x se puede calcular de forma similar
(demuestre que las dos versiones dadas de la integral son equivalentes).
Consideraremos ahora integrales de la forma

j sen™ xcos” xdx
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Si mo nson enteros positivos e impares, la integral se puede calcular fécilmente par sustitucion,
Por ejemplo, si n= 2k + 1, siendo & un entero, se puede utilizar la igualdad sen”x + cos’x =1
para expresar la integral de la forma

j%n”’x(l — sen?x)*cos x dx

que se puede integrar aplicando el cambio u = senx. De forma similar, se puede usar u= cos x
si mes un entero impar,

(FEV AL Calcule:  (a) Jmnsxcmsxdz y (b J'oosf*axdx
Solucién

(a) J.sensxms‘*xdx= J (1 — cos® ¥) cos® xsen xdx Sea u= cosx
du= —senxdx

= — J[l — P du= J{u”’— ?) du
wr af

1 1
_—_ S 11 9
T 9+C—11ms x—g—cosx+C

(b) .I.oosf‘axdr=-|.[l—sen2a,ﬁzmsaxdr Sea u= senax
du = acos axdy

1
T a

1
" a

J(l—m)wu=ﬂ(1—zzf+m)m
2 1
(u—gus+gu5)+ﬁ‘

1 S
=—|senax——-sen“axr+-sen'ax|+ C
a 3 5 -

Si las potencias de senx y cosx son ambas pares, se pueden utilizar las fdrmulas del angulo do-
ble (véase la Seccién P.7):

| i
coszx=§ (1+cos2y) vy sen2x=§ (1 —cos2x)
SEGTILRN (Integracién de potencias pares del seno y d coseno) Verifique las formulas
1
J.ooszxdx=§{x+senxcosx)+ 4

J.seﬁxd‘x= % (x —sen xcosx) + C

Fstas integrales aparecen frecuentemente y conviene recordarlas,
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Solucion Las dos integrales se pueden deducir de las correspondientes férmulas del 4ngulo doble, Dedu-
ciremaos la primera; la segunda es similar.

1
J.coszxdx—g-l'(l + cos 2x) d

By S o
=_—+—sen2x
g T4

1
=E[x+ senxcosx) + C  (yaque sen2x = 2senxcos x)

Ejemplo 9 g Jmn" xdx.

Solucién Debemos aplicar dos veces la férmula del 4ngulo doble.

L [ 2
Imn xdr—'l-l'[l cos 2x)° dx
1 2
=E (1 —2cos2x + cas” 2x) dx

1
= senEx+§J.[1 + cos 4x) dx

1
4
1 ¥ 1
= —Esen2x+§+§sen4x+ C

L3 | be W] be

1 1
=§x—asen2x+§sen4x+ C

Nétese que no hace falta introducir la constante de integracién C hasta que se calcula la (iltima integral,

Utilizando las relaciones sec®x=1+tan’x y csc®x=1+cot’x, y uno de los cambios
Uu=secx, u=tanx, u=cscxo u= cotx, se pueden calcular integrales de la forma

J'Secmxtan"xdx 0 J'Cscmxcot”xdx

a menos que m sea impar y nsea par (si éste es el caso, las integrales se pueden calcular aplican-
do integraci6n por partes, que presentaremos en la Seccién 6.1).

SEIGTIRTE (Integrales con secantes y tangentes) Calcule las sigulentes integrales:
@ | tan?xdx, (b) jmc‘fa? y (o) Jmcsxmsxdx

Soluciéon
(a) tanzxdr=-|.[sec2x— )ds=tanx—x+ C

(b) mc‘rd=J(1+mEase8rn& Sea y=tant
o du = sec® tdt

=J(l+u2)du=u+%u3+c=tanr+%tan3r+c
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(c) J.Sechtanaxdr

= J.seczx(seczx— l)secxtanxdx Sea uy=secx

di = sec xtan xdx

o 1 1
= J.{u"— t.'z]du—g—€+ C—gsecf‘x—gsecsx+ C
Ejercicios 5.6
[ tdt X dx
Calcule las integrales de los ejercicios 1-44. No olvide 15 il
incluir la constante de integracién en las integrales JJi-t T
indefinidas. Sus respuestas puede ser diferentes de las que ~ dy dy
aparecen en la seccion de Respuestas, pero, aun asi, pueden *17 e Fr e *
ser correctas. Por ejemplo, al calcular = [senxcos x dx / R
utilizando el cambio & = seny, se obtiene el resultado B Xkl
I=1sen?x + C utilizando el cambio u= cosx se obtiene 1% | tanxIncosxdx 20 ﬂd"f
el resultado 7= —31cos® x+ C Escribiendo ¢
I=%j'sen (29 dxse llegaa I= —; cos(2%) + C. Todos los - : dx [ dx
resultadas son correctos, y se diferencian en los valores de 12 +6x+13 e
la constante de integracién C. " AR
Tsen’x= —fcos’x+ 4= —jcos(2x) + 1 28 | sen’ xcos® xdx sen* tcos® tdt
Siempre se puede comprobar el resultado de una integral i %
indefinida diferencidndolo para obtener el integrando. Es a 2§ | sen axcos? axdy sen? xcos? xdy
menudo una forma sencilla de comprobar nuestros J J
resultados con los que se proporcionan en el texto, al final, . .
Podemos encontrar integrales que no sepamos resolver, 27. | sen’xdx cos* xdx
pero no deben cometerse errores en las que si sepamos, ’ J
puesto que los resultados se pueden comprobar facilmente - (i
(es buena idea recordar esto en pruebas y exAmenes), 28, | sec’xtanxdy sec’ xtan x dx
L | & %dx 2 | cos(ax+ b)dx 8. | Jtanxsect xdy sen 2" xcos® xdx
- * ™ -' 3 3
2 | /rrdd 4 | e¥sen (e dx m | cosventieond ae w
[ xdx 'sen\/} " sen® x send x
& | == 35 d d
J @+ 1y 2 ) Jx o Joosx ™ Jeos®x ™
- " 4
; cos” X
7. | x* de " -I.X‘sza+ldx, 37. ] esc’ xcot® x dy | ntx
J iy
i " 2 =L e 1
- cosx ™ ec’x 3 | P2+ 1) Zdy sen (n n‘ﬂdg
4 + sen’ x J 1 —tarfx 0 Ja X
™ ™ rfe T
Al 4 1 dx 12 i dt 4. sen’ xdx sen® xdy
J gh==l Jt 0 J
o
" " +1 dt et gseny/x
12 [_ & w2 4 e X g 2o Jr
J4—5s JE+2x+3 g 40 e Jx

o



+45, Utllice las relaciones
cos20 =2cos’f — 1 =1— 2sen’f y

senf = cos G = ﬂ) como ayuda para calcular

T2 /2
J. J1+cosxdy vy J 1 — senxdx
0 0

48. Calcule el 4rea de la region limitada por
y=x(f+16),y=0x=0yx=2
47. Calcule el 4rea de la region limitada por

=x/(+16), y=0,x=0yx=2

48 Exprese el drea limitada por la elipse
(#/&) + (*/FF) = 1 como una integral definida.
Haga un cambio que transforme la integral en otra
que represente el area de un circulo, y calcilela,

+48, Utllice las férmulas de suma de sen(x + J) y
cas (x + §) de la Seccién P.6 para demostrar las

siguientes igualdades:

cmxmsy—% — J) + cos(x+ y)
1
senxsen_y—E -y —cos(x+ )

senxmsy=% (sen{x+ ) + sen(x— )

Areas de regiones planas
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+30. Utilice las igualdades demostradas en el Ejercicio 49
para calcular las siguientes integrales:

Jom axcos by dx, Jmn axsen bxdx y Jsenaxms bxdx

+3l. Si my nson enteras, demuestre que

(1) cos mxcos nixdx =0sl m# n
(if) senmysennxdy =0sl m# n
ii1) senmxcos nx dx = 0

+532 (Coeficientes de Fourier) Suponga que para algin
entero positivo &
a X
flx) = 3 + Y (aycos nx + by,sen nx)
n=1
se cumple para todo x en [—x, n]. Utilice el resultado
del Ejercicio 51 para demostrar que los coeficientes
apnl0<€m< By b, (1l €£m< 4, que se denominan
coeficientes de Fourier de f en [—n, =], se expresan
como

1 | O el
ap=— r f(X) cos mxdy, by=— J f(x)sen mxdx
) n

e |

En esta secci6n revisaremos y ampliaremos e] uso de integrales definidas para calcular areas de
regiones planas. Recuérdese que la integral [% f(x) dx mide el 4rea comprendida entre la grafica
de fy el eje x, desde x = aa x = b, pero trata como negativa cualquier parte del 4rea que esté
por debaja del eje x (se supone que a< b). Para calcular el drea total limitada por y = f(x),
y=0, x=ay x= b hay que contar todas las 4reas como positivas, Por tanto, hay que integrar
el valor absoluto de f (véase la Figura 5.27):

b
j ) de= A
&
4 o)
y=fix) ‘._.:'----.,“Jf !
m o |
o b X
w
Figura 527

b
—Az ¥y J‘ |f(;\')|dX=A1+A2

No existen «reglas» para integrar {2 |f(x)|dx Hay que dividir la integral en intervalos donde
f(x > 0 (y entonces | f(x)| = f(x) e intervalos donde f(x} < O (y entonces | f(x}| = — f(x)).
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]

valA

CALCULO

m El 4rea limitada por y=cosx, y =0, x=0y x = 3n/2 (véase la Figura 5.28) es

32
A= J |cos x| dx

0

/2 32
=J msxdr+J (—cos x) dx
0 w2
LE: 32

= seny — SenXx

0 /2

=(1-0)—(—1-1) = 3 unidades al cuadrado

olg

\/ X
Figura 528

Area entre dos curvas

Suponga que una regién plana R estd limitada por las graficas de dos funciones continuas,
y=1f) y y= gln), y por las rectas verticales x = a y x = b, tal como se muestra en la Figura
5.29(a). Suponga que a < by que f(x) < g(x) en el intervalo [a, b], de forma que la grafica de f
estd por debajo de gréfica de g Si f(x) = 0 en [a D], entonces el drea A de R es el area por
encima del eje x bajo la grafica de g menos el 4rea por encima del eje x bajo la gréfica de £:

b b b
A=J g(x}dr—j fmazr=j (e — F9) de

¥

¥y = g(x) ¥y =glx)

I
]
]
I
I

R
\/—\t Figura 5.29
i ¥ = fix) :: i i ¥y = flx) i @ ;Z%EESR Bt oy
a b X B b * {b) Un elemento de drea
(a) (b) de la regitn R.

Es util ver esta férmula como la expresion de A en forma de «suma» (es decir, integral) de un
niimero Infinito de elementos de drea

dA = (g¥ — f(¥) dr

correspondientes a los valores de xentre ay b. Cada elemento de 4rea corresponde al drea de un
rectdngulo vertical infinitamente estrecho, con anchura dx y altura g(x) — f(x), situado en la po-
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sicién x (véase la Figura 5.29(b)). Incluso aunque f y g tomen valores negativos en el intervalo
[a, b], ]a interpretaci6n y la formula del 4rea resultante

b
A=J (g0 — F¥) dx

siguen siendo vilidas, siempre que f(x) < g(x) en [a, b], de forma que los elementos de area dA
tengan édrea positiva. El uso de integrales para representar una determinada magnitud en forma
de suma de elementas diferenciales (es decir, una suma de elementos infinitesimales) es una
perspectiva de gran utilidad, que usaremos a menudo en el Capitulo 7. Por supuesto, lo que esta-
mos haciendo realmente es interpretar la integral como el lfmite de la suma de Riemann adecuada.

De forma mas general, si la restriccién f(x) < g(x) se elimina, entonces el rectangulo vertical
de anchura dx en la posicién x que se extiende entre las graficas de f y g tiene una altura de
| f(x} — g(x)| y, por tanto, su 4rea es

dA =|f(x) — g(x)|dx

(Véase la Figura 5.30). Entonces, el 4rea total entre las dos graficas y = f(x) y y= g(x) y entre
las rectas verticales x = ay x = b > a se expresa como

b
A=Llﬁﬂ—gfﬂldx

y=gix)

Figura 5.30 Un elemento de drea de la regién comprendida
entre y = f(x) y y= g(¥).

Para calcular esta integral, tenemos que determinar los intervalos en los que f(¥) > glx) o
() < glv), y dividir la integral en una suma de integrales en cada uno de esos intervalos.

m Calcule el 4rea de la region plana R limitada por las curvas y= ¥ — 2xy y=4 — ¥

Solucion Primero debemos encontrar la interseccion de las curvas, de forma que debemos resolver la
ecuacion
X—2x=y=4-¥

2¥ —2x—4=0
2x—2){x+1)=0 porloquex=2o0x=—1

Las curvas se muestran en la Figura 5,31, donde estd sombreada la region (finita) comprendida entre ellas
(en los problemas de este tipo siempre es conveniente realizar un dibujo parecido), Como 4 — ¥ > ¥ — 2x
para —1 € x< 2, el drea A de R se expresa como



370 cALcuLo

A

Ja_l{{'i—f)—(f—m)d’f

-r (4 — 2x° + 2x) dx
-1

2 2
=4(2)—§(8)+4—(—4 +§+1)=9 unidades al cuadrado

Nétese que al representar el drea como una integral hay que restar la altura y de la curva inferior de la
altura y de la curva superior para obtener un elemento de drea dA positivo, Si se resta de forma incorrecta
se puede obtener un valor negativo del 4rea,

¥ =x2 2y

¥ =4 — x2

Figura 5.31
|

m Calcule el 4rea total A entre las curvas y = senxy y = cos x, desde x = 0 hasta x = 27,

Solucién La regi6n se muestra sombreada en la Figura 5.32. Entre 0 y 2x, las graficas del seno y del
coseno se cortan en x= n/4 y x = 5z/4. El 4rea buscada es

i G4 T

A=J {cos x — senx) dx + (senx—ccsﬂderr (cosx — sen &) dx
o /4 Sn/d

/4 /4

— fcosx +senx + (senx + cos x)
0 /4

= (J2- 1D +(/2+ /2 + (1 + /2) = 4,/2 unidades al cuadrado

-

21
= (senx + cos ¥

Sn/d

yYy=senx

Ln
- =|%

Ly b ——

h \

V= COSX

Figura 5.32
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Algunas veces es més conveniente utilizar elementos de area horizontales en vez de elementos
verticales, e integrar sobre un intervalo del eje y en vez de sobre un intervalo del eje x. Esto
ocurre cuando la regién cuya drea deseamos calcular estd limitada por curvas cuyas ecuaciones
se expresan en forma de funciones de y. En la Figura 5.33(a), los elementos de 4rea de la regién
R que estd a la derecha de x = f()) y a la izquierda de x = g(y), y entre las rectas horizontales
y=ce y=d> ¢ tiene como elemento de area dA = (y1(y) — f()) dy. Su 4rea es

=thgm—fway

Figura 5.33
----- ..:3__________‘_ (a) Un elemento de irea

= horizontal,
_ ) (b) La region finita limitada
(a) (b) porx=y—12yx=y

ST TR Calcule el 4rea de la regién plana que esta a la derecha de la pardbola x= * — 12y ala
izquierda de la recta y = x, como se muestra en la Figura 5.33(b).

Solucion  Para calcular la interseccién de las curvas:

F—12mxmy

F-—y—12=0

(y—4(yr+3 =0 porloquey=40y= -3
Obsérvese que y* — 12 < ypara —3 < y < 4. Por tanto, el 4rea es

r (y— (- 12) dy= (’f JLE=+12y)_3

Par supuesto, se podria haber obtenido el mismo resultado integrando en la direccién de x, pero la integral
resultante habria sido mas complicada:

-3 4
A=J (12 +x—(—/124+ %) dx+J (12 + x— ¥ dx
—12 -3

Se requieren integrales diferentes en los intervalos donde la regién esta limitada en su parte inferior por la
pardbola y por la recta. -

343
= ? unidades al cuadrado

Ejercicios 5.7

En los Ejercicios 1-18, dibuje y calcule el 4rea de la regién
plana limitada por las curvas dadas.

Ly=xy=%

& x—y=7x=2/—-y+3
L y=2, y=x & y=7 yp= ¢

R y=XF-5y=3-¢
4 y=x¥—-2x, y=6x—x
5 2y=4x— ¥ 2y+3x=6

10 x= ) x=

2y — y— 2

1
11. ¥=3 2x+ 2y=15
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12 y= (¥ -1 y=1-X%

1 1 4x
By=ctip=zri WMymg eyl

4
15.y=F,y=5—x'z 16 x=y — 7% x=seny
Calcule las 4reas de las regiones descritas en los Ejercicios
17-28. Es 1til dibujar la regién antes de plantear la integral
para calcular el 4rea.

17. Limitada por y = senxy y = cos x, y entre dos
intersecciones consecutivas de esas curvas.

1& Limitada por y = sen’xy y= 1, y entre dos
intersecciones consecutivas de esas curvas.

19. Limitada por y=senxy y=sen® x, entre x=0y x=mx/2.

20. Limitada por y = sen’xy y = cos’ %, y entre dos
intersecciones consecutivas de esas curvas.

21. Bajo y= 4x/n y por encima de y = tanx, entre x=0y
la primera interseccién de las curvas que esté a la
derecha de x= 0.

Repaso del capitulo

22 Limitada por y = ¥ y la componente de
y =tan (nx/4) que pasa por el origen,

23, Limitada por y = 2 y la componente de y = sec x que
pasa por el punto (0, 1).

24 Limitada por y = ﬂms (rxf4) y y = |x.

5. Limitada por y = sen (nx/2) y y = x.

28. Limitada por y= €'y y=x+ 2. av)

27. Calcule el 4rea total encerrada por la curva
F=r— 4

28 Calcule al 4rea de la region cerrada de la curva
¥ = ¥(2 + ) que esté a la izquierda del origen.

29. Calcule el 4rea de la regién plana finita limitada por la
curva y = e, larecta x =0y la tangente a y= " en
x=1,

+30 Calcule el drea de la regi6n plana finita limitada por

la curva y = ¥ yla tangente a dicha curva en el
punto (1, 1). Sugerencia: Calcule el otro punto en el
que la tangente corta a la curva.

Ideas clave
¢ (Qué significan los sigientes términos y frases?

< Notacién sigma

Particidn de un intervalo

Suma de Riemann

Integral definida

Integral indefinida

Funcién integrable

Hemento de 4rea

Simbolo de evaluacién

Desigualdad del triangulo para integrales

Funcién continua por tramos

Valor medio de una funcién £ en el intervalo [a, B]

Meétodo de sustitucion

» Emmdie d Teorema del Valor Medio para
integrales.

¢ Emmdie é Teorema Fundamental d Caloulo.

+ Emmndie tantas propiedades de I integral
definida como sepa.

+ ;Cudl es Ia relacién entre Ia definida
i integral y

C e O OO OO OO O

indefinida de una fimcén fen d
intervalo [a H?

. ;C‘;ﬂ es la derivada de {43 () df con respecto
a

¢ ;Cémo se puede calcular d drea comprendida
{dmlmgiﬁcmdemw

Ejercicios de repaso
B 2/+1 1 1
- Demues equer_l_ l)z_f G+ llz,yaparﬁr
de aqui calcule i 241
= w1y
2 (Pila de balas) Las pelotas de golf de un escaparate en
una tienda de deportes se exponen formando una
pirdmide con una base rectangular de 40 bolas de largo
y 30 bolas de ancho. La capa superior tiene unas
medidas de 39 bolas por 29 bolas, y asi sucesivamente,
(Cuantas bolas hay en la piramide?
& Sea P,={x,=1, x,, %, ..., X, = 3} una partici6n de
[1, 3] en n subintervalos de 1asmjsma longitud, y sea

f(¥) = ¥ — 2x+ 3, Bvalie | £(¥) dx calculando
lim,_. 7, Ax)Ax, l

2 1
4 Interprete B, = —\/1+—oomounasumade
=11 I

Riemann para una cierta funcién f en el intervalo
[0, 1]. A partir de aqui, calcule lim,_, , K,



Calcule las integrales de los Ejercicios 5-8 sin utilizar el
Teorema Fundamental del Célculo.

5
nj 5 —¥dy
[1]

3 J cos x dx
L]

5 J.ﬂ (2 —sen x) dx

[0

Calcule los valores medios de las funciones de los
Ejercicios 9 y 10 en los intervalos indicados.

8 f(=2-—senx en [—m7, 7]
10. A(» = |x— 2| en [0, 3]

Calcule el valor medio de las funciones de los Ejercicios
11-14,

J1+Edt
—13
st

In xdx

e

11. f{ﬁ=j sen(d)de 12 fx) =
13
1

1. g(9 = J. € dy 14 g(0) = I
45

(9 dt.

x

15. Resuelva la ecuacién integral 2 f(5) + 1 = SJ

16. Utilice el cambio x = 7 — u para demostrar que
J xflsenx) dx = 3 r flsenx) dx
0 2 0
para cualquier funcién £ continua en el intervalo [0, 1].

Calcule las 4reas de las regiones planas finitas limitadas por
las graficas indicadas en los Ejercicios 17-22,

17. y=2+x—Xey=0

18 y=(x—1)7% y=0yx=0

19 x=y— pyx=0 2 y=4x—Xey=3
2l. y=senx, y=cos2x, x=0y x=xn/6

2 y=5—-¥Xyy=4/¥

Calcule las integrales de los Ejercicios 23-30.

™ El
23 | Zcos@s + 1) de uI ?dx
o 1
md ]
25 | JoF + Adt 28 | sen® (mx) dx
tl[l -
sln? i ‘ﬁ 2
e tan“ nlnx
27. — du e T
Jo 4+6* = Iy X
"sen./2s+ 1 f f
29, EnyesT 2 ds 3 | cos’ —sen® - dt
J J2s+1 J 3 3

AB—Ix 1

31. Calcule el valor minimo de My = iTE dt,

0
(Tiene Fun valor maximo? ;Por qué?
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32, Calcule el valor méximo de {2 (4x— ¥*) dxen los
intervalos [a, b] como a < b. ;Cémo se sabe que ese
valor maximo debe existir?

38 Un objeto se mueve por el eje x de forma que su
posicién en el instante testd dada por la funcién x(f).
En la Seccién 2.11 definimos la velocidad media de un
objeto en el intervalo de tiempo [f, £] como
vay = (x{t) — M&))/(h — to). Demuestre que vy es, de
hecho, el valor medio de la funcién velocidad
v(f) = dy/dten el intervalo [f, 4].

34. Siun objeto cae partiendo del reposo bajo aceleracién
gravitatoria constante, demuestre que su altura media
durante un intervalo de tiempo T de su calda se expresa

como T}’\/E,

35 Halle dos nimeros x; y x; en el intervalo [0, 1] con
X, < X, tales que si £(x) es un polinomio cubico
cualquiera (es decir, un polinomio de grado 3),

entonces |
L o = T8+ 102

Problemas avanzados

1. Calcule las sumas de Riemman superior e inferior,
U(f, P) y L(f, P) de f(x) = 1/xen el intervalo [1, 2]
para la particién P, con puntos de divisién x, = 2" en
0 £ i< n Verifique que lim,,_,, Uf P)=In2 =
= lm,_,, L(£ P).

2. (a) Utllice las férmulas de suma cos(a+ b) y
cos (@ — b) para demostrar que
cos((f+ 2D —cos((f—2)H = —2senEHsen(j)
y, a partir de ahif, deduzca que si #/(27n) no es un

entero, entonces
2 cos$ — cos((n+ 39
Y sen(j) = r—
=1 sensy

(b) Utilice el resultado del apartado (a) para calcular
[ senxdx como limite de una suma de Riemann.

3 (a) Utilice el método del Problema 2 para demostrar
que si #(2r) no es un entero, entonces

i sen((n+ 1 — sen

Y cos(jh =

j=1 ESeng‘f

(b) Utilice el resultado del apartado (a) para calcular
{57 cos xdx como limite de una suma de Riemann,

4 Sea f=1/Fyseal =< H<Hp< - <X=2
de forma que {x; X, %, .., X} es una particién de
[1, 2] en n subintervalos. Demuestre que ¢;= ./X;_ %
estd en el fésimo subintervalo [x,_,, x;] de la particion,
y calcule 1a suma de Riemann £, f(c)Ax, ;Qué
implica esto sobre |7 (1/¥) d?
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5

CALCULO

(a) Utilice induccién matematica para verificar que
pari*tgfih en;fro positivo k L7, J=
=m “FE‘F P, (n), slendo P,_,, un
polinomio de grado como maximo & — 1.
Sugerencia: Comience iterando la igualdad

— %
T2
+ potencias inferiores de f
para f=1, 2, 3, ..., ky més,

a”‘
k+ 1

(b) Deduzca de (a) que J Fdx=
1]

@ Sea C'la curva clbica y= axr’ + b¥* + ex+ d O

7.

y sea Pun punto de C, La tangente a Cen Pse

encuentra de nuevo con la curva Cen el punto @ La
tangente a C en () se encuentra de nuevo con la curva
C en K. Demuestre que el 4rea entre C y la tangente en
Q) es 16 veces el 4rea entre C 'y la tangente en P.

Sea Cla curva ctibica y= ar’ + b¥ + ex+d O
y sea Pun punto de C. La tangente a C en Pse
encuentra de nuevo con la curva Cen el punto ). Sea
E el punto de inflexién de C. Demuestre que F est4
entre Py Qen C, y que QF divide el 4rea comprendida
entre C'y su tangente en P en dos 4reas con una
relacién 16/11.

(Dobles tangentes) [a recta PQ) es tangente a la
grafica C del polinomio de cuarto grado ==

f(x) = ax' + bx* + & + dx+ e en dos puntos
distintos: P= (p, f(p) y @= (g f(g)). Sean

U= (u, f(t)) y V= (v, f{v)) los otros dos puntos
donde la recta tangente a Cen T'= ((p+ g)/2,

f((p + 9)/2)) se encuentra con lacurva C. Si Ay Bson
los dos puntos de inflexién de C, sean £y S los otros
dos puntos donde AB se encuentra con la curva C (para
més informaci6n, véase la Figura 5.34, y también el
Problema Avanzado 17 del Capitulo 2).

(a) Calcule la relacién entre el 4rea limitada por UV'y
C'y el 4rea limitada por PQy C.

(b) Demuestre que el 4rea encerrada por ES'y Ces
dividida en A y B en tres partes en relacién 1:2: 1.

Figura 5.34



CAPITULO 6

Técnicas
de integracion

Soy muy bueno en célculo diferencial e integral,
Conozco los nombres cientificos de seres animaloides;
En pocas palabras, en todo lo vegetal, animal y mineral,
Soy el modelo de un moderno General.

Williaan Schwendck Gilbert 18361911
de The Pirates of Penzance

Introduccion Este capitulo estd completamente dedicado al célculo de integra-
les. Las cuatro primeras secciones son una continuacién de nuestra bisqueda de mé-
todos, que empezamos en la Seccién 5.6, para obtener primitivas, y, por tanto, inte-
grales definidas, por el Teorema Fundamental del Célculo. La Seccién 6.5 considera
el problema del calculo de integrales definidas de funciones en intervalos infinitos,
o en intervalos donde las funciones no estan acotadas. Las tres secciones restantes
presentan técnicas de integracion numérica que se pueden utilizar para obtener va-
lores aproximados de integrales definidas cuando no se puede obtener una primitiva,

No es necesario conocer todo el material que se presenta en este capitulo para
examinar las aplicaciones de la integracién que se presentan en el Capitulo 7, aun-
que algunos ejemplos y ejercicios de dicho capitulo dependen de técnicas presenta-
das en éste.
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Integracion por partes

El siguiente método general que presentaremos para la obtencién de primitivas se denomina im-
tegracién por partes De la misma forma que el método de sustitucién se puede ver como el
inverso de la diferenciacién mediante la Regla de la Cadena, el método de integracién por partes
se puede ver como el inverso de la diferenciacién mediante la Regla del Producto.

Supongamos que U(x) y Wx) son dos funciones diferenciables. De acuerdo con la Regla del

Producto,
d dv dUu
e Vn) = Ul — + e
2 V) = Uy -+ V) —
Integrando los dos miembros de esta ecuacién y ordenando términos, se obtiene

dv dly
jbmadp me—jvmadr

o, de forma mas simple,

jUﬂ’V= UV—JVdU

La férmula anterior sirve como modelo para realizar la integracién por partes, como veremos en
los ejemplos que siguen. En cada aplicacién del método, dividimos el integrando en un producto
de dos partes, Uy V', donde V" es facil de integrar y | VU dx es en general (pero no siempre) un
integrando mas simple que | UV’ dx. La técnica se denomina integracién por partes porque susti-
tuye una integral por la suma de un término integrado y otra integral que hay que calcular. Es
decir, realiza sélo parte de la integracién original.

Ejemplo 1 JIRERE Sa U=z dV=edy

Entonces di/=dx V=¢€"

=xe’—-|.e"dx es decir, UV — [ VdD)

Obsérvese la forma en que se lleva a cabo la integracién por partes. Indicaremos en el lateral
qué valores toman Uy dV y después calcularemos dU/y V a partir de los anteriores, Sin em-
bargo, realmente no sustituiremos U y V en la integral, sino que utilizaremos la férmula
| UdV= UV - | VdU como un modelo o regla nemotécnica para sustituir la integral dada por
la parte parcialmente integrada en la segunda linea.

Obsérvese también que si hubiéramos incluido una constante de integracién con V, por ejem-
plo, V= €'+ K esa constante se habria cancelado en el paso siguiente:

J‘xe‘dr=x[e“‘+K}—J‘(ef'+fﬂdr

=&+ Kx—e—Kx+ C=xe"— &+ C

En general, no se incluye una constante de integracién con V o en el miembro derecho hasta que
se calcula la dltima integral.

Es conveniente estudiar cuidadosamente todos los pasos del ejemplo siguiente, ya que mues-
tran las diversas formas en las que se utiliza integracién por partes e ilustran las diversas formas
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de seleccionar Uy dVen diversas situaciones. Una seleccién inadecuada puede producir una in-
tegral més dificil de resolver que la inicial. Es conveniente buscar un factor del integrando que
se pueda integrar facilmente, e incluir dx en dicho factor para formar dV. Seguidamente, se de-
nomina UJ al factor restante del integrando. Algunas veces puede ser necesario hacer solamente
dV= dx. Al dividir un integrando cuando se utiliza integracién por partes, debe escogerse Uy
dVde forma que, si es posible, VdU sea «més simple» (es decir, mas facil de integrar) que UdV.

m Utilice integracion por partes para calcular:
@ | Ilnxdx menxdx (c) than 'xdx, (d) Jmn xd.

Solucién
fa) | Inxdx Sea U=Inx, dV=dx
E Entonces dU=dx/x, V=x
1
= xlnx — Jx— dx
X
=xlnx—x+ C
(b) Esta vez debemos integrar por partes dos veces:
stenxdr Sea U=, dV=senxdyx

Entonces dlU=2xdx, V= —cosx

=—fcmx+2jxoosxdx Sea U=x dV=cosxdy
Entonces dl/=dy, V=senx

—X¥cosx+ 2 (xsenx— Jsenxdx)

= —¥cosx+ 2xsenx + 2cosx+ C

() jxtan"xdx Sea U=tan 'x  dV=xdx
Entonces dU=dx/(1+ %), V=41

1 1 2
~gre g [z

TR O
=g ¥anx 2_[(1 1+x2)ﬂ:¥

1 1 1

=—¥tan x——x+—tan"'x+ C

2 2 2

(d) Jmn"xdr Sea U=sen 'x, dV = dx

Entonces dUU=dx/./1— ¥, V=x

= ysen lx— Seay=1—#

"
ﬂ du= —2xdx
=xsen_lx+% u " du
= xsen 'x+ u?+ C=xsen 'x+ /1 -2+ C
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Presentamos a continuacién dos consejos ttiles para escoger Uy dV:

(i) Si el integrando contiene un polinomio multiplicado por una exponencial, un seno o un co-
seno, o alguna otra funcién facil de integrar, haga {/igual al polinomio y dV igual al resto
del integrando.

(i) Si el integrando contiene un logaritmo, una funcién trigonométrica inversa o alguna otra
funcién que no sea facilmente integrable pero cuya derivada se pueda calcular facilmente,
denomine U a esa funcién y haga dVigual al resto del integrando.

Por supuesto, estas «reglas» no tienen garantia. Pueden fallar y no ser ttiles si «el resto» no tiene
una forma adecuada. Existen muchas funciones de las que no se puede calcular primitiva utili-
zando ninguna técnica estandar, por ejemplo, &,

Los dos ejemplos que siguen ilustran un fendmeno muy util que aparece frecuentemente.
Puede ocurrir que tras aplicar una o dos veces integracién por partes, y posiblemente alguna
identidad conocida, 1a integral original aparezca en el miembro derecho. A menos que su coefi-
clente sea 1, tendremos asi una ecuacién de donde se puede despejar la integral buscada.

Ejemplo 3 AT jsecam

Solucion Empezamos integrando por partes:

I= -I.sec’*xdr Sea U= secyx, dV = sec? xdx
Entonces dlU=secxtanxdr, V=tanx

= sec xtanx — | sec xtan® xdx

=secxtanx— | secx(sec’x — 1) dx

w

=secxtanx — | secd xdx+ Jmcxdr

o

=secxtanx— [+ In|secx + tan x|

De la anterior ecuacién se puede despejar la integral deseada /. Como 27= sec xtan x + In|sec x + tan x],
tenemos que

1 1
Jméxdr= I= Esecxtanx-k Elnlsecx+ tanx] + C

Este integral aparece frecuentemente en las aplicaciones, por lo que merece la pena memorizarla.

(SETTJLE N Calcule /= Je“cos bx dx.

Solucién Sia= 00 b=0, la integral es facil de resolver, por lo que supondremos que a# 0y b # 0.

Tenemos que
I= | e™cos bxdy Sea U= & dV = cos bxdx

Entonces dlf = ae™dk, V= (1/Dsenbx

t_‘i

o | =

e“senbx — £ Je”sen bxdx

b
Sea U= e~ dV = sen bydx
Entonces dl/ = ae™dy, V= —(cos bx)/b
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1 a 1 a
_—— ax et = e X
be sen bx b( be”msm+bje cosbxdx)

=lb e“senbx+§e”msbx—§ I
Por tanta,
(1 +§) }=l.:=a“"’.-.=:enxfur+E e®cosbx+
¥ b ¥
¥

be™ sen by + ae™cos by
F+a

J.e”cosbxcﬁr=f= +C

Obsérvese que, tras la primera integracién por partes, obtuvimos una integral que era diferente,
pero no mas simple, que la integral original. En este punto podriamos haber optado por abando-
nar este método. Sin embargo, la perseverancia tiene su recompensa: una segunda integracién
por partes hace aparecer la integral original /en una ecuacién de donde se puede despejar. Al
escoger U como la exponencial en la primera integracién por partes (podriamos haber escogido
el coseno), debemos realizar la misma seleccién de Uen la segunda integral por partes. Si hubié-
ramos cambiado de montura en mitad del proceso y hubiéramos decidido hacer Uigual a la fun-
cién trigonométrica en la segunda integracién por partes, habriamos obtenido

1 1
I=—beaXSEDbX—EEHSEDbX+I

con lo que habriamos deshecho lo que conseguimos en el primer paso.
Si se desea calcular una integral definida por el método de integracion por partes, no hay que
olvidar incluir el simbolo de evaluacién apropiado en el término integrado.

EEITX ma inegrl defivid)

J.e 2 (Inx)? dx Sea U= (nx? dV=x'dx
! Entonces dUU= 2Inx(1/x)dx, V= x4

4 2] 1 8
=XEﬂnX]2 —> | #mxar s U=Inx dV = d
: } Entonces dU= dyjx, V=x'1

et 1 /4 e 1
AR & oy W Sy [ e

4(1] 0 2(411”1 4J.l.x3c1&')
_E_E_4+E£e_i+£_i_i 4_i
T3 884, 83 32 m® m

Formulas de reduccion

Considere el problema de calcular | ¥'¢™*dx. Como en el Ejemplo 1, podriamos utilizar integra-
cién por partes cuatro veces. Cada vez se reduciria la potencia de x en una unidad. Como esto es
repetitivo y tedioso, es preferible el siguiente procedimiento. Para n = 0, sea

L= Ife'”dx
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Deseamos calcular J;. Si integramos por partes, se obtiene una férmula de 7, en funcién de 1

n— 1+

I,= J‘,\;‘e"’d\' Sea U=x" dV= e *dx
Entonces dU= m" " 'dx, V= —e *

= —x%e *+n jf'le"dx= —xe *+nl _,

La férmula

L=—Xe*+nl_,
se denomina féemmla de reducdén porque permite obtener el valor de la integral I, en funcién
de I,_,, una integral con un valor reducido del exponente n. Empezando con

Ti= jfe'*dr= Je"dx= - *+C

se puede aplicar cuatro veces la férmula de reduccién, con lo que se obtiene
L==x"+L=—-e"*x+ 1)+ C
L=—-X¥e"+2[[=-e " +2x+2)+ G
L=—-Xe"+3L=-e"+32+6x+86)+ G
L[ = —Xe " +4L= —e (¥ + 4 + 124 + 24x+ 24) + C,

ST GEE Obtenga y utilice una formula de reduccion para calcular
w2
I, =J cos"x dx (n=0,1223,.)
o

Solucién Observe primero que

w2 - /2 /2
;{]=J. dx=— e Il=f cosxdx=senx[ =1
1] 2 0

Hagamos ahora n = 2:
w2 2
In=J ms"xdr=-|. cos” ! xcos x dy
0 0

U=cos™ 'x dV=cosxdx
dU= —(n— 1)cos” 2xsenxdx, V=senx

w2 2
+{n—1) cos”™ % xsen’ x dx
0 0

=senxcos” 'x

/2
=0—-0+(n—1) r cos" 2 x(1 — cos® x) dx
0

=(n—-1)I,_,—(n-1)]

1

Llevando al miembro izquierdo el término — (i — 1)1, se obtlene nl,= (n—1)1,_, o
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que es la férmula de reduccién buscada, Es valida para n > 2, condicién necesaria para asegurar que
~!(n/2) = 0. St n> 2 es un entero par, tenemos que

n—1 ﬂ—lﬂ 3
= I

m——Lgm——— L4
n—1n—-3n-5 531

T n -n—E-ﬂ—:lmg-E-E-I"
_u—l _rz—3 ﬂ—5 E%lf
n n—2n—-4 6422

Si nz 3 es un entero impar, tenemos que

I = ﬂ—lﬂ—Sﬂ—Er 642;"
i n n—-2n-4"T753

ﬂ—lﬂ—3 n—5 642

n n—-2n—-4 753
Véase en el Ejercicio 38 donde se presenta una consecuencia interesante de estas formulas,

|
Ejercicios 6.1
Calcule las integrales de los Ejercicios 1-28, 23 | arccos xdx 24 | xsec'xdx
[ i x -r'E r
1. : xcos xdx 2 - (x + 3)e*dx o 28 [ (sen—192dx
LY l LY
3 | £cosmxdy 4 | (F - 2x)e™ dx 27. | x{tan™ ' %% dx *2R | xe*cosxdx
5 ‘Xglan‘.ﬁ’ 6 'Aﬂnx)gdt 28. Calcule el drea por debajo de y = e * y por encima de
u i ¥y =0, desde x= 0 hasta x= =,
— [ _ 30. Calcule el 4rea de la regién plana finita limitada por la
7. |tan”'xdx & | fan xdx curva y=Inx larecta y= 1y la tangente a y=Inx
= S enx=1,
9. | xsen 'xdx 10 | e “dx
4 J Féarnmilas de reduccién
[ 1 81. Obtenga una férmula de reducci6n para I, = [(Inx)"dx
] » n
11. o xdx 12 | tan’ xsecxdx y utilicela para caleviar
¥ ¥ 32, Obtenga una férmula de reduccién para
18 | é*sen3xdx 14 | xe*dx I, =[5 #"senxdyy utilicela para calcular F,
e . o 338, Obtenga una férmula de reduccién para I, = [ sen” xdx
sen” X
A5. T de 16 \/}sen (n /%) dx (siendo n 2 2), y utilicela para calcular % e £,
=12 J0 84 Obtenga una férmula de reducci6n para I, = [sec”x dx
17. | xsec? xdx 18 [ xsen? xax (siendo n 2z 3), y utilicela para calcular % e £,
J J +33 Haclendo
- e ﬂ
19. dy 20. dx =
u{:ns{ln.:(}ﬁ -lsen{lnx) F J(f+3)
"In(ln % i - 3 1 X
e = ® | Jrekd _fj(f+£)"“ az_["‘(maz)nd*
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e integrando por partes la dltima integral, haciendo ~ *38 (El Producto de Wallis) Sea I, = [ cos”x dx.

U= x, obtenga una férmula de reduccién para I,

(a) Utilice el hecho de que 0 < cosx< 1 para

Utllice esta férmula para calcular £, 0 < x < /2 para demostrar que
+38. Si f es dos veces diferenciable en el intervalo [a, b] y bpie € bpy1 € bpparan=0,1, 2, ..
f(a) = f(b) = 0, demuestre que (b) Utilice la férmula de reduccién
b b I,= ((n— 1)/nf,_, obtenida en el Ejemplo 6,
J x—ab—xnf®di= -2 J f(x) dx junto con el resultado del apartado (a), para
a o demostrar que
Sugerencia Aplique dos veces integracién por partes m 2t
;C miembro izquiexi;dto. Esta férmula sieduﬂéﬁ.aré en la o L
cién 6.6 para obtener una estimacion del error con
la férmula depa;pmﬁmacidn de la Regla del Trapecio. (c) Combine el resultado del apartado (b) con las
formulas explicitas de I, (para n par e impar)
+37. Si fy gson dos funciones con segunda derivada obtenidas en el Ejemplo 6 para demostrar que

continua en el intervalo [a, b] y si

f(2) = g = A(B) = g(h) = 0, demuestre que gt 8B, B P K

{Qué otros supuestos sobre los valores de fy gen a

a1 33557 2n—1 2n+1 2

b b
L g9 de = J; () gy dx Esta interesante férmula en forma de producto

para obtener el valor de 7 se debe al matemético

¥ b produciren el mismo resltade? inglés del siglo xix John Wallis, y se conoce

6.2

como Producto de Wallis,

Sustituciones inversas

Las sustituciones consideradas en la Seccién 5.6 eran sustituciones directas en el sentido de que
simplificaban un integrando sustituyendo una expresién de éste por una tnica variable, En esta
seccion consideraremos el procedimiento inverso: sustituiremos una variable de integracién con
una funcién de una nueva variable, Estas sustituciones, denominadas sustituciones imersas, po-
dria parecer que en principio complican la integral. Es decir, sustituyendo x= g(u) en la integral

b
j flx) dx

&

se obtiene como resultado la integral mas «complicada»

= b
J fg(w) g (u) du

Xu=

Sin embargo, como veremos posteriormente, algunas veces estas sustituciones de hecho simplifi-
can el integrando, transformando la integral inicial en otra que se puede calcular por simple ins-
peccién o a la que se pueden aplicar otras técnicas.

Las sustituciones trigonométricas inversas
Tres sustituciones inversas muy utiles son:
x=asenfl, x=atanf y x= asecl

que corresponden a las sustituciones directas:

X X X
=, f=tan'> y f=sec”'==cos
a | a
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Sustitucidn inversa por d seno
Las integrales en las que aparece /& — ¥ (siendo a> 0) se pueden reducir frecuente-
mente a una forma mas simple mediante el cambio

X
x=asenfl o, en otros términos, 9=sen‘1;

Obsérvese que ,/a? — x* s6lo tiene sentido si —a<x<a, lo que corresponde a —n/2<0<n/2.
Como cos 0 = 0 para esos valores de @, tenemos que

J& - &= /&1 -sen’d) = /& cos’0 = acosf
Si cos @ fuera no negativo, habriamos obtenido a|cos f|. Si fuera necesario, las otras funciones
trigonométricas de f se pueden expresar en funcién de x examinando un tridngulo rectangulo eti-
quetado de forma correspondiente a la sustitucién (véase la Figura 6.1).

a— x X
cosf = 2 Y tan9=ﬂ

va? —x? Figura 6.1

1
Ejemplo 1 [SIERRg P et

Solucién Obsérvese la Figura 6.2.

J.ﬁdf SE&X=J§SEI]3

dy=./5cos 8

B J/5cosfdo
T | 5%2cas39
1 1 1 X
—gjm&ﬂaﬁ-gmﬁ+0—gﬂ+c

NG

X
]
VS — 2 Figura 6.2

m Calcule el 4rea del segmento circular sombreado en la Figura 6.3,
Solucion El area es

A=2J Ja — Fdx Sea x = asen f
b

dy = acos df
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r=a
=2 J & cos® 0 dff
x=b

= &(0 + senf cosf) {como en el Ejemplo 8 de la Seccidn 5.8)
x=b
& — A\|*®
= & (sen Ay —) (Véase la Figura 6.1)
a az b

T . b
=Ea?-—a"-sen 1;—.af;i,f.avz—xbnzunidachsesalcuach‘ado

—
| 5
y=+at—x2

b a
"
Figura 6.3
|
Sustitucién inversa por la tangente

Las integrales en las que aparece ,/a* + ¥* o ﬁ (siendo a > 0) a menudo se simplifi-
can mediante el cambio

x=atanf o, en otros términos, @ =tan"’

R | e

Como x puede tomar cualquier valor real, tenemos que —n/2 < 6 < n/2, por lo que secf >0y

JE+ ¥ =a/1+tan’@ = asech

Otras funciones trigonométricas de 0 se pueden expresar en funcién de x tomando como referen-
cia un tridngulo rectingulo con catetos a y x e hipotenusa ,/a” + ¥ (véase la Figura 6.4):

X a
senf=———= y cost=——=

Ja&+ J&+ P

a Figura 6.4

1

m@kﬂe (a) JJ;—EJX y () J-mdx-
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Solucién Las Figuras 6.5 y 6,6 ilustran los apartados (a) y (b), respectivamente,

(a) J.J:jdx Sea x = 2tand
* dx = 2sec’0 b
2sec? 0
N J 2secf ¥
= Imcﬂdﬂ

=In|secf + tanfl| + C=In

‘"’4“2+g|+r:

2

=In(/4+ ¥+ 0+ C, slendoC,=C—In2
Notese que /4 + ¥ + x> 0 para todo x, por lo que no es necesario tomar valor absoluto.

(b) J{—lzdx Sea 3x = tanf

i) 3dx = sec’ 6 b
1+ 9x% =sec?f
1 [sec?@do
=§_[ sec'0

I I
=§Jm§ﬂdﬂ=g(ﬂ+senﬂcmﬁj+ C

—ltan_l(Sx]+l . A
6 8 /1+92 /1+09¢
1 sy 1 x

=g fan (3x]+21+9f+c

v+
4
Figura 6.5 Figura 6.6
Sustituciin inversa por la secante
Las integrales en las que aparece \/m (siendo a> () a menudo se simplifican me-
diante el cambio
x= asecl o, en otros términos, 9:59‘:—1%

Hay que tener cuidado con este cambio. Aunque

Ny a\/seczfi—1= a\/tan29=a|tan9|
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no siempre se puede eliminar el valor absoluto de la tangente, Obsérvese que ./x* — a° tiene
sentido para x =z ay parax< — &

Si x> a, entonces 0 < 00 = sec™!

o | =

a =n
=arccos}<§,ytan6;i)

n X a
Six< —a, entoncesf-{ﬁ=sec'15=arccos—$;n,ytanﬁs;D
X

En el primer caso ./¥ — a* = atan 6, el segundo caso ./x* — a* = — atan.

Ejemplo 4 geIGNWES slendo a > 0.

J‘ dx

JE-Z

Solucién Supongamos por el momento que x = a Si x= asec(, entonces dx= asecftanfdf y
¥ — 4" = atan@ (Figura 6.7), Entonces,

I= Jmcﬂﬂﬂ=ln|aecﬁ+tanﬁ|+ C

£+J,t'2—az
a

=In

+ C=Injx+. /& -&|+ G

slendo C; = C—Ina St x< —a,sea u= —xde forma que ¥ = ay du= — dx. Tenemos que
d
Y - —mu+ -2+ G

NI
1 F S S o ’ i

—x+ JE—F x+ JF - ‘

A f az +Ci ]I]|X+,HXE I+Cg

=2

siendo G; = C; — 21na, Entonces, en cualquier caso, tenemos que

=lnjx+. /% -2+ C

=In

=ln—————

:"ﬁ
W As —a-

Figura 6.7

a

Completar el cuadrado

Las expresiones cuadraticas de la forma A¥* + Bx + C aparecen a menudo en integrandos. Se
pueden expresar en forma de suma o diferencia de cuadrados utilizando el procedimiento de
completar el cuadrado, como hicimos para obtener la férmula de las raices de ecuaciones de se-
gundo grado en la Secci6n P.6. En primer lugar se saca factor comin 4, de forma que la expre-



sién resultante empiece con ¥ +
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2bx, siendo 2b = B/A. Esos son los dos primeros términos de

(x + h? = ¥ + 2bx + b~ Se suma y se resta entonces el tercer término b* = BY/4A%

B
Ax* + Bx + C=A(x2+—x+

Se debe realizar el cambio y= x

A

7

B B Cc B
—A(X2+EX+E+E—E)
= A +£2+M
I Y 1A

+—,
24

1 X
 Ejemplo 5 EiENC Jﬁd‘f O | e

Solucién

1 dx

(a) J

dx
Jex—x*

dx

du
J1— 1

=sen 'y+ C=

X

1— (x—1)°%

J1-(—-2¢x+ 5

Seau=x—1
diy = dx

sen 'x—1)+C
xdy

@)J

B

'|.4(x2+3x+2+ 1)

17T xdy
=1 |7 ¢ — Sea u= x+ (3/2)
v (x+—) +1 du=dx
z x=u—(3/2)
1" ud 3 di
et 4 En la primera integral
4 )if+1 8| if+1
¥ secav=1f +1
duy= 2udu
1fd 3
“8]7v B8 4

8
1
= n?

siendo C, = C— (In4)/8.

1 3
=—ln|u|—§tan_lu+ﬁ'

3 3
+ 12x+ 13) —Etan"(x—i- E)-i‘ Gy
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Otras sustituciones inversas

Las integrales en las que aparece ./ax + b se pueden simplificar algunas veces mediante el
cambio ar + b = IF,

1
Ejemplo 6 [ S
l i 1+ ./2%

2dx= 2udu
u
= | ——d
JT+u®
"1+ u—1
——du
14+ u

[ 1
= (1—m)du Seav=1+u
dv = du

u—-l'?=u—ln|u|+c
J2Zx—In(1+. /29 +C -

Algunas veces, las integrales en las que aparece ,:? + b se pueden simplificar mucho mediante
la sustitucién hibrida ax+ b = o, adx= nu""'du.

2
X
Ejemplo 7 J dx Sea3x+2=1"
-is3x+ 2 3dy= 3 du
- [
Z 18

1/
=§J'1[¢f—2mdu=§(—— )1 15

Nétese el cambio de limites en esta integral definida, #= 1 cuando x= —1/3 y u= 2 cuando x = 2,

Si aparece mas de una potencia fraccionaria, puede ser posible eliminarlas todas a la vez.

o 1

Ejemplo 8 g1t der

Solucién Se pueden eliminar la rafz cuadrada y la rafz ciibica utilizando la sustitucion inversa x = i, Se
elige la potencia 8 porque 6 es el minimo comiin miltiplo de 2 y 3.

Sea x = f
dx = 61° du

w du if 1
zF(1+¢F)=6J.1+u2m=6J'(1+1+zf)d”

=6u—tan 'y + C=6(x"®—tan ¥ + C

X
Jm
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El cambio tan (6/2)

Existe un tipo especial de cambio que puede transformar una integral cuyo integrando es una
funcién racional de sen@ y cos @ (es decir, un cociente de polinomios en senf y cos#) en una
funcién racional de x. E1 cambio es

7}
x=tan—- o, en otros términos, @ = 2tan"'x

2
Obsérvese que
7] 1 1 1
cos’ 5 = 0 0 1+ 2
sec“— 1+ tan“—
2 2
por tanto,
P 1 AT M
DOSY= Leasy 142 T 1+ 2
7] 0 0 0 2x
senﬁ—ZsengcosE—ZtanEcoszE—l+f
1 1]
Ademas,dr=isec2§aﬁ, por lo que
0 2 dx
ﬂg—ZCMzﬁdf—l_i_Xz
En resumen:
El cambio tan (0/2)
Si x= tan (/2), entonces
1-42 2x 2 dx
GH=Tng MiS Ly ¥ dnin o

Nétese que cos@, sen y db sélo involucran funciones racionales de x, En la Seccién 6.3 exami-
naremos técnicas generales para integrar funciones racionales de x.

; 1
Ejemplo 9 JE = msﬁdﬂ Sea x = tan (?’2]
]_ ==

1+ 4
2dy

1+ 5

cosf =

& =
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Ejercicios 6.2

Calcule las integrales de los Ejercicios 1-36.

[ dy
1_ A L
J1— 4
" Fdx
.
9— ¥
dx
5.
£./9— ¥
. " x+1 "
- X
9— ¥
o £ dy
JI+ ¥
dx
el g
1 [ X
f =gy
15 [—F 4s2)
¥—4
\ dx
17'_f+2x+10
[ dx
1 J @+ 4x+ 5)°
a [ 2
2ax — ¥
- Xxdy
J B —2x— )
o [
1+ )3
+27. v1- }dx
P
- dy
2+ /x
1 + 2
"ﬂ"l'_1+,s¢‘f3

& " XFdx
J 1 — 4x
) dy
4
J 1 —4¥
dx
6
Jx /9 -4
" dx
8
JJ9+ ¥
9+ ¥
lll.‘ . dx
dy
el 7
dy
1"“.{1+zf)5=’2
P
J A SE— &
dx
m_x‘*+x+1
- xdx
J £ —2x+3
= dx
-[H_XE)SI.‘E
- dx
J (€ + 2x +2)°
o6, £ dx
J 1+ H)?
28 | . /9+ Xdx
i dy
J1+ 48
32, '_wz—fdz
J JE+1

(x> a=0)

L3 Ju & /1 — é&*d 34 -IW2 oS dx
= X —
“Inz 0o /1+senfx
=ls.Jﬂf— dy mr dx
., X¥+2x+2 il

En los Ejercicios 37-39, calcule las integrales utilizando el
cambio especial x = fan ((/2), como en el Ejemplo 9.

&
5 _|-2+sen5‘ . L 1 +cos@ + senfl
=30
_l.3+2cos!5‘

40. Calcule el 4rea de la regién limitada por
={2r— ) ¥ y=0x=1f2yx=1,

41. Calcule el 4rea de la region por debajo de
y=9/(x* + 44 + 4) y por encima de y = 1.

42, Calcule el valor medio de la funcién
f¥) = ( — 4x + 8) " *? en el intervalo [0, 4].

48 Calcule el 4rea del interior de la circunferencia
¥ + ¥ = & que esté por encima de la recta y = b,
(—a< b< a).

44. Calcule el 4rea comiin al interior de las circunferencias
E+y=1yx—-272+y =4

45. Calcule el 4rea del primer cuadrante que esta por
encima de la hipérbola xy = 12 y en el interior de la
circunferencia ¥ + j* = 25,

46, Calctﬂeeléreaalaizqﬂerdade§+§=1yala

derechade larecta x=¢,con —a<c< a

+47. Calcule el drea de la region limitada por el eje x, la
hipérbola ¥ — y* = 1, y la recta que va desde el

origen al punto (/1 + ¥, ¥) en dicha hipérbola.
(Suponga Y= 0,) En particular, demuestre que si
Y= senh t el 4rea es #/2 unidades al cuadrado.

+48. Calcule las integrales

J' dx J' dx
J¥ -4 ot &
para x > a > 0 utilizando el cambio x = acosh u.
(Sugerencia: Revise las propledades de las funciones
hiperbélicas de la Seccién 3.6). Esta sustitucion es
una alternativa a x = asec ! cuando aparece

¥ —&.
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Integrales de funciones racionales

En esta seccién vamos a considerar integrales de la forma

PR
ij‘ﬁ

siendo Py ¢ polinomios. Recuérdese que un polimemie es una funcién P de la forma
PR=agx"+a, ¥ '+..-+af+ax+tag

siendo n un entero no negativo, ay, ay, a,, ..., a, constantes y a, # 0. Denominamos a n grado
del polinomio P. Un cociente P(x)/¢Xx) de dos polinomios se denomina fumcidén radonal (véase
la Seccién P.6 donde se presentan los polinomios y las funciones racionales). En general s6lo
serd necesario considerar funciones racionales Ax)/Q(x) en las que el grado de P sea menor que
el grado de Q. Si el grado de P es mayor o igual que el grado de @), entonces se dividen los
polinomios para expresar la fraccién Ax)/¢)(x) en forma de un polinomio sumado con otra frac-
cién R(x)/@(x) en la que R, el resto de la divisién, es siempre de grado menor que Q.

Solucién E grado del numerador es 3 y el del denominador es 2, por lo que es necesario dividir los
polinomios:

X+ 3
2+1[8+32 £+ 34 x+3
e +x ———=x+3-
= £+1 ¥+1
3% —x
¥ +3
—-x—3
Por tanto,
X +3¥ dx

X
e dX=J(X+3]dX_Jf—+1d¥_3J-f+1

1 1
=Ef+3x—Eln(f+ 1) —3tan"'x+ C

X
Ejemplo 2 KRNI

Solucién El numerador y el denominador tienen el mismo grado, 1, por lo que es necesario de nuevo
dividir, En este caso se puede realizar la divisién simplemente transformando el integrando:

X 1 2x 12x—1+1 1 1
-1 =-(1+ )

2x—1 22x—1 2 2xr—1 2\ 2x—1
Véase la Secci6én P.6. Tenemos entonces que

X 1 1 ¥ 1
J.EX_ldt’—EJ.(l'F—zX_1)&!’!—5+Zln|24¥—1|+C -

En lo que sigue, supondremos siempre que se han realizado las divisiones previas necesarias y
que el polinomio cociente ya se ha integrado. Por tanto, el problema bésico que debemos consi-
derar en esta secci6n es el siguiente:
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El problema bésico
Calcular J% dx, siendo grado de P < grado de Q.

La complejidad de este problema depende del grado de ¢).
Denominadores lineales y cuadraticos

Supongamos que Q(x) es de grado 1. Por tanto, @(x) = ax+ b, con a # 0. Entonces P(x) debe
tener grado 0 y ser, por tanto, una constante ¢. Tenemos que P(x)/Q(x) = c/(ax+ b). El cambio

u= ax+ b produce
il cdu ¢
fmbd*—;f—u—;l“'“'*c

de modo que para c = 1:

Caso de denominador Eneal

1 1
Im+bdx=;h|m+ b+ C

Supongamos ahora que @(x) es una funcién cuadratica, es decir, de grado 2. A efectos de esta
presentacién, podemos suponer que Q(x) es o bien de la forma ¥ + & o bien de la forma
¥ — &, ya que completando el cuadrado y realizando el cambio de variable apropiado se puede
reducir siempre el denominador a esta forma, como se demuestra en la Seccién 6.2, Como P(x)
puede ser como maximo una funcién lineal, Ax) = Ax + B, esto nos lleva a considerar las cua-
tro integrales siguientes:

xdx xdx dx dx
2+a |2-& |F+Z T |R#-Z
Si a =0, s6lo hay dos integrales, que se pueden calcular facilmente, En las dos primeras integra-
les se aplica el cambio u= ¥ + &. La tercera es una integral conocida, y la cuarta se puede
resolver mediante el cambio x= asen@ si |x| <|a|, o el cambio x = asec# si |x| > |a|, pero se
puede calcular también mediante otro método que veremos posteriormente, Los valores de las
cuatro integrales se presentan a continuacién:

Caso de denominadar cundrético
'";iz:%m(fmzwc
.ﬂxzxii;=%h1|f—az|+6
;fff_lmﬂ_+c
,f?g=ihili+c
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Para obtener la gltima de las férmulas anteriores, expresaremos el integrando como una suma de
dos fracciones con denominadores lineales:

{ __ 1 A B Ax+Aa+Be—Ba
¥—a (x-dxsad x-a x+a X -

donde en el dltimo paso se han sumado las dos fracciones. Si esta ecuacién se cumple para todo
x (excepto x= + a), entonces los numeradores de los dos miembros deben ser polinomios idén-
ticos en x. La ecuacién (A + Bx+ (Ada— Ba) = 1 = 0x+ 1 se cumplira para todo x sélo si

A+B=0 (el coeficiente de x)
Aa— Ba=1 (el término constante)

Resolviendo este sistena de dos ecuaciones lineales se obtiene el valor de las incégnitas A y B,
= 1/(2a) y B= —1/(2a). Por tanto,

de 1 [ de 1 [ dt
£—-& 2alx—-a 2alx+a

1 1
—Eah]|x—a|—£]n|x+ al+ C

X—a
X+ a

]n

23 +C

Descompaosicion en fracciones simples

La técnica que acabamos de utilizar, donde se expresa una fraccién compleja como suma de
fracciones més sencillas, se denomina método de descomposicién en fraccdones simples Su-
pongamos un polinomio Q(x) de grado n, de forma que su término de mayor grado es x” (con
coeficiente 1), Supongamos ademés que ¢) se puede descomponer en un producto de n factores
lineales distintos (de grado 1), por ejemplo,

QN =(x—a)lx— a)-(x—a)

con a;#a; st i#j, I<) j<n Si Px es un po]jnomm de grado inferior a n, entonces

P(x/ Q(x} admte una descomposiciin en fracciones simples de la forma

P(ﬂ_ Al ‘42 +"+i

o0 x-a x-a x-a

para ciertos valores de las constantes A;, Ay, ..., A, No presentaremos aqui ninguna demostra-
cién formal de esta afirmacién, ya que pertenece al dmbito de los cursos de algebra (véase el
Teorema 1 posterior donde se plantea un resultado més general).

Sabiendo que P(x)/¢Xx) admite una descomposicién en fracciones simples, como se ha co-
mentado anteriormente, existen dos métodos para determinar las constantes A, A,, ..., A,. El pri-
mero de ellos, que se generaliza més facilmente a descomposiciones més complicadas que se
presentaran posteriormente, consiste en sumar las fracciones de la descomposicién y obtener una
nueva fraccién S(x)/@(x) con numerador S(x), un polinomio de grado una unidad menor que
Q(x). Esta nueva fraccién sera idéntica a la fracci6n original P(x)/¢Xx) si Sy P son polinomios
idénticos. Las constantes A,, A,, ..., A, se determinan resolviendo el sistema de n ecuaciones
lineales que resulta de igualar los coeficientes de las mismas potencias de x en los polinomios
SyP.
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El segundo método se basa en la siguiente observacion: si se multiplica la descomposicién en
fracciones simples por x — a;, se obtiene

(x— a) Ax)
7 Q)
X_aj X_aj X_aj X_'aj
= A ot A A A — A,
X_al X_aj_l X= j+1 X_aﬂ

Todos los términos del miembro derecho se anulan en x = a; excepto el término j€simo, A, Por
tanto,

Pw
4= 1tm (= 3)
P[

(@ —a)--(a—a-)@— au) - (a— a)

para 1 < j< n FEn la practica, el método se utiliza para obtener el coeficiente A; simplificando
el factor x — a; en el denominador de P(x)/@(x) y particularizando la expresién resultante en
X=da;

Ejemplo 3 TN PG
Z—5xt 8o
Solucién La descomposicién en fracciones simples tiene la forma

x+4 _ x+4 _ A & B
Y —5x+68 (—2x—-3) x—2 x-—3

Calcularemos A y B por los dos métodos comentados anteriormente,
METODO L Se suman las fracciones simples

x+ 4 _Ax—3A+Bx—ZB
£—-5x+68  (x—2{x—23)

y se igualan los coeficientes de x y los términos constantes en los numeradores de ambos miembras, con lo
que se obtiene

A+B=1 y —-3A-2B=4
Resolviendo esas ecuaciones se llegaa A= —6y B= 7,

METODO IL Para calcular 4, se elimina el término x — 2 del denominador de la expresién P(x)/Q(x) y se
particulariza el resultado en x = 2. La obtenci6én de B es similar.

x+ 4
X_3x=2

x+4 1
J.f—5x+6d¥_ BJ.X—

= —6lnjx— 2|+ 7ln|x—3|+ C

x+4
X_EA":S

A=

En cualquier caso tenemos

1
2dx+?J.X_Sa!¥
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¥4 2
Poug
Solucion Como el grado del numerador no es menor que el del denominador, hay que dividir:

§ f—x+x+2d¥ J'( x+2) = ik X+2dx'

SE AL Calcule /= dx.

£ —x
Ahora se puede utilizar el método de descomposicién en fracciones simples,
x+2 x+2 A B c
=—+
P—x Mx—D(x+1) x x—1 x+1
_AE-D+BE+ )+ O -9
- x(x— V)(x+ 1)

Tenemos que
A+B+C=0 (coeficiente de ¥)
B-C=1 (coeficlente de X)
—A =2 (término constante)

Se deduce entonces que A= —2, B=3/2y C= 1/2, Podemos obtener también los mismas valores utili-
zando el Método II del ejemplo anterior:

S x+ 2 _ : x+2 _3
=D+ Do THpr )|, 2 Y
X+ 2 1
_X{X_ 1),v=—1=E

Finalmente, tenemos

1 3 1 1 1
I=x—2 J.;d:r+5 de+5 Jx+ ] dx
=x—2In|x +§ln|x— 1] +%ln|x+ 1[+€
H
A continuacién consideraremos una funcién racional cuyo denominador tiene un factor cuadrati-

co equivalente a una suma de cuadrados y que, por tanto, no se puede descomponer en un pro-
ducto de factores lineales reales.

Eiompi 5 (ORI R

e X+ 1)
Solucién Nétese que el numerador es de grado 2 y el denominador es de grado 3, por lo que no es nece-
saria la divisién previa. Si se descompone el inte Eando en una suma de dos fracciones més simples, el

denominador de una de ellas sera x y el de la otra x° + 1. La forma apropiada de 1a descomposicién resulta
ser

2 +3x+ X A Bx+C‘ A(,F+1)+Bf+(:x
XE+1) T XE + 1)

Nétese que hemas utilizado un numerador lineal (de grado 1) en el término correspondiente al denominador
cuadrético (de grado 2). Igualando los coeficientes de los dos numeradores, se obtiene

A+ B =] (coeficiente de x°)
C=3 {coeficiente de x)
A =2 (término constante)




396 cAlcuLo
Por tanto, A= 2, B= —1y C = 3. Tenemos, entonces,
2+3,r+,a;2
Jx(fﬂ ,[ Lﬂ “‘”P’Lﬁ
=21n|x|—5h1{f+1]+3mn"x+c

Hay que resaltar que la suma de fracciones es el nico método razonable que utiliza valores reales para
determinar las constantes A, By C. Podriamas haber determinado A utilizando el Método II del Ejemplo 3,
pero habriamos tenido que utilizar nimeros complejos. .

Ejemplo 6 [l Jﬁ ds,
Solucién En este caso Q(x) = ¥ + 1 = (x+ 1)(¥* — x+ 1), El @ltimo factor no tiene raices reales, por
lo que no se puede factorizar en un producto de factores reales lineales. Tenemos que
| 1 A B+ £
x“+1={x+ 1)(f—x+1)=x+ 1+x2—,r+1
A —x+ 1)+ B+ 9+ Clx+1)
- (x+ D(E—x+1)
A+B =0 (coeficiente de ¥)
—A+B+C=0 (coeficiente de %)
A +C=1 (término constante)
Por tanto, A= 1/3, B = —1/’3}' C=2/3, conloque
1

x+1 f—:H—l
Injx+ 1 X_E_E Sea y=x—1/2
ghieril=g Tl Tl
gf Ty TR
1 1 1 1
=—Injx+1|—= du+ - du
3 3 3 2 3
£F+E uz+1

]n| + 1] 1(¢F+3)+ tan "~ (2u)+c
i =5 iy i
VRN
—E1n|x+1|—lln{x2—x+1]+itan"(zx_1)+C
3 6 Ao\ .

S6lo es necesario un refinamiento final del método de descomposici6n en fracciones simples, Si
alguno de los factores lineales o cuadraticos de Q(x) se repite (por ejemplo, m veces), entonces
la descomposicion en fracciones simples de P(x)/Q(x) requiere m fracciones distintas correspon-
dientes a ese factor. Los exponentes de los denominadores de esas fracciones van aumentando
desde 1 hasta m, y los numeradores son todos constantes cuando el factor que se repite es lineal
o lineales cuando el factor que se repite es cuadratico (véase el Teorema 1 posterior).
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. 1
ST Calcule Jm dx.

Solucién En este caso, la descomposicién en fracciones simples adecuada es
1 A B C
M- % x—1 w—1y
AR+ )+ B -t Ox
- Hx— 1)
Igualando los coeficientes de ¥, xy 1 en los denominadores de los dos miembros, se obtiene

A+ B =0  (coeficiente de ¥%)
—24A—-B+C=0 (coeficiente de x)
A =1 (término constante)

Portanto, A=1, B=—-1,C=1y

LS ¥ . E
JAX—I)E X'J} X_Jx—l +_[(x—1)?
1

=]n|x|—ln|.r—1|—m+ C

+ &

x—]

X+2 F
AF+ AP + 2

Solucién El denominador se puede factorizar como x(2¥ + 1)% por lo que la descomposicién en frac-
ciones simples apropiada es

¥+2 A Bx+C Dx+E

(SN TJLR: M Calcule 7= J

CEF1)Y x 2241 @R+ )P
A+ A8+ 1)+ BRX + )+ C2X° + ) + DY + Ex
- X222 + 1)
Por tanto,
4A+28B =0  (coeficlente de ¥
2C =0  (coeficlente de x')
4A+ B +D =1 (coeficlente de ¥)
C +E=0 (coeficiente de x)
A =2 (término constante)
Resolviendo estas ecuaciones se obtiene A =2, B= —4, C=0,D= -3y E=0.
d. d d.
I=2Jj_4J2;j1_3J{2;+X1)2 Seau=2¥+1
% du = 4dxdx
di 3 [du

=21n|x|— ?—E ?

3
= 2In|x] —In|y +EI+C

¥ 3 1
=1“(2f+1)+12f+1+c
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El teorema que sigue resume los diversos aspectos del método de descomposicién en fracciones
simples.

TEOREMA () Descomposicidn en fracciones simples de fimciones racionales
Sean Py () polinomios con coeficientes reales, y supongamos que el grado de P es menor
que el grado de ¢). Entonces:

(@) @(x) se puede descomponer en el producto de una constante K factores lineales reales
de 1a forma x — a,, y factores reales cuadraticos de la forma ¥ + bx + ¢; que no tie-
nen rafces reales. Los factores lineales y cuadraticos se pueden repetir:

QW = K(x — a)™(x — &)™ - (x — a)™(x* + bx + o)™
e (B + bx + )™
El grado de Qes my + my + -+ + m;+ 2ny + 2mp + - + 21y,

(b) La funcién racional P(x)/Q(x) se puede expresar como una suma de fracciones simples

de la siguiente forma:

(i) Por cada factor (x — a)™ de ¢Xx), la descomposicién contiene una suma de fraccio-
nes de la forma
A LA Ay

x—a (x—a)? e (x— a)™
(i) Por cada factor (x* + bx+ ¢)" de Qx), la descomposicién contiene una suma de
fracciones de la forma
Bix + C Box + G Bx+ C,
Zrbxtx B+t T @+ bt
Las constantes A, A, ..., Ay, By, B, ..., B, Ci, Gy, ..., C, se pueden determinar sumando

las fracciones de la descomposicién e igualando los coeficientes de potencias iguales de x
en el numerador de la suma con los de P(x).

_H.

No proporcionaremos aqui una demostracién de este teorema.

Notese que el apartado (a) no nos indica cémo obtener los factores de @(x), sino que sélo
nos dice la forma que tienen. Es necesario conocer los factores de ¢ antes de utilizar la descom-
posicion en fracciones simples para integrar la funcién racional P(x)/@(x). La descomposicién en
fracciones simples se utiliza también en ofras situaciones matematicas, en concreto para resolver
ciertos problemas en los que intervienen ecuaciones diferenciales.

Ejercicios 6.3

¥ dx " xdx
Calcule las integrales de los Ejercicios 1-34. o i Ev— 10. 3Z + 8x — 3
* 2dy " ody ' o
1. 2 X—2 o A
J2zx—=3 JS—dr u'_f+xdx m~x3+9x
 vdy PP ¥ dy ) xdx
3 4 dx o T
Jmx+2 Jxr—4 13'_1—6x+9f 1"“-2+6x+9,-f2
! [ dx f £+ 1 [ @+l
& [ty & |—— - i - R
JE-9 J5 =X ﬁ"ax—gfdx m~12+7x+x‘*
7 [ & (=T . 1’ [ 2
lE-f ) B—as C A - &) ¥ —a'
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" xdx : dx dx db
il I I p *‘“Jf(ﬁ-nw - Jcosﬁ(l+senﬂ]
dx "+ 1 +3% Suponga que Py ¢son polinomios tales que el grado
2. PaE e 22 P de P es menor que el grado de ¢ Si
e ¢ 2 QW = (x— a)lx—a) - (x— )
23 Y A |\ 2 slendo a;# a; st 1# (1 € £ < n), de forma que
J - J &N -4 P{x)fz‘;l(,x; ﬂer{e la siguiente descomposicién en
- dx ~ " xdx fracciones simples:
J -3¢ J(E—x+17 P A A A
= + + o+
oz I tdt o8 dt QD x—a x-a X~ ap
e+ DE+ )7 J =D - 1) demuestre que
2 Pla)
dx [ dx A= (1<j<n)
20, M | 7 Q@)
n-2 ¥ — e+ 4 A
SRR = i Esto proporciona otro método para calcular las
[ dx dx constantes de la descomposicién en fracciones simples
L 1 + B2 e x(1 — B)32 si los factores del denominador son lineales y distintas,

m Integracién mediante programas de computador o tablas

Aunque toda persona que utilice el cdlculo debe estar familiarizada con las técnicas bésicas de
integracién, de la misma forma que cualquiera que use la aritmética debe estar familiarizado con
las técnicas de multiplicacion y division, la tecnologia evoluciona rapidamente y, en muchos ca-
sos, evita la necesidad de calcular integrales largas y complicadas mediante dichas técnicas. De
hecho, hoy en dfa existen varios programas de computador que pueden manejar expresiones ma-
temdticas simbélicas (en vez de numéricas), y que pueden realizar, con poca o ninguna interven-
cién por nuestra parte, los diversos pasos y calculos de limites que se requieren para obtener y
simplificar tanto derivadas como integrales. Se puede ahorrar mucho esfuerzo y tiempo haciendo
que el computador calcule una integral complicada como

1+ x+ ¥
f(ﬁ — )(E - 18)

en vez de hacerla a mano utilizando descomposicién en fracciones simples. Incluso sin la ayuda
del computador, se pueden utilizar tablas de integrales estidndar como las que aparecen al final
de este libro como ayuda en el cdlculo de integrales complicadas. No obstante, el uso de compu-
tadores o de tablas puede requerir que realicemos algunas simplificaciones previas a mano, y por
supuesto puede requerir que seamos capaces de interpretar las respuestas que se obtienen, Pre-
sentaremos a continuacién algunos ejemplos.

dx

Uso de Maple para integracion

Los programas matematicos de computador son capaces de calcular simb6licamente integrales
tanto indefinidas como definidas, y también proporcionar aproximaciones numéricas de aquellas
integrales definidas que tengan valores numéricos. Los ejemplos que siguen muestran cémo utili-
zar Maple para calcular integrales.

T
Empezaremos calculando J.Z‘f,xl + 4 dxy J 2F 1+ 4" g
0



