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*16.

=17,

*18.

15.3

estd en la direccién de y, y cuyo momento dipolar es
u. Este dipolo es el limite de un sistema formado por
una fuente de fuerza m situada en (0, £/2) y un
sumidero de fuerza m situado en (0, —€/2), cuando
€ -0y m— oo de forma que m€ = p,

Demuestre que las curvas equipotenciales del dipolo
bidimensional del Ejercicio 15 son circunferencias
tangentes al eje x en el origen,

Demuestre que las lineas de corriente (lineas de
campo) del dipolo bidimensional de los Ejercicios 15
y 18 son circunferencias tangentes al eje y en el
origen, Sugerencia. Es posible demostrarlo
geométricamente. Si se realiza planteando una
ecuacion diferencial, hay que encontrar el cambio de

la variable dependiente

s Dasix®
ymex omutxp

adecuado para integrar la ecuaci6n.

Demuestre que el campo de velocidades de una fuente
de lineas de fuerza Zmse puede obtener integrando en
todo el eje zel campo de velocidades (tridimensional)
de una fuente puntual de fuerza mdz situada en

(0, 0, 2). ;Por qué correspande la integral a una fuente
lineal de fuerza 2m en vez de fuerza m? ;Se puede
obtener el potencial de la fuente lineal integrando los
potenciales de las fuentes puntuales?

Integrales sobre curvas

19. Demuestre que el gradiente de una funcién expresada

21.

en términos de coordenadas polares en el plano es
¢, 1dg

— + e T L}
ot

Este ejercicio es una repeticién del Ejercicio 16 en la
Seccién 12.7,

Voin ) =

. Utilice el resultado del Ejercicio 19 para demostrar que

una condicién necesaria para que el campo vectorial,
expresado en coordenadas polares,

F(r, ) = F(r, O)f + Fy(r, 6)8
sea conservativo es que
OF,  0Fy_
e ~er 7

Demuestre que F = rsen20f + rcos 208 es
conservativo, y calcule un potencial del campo.

. Calcule para qué valores de las constantes o y f es

conservativo el campo vectorial
F = r* cos 0 + ¥ sen 08

Calcule un potencial de F si  y § tlenen los valores
calculados.

La integral definida |4 £(x) dx representa la cantidad total de una magnitud distribuida a lo largo
del eje x, entre ay b, de acuerdo con un valor de densidad lineal f(x) de dicha magnitud en el
punto x. La cantidad de magnitud en un intervalo infinitesimal de longitud dx situado en x
es f(x) dx, y la integral realiza las sumas de esas contribuciones (0 elementos) infinitesimales,
para obtener la cantidad total de magnitud. De forma similar, las integrales {{, flx, )} dA y
{{l» f(x, y. 2 dVrepresentan las cantidades totales de magnitudes distribuidas en regiones D del
plano y K del espacio tridimensional, en funcién de las densidades de drea o de volumen de esas
magnitudes.

Puede ocurrir que una magnitud esté distribuida con una densidad lineal especificada en una
curva en el plano o del espacio tridimensional, o con una densidad de 4rea especificada en una
superficie del espacio tridimensional. En estos casos es necesario utilizar integrales sobre curvas
o integrales sobre superficies para sumar las contribuciones elementales y calcular la magnitud
total. En esta seccién y en la siguiente trataremos las integrales sobre curvas, y en las Secciones
15.5 y 15.6 las integrales sobre superficies.

Sea € una curva paramétrica continua y acotada en R®. Recuérdese (de la Seccién 11.1) que €
s una curva suave si tiene una parametrizacién de la forma

r=r(f) = x(0i+ f)j+ Ak

con vector «velocidad» v = dr/dt continuo y distinto de cero. Denominaremos a € arco suave si
es una curva suave con intervalo de pardmetros finito I= [a, b].

t en el intervalo [
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En la Seccién 11.3 vimos cémo calcular la longitud de € subdividiéndola en arcos de corta
longitud, utilizando los puntos correspondientes a los valores del parametro

a=ph<tbh<b<-<t_<t,=bh

sumando las longitudes |Ar;| = |r; — r;_,| de los segmentos lineales que unen estos puntos, y
tomando el limite cuando la méaxima distancia entre puntos adyacentes tiende a cero. La longitud
Se expresd como
J,
[

y es un ejemplo especial de una integral sobre la curva € cuyo integrando es 1.
La integral sobre una curva de una funcién general f(x, y 2 se puede definir de forma simi-
lar. Escogemos un punto (x y7 z*) en el iésimo subarco y formamos la suma de Riemann

S,= ), fl v, 20| Ar))
jm]
Si esta suma tiene un limite cuando max|Ar,| — 0, independiente de la eleccién particular de los
puntos (x* v z7), entonces denominaremos a este limite integral de f sobre la curva Cy la
expresaremaos como

J. f(x, y 2ds
e

Si € es un arco suave y si f es continua en €, entonces el limite existird; su valor estd dado por
una integral definida de una funcién continua, como se demuestra en el parrafo siguiente. Tam-
bién existira (para f continua) si € es continua por trames, formada por un nimero finito de
arcos suaves unidos por sus extremos; en este caso la integral de f sobre la curva € es la suma
de las integrales de f sobre cada uno de los arcos suaves. Se pueden considerar también integra-
les impropias sobre curvas, cuando f tenga discontinuidades o cuando la longitud de una curva
no sea finita.

Célculo de integrales sobre curvas

La longitud de € se calcul6 expresando el elemento de longitud de arco ds = |dr/dt| dt en funcién
de una parametrizacién r = r(f), (a < t< b) de la curva, e integrando desde t= a hasta t= b

b
longitud de ¢ = J; ds= j. o

Las integrales sobre curvas mas generales se pueden calcular de forma similar:

dt

a

. dr
j ftx;:z}ds=j () |E dt

Por supuesto, toda la exposicién anterior se aplica de la misma forma en el caso de integrales de
funciones f(x, 3) sobre curvas € en el plano xy.

Observacion Hay que tener en cuenta que el valor de la integral de una funcién f sobre la
curva € depende de fy de € pero no de la forma particular en la que € este parametrizada. Si
r =r*(u), « = u< f, es otra parametrizacién de la misma curva suave ¢ entonces todo punto
r(f) de € se puede expresar en funcién de la nueva parametrizacién como r*(u), donde u depende
de t u= u(f). Sir*(u) recorre € en la misma direccién que r(f), entonces u(a) = o, u(lb) =p y
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dufdt = 0; si r*(u) recorre € en la direccién opuesta, entonces u(a) = f, u(b) = o y du/dt < 0, En
cualquier caso,

b
J fe()

r*

u

b
ar* du
du
a8

dar
E|dt=j. fr*(u(d)) e

Por consiguiente, la integral sobre una curva es independiente de la parametrizacién de dicha
curva € El siguiente ejemplo ilustra este hecho.

fi
dr=j (W)

[ 4

Una circunferencia de radio a> 0 esta cenfrada en el origen del plano xy. Sea € la mi-
tad de esta circunferencia que esta en el semiplano y = 0, Utilice dos parametrizaciones diferentes de € para
calcular el momento de € con respecto a y= 0.

Solucién Se requiere calcular J. yas.
[

€ se puede parametrizar como r = acos ti + asen tj, (0 < f < «). Por tanto,
puede par:

X o aenti+acosti y |
5 = —asen acostj y |

y el momento de € con respecto a y= 0 es

Jyds=f asentadt = —azmsr[:= 24
e ]

=4

€ se puede parametrizar también como r = xi + /&’ — ¥'j, (—a< x< 8 y en este caso tenemos
d‘ - X -
& JE-2
dr
dx

a

TR =

Por tanto, el momento de € con respecto a y =0 es

a

J;)’a'.s= :a_a.faz —f\/% dx= aj_adx= 24°

Es reconfortante obtener el mismo resultado utilizando parametrizaciones diferentes, A diferencia de las in-
tegrales sobre curvas de campos vectoriales, que consideraremos en la seccién siguiente, las integrales so-
bre curvas de campas escalares consideradas aqui no dependen de la direccién (orientacién) de €. Las dos
parametrizaciones de la semicircunferencia eran en direcciones opuestas, pero se obtuvo el mismo resultado.

|

Las integrales sobre curvas dan lugar frecuentemente a integrales definidas que son muy dificiles
o imposibles de calcular sin utilizar técnicas numéricas, Sélo las curvas muy simples o aquellas
preparadas para llegar a expresiones simples de ds se pueden resolver calculando de forma exac-
ta las integrales sobre ellas.

m Calcule el centroide de la hélice circular € dada por

r = acosti + asentj + btk, O0<t<in

Solucion Como se observé en el Ejemplo 5 de la Seccion 11,3, en esta hélice ds= /& + b dt Sobre
la hélice se tiene z= bt, por lo que su momento con respecto a z= 0 es

2
M;=n=-|.zds=b‘fa‘*+b‘*-|. tdt=2ntb. /& + I
[ 1]}
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Como la longitud de la hélice es L = 2zn,/& + I, la componente z de su centroide es M,_g/L.= nb. El
momento de la hélice respecto a x =0 es

2
M,=U=J.xds=a~faz+b2-|. costdt =10

e 1]

2n
M}=D=J.yds=a\faz+b2-|. sentdt =0

.2 L]

Por tanto, el centroide es (0, 0, nh). -

Algunas veces la curva sobre la que se calcula una integral se especifica como la interseccién de
dos superficies con ecuaciones dadas. Normalmente es necesario parametrizar la curva para cal-
cular una integral sobre ella. Recuérdese de la Seccién 11.3 que si una de las superficies es un
cilindro paralelo a uno de los ejes coordenados, en general es més facil empezar parametrizando
ese cilindro (o también combinar las ecuaciones para eliminar una variable y obtener asf el cilin-
dro sobre el que esta la curva).

Calcule la masa de un cable que recorre la parte del primer octante € de la curva intersec-
cién del paraboloide elfptico z= 2 — ¥ — 2)* y el cilindro parabélico z= x*, entre (0, 1, 0) y (1, 0, 1)
(véase la Figura 15.7), si la densidad del cable en la posicion (x, y, 2 es é(x, y, 2) = xy.

(0, 1,0)

, Figura 157 La curva de interseccion de z= Fyz=2-¥-204

Solucién Necesitamos una parametrizacién adecuada de €. Como la curva € esté en el cilindro z= ¥, y

x va de 0 a 1, podemos hacer x=+ty z= £ Por lo tanto, 2 =2 — ¥ — z=2 — 2, por lo que
¥ =1—£. Como €estd en el primer octante, se puede parametrizar como

x=t y=,/1-£ z=£, 0<t<])

Entonces, dy/dt= 1, dy/dt= —t/\/1— £y dz/dt= 21, por lo que

T 14+ 472 — 44
ds=\/1+—+ AP dt=Y———e——

I Sl
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Por consiguiente, la masa del cable es

: J1+ 4 — 48
m=-|;-*yd5=-|.urul—tzﬁa&

1
=Jr 14+ 4F — AP dr Sea yy= £
(1]

o1
1+ 4u—4if du
0

rl

2 — (u— 1)*du Seav=2u—1
0

sl 1
_l~,f2—uzab=%-|.u~r2—vzdv

1:':+1 n+ 2
T2\l 2l B

La integral final se calcula interpretandola como el drea de parte un circulo. Se invita al lector a proporcio-
nar los detalles, También se puede hacer mediante el cambio v = \/5 sen w.

[

=] = P = P3|

H
Ejercicios 15.3
1. Demuestre que la curva € dada por 7. Calcule | ¥ ds sobre la recta de interseccion de los
e
r=acos fsenfi + asen’fj + acosth, (0<t<Y planos x— y+ z=0y x + y+ 2z= 0, desde el
esta en la superficie de una esfera centrada en el origen al punto (3, 1, —2).
origen. Calcule J. zds, 8. Calcule | ./1+ 4¥Z ds, siendo € la curva de
[

e
2. Sea ¢ la hélice odnica cuyas ecuaciones paramétricas interseccién de las superficies x* + £ =1y y= £.
son x = fcost, y= tsent, z=t, {0 < < 2m). Calcule 9. Calcule la masa y el centro de masa de un cable que
tiene la forma de la hélice circular x = cos?, y=senf{,

2. z=1, (0 < < 27), sl la densidad lineal del cable es
ox, =z
. 1 d bl igue 1
% Galerlelomearviey i callerqe gl iy 10. Repita el Ejercicio 9 para la parte de cable
r=3+3f+20'  (0<t<]) correspondiente a 0 < ¢ < .

si la densidad en r(#) es de 1 + £ g/unidad de longitud. 11, Calcule el momento de inercia alrededor del eje y; es
decir,

4, Demuestre que la curva € del Ejemplo 3 admite
también una parametrizacién de la forma x = cost, -I. (¥ + ) ds
y=sent z=cos’t, (0 < t < n/2), y recalcule la masa &
del cable de dicho ejemplo utilizando esta de la curva x= €', y= ﬁf' z=et(0<t< ).
e, 12. Calcule el centroide de la curva del Ejercicio 11.
5. Calcule el momento de inercia respecto al eje z (es .

*13. Calcule | xds en la parte del primer octante de la

JE
curva de intersecci6n del cilindro ¥ + )* = &° y el
plano z = x.

+14, Calcule | zdsen la parte de la curva
6. Calcule J €”ds, siendo € la curva del Ejercicio 5. Je
e ¥+y+7=1x+y=1conz=0.

decir, el valmdeaj (* + %) ds) de un cable de

[
densidad constante § que sigue la curva &
r =e'cosfi + e'sentj + tk, desde ¢ =0 hasta t = 2x.




ds
+15, Calcule -I; W' siendo € la parébola
Z=x+ §, x+z= 1. Sugerencia: Utilice y = ¢
como parametro.

16. Exprese como una integral definida, sin intentar
calcularla, el valor de J xyzds, slendo € la curva
y=x, z= y* desde [{],f{l, 0) hasta (2, 4, 18),

+17. La funcién

&
E[k,qb]=-|- 1 — Esen®tdt
0

se denomina funcién integral eliptica de segunda

clase. La integral eliptica completa de segunda clase

15.4

=18,
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es la funcién Ek) = Elk n/2). Exprese mediante estas
funciones la longitud de una revolucién completa de
la hélice eliptica

X= acosf, Z=cf

slendo 0 < a < b. JCudl es la longitud de la parte de
la hélice que estid entre f=0y = T con
0<T<m/2?

y=bsent,

Calcule : m slendo L la recta de ecuacién

Ax+ By = C, (C# ). Sugerencia: Utilice la
simetria de la integral para sustituir la recta por otra
con una ecuacién més simple, pero que no cambie el
valor de la integral.

Integrales sobre curvas de campos vectoriales

En fisica elemental el trabaje realizado por una fuerza constante de médulo F'al mover un obje-
to una distancia d se define como el producto de F'y & W= Fd. Existe, sin embargo, una salve-
dad: se supone que la fuerza se realiza en la direccién de movimiento del objeto. Si el objeto se
mueve en una direccién diferente a la de la fuerza (debido a otras fuerzas que actian sobre él),
entonces el trabajo realizado por una fuerza particular es el producto de la distancia recorrida por
la componente de la fuerza en la direccién del movimiento. Por ejemplo, el trabajo realizado por
la fuerza de la gravedad al deslizar un cajon de 10 kg una distancia de 5 m por una rampa con
una inclinacién de 45° respecto a la horizontal es W= SDgp‘ﬁ N:m (siendo g = 9.8 m/s?), ya
que la proyeccién escalar de la fuerza gravitatoria de 10g N sobre el cajén en la direccién de la

rampa es 1Dgfﬁ N.

El trabajo realizado por una fuerza variable F(x, y, 2 = F(r), que depende de forma continua
de la posicién, al mover un objeto por la curva suave €, es la integral de los elementas de trabajo
dW, El elemento dW correspondiente al elemento de longitud de arco ds en la posicién r sobre €
es ds veces la componente tangencial de la fuerza F(r) sobre € en la direccién del movimiento
(véase la Figura 15.8). Como T = dr/dses la tangente unidad a €.

dW = F(I‘} .'i'dsz Fedr
Por tanto, el trabajo total realizado por F al mover un objeto sobre € es

W= j' FeTds=
”

jF.dr=jF1ch+any+Fga%
e e

en general, si F = Fji + F,j + F;k es un campo vectorial continuo, y € es una curva suave
orientada, entonces la integral sobre la curva € de la componente tangencial de F es

jFo&=IF¢hﬁ
2 Jat

=Jﬂmxﬂ&+ﬂmx@¢+ﬂWKﬂ&
L

Esta integral se denomina a veces, de forma algo inapropiada, integral de F sobre la curva € (no
es una integral de F sobre una curva, que deberia dar como resultado un vector, sino una integral
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Figura 158 dJli¥ = |F|cosfds
=FeTds

sobre una curva de la componente tangencial de F, que es un valor escalar). A diferencia de la
integral sobre una curva considerada en la secci6n anterior, esta integral depende de la direccién
de la orientacién de €, y si se cambia la orientacién de €, la integral cambia de signo.

Si € es una curva cerrada, la integral sobre dicha curva €de la componente tangencial de F se
denomina circulacién de F sobre € El hecho de que la curva es cerrada se suele indicar median-
te una pequena circunferencia dibujada sobre el signo integral;

§ F o dr indica la circulacién de F sobre la curva cerrada ¢
[

Como las integrales sobre curvas estudiadas en la seccién anterior, una integral sobre una
curva de un campo vectorial continuo se convierte en una integral definida ordinaria mediante
una parametrizacién del camino de integracién, Dado un arco suave r =r () = x()i+ y(fj + () k,
(a < t< b) tenemos

b
J;Fldl'z ’LFO% dt
d

. X dy
= J [E(X(ﬁ. Ny, A0} + F2 (0, S0, A9)

a

+ R, y00, 20) ‘fﬂdr

Aunque este tipo de integral sobre curvas cambia de signo si se invierte el sentido de recorrido
de € por lo demés es independiente de la parametrizacion utilizada para €. Se cumple también
que una integral sobre una curva suave por tramos es la suma de las integrales sobre cada uno de
los arcos suaves que forman la curva completa.

m Sea F(x, j) = /i + 2xyj. Calcule la integral

J.F-a’r
[

desde (0, 0) hasta (1, 1) sobre las curvas:

(@) Larecta y=x.

(b) Lacurva y= .

(c) La curva suave por tramos formada por los segmentos de rectas desde (0, 0) hasta (0, 1) y desde (0, 1)
hasta (1, 1).

Solucion La Figura 15.9 muestra los fres caminos. El camino recto (a) se puede parametrizar como
r=ti+tj0<t<l Portanto, dr =dti + dfj y

Fedr= (fi+ 2Fj) e i+ j) dt=37dt

Por tanto,

1
=1
L]

1
|[pede= [ sta=e
e 0
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(c) (i)

(a)

(b)

X

Figura 159 Tres caminos desde (0, 0) hasta (1, 1).

H camino parabélico (b) se puede parametrizar como r = i + £j, 0 < ¢t < 1, por lo que dr = dti + 2td}j.
Entonces,

Fedr = (t'i + 26)) o (i + 24j) dt = 5¢* dt

1
=1
0

1
J.F-dr=-|. 5idt =1
L./ 0

El tercer camino (c) esta formado por dos segmentos, y parametrizaremos cada uno de ellos por separado.
Utilizaremos y como pardmetro del segmento vertical (con x= 0y dx= (), y x como pardmetro del seg-
mento horizontal (con y =1y dy= 0):

-I;Fufr =J;fch'+2.xya}'

1 1
=J (Ujdy+J (1) de=1
1] 0

En vista de estos resultados, podriamos preguntarnos si [ F  dr vale lo mismo sigulendo cualquier camino
desde (0, 0) hasta (1, 1). =

IGETIEEY sea F = yi — xj. Calcule [ F o dr desde (1, 0) hasta (0, —1) por:

(a) El segmento recto que une esos puntos,
(b) Los tres cuartos de circunferencia de radio unidad centrada en el origen que se recorre en sentido con-
trario al de las agujas del reloj.

Solucion La Figura 15,10 muestra los das caminos, El camino recto (a) se puede parametrizar como
r=(1—-0i—4 0<t<l
Por tanto, dr = —dfi — dfj y

1 1
IF°dr=J (=9(—dj - {1—:)(—0?))=J. dt=1
[ 0 0
El camino circular (b) se puede parametrizar como
3n
r = costi + senfj, {]s;,rs;?
por lo que dr = —sentdti + cos{dtj. Entonces,

Fedr= —sen’tdf — cos’ tdt = — dt
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(b)

¥

Figura 15.10 Dos caminos desde (1, 0) hasta (0, —1).

y tenemos que

En este caso la integral sobre la curva depende del camino seguido desde (1, 0) hasta (0, —1) por el que se
realiza la integral, -

Algunos lectores habran notado que en el Ejemplo 1 anterior el campo vectorial F es conservati-
vo, mientras que en el Ejemplo 2 no lo es. El Teorema 1 posterior confirma la relacién existente
entre independencia del camino en una integral sobre una curva de la componente tangencial de
un campo vectorial y la existencia de una funci6n potencial asociada a dicho campo. Este teore-
ma y los posteriores requieren suposiciones especificas sobre la naturaleza del dominio del cam-
po vectorial F, por lo que necesitamos formular algunas definiciones topoldgicas.

Dominios conexos y simplemente conexos

Recordemos que un conjunto Sen el plano (en el espacio tridimensional) es abierto si todo punto
de S en el centro de un disco (o bola) con radio positivo suficientemente pequefio estd contenido
en S. Si Ses abierto y B es un conjunto (que puede ser vacio) de puntos en la frontera de S
entonces el conjunto D= Su B se denomina dominio. Un dominio no puede contener puntos
aislados. Puede ser cerrado, pero debe tener puntos interiores cerca de cualquier punto frontera
(véase la Seccién 10.1, donde se presentan los conjuntos abiertos y cerrados, y los puntos
interiores y frontera).

DEFINICION 2

Se dice que un dominio D es conexo si toda pareja de puntos Py () pertenecientes a D se
puede unir mediante una curva suave por tramos que esta contenida en D.

Por ejemplo, el conjunto de puntos (x, 3) del plano que cumplen x>0, y >0y ¥ + }* <4 es
un dominio conexo, pero el conjunto de puntos que cumplen |x| > 1 no es conexo (no hay un
camino desde (— 2, 0) hasta (2, 0) que esté completamente contenido en |x| > 1). El conjunto de
puntos (x, ¥ 2 en el espacio tridimensional que cumplen 0 < z < 1 es un dominio conexo, pero
el conjunto de puntos que cumplen z # 0 no lo es.

Se dice que una curva cerrada es simple si no tiene intersecciones consigo misma excepto en
su punto de comienzo y de final (por ejemplo, una circunferencia es una curva cerrada simple).
Imaginemos una banda eldstica que se adapta a una curva de este tipo. Si la banda es infinita-
mente compresible, se puede contraer hasta un tnico punto,



CAPITULO 15. Campos vectoriales 969

DEFINICION 3

Un dominio D simplemente conexo es un dominio conexo en el que toda curva cerrada
simple se puede contraer hasta un solo punto de D sin que en ningiin momento ninguna
parte de dicha curva se salga de D.

La Figura 15,11 muestra un dominio simplemente conexo en el plano, La Figura 15.12 mues-
tra un dominio conexo, pero no simplemente conexo (una curva cerrada que rodee al hueco no
se puede contraer en un punto sin salirse de ). El dominio de la Figura 15.13 es no conexo.
Esta formado por dos componentes, y los puntos de componentes diferentes no se pueden unir
por una curva contenida completamente en D.

.l'l V&

Figura 15.11
conexo,

x X x
Un dominio simplemente Figura 15.12 Un dominio conexo, Figura 15.13 Un dominio
pero no simplemente conexo, no CONexo.

En el plano, un dominio D simplemente conexo no puede contener huecos, ni siquiera un
hueco formado por un tinico punto. El interior de toda curva cerrada que no se corte a si misma
en un dominio D de este tipo pertenece a dicho dominio. Por ejemplo, el dominio de la funcién
1/(# + ¥) no es simplemente conexo porque el origen no le pertenece (el origen es un «hueco»
en ese dominio). En el espacio tridimensional, un dominio simplemente conexo puede tener hue-
cos. El conjunto de todos los puntos de R* diferentes del origen es simplemente conexo, como
también lo es el exterior de una bola. Pero el conjunto de los puntos de R® que cumplen
# + 3 > 0 no es simplemente conexo, Tampoco lo es el interior de un dénut (un toro). En ge-
neral, las condiciones siguientes caracterizan dominios D simplemente conexos:

(i) Cualquier curva cerrada simple en Des la frontera de una «superficie» contenida en D.
(i) Sie, y ¢ son dos curvas en D con los mismos extremos, entonces €, se puede deformar de
forma continua hasta hacerla coincidir con €,, permaneciendo en D durante todo el proceso

de deformacién.

Independencia del camino

TEOREMA () Independencia del camino

Sea D un dominio abierto y conexo, y sea F un campo vectorial suave definido en D, En-
tonces las siguientes afirmaciones son equivalentes en el sentido de que, si una de ellas es
cierta, también lo son las otras dos:

(a) F es conservativo en D,

(b) (f F o dr = 0 para toda curva € cerrada y suave en D,
e
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C

-
Py —C2

(c) Dados dos puntos cualesquiera F, y P, pertenecientes a D, j F o dr tiene el mismo

e
valor para todas las curvas suaves por tramos en D que empiecen en F, y terminen en P,

DEMOSTRACION Demostraremos que (a) implica (b), que (b) implica (c), y que (c)
implica (a). Eso querra decir entonces que cada una de ellas implica las otras dos.

Supongamos que (a) es cierta. Entonces F = V¢ para alguna funcién potencial escalar
¢ definida en D. Por tanto,

_ [0,  0¢. 0¢ col o
_ 0P o 08, 00
=G Bt g, I+, demdb

Si € es cualquier curva cerrada y suave por tramos, parametrizada, por ejemplo, como
r=r(f), (a<t<b), entonces r(a) =r(h) y

b
Fedr= dt = ¢(r(d)) — ¢(r(@) =0
J' J' d¢$;(ﬂ}

Por tanto, (a) implica (b).

Supongamos ahora que (b) es clerta. Sean P, y P, dos puntos en D, y sean €, y €, dos
curvas suaves por tramos en D que van desde P, hasta P, Sea €= ¢, — ¢, la curva cerrada
que va desde P, hasta P, por €; y vuelve después a P, por & en la direccién opuesta (véase
la Figura 15.14). Como estamos suponiendo que (b) es cierta, tenemos que

ﬂ=§Foa‘r=J‘ Fodr—J. Fedr
e [ ] 5]

P
Figura 15.14 ¢, — ¢ = ¢ + (—€;) es una curva cerrada.

j Fodl'=J. Fedr
=1 =]

y hemos demostrado que (b) implica (c).

Finalmente, supongamos que (c) es cierta. Sea Py = (X, Yo, Z) un punto fijo en el do-
minio D), y sea P= (x, y, 2 un punto arbitrario en dicho dominio. Definamos una funcién
¢ como

Por tanto,

px y 2= J‘F-dr

siendo € alguna curva suave por tramos en D desde P, hasta P (bajo las hip6tesis del teore-
ma tal curva existe y, como estamos suponiendo que (c) es cierta, la integral tiene el mis-
mo valor en todas esas curvas; por lo tanto, ¢ estd bien definida en ). Demostraremos que
V¢ =F, y por tanto que F es conservativo y tiene potencial ¢.

Es suficiente demostrar que d¢p/0x= Fi(x, y, 2, ya que las otras dos componentes se
tratan de forma similar. Como D es abierto, existe una bola de radio positivo centrada en P
y contenida en D. Seleccionemos un punto de esta bola (x;, y, 2 con x; < x. Nétese que la
recta que va de este punto a P es paralela al eje x. Como somos libres de elegir la curva €
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en la integral de definicién de ¢, elegiremos una formada por dos segmentos: €;, que es
suave por tramos, y va de (x, Yo, Z0) @ (xy, ¥ 2), y &, un segmento de recta desde (x, y, 2)
hasta (x, y, 2) (véase la Figura 15.15). Entonces,

¢mﬁa=f

€

Fidl‘-i'J' Fedr
=

{00, ¥ 200

(x.7.0) ¥

Figura 15.15 Un camino especial de F; a P,

La primera integral no depende de x, por lo que su derivada con respecto a x es cero. El
camino recto de la segunda integral se parametriza comor=fi + yj + zk con x; < < x,
por lo que dr = dti. Por el Teorema Fundamental del Calculo,

o @ d ™
a—aLF'O‘I‘—a—A’j.n Filt y, 2dt=Filx y, 2
que es lo que queriamos demostrar, Por tanto, F = V¢ es conservativo, y (c) implica (a).
)

Observacion Es muy facil calcular la integral sobre una curva € de la componente tangencial
de un campo vectorial conservativo cuando se conoce un potencial de F. Si F = V¢ y € va desde
Py a P, entonces

jF-a‘r=j db = $(P) - $(F)

Como se indicé anteriormente, el valor de la integral depende s6lo de los extremos de €

Observacion En el capitulo siguiente ahadiremos otra condicién a la lista de condiciones
equivalentes de Teorema 1, suponiendo que el dominio D es simplemente conexo. Dado un do-
minio de este tipo, cada una de las tres condiciones del teorema equivale a

OF,_oF, O _0F  oF_0R

dy ox’ oz ox Y oz ay

Ya sabemos que estas ecuaciones se cumplen en un dominio donde F sea conservativo. El Teo-
rema 4 de la Secci6n 16.2 indica que, si se cumplen las tres ecuaciones anteriores en un dominio
simplemente conexo, entonces F es conservativo en dicho dominio.

m Indique para qué valor de las constantes A y B es conservativo el campo vectorial
F = Axsen (np)i + (¥ cos (ny) + Bye 3j + y*e *k
Para ese valor de A y B, calcule J F o dr, siendo &
c

(a) La curva r = cos fi + sen 2fj + sen® tk, (0 < < 27),
(b) La curva de intersecci6n del paraboloide z=x*+4)* y el plano z=3x—2y, de (0, 0, 0) a (1, 1/2, 2).



972 CALCULO

Solucién F no puede ser conservativo a menos que

OF_OF  oR_oR  oR_0h

oy ox' ez ox Y ez oy
es decir, a menos que

Anxcos (m)) =2xcos(my), 0=0 y —Bye *=2p "
Por tanto, se requiere que A = 2/ny B= —2. En este caso, se puede comprobar facilmente que
s
F=V¢ siendo ¢(x y, 2 =%w—fe"

Para la curva (a), tenemoas que r(0) = i = r(2x), por lo que se trata de una curva cerrada, y

-I.Fodr=i;v¢-ai*={]

Como la curva (b) empleza en (0, 0, 0) y termina en (1, 1/2, 2), tenemos que
X
J' Hoordipems (%W?_};E_z)
[

El ejemplo que sigue muestra como explotar el hecho de que

J' Fedr
€

se calcula facilmente en el caso de F conservativo incluso si el campo F que deseamos integrar
no es conservativo.

(1121 1

4¢*

1
o

(0, 0,0)

SEIGTILE Sl Calcule J=@ (¢seny + 3y) dx + (e'cos y+ 2x — 2)) dy en sentido contrario al de las
e
agujas del reloj por la elipse 4¢ + )% =4,

Solucion = f F o dr, siendo F el campo vectorial

e
F=(e"seny + 3pi+ (ecos y+ 2x — 2))
Este campo vectorial no es conservativo, pero lo serfa si el término 3y en F) fuera 2y, concretamente, si
¢lx ) = e'seny + 2xy — ff

entonces F = V¢ + yi, la suma de una parte conservativa y una parte no conservativa, Por tanto, tenemos
I= f Voedr+ § ydx
e e

La primera integral es cero ya que V¢ es conservativo y € es una curva cerrada. Para resolver la segunda
integral, parametrizamos € como x = cos 4, y= 2sent, (0 < f < 2g), con lo que se obtiene

" ™ 1 — cos (2t
I=ff)ydr= —zr ser? tdt = —zr AR, i
[ 0 0 2
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Ejercicios 15.4

En los Ejercicios 1-8, calcule la integral de la componente
tangencial de los campos vectoriales dados sobre las curvas
dadas.

1. F(x, y)=xyi—x j sobre y=, desde (0, 0) hasta (1, 1).

2. F(x, )) = cos xi — yj sobre y = senx, desde (0, 0)
hasta (=, 0).

3. Fix, y 2) = yi + zj — xk sobre la recta que va desde
(0, 0, 0) hasta (1, 1, 1),

4. F(x, y,2) = zi — yj + 2xk sobre la curva x = £, y= £,
z= 1t desde (0, 0, 0) hasta (1, 1, 1).

5. F(x, 5. 2) = yzi + xzj + xyk desde (— 1, 0, 0) hasta
(1, 0, 0), sobre las dos direcciones de la curva de
intersecci6n del cilindro x* + * = 1 y el plano z= y.

6 Flx, 2= (x—23i+ (y—2j— (x+ )) k sobre el
camino poligonal que va desde (0, 0, 0), pasando por
(1,0, 0) y por (1, 1, 0), hasta (1, 1, 1).

7. Calcule el trabajo realizado por el campo vectorial
F=x+pitx—2j+ - Pk
al mover un objeto desde (1, 0, —1) hasta (0, —2, 3)
siguiendo una curva suave,

8. Calcule ¢ x*y* dx + x’ydy sobre el cuadrado cuyos

vértices sén (0, 0), (1, 0), (1, 1) y (0, 1) en sentido
contrario al de las agujas del reloj.

9, Calcule

J e sen (y+ 2 dx+ €' (sen (y+ 2) +cos (y+2) dy
L.
+ & Yeos (y + D dz
sobre el segmento recto que va desde (0, 0, 0) hasta
(L% 9
10. El campo F = (axy+ 2i + ¥j + (bx+ 29k es
conservativo, Calcule a y b, y un potencial de F.
Calcule también (. F e dr, siendo € la curva, desde
(1, 1, 0) hasta (0, 0, 3), que es la interseccion de las

superficies 2x+ y+z=3y 9¢¥ + 9 + 27 = 18, en
el octante x 20, y= 0, z= 0.

11. Determine los valores de A y B para los que el campo
vectorial

F = AxInzi + Bfzj + (§+ﬁ)k

es conservativo, Si € es la recta que va desde (1, 1, 1)
hasta (2, 1, 2), calcule

J 2xInzdx+ 2y zdy + y'dz
e

12. Calcule el trabajo realizado por el campo de fuerza
F = (Pcosx+2)i+ (2ysenx— 4)j+ 3% + 2k

al mover una particula por la curva x=sen™'¢,
y=1-2tz=3t—1(0<t<1),

13. Si¢eslainterseccién de z=In (1 + x) e y= x, desde
(0, 0, 0) hasta (1, 1, In2), calcule

J (2xsen (n)) — &) dx+ (¥ cos (my) —3€) dy— xe*dz

14, ;Fs un dominio alguno de los conjuntos siguientes?
.Es un dominio simplemente conexo?
(a) El conjunto de puntos (x, J) del plano tales que
x>0eyz=0
(b) El conjunto de puntos (x, j) del plano tales que
x=0ey=0
(c) El conjunto de puntos (x, y) del plano tales que
x#£0ey=>0,
(d) El conjunto de puntos (x, y, 2) del espacio
tridimensional tales que x* > 1.
(e) El conjunto de puntos (x, y, 2) del espacio
rridimensional tales que x* + y* > 1.
() El conjunto de puntos (x, y. 2) del espacio
tridimensional tales que ¥ + * + # > 1.
En los Ejercicios 15-19, calcule las integrales sobre curvas
cerradas

@ ixoy ®) 3‘3 yd

siguiendo las curvas dadas, todas en sentido contrario al de
las agujas del reloj.

15. La circunferencia ¥ + * = &°,

}ﬂ

*
16. La elipse ?+§= L.

17. La frontera del semidisco ¥* + * < &, y = 0.

18. La frontera del cuadrado cuyos vértices son (0, 0),
(1,0), (1, Dy (0 1.

19. El tridngulo cuyos vértices son (0, 0), (2, 0) y (0, b).

20. Sobre la base de los resultados obtenidos en los

Ejercicios 15-19, plantee cuales pueden ser los valores
de las integrales sobre curvas cerradas

@ 35 xdy, ) §|3 ye

para toda curva cerrada que no se corta a s misma en
el plano xy. Demuestre su respuesta en el caso de que ¢
limite una region del plano que sea simple en xy en y.
( Véase 1a Seccidn 14.2)
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21. Si f'y gson campos escalares con derivadas parciales para todo (x, 3) # (0, 0). ;Por qué este resultado, junto
primeras continuas en un dominio conexo D, demuestre con el del Ejercicio 22, no confradicen la observacién
que que se presenta tras demostrar el Teorema 17

+24, (Nimero de vueltas) Sea € una curva suave por

J;Ngodr+Lgi-dr=f{Qg(@ —f(Pgh tramos en el plano xy que no pasa por el origen. Sea

para toda curva suave por tramos en D desde Phasta Q)

= 0(x, ) la coordenada polar angular del punto
P = (x, ), donde € no esta limitado a un intervalo de

22. Calcule longitud 2, sino que varfa de forma continua a
1 [ —ydx+ xdy medida que P se mueve desde un extremo de € al
2n Jo £+ otro, Como en el Ejemplo 5 de la Seccién 15.2,
(a) Sobre la circunferencia ¥* + y* = & en sentido cedniue
contrario al de las agujas del reloj. vo=—-t 4+ %
(b) Sobre el cuadrado de vértices (— 1, — 1), (=1, 1), 2+ T Er P

(1, 1) y (1, —1), en el sentido de las agujas del

reloj. Si ademds € es una curva cerrada, demuestre que
(c) Sobre la frontera de la regién 1 < ¥ + ¥ < 4, 1 [ xdy— ydx
¥ 0 en sentido contrario al de las agujas del reloj. we) = o i g
23. cl‘;’.:n‘.fg: t::; ggimplo 5 de la Seccién 15.2, en el que se disrenrvalraptsres, woopessedeenive whsery id
F —y a ¥ vueltas de € alrededor del origen.
a_y(f+f)=a_x(f+f)

"X Superficies e integrales de superficie

Esta seccién y la siguiente estén dedicadas a las integrales de funciones definidas sobre superfi-
cies en el espacio tridimensional. Antes de empezar, es necesario precisar mas el significado del
término «superficie». Hasta ahora hemos considerado las superficies de una forma intuitiva, bien
como gréficas de funciones f(x, ) o bien como gréficas de ecuaciones f(x, y, 2 = 0.

Una curva suave es un objeto unidimensional, porque los puntos sobre ella se sitiian propor-
cionando una coordenada (por ejemplo, la distancia a uno de sus extremos). Por tanto, la curva
se puede definir como el rango de funcién vectorial de una variable real. Una superficie es un
objeto bidimensional Los puntos sobre ella se localizan utilizando dos coordenadas, y se puede
definir como el rango de una funcién vectorial de dos variables reales. Denominaremos a clertas
funciones de ese tipo superficies paramétricas.

Superficies paramétricas

DEFINICION 4

Una superficie paramétrica en el espacio tridimensional es una funcién continua r defini-
da en algiin rectdngulo Rdado por a< u< b, c <v < denel plano w y cuyos valores en
el espacio tridimensional estdn dados por

r(y v) = x(u, )i+ Wy, v)j+ z(u )k, (L, v)enR

Realmente, es el rango de la funcién r(u, v) la superficie paramétrica. Es un conjunto & de pun-
tos (x, ¥ 2 en el espacio tridimensional cuyos vectores de posicién son los vectores r(y, v), con
(u, v) en R (véase la Figura 15.16). Si r es uno a uno, entonces la superficie no se corta a si
misma, En este caso r transforma la frontera del rectdngulo R (los cuatro bordes) en una curva
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Figura 15.16
Una superficie paramétrica & definida

a

en una regién K de los parametros,
Las curvas de contorno de &
corresponden a la rejilla en £

en el espacio tridimensional, que denominaremos frontera de la superficie paramétrica. El re-
quisito de que R sea un rectangulo es sélo a efectos de simplificar la presentacién, En realidad
puede ser cualquier conjunto conexo, cerrado y acotado en el plano wv, con érea bien definida, y
formado por un conjunto abierto junto con sus puntos frontera. Asi, consideraremos por ejemplo
superficies paramétricas sobre discos cerrados, tridngulos u otros dominios en el plano w. Como
es el rango de una funcién continua definida en un conjunto cerrado y acotado, una superficie
paramétrica estd siempre acotada en el espacio tridimensional.

La gréfica de z= (x, }), donde el dominio de f es el rectdngulo ¥ se puede representar
como la superficie paramétrica

r=r(y v)=ui+vj+ flu v)k
con (u, v) en K. Sus ecuaciones paramétricas escalares son
x=u y=v. z=Ffuv), (v, v) en R

Para estas grificas es conveniente identificar el plano uv con el plano xyy expresar la ecuacién de la super-
ficie en la forma

r=xi+yj+flx yk (x yenk

Ejemplo 2 [ SIS HETES

r = acos usenvi + asenusenvj + acos vk, O<u<2r 0<v < nf2)
slendo a > 0. ;Cudl es su frontera?

Solucion Obsérvese que sl x= acos useny, y= asenusenv y z= acosu, entonces ¥ + ¥ + 7 = &,
Asi, la superficie paramétrica dada esta sobre una esfera de radio a centrada en el origen (obsérvese que u'y
v son las coordenadas esféricas de 6 y ¢ sobre la esfera), Las restricciones sobre u y v permiten que (x, 3)
sea cualquier punto del disco ¥ + )} < &, pero fuerzan a que z 0. Por tanto, la superficie es la mitad
superior de la esfera, La paramefrizacién dada es uno a uno en el rectangulo abierto 0 < u < 2m,
0 < v < 7/2, pero no en el rectangulo cerrado, ya que los bordes u= 0y u = Zx se transforman en los mis-
mos puntos, y el borde v = 0 colapsa a un solo punto, La frontera de la superficie est4 en la circunferencia
¥ +y =4, z=0, y corresponde al borde v = 7/2 del rectangulo, -

Observacion Las parametrizaciones de superficies que son uno a uno sélo en el interior del
dominio de pardmetros K son todavia representaciones razonables de la superficie. Sin embargo,
como en el Ejemplo 2, la frontera de la superficie se puede obtener a partir sélo de parte de la
frontera de R, o puede no existir frontera en absoluto, en cuyo caso la superficie se denomina
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superficie cerrada. Por ejemplo, si el dominio de r en el Ejemplo 2 se amplia para incluir
0 < v < =, entonces la superficie se convierte en la esfera completa de radio a centrada en el
origen, La esfera es una superficie cerrada, sin puntos frontera.

Observacion Como en el caso de parametrizaciones de curvas, las parametrizaciones de su-
perficies no son tnicas, La semiesfera del Ejemplo 2 se puede parametrizar también como

rv)=ui+vj+. /& -1 —v’k para ©F+vi<d
En este caso, el dominio de r es un disco cerrado de radio a.

(Un tubo alrededor de una curva) Si r = F(), a < { < bes una curva paramétrica € en
el espacio tridimensional con normal unitaria N(#) y binormal B(#, entonces la superficie paramétrica

r=F(u) + scosvN() + ssenvB(1), a<u<bh 0<v<n

es una superficie con forma de tubo de radio s, cuyo eje es la curva € (;por qué?). La Figura 15.17 muestra
un tubo de este tipo, con radio s= 0.25, alrededor de la curva

r=(1+03cos(3))(cos (28 + sen(2hj) + 0.35sen(30k, 0<t<2n
Fsta curva cerrada se conoce con el nombre de nudo de trébol.

Figura 15.17 Tubo con forma de un nudo de trébol.

Superficies compuestas

Si se unen dos superficies paramétricas en parte o en la totalidad de sus curvas frontera, el resul-
tado se denomina superficie compuesta o, pensando en términos geométricos, simplemente su-
perficie. Por ejemplo, una esfera se puede obtener uniendo dos semiesferas por sus circunferen-
clas frontera. En general, se pueden obtener superficies frontera uniendo en parejas por sus
bordes un ntimero finito de superficies paramétricas. La superficie de un cubo esta formada por
seis caras cuadradas unidas en parejas por sus aristas. Esta superficie es cerrada, ya que no exis-
ten bordes sin unir que formen su frontera. Si se elimina el cuadrado de la cara superior, las cin-
co caras restantes forman una caja cibica sin tapa. Los bordes superiores de las cuatro caras late-
rales forman ahora la frontera de esta superficie compuesta (véase la Figura 15.18).

Figura 15.18 Una superficie compuesta obtenida uniendo en parejas cinco superficies paramétricas
suaves (cuadrados) por sus bordes, Los cuatro bordes superiores sueltos de las caras laterales forman
la frontera de la superficie compuesta,
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Integrales de superficie

Para definir integrales de funciones definidas sobre una superficie como limites de sumas de
Riemann necesitamos considerar dreas de regiones de la superficie, Es mas dificil definir el area
de una superficie curva que definir la longitud de una curva. Sin embargo, es probable que ten-
gamos una idea de lo que significa el 4rea de una regién en un plano, y en la Seccién 14.7 exa-
minamos brevemente el problema de calcular el 4rea de la grafica de una funcién f(x, y). Evi-
taremos dificultades suponiendo que todas las superficies que vamos a encontrar son lo «sufi-
cientemente suaves» para que puedan subdividirse en pequefias partes aproximadamente planas.
Después aproximaremos el drea de cada parte mediante un 4rea plana y sumaremos las aproxi-
maciones para obtener una aproximacién en forma de suma de Riemann al area de la superficie
completa, Mas adelante en esta seccién daremos una definicién mas precisa de «superficie sua-
ve» y de «drea de superficie», Por el momento, supondremos que el lector tiene una idea intuiti-
va de lo que significan.

Sea & una superficie suave de 4rea finita en R®, y sea f(x, y, 2) una funcién acotada definida
en todos los puntos de &¥. Si se subdivide & en pequefas partes no solapadas, por ejemplo ¥,
Py, ..., ¥, siendo &; el drea de AS; (véase la Figura 15.19), podemos formar una suma de Rie-
mann £, para f en &, escogiendo puntos arbitrarios (x; y; z) en &, y haciendo

R,=Y f(x, yi 2)AS

==

b3

- ‘i'---. ~— __,%'/
S

Figura 15.19 Particién de una superficie paramétrica
en muchas partes no solapadas,

Si estas sumas de Riemann tienen un limite tinico cuando los didmetros de todas las partes &;
tienden a cero, independientemente de cémo se escojan los puntos (x; y; z), entonces se dice
que fes integrable en & y el limite se denomina integral de superficie de fen ¥, y se expresa

como
Jl[ flx, y, 2 dS
¥

Superficies suaves, normales y elementos de area

Una superficie es suave si tiene un nico plano tangente en todo punto P que no sea de su fron-
tera. Un vector m distinto de cero que sea normal al plano tangente en P se dice que es un vector
normal a la superficie en P, La siguiente definicion, algo maés técnica, precisa este concepto.
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riug, v)

riug + du, v)

DEFINICION 5

Se dice que un conjunto & en el espacio tridimensional es una superficie suave si todo
punto Pen & tiene un entorno N (una bola abierta de radio positivo centrada en P) que es
el dominio de una funcién suave glx, y, 2) que cumple:

() NnS={QeN:g@ =0}y
(i) V(@) #0, si Qestaen Nn S

Por ejemplo, el cono ¥* + y* =7, sin el origen, es una superficie suave. Obsérvese que
V(¥ + ¥ — #) = 0 en el origen, y el cono no es suave en dicho punto, ya que no tiene un tnico
plano tangente.

Una superficie paramétrica no puede cumplir las condiciones de suavidad en sus puntos fron-
tera, pero se denominara suave si cumple la condici6n en todos sus puntos no frontera.

Se puede obtener la normal a una superficie paramétrica suave definida en un dominio de
pardmetros £ como sigue. Si (up, vg) es un punto en el interior de £, entonces r = r(u, vy y
r = r(up, v) son dos curvas de & que se cortan en ry = r(ug, vo) ¥ que tienen, en ese punto, vec-
tores tangentes (véase la Figura 15.20)

ﬁ
(1, ) 4 dv

ﬁ
ou

(. vg)

d
r{u, v +dv) Figura 1520 Un elemento de area dS en una superficie

paramétrica,

riu, vp)

respectivamente. Suponiendo que estos dos vectores tangentes no son paralelos, su producto vec-
torial m, que sera distinto de cero, es normal a ¥ en r,, Ademés, el elemento de drea de ¥, limi-
tado por las cuatro curvas r = r(p, v), r = r(up + du, v), r = r(y, vo) y r = r(y, vo + @), es un
paralelogramo infinitesimal generado por los vectores (dr/du) du y (ér/év) db (en (w, vp)) y, por
consiguiente, su area es

ar ar

.

5= ou ov

du dv

Expresemos el vector normal n y el elemento de 4rea dS en funcién de las componentes de r.
Como
or _ox, dy, Oz or dx Jdy, oz
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el vector normal a & en r(u, v) es

i j k
e |25
n=a—xa= du du du
R L
o o

Ay 2, Az B,  Ax
T T T

Ademés, el elemento de drea en un punto r(y, v) de la superficie esta dado por

or ardudu
v

—_——

du o

_raly, Y | folz B\ | [fdlx »Y
_\/ (a(u. v)) +(6(u, v}) +(5(u. u}) i

El 4rea de 1a propia superficie es la «suma» de estos elementos de area:

ds‘:

Areade&?=jj ds
¥

(ST [a grafica z= g(x, j) de una funci6n g con derivadas parciales primeras continuas en un
dominio [ del plano xy se puede ver como una superficie paramétrica & con parametrizacién

x=u y=v, z=guv), (uvlenD
En este caso,

oW, 2 oz % ox p

o Blw o= ek y o=l

y, como la regi6n paramétrica coincide con el dominio D de g, la integral de superficie de f(x, y, 2 sobre
& se puede expresar como una integral doble sobre L

J._[ flx, y. 3dS
¥

- JL e 3. gt ) /T Gl PV F (@l DY dedy

Como se observé en la Seccién 14.7, esta férmula también se puede justificar geométricamente. El vector
n= —g(x pi—gx )j+ kesnormal a ¥ y forma un dngulo y con el eje z positivo, siendo

nik_ 1
Il 1+ (@x D)7+ (& )

El elemento de 4rea de superficie dS debe tener un drea que es 1/cosy veces el 4rea dy dy de su proyeccién
perpendicular en el plano xy (véase la Figura 15.21).

cosy =
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n=—gli—gjt+k

dy Figura 1521 El elemento de 4rea de superficie dS
x ¥y su proyeccién en el plano xy.

Calculo de integrales de superficie
[lustraremos el uso de las férmulas de dSen el cdlculo de integrales de superficie.

m Calcule JJ. zdS sobre la superficie conica z= /¥ + §/, entre z=0y z= 1.
¥

Solucién Como Z = ¥ + )* en la superficie &, tenemos que dz/dx= x/zy 0z/dy= y/z Por tanto,

ds= [1 Jr?zi Jr—:'z2 d dy = }—E;E dxdy= /2 dxdy

Nétese que podriamos haber anticipado este resultado, ya que la normal al cono siempre forma un dngulo
de y = 457 con el eje z positivo; véase la Figura 15.22. Por tanto, dS= dxdy/cos45° = ﬂ dxdy. Como
z= /X + y’ = r sobre la superficie conica, es mas fcil realizar la integracién en coordenadas polares:

J.J; zdS= ﬁ J._I;+fg : zdxdy
[ el

3

Figura 15.22 dS = /2 dxdyen este cono,
|

SEITILNE Calcule el momento de inercia respecto al eje z de la superficle paramétrica x= 2w,
y=if —v, z=tf +, contF + ¥ < 1.
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Solucién Se pide calcular JJ (x* + y#) dS. Tenemos que
¥

e N |20 2u

i s
o |y —z|™ M)
0z 9 |auw 2| o,
ou v |20 EU_MF v)
oly. 3 |2u —2v|
il PO

Por tanto, el elemento de drea de superficie sobre & estd dado por
dS=4,/(f + A% + (& — v)? + 4uPe? dudb
=4./2( + v* + 208D dudo = 4./2(F + o) dudv
Como ¥ + ¥ = 4ifv” + (" — 1v9)* = (& + v9)°, resulta
H (¥ +y)ds= H (W + v)%4/202 + v*) dudv
& #+rt<l
2w 1
= 4ﬁ J {ﬁ_l. Frdr  (utilizando coordenadas polares)
0 0

o

Este es el momento de inercia pedido.

Aunque la mayor parte de las superficies que encontremos se puedan parametrizar facilmente, en
general es posible obtener el elemento de 4rea de superficie dS geométricamente en vez de em-
plear la férmula paramétrica. Como hemos visto anteriormente, si una superficie tiene una
proyeccién uno a uno sobre una regién en el plano xy, entonces el elemento de 4rea dS sobre la
superficie se puede expresar como

dedy =12 gey

1
= |ne k|

~ |cosy

siendo y el dngulo que forman el vector normal n a & y el eje z positivo. Esta férmula es til
independientemente de c6mo se obtenga n.

Consideremos una superficie ¥ cuya ecuacién adopta la forma G(x, y, 2 = 0. Como vimos
en la Seccién 12.7, si G tiene derivadas parciales primeras continuas que no se anulan en un
punto (x;, ¥, 2 de ¥, entonces el vector no nulo

n=VG y 2)

es normal a & en dicho punto. Como mek = ((x, y, 2) si & tiene una proyeccién uno a uno en
el dominio D del plano xy, entonces

_|VGlx y 2
i P z)|“5‘“5”

y la integral de superficie de f(x, y, 2 sobre &¥ se puede expresar como una integral doble en el
dominio D

_ VGl ¥ 2)
JL #(x 5, 3 dS= ”D flx y, gix ”’|7c:3(x. - |abrdy
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Por supuesto, existen férmulas anlogas para los elementos de area de superficies (integrales so-
bre superficies) con proyecciones uno a uno en el plano xz o en el plano yz G se sustituye por
Gy y Gy, respectivamente,

(ST TG Calcule el momento respecto a z= 0, es decir, JJ zdS, siendo & el cuenco hiperbélico
F
7 =1+ ¥ + y entre los planos z= 1y z= /5.

Solucién ¥ esta dado por G(x, y, 9 =0, slendo Glx, y; 2 = x* + y* — Z + 1. Est4 por encima del disco
¥+ y* <4 enel plano xy. Tenemos que VG = 2xi + 2yj — 2zk y G; = —2z Por consigulente, sobre &,
tenemos

R A
zdS=z 3 +2if+4fdxay= J1+2(¢ + ) dedy
y el momento pedido es

” zdS’=” 1420+ ) dedy
¥ Mytod
2 2 2
=J dﬂ-[ J1+2ﬂrdr=g{1+2;2)3fﬂ i
1] 1]

3

a
H

El siguiente ejemplo ilustra una técnica que puede reducir a menudo el esfuerzo necesario para
integrar sobre una superficie cilindrica.

SETT LN Calcule el 4rea de la parte del cilindro ¥ + ¥ =2ay que estd dentro de la esfera
+ )+ 7 =44

Solucién Un cuarto del 4rea requerida est4 en el primer octante (véase la Figura 15.23). Como el cilin-
dro estd generado por rectas verticales, podemos expresar un elemento de 4rea dS sobre dicho cilindro en
funcién del elemento de longitud ds sobre la curva € en el plano xy, cuya ecuacion es ¥* + y# = 2ay.

dS=zds= /42" — ¥ — }* ds

2a

2
1% + y? = 2ay

Figura 1523 Un elemento de 4rea sobre un cilindro,
X La coordenada z ya ha sido integrada,

Al expresar dS de esta forma, ya hemos integrado dz por lo que s6lo es necesaria una integral
para sumar estos elementos de &rea. Es conveniente de nuevo utilizar coordenadas polares en el
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plano xy. En funcién de dichas coordenadas polares, la ecuacién de la curva € es r= 2asen.

Por tanto, drfd)= 2acos@ y ds= ./r* + (dr/d)* df = 2ad9. Entonces, el area total de la su-
perficie de la parte del cilindro que estd dentro de la esfera estd dada por

/2
A=4J 12— 2 2ad0

0

2
= Baj J1d — ddsen’ 0.
0

/2
= 164° J cos 0 di = 164 unidades al cuadrado

0
[ |

Observacion El area calculada en el Ejemplo 8 se puede calcular también proyectando la su-
perficie del cilindro de la Figura 15.23 en el plano yz (éste es el tinico plano coordenado que se
puede utilizar; ;por qué?). Véase el Ejercicio 6 posterior.

En coordenadas esféricas, ¢y 6 se pueden utilizar como pardmetros sobre la superficie esfé-
rica p = a. El elemento de é4rea sobre esa superficie se puede expresar, por tanto, en funcién de
estas coordenadas:

Elemento de 4rea sobre la esfera p = a  dS= &sen ¢ dp

Véase la Figura 14.43 en la Seccién 14.6 y el Ejercicio 2 posterior.

Ejemplo 9 geENE JJ # dS sobre el hemisferio z = /a* — ¥* — .
¥

Solucion Como z= acos ¢ y el hemisferio corresponde a0 <0< 2n, y0< ¢ < g tenemos

£ 2
Jj zaﬂ'S=-|'2 GE-'J. & cos® ¢ & sen ¢ dep
v 0 0

"2 2mat

= 21:34(— %mss rf})

0

Finalmente, si una superficie compuesta ¥ est4 formada por superficies paramétricas suaves uni-
das por parejas por sus bordes, entonces & se puede denominar superficie suave por tramos. La
integral de superficie de una funcién f sobre una superficie suave por tramos & es la suma de
las integrales de superficie de f sobre las superficies suaves individuales que forman &, En la
siguiente seccién encontraremos un ejemplo de esto.

Atraccion de una corteza esférica

En la Seccién 14.7 calculamos la atraccién gravitatoria que ejercia un disco en el plano xy sobre
una masa m situada en la posicién (0, 0, b) en el eje z Ahora realizaremos un calculo similar de
la fuerza de atraccién ejercida sobre m por una corteza esférica de radio a y densidad de édrea o
(unidades de masa por unidad de é4rea), centrada en el origen, Este calculo seria mas dificil si
intentaramos realizarlo integrando la componente vertical de la fuerza sobre m, como hicimos en
la Seccién 14.7. Se simplifica mucho si, en vez de eso, utilizamos una integral para calcular el
potencial gravitatorio total ®(0, 0, 2) debido a la esfera en la posicién (0, 0, 2, y calculamos
después la fuerza sobre m como F = mV®(0, 0, b).
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Por el Teorema del Coseno, la distancia desde el punto con coordenadas esféricas [a, ¢, 0] al
punto (0, 0, 2 en el eje z positivo (véase la Figura 15.24) es

D=./d + # — 2azcos ¢

&1

$0.0.2)

Figura 15.24 Atraccién de una esfera,

El elemento de 4rea dS= a‘sen ¢ dpd¥ en [a, ¢, 0] tiene masa dm = o dS, y su potencial gravi-
tatorio en (0, 0, 2 (véase el Ejemplo 1 en la Seccion 15.2) es

j:dmz ke sen ¢ dp B
D /& + 7 - 2azcos ¢

Para obtener el potencial total en (0, 0, 2 debido a la esfera, integraremos dD sobre la superficie
de dicha esfera. Realizando el cambio de variables u= & + # — 2azcos ¢, du= 2azsen ¢ de,

se obtiene
L " sen l.?) dtt)
J‘

0 /& + # — 2azcos ¢
+a® gy

e aTaz

(z+a?

dd(0, 0, 2 =

©(0, 0, 2 = ked j

0

p— j
_ 2 ko a

z

B 2nkoa

u

(z— 4

2+ 2|z a]) = {Mkaazjz si z>a

dnkoa si z< a

El potencial es constante dentro de la esfera y decrece proporcionalmente a 1/zen el exterior. La
fuerza sobre una masa m localizada en (0, 0, b) es, por tanto,

F = mvo(0, 0, b) = {“_ (4nkmo'/b)k : gz Z

Hemos llegado al resultado algo sorprendente de que, si 1a masa m esté en el interior de la esfe-
ra, la fuerza de atraccién neta sobre ésta es cero. Esto es lo que se esperaria en el centro de la
esfera, pero fuera del centro parece que las fuerzas debidas a la parte de la esfera que estin mas
cerca de m se cancelan exactamente con las fuerzas menores debidas a las partes de la esfera que
estan més lejos; estas partes més alejadas tienen drea mayor y, por tanto, masa total mayor. Si m
estd fuera de la esfera, ésta la atrae con una fuerza de magnitud

kmM

="
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siendo M = 4noa la masa total de la esfera, Fsta es la misma fuerza que ejerceria una masa
puntual con la misma masa de la esfera, localizada en el centro de ésta.

Observacion Una bola sélida de densidad constante, o densidad que depende sélo de la dis-
tancia a su centro (por ejemplo, un planeta), se puede considerar como si estuviera formada por
elementos de masa que fueran esferas concéntricas de densidad constante, Por tanto, la atraccién
que ejerce dicha bola sobre una masa m localizada en su exterior serd también la misma que si
toda la masa de la bola estuviera concentrada en su centro. Sin embargo, la atraccién sobre una
masa m situada en el interior de la bola ser4 la producida solamente por la parte de la bola que
esté més cerca del centro que m. La méxima fuerza de atraccién se producird cuando m esté so-
bre la superficie de la bola. Si la densidad es constante, el médulo de la fuerza crece linealmente
con la distancia al centro (;por qué?) hasta la superficie, y después decrece con el cuadrado de la
distancia, cuando m se aleja de la bola (véase la Figura 15.25).

Fuerza de atraccion

Radio de la bola Distancia al centro | Figura 1525 Fuerza de atraccién de una bola
delabola  solida homogénea sobre una particula localizada
a una distancia variable de su centro,

Observacion Toda la presentacion anterior se aplica también al caso de la atraccién o repul-
si6n electrostatica de una carga puntual por una densidad de carga uniforme sobre una cdscara
esférica, que también estd gobernada por la ley del inverso del cuadrado. En particular, no hay
fuerza electrostatica neta si la carga esté situada dentro de la cascara.

Ejercicios 15.5

1. Verifique que, sobre la curva cuya ecuaci6n en polares 4. Calcule el drea de la parte de la esfera

es r= g(f), el elemento de longitud de arco est4 dado ¥ + ¥ + # = 44° que est4 dentro del cilindro
por £+ yf = zay,

ds=/(g®)" + (g b 5. Plantee formulas para los elementos de 4rea de
;Cual es el elemento de 4rea sobre el cilindro vertical, superficie dS, para una superficie cuya ecuacién
expresado en funcién de coordenadas cilindricas como Flx, y. 2) = 0 sea valida para el caso en el que la
r=g? superficie tenga una proyeccién uno a uno sobre (a) el

2. Verifique que, sobre la superficie esférica
g ﬂu

plano xzy (b) el plano yz

+ # = 4, el elemento de 4rea se expresa en 6. Repita el calculo de 4reas del Ejemplo 8 proyectando
funci6én de coordenadas esféricas como la parte de la superficie que se muestra en la Figura
dS = & sen ¢ dp db. 15.23 en el plano yz, y utilizando la férmula del

eliptico

. Calcule el area de la parte del plano
Ax+ By + Cz= D que esté dentro del cilindro

Ejercicio 5(b).

7. Calcule xdS sobre la parte del cilindro parabélico

¥
x_2+£=1 z = ¥/2situada dentro de la parte que esta en el primer
a P octante del cilindro ¥* + y* = 1,



986 cCALcuLO

8.

9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17"

Calcule el 4rea de la parte del cono 7 = ¥* + }* que =18, Calcule el 4rea de la superficie de un esferoide

est4 dentro del cilindro ¥* + ) = 2ay. prolado, con 0 < a < ¢, Un esferoide prolado tiene
Calcule el 4rea de la parte del cilindro ¥* + y* = 2ay sus dos semiejes menores iguales, como un balén de
que estd fuera del cono 7 = ¥ + §, rughy americano.

Calcule el area de la parte del cilindro x* + 7 = & que  +19. Calcule el 4rea de la superficie de un esferoide

est4 dentro del cilindro y* + 7 = &, oblado, con 0 < ¢ < a. Un esferoide oblado tiene sus
Un cilindro circular de radio a est4 circunscrito por una dos semiejes mayores iguales, como la tierra.

esfera de radio a, de forma que el cilindro es tangente
a la esfera en su ecuador. Dos planos, ambos
perpendiculares al eje del cilindro, cortan a la esfera y
al cilindro formando circunferencias. Demuestre que el
drea de la parte de la esfera que esta entre las dos (O<u<1,0<v<2n), y caleule su 4rea,

planos es igual al 4rea de la parte del cilindro que esta

entre los dos planos. Por tanto, el 4rea de la parte de ds

una esfera que esta entre dos planos paralelos que se ~ *21. Calcule J:l~ W+ 7+ A slendo @ el plano cuya
cortan depende sélo del radio de la esfera y de la ceuaelbh e:Ax—I—By—I— Cz=D, (D#0)

distancia entre los planos, y no de la posicién particular ' '

20. Describa la superficie paramétrica

x= aycosv, y=ausenv, z=bhv

de los planos. 22, Una céscara esférica de radio a est4 centrada en el
Sea 0 < a < b. A partir de las funciones integrales origen. Calcule el centroide de la parte de la esfera que
elipticas definidas en el Ejercicio 17 de la Seccién estd en el primer octante,

15,3, calcule el 4rea de la parte de cada uno de las

clindros ¥ + # = & e ¥ + # = I que esta dentro 23. Calcule el centro de masas de una céascara cénica
del otro cilindro. circular recta, cuyo radio en la base es a, cuya altura es

h, y que tiene una densidad de 4rea constante g,

Saleyle _I._I; yas demia Fla parte ol plano +24, Calcule la atraccién gravitatoria que ejerce una
z= 1 4+ y estd dentro del cono z= #2{‘12 + ). cascara hemisférica de radio a Yy densidad de drea

: y constante ¢, sobre una masa m situada en el centro de
Calcule JJ ydS, siendo & la parte del cono la base del hemisferio.

F
z= /202 + ) esta par debajo del plano +25. Calcule la atracci6n gravitatoria que ejerce una
z=1+y. rige por ceta) 5 cascara cilindrica circular de radio a, altura Ay
densidad de 4rea constante g, sobre una masa m
Calcule xzdS, siendo & la parte de la superficie situada en el eje del cilindro y a b unidades sobre la
& base.

z= x* que esta en el primer octante del espaclo
tridimensional, y dentro del paraboloide En los Ejercicios 26-28, calcule el momento de inercia
z=1-3¢% - )~ y el radio de giro de los objetos dados respecto a los ejes
Caleule 1a masa de La parte e la superficie z= \/@ dados. Suponga densidades de é4rea o constantes en cada
que estd por encima de laregion 0 € x<5,0< y <2, Censel;
siin demiilad e A o dcha mupeTiicle s 26. Una cascara cilindrica de radio a y altura A, con
olr, y. 2 = k2 respecto al eje del cilindro.
Calcule la carga total de la superficie
o el AR L, SHET DEHER) 27. E]Jién;zis;:ara esférica de radio a con respecto a un
si la densidad de carga de la superficie es
§=./1+&0 28. Una céscara conica circular recta, cuyo radio en la base

es a y cuya altura es A, con respecto al eje del cono.

Los Ejercicios 18 y 19 consideran esferoides, que son

elipsoides con dos de sus tres semiejes iguales, por 29. ;Con qué aceleraci6n la cascara esférica del Ejercicio
ejemplo, a = b 27 girara por un plano inclinado que forma un dngulo a
N R con la horizontal? (Compare su resultado con el del

ol Ejemplo 4(b) de la Seccion 186.7).
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(LYY Superficies orientadas e integrales de flujo

Las integrales de superficie de las componentes normales de campos vectoriales tienen un papel
muy importante en clculo vectorial, similar al que tienen las integrales sobre curvas de las com-
ponentes tangenciales de campos vectoriales.

Superficies orientadas

Una superficie suave & en el espacio tridimensional se denomina orientable si existe un campo
de vectores unitarios N(P), definido sobre &, que varfa de forma continua cuando P se mueve
por ¥ y que es normal a todo punto de &. Un campo vectorial N(P de este tipo determina una
orientacién de &. La superficie debe tener dos lados, ya que N(P) sélo puede tomar un valor en
cada punto de P. El lado al que apunta N se denomina lado positive, y el otro lado, lade negati-
vo. Una superficie orientada consiste en una superficie suave, junto con una eleccién particular
de campo vectorial unitario norma] N(B.
Por ejemplo, si se define N sobre la superficie suave z= f(x, ) como

—hlx Yi- 6k Pji+k

J1+ (e ) + (B0 p)*
entonces la parte superior de la superficie es el lado positivo (véase la Figura 15.26).

Una superficie suave, o suave por tramos, puede ser cerrada (es decir, sin frontera), o puede
tener una o mas curvas frontera (no es necesario que el campo vectorial unitario normal N(P)
esté definido en los puntos frontera).

Una superficie orientada & induce una orientacién en cualquiera de sus curvas frontera €; si
nos situamos en el lado positivo de la superficie ¥ y recorremos € en la direccién de su orienta-
cién, entonces & quedara a nuestra izquierda (véase la Figura 15.26(a) y (b)).

N =

I N(P) N(P)

Figura 1526 Las curvas

\I — b e e o
T S _',f [ = —_— "
\ \ frontera de una superficie
¥ y orientada estén a su vez
X X

orientadas de forma que dejan
(a) (b) la superficie a su izquierda,

Una superficie suave por tramos es orientable si, siempre que dos de sus superficies suaves
componentes se unen por una curva comiin € inducen orientaciones opuestas sobre €. Esto fuer-
za a las normales N a estar en el mismo lado en dichas superficies adyacentes. Por ejemplo, la
superficie de un cubo es una superficie cerrada suave por tramos, formada por seis superficies
suaves (los cuadrados de sus caras), unidas por sus aristas (véase la Figura 15.27). Si todas las
caras estan orientadas de forma que sus normales N apunten hacia el exterior del cubo (o hacia
el interior del cubo), entonces la propia superficie del cubo esta orientada.

No toda superficie puede ser orientada, incluso siendo suave. Una superficie orientable debe
tener dos caras. Por ejemplo, una cinta de Mobius, que consiste en una cinta de papel con sus
extremos unidos para formar un lazo cerrado, pero de forma que a uno de sus extremos se le da
media vuelta antes de unirlos, sélo tiene un lado (podemos fabricar una para comprobarlo), por
lo que no puede ser orientada (véase la Figura 15.28). Si un vector distinto de cero se desplaza
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por la cinta, de forma que siempre es normal a la superficie, volverd a su posicién inicial apun-
tando en la direccién opuesta.

;.- i 5 1_ - -f——’Y

Figura 15.27 La superficie del cubo es orientable; las caras Figura 15.28 La cinta de Mdbius no es orientable;
adyacentes producen orientaciones opuestas en su arista comin. tiene solo una «cara»,

Flujo de un campo vectorial por una superficie

Supongamos que el espacio tridimensional estuviera lleno de un fluido incompresible con un
campo de velocidades v. Sea ¥ una superficie imaginaria, suave y orientada, en dicho espacio
tridimensional (decimos que & es imaginaria porque no impide el movimiento del fluido; esta
fija en el espacio y el fluido puede atravesarla libremente). Calcularemos la velocidad de flujo
del fluido por &. Sea dS un pequefio elemento de 4rea situado en un punto P de la superficie. El
fluido que cruza ese elemento entre los instantes ¢y ¢ + df ocupa un cilindro con base de area dS
y altura |v(P)|dtcos, siendo 6 el dngulo que forman v(P) y la normal N(P) (véase la Figu-
ra 15.29). Este cilindro tiene un volumen (con signo) de v(P) e N(P dSdt. La velocidad a la que
el fluido cruza dS es v(P) ¢ N(P) dS, y la velocidad total a la que el fluido cruza & se obtiene
mediante la integral de superficie

Hyv.ﬁds o JL%JS

donde se utiliza dS para representar el vector elemento de 4rea de superficie N dS,

v  Figura 15.29 Fl fluido que cruza d durante un tiempo
dt llena el tubo,
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DEFINICION 6 Flujo de un campo vectorial por una superficie orientada

Dado un campo vectorial continuo F, el flujo de F por la superficie orientable ¥ es la inte-
gral sobre ¥ de la componente normal de F.

ﬂyy.ﬂds o ”ﬂuF.dS

Cuando la superficie es cerrada, la integral de flujo se escribe

ﬁ FeNdS o ﬁFodS
¥ ¥

En este caso se dice que el flujo de F es hacia el exterior de ¥ si N es el vector normal unitario
exterior, y hacia el interior de & si N es el vector normal interior.

Calcule el flujo del campo vectorial F = mr/|r[* hacia el exterior de una esfera & de radio
a cenfrada en el origen (r = xi + yj + zk).

Solucion Como F es el campo asociado con una fuente de fuerza m situada en el origen (que produce
4nm unidades de fluido por unidad de tiempo), la respuesta debe ser 4nm. De todas formas, vamos a calcu-
larla. Utilizaremos coordenadas esféricas. En un punto r de la esfera, cuyas coordenadas esféricas son
[a, ¢, 0], la normal unitaria hacia fuera es # = r/|r|. Como el campo vectorial sobre la esfera es F = mi/&,
y como dS = & sen ¢ dpdf es un elemento de &rea, el flujo de F hacia el exterior de la esfera es

2 T
@ (gf)'Pazmn¢d¢dﬁ=mJ. ﬂﬁj sen ¢ dgp = dnm
¥ a ? |

Calcule el flujo total de F = xi + yj + zk hacla el exterlor a través de la superficie del
cilindro sélido ¥ + ¥ < &, —h<zgh

Solucion La Figura 15,30 muestra el cilindro, Su superficie estd formada por los discos de la tapa y de
la base, y por la pared lateral cilindrica, Calcularemos el flujo de F a través de cada una de ellas, Natural-
mente, utilizaremos coordenadas cilindricas. En la tapa del disco tenemos z= h N = k y dS= rdrdf. Por

tanto, FeNdS= hrdrdd y
2 a
” F-ﬁdS=hJ aBJ. rdr=ndh
tapa 0 1]

Figura 1530 Las fres componentes de la superficie de un cilindro sélido,
con sus normales hacia fuera,

N=_k

En el disco de la base tenemos z= —h, N = —k y dS= rdrdb. Por tanto, F e NdS = hrdrdf y

J'J F.ﬂds=” FeNdS= nzh
base tapa
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En la pared cilindrica, F = acos i + asen 6 + zk, N = cos i + sen0j y dS = adi dz Por consigulente,

FeNdS=Z didzy
T ]
H F.ﬂd5'=aﬂr dBJ dz = 4na’h
paredeil 0 —h

El flujo total de F hacia el exterior de la superficie & del cilindro es la suma de estas tres contribuciones:

# FeNdS=6ndh
&
[

Sea ¥ una superficie suave orientada, con una proyeccién uno a uno sobre un dominio D del
plano xy, y cuya ecuacién es de la forma G(x, 3, 2 = 0. En la Secci6n 15,5 demostramos que el
elemento de 4rea de superficie sobre ¥ se puede expresar de la forma

ds =

V&
— | dvd
Ga| 4

y, por tanto, las integrales de superficie sobre ¥ se pueden reducir a integrales dobles sobre el
dominio D, Las integrales de flujo se pueden tratar de la misma forma. Dependiendo de la orien-
tacién de &, la normal unitaria N se puede expresar como

i X
- T |val

Por tanto, el vector elemento de 4rea dS se puede escribir

ds=Rds— + YC& . 2

— _ drd
T Gilx y 2 4

El signo debe escogerse para que & tenga la orientacién apropiada. Si Gz > 0, y queremos que
el lado positivo de & esté hacia arriba, debemos utilizar el signo +. Por supuesto, se aplican
formulas similares para superficies con proyecciones uno a uno en los otros planos coordenados.

Calcule el fluyjo hacia el exterior de z + ¥k a través de la parte de la superficie
z=x"+ J* que esta por encima del cuadrado E definidopor —1<x<1ly - 1<y<1.
Solucién Para F(x, y, 2 = z— ¥* — J* tenemos VF = —2xi — 2)j + k y F; = . Por tanto,
dS = (—2xi — 2yj + K) dxdy

y el flujo pedido es

_[ (=252 + ) + ) dedy
F

1
drj (2 — 25° — 2x7) dy
1 -1
4

rl
r1

e 2fd¥=§

Dos de los tres términos de la integral doble valen cero debido a la simetria.
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Dada una superficie & cuya ecuacién es z= f(x y), tenemos

0 aof
-—i-—j+k
6,1'1 6}/"

y

NEEEE)
dS= \/1 » (?) + (%) dxdy

de forma que el vector elemento de 4rea sobre ¥ estd dado por

, of  of,
dS =NdS= i(—a—xi—w+k)aﬁrdy

De nuevo, el signo + corresponde a una normal hacia arriba.
Dada una superficie paramétrica general r = r(y, v), la normal unitaria N y el elemento de
drea dS se calcularon en la Seccién 15,5:

o or

A ou v or or

N_i—ﬁx@’ ds = ajxaduﬂb
ou o

Por tanto, el vector elemento de drea es

= or or
dS=NdS= + (EJXE)G'UGE?

(ST TN N Calcule el flyjo en direccién ascendente de F = yi — xj + 4k através de &, siendo ¥ la
parte de la superficie z= 1 — ¥ — j* que est4 en el primer octante del espacio tridimensional,

Solucion El vector elemento de 4rea correspondiente a la norma hacia arriba sobre & es

(Em e N
ﬂ—(—al—w—l-k) dy= (2xi + 2yj + k) dxdy

La proyeccién de & en el plano xy es el cuarto de disco @ dado por ¥ + ) <1, x=0y y > 0. Por tanto,
el flyjo de F hacia arriba a través de & es

JJ FedS =JI (2xy — 2xy + 4) dxdy
¥ Q

=4 % (dreade ) ==
|

2xi + 2yj
m Calcule el flujo en direccién descendente de F = T}g" + k a través de la superficie
¥ definida paramétricamente como

r= ycosvi + usenvj + 'k, (0<u<1,0<v<2n)
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Solucién Primero calculamos dS:

dr
— =cosvi+ senvj + 2uk
ou
or ; ;
— = —usenvi + ucosvj
v
L —2uf cosvi — 2if senvj + uk
ou ov
Como u = 0 sobre ¥, la tltima expresién es una normal hacia arriba. Deseamos una normal hacia abajo,

por lo que utilizamos
dS = (2t cosvi + 2if senvj — uk) dudp

Sobre & tenemos

_2xi+ 2y _ Zucosvi + Zusenvj

= ELp ES 7
por lo que el flujo de F en sentido descendente a través de F es

2 1
JT F-dS=J ubj (4 — u) du= 3=n
¥ 1] 1}

Ejercicios 15.6

F +k

1. Calcule el flujo de F = xi + zj hacla el exterior del
tetraedro limitado por los planos coordenadas y el
plano x+ 2y + 3z= 86,

2. Calcule el ﬂ:]{z]o de F = xi +a!j + zk hacia el exterior
de la esfera ¥ + y* + 7 = través de la superficle ucosvi + usenvj + uk,

3. Calcule el flyjo del campo vectorial del Ejercicio 2 eussdsnal.
hacia el exterior de la superficie de lacaja0 <x<a,  12. Calcule el flyjo de F = yzi — xzj + (¥ + y*)k hacia
0<y<sbhO<gz<ge arriba a través de la superficie

4. Calcule el flujo del campo vectorial F = yi + zk hacia r=coosvi+esenvj+uk om0 uglylsogz
el exterior de la frontera del cono sélido 13. Calcule el flujo de F = mr/|r[® hacia el exterior de la
0£2€1 /2 + superficie del cubo —a<x, y, z< a

5. Calcule el fluyjo de F = xi + yj + zk hacia arriba a +14. Calcule el flujo del campo vectorial del Ejercicio 13

través de la parte de la superficle z= a— ¥ — J* que hacia el exterior de la caja 1 < x, y, z< 2. Nota Este
esta por encima del plano z= b < a. problema se puede resolver de manera muy sencilla

10, Calcule el flujo de F = 2xi + yi + zk hacia arriba a
través de la superficie r = ifvi + w?j + vk,
O<ug,0gvgl).

11. Calcule el flujo de F = xi + yj + Zk hacia arriba a

6. Caleule el flgjo de F = xi + xj + k hacta arriba a utilizando del Teorema de la Divergencia de la

través de la parte de la superficie z= ¥ — J# que esta
en el interior del cilindro £ + ¥ = &.

7. Calcule el flujo de F = y*i + #j + xk hacia abajo a
través de la parte de la superficie z=4 — ¥ — y* que
esta por encima del plano z= 2x+ 1,

8. Calcule el flujo de F = Zk hacia arriba a través de la

parte de la esfera ¥ + y* + Z = 2° que esté en el
primer octante del espacio tridimensional,

9. Calcule el flyjo de F = xi + yj hacia arriba a través de

la parte de la superficie z= 2 — ¥* — 2)* que esta por
encima del plano xy.

Seccién 16.4; el flyjo que se pide es, de hecho, cero.
Sin embargp, el objetivo aqui es hacerlo por célculo
directo de las integrales de superficie que intervienen,
y asi es bastante dificil. Por simetria, es suficiente
calcular el flujo neto hacia el exterior del cubo
definido por cualquiera de las tres parejas de caras
opuestas; es decir, se debe calcular solamente el flujo
a través de dos caras, por ejemplo z=1y z= 2,
Tenga en cuenta que deberd trabajar mucho para
calcular estas integrales. Tras resolverlas observara
que las igualdades 2 arctan a = arctan (23/(1 — &)) y
arctan a + arctan (1/a)x/2 son de utilidad para
demostrar el flyjo neto es cero,



15, Defina el flujo de un campo vectorial en el plano a
través de una curva suave por tramos. Calcule el flujo
de F = xi + yj hacia el exterior a través de:

(a) La circunferencla x* + y* = 4.
(b) La frontera del cuadrado —1<x y<1.

16. Calcule el fluyjo de F = — (xi + yj)/(¥ + y*) hacia el
Interior a través de cada una de las dos curvas del
ejercicio anterior,

Repaso del capitulo
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17. Si & es una superficie orlentada y suave en el espacio
tridimensional, y N es el campo vectorial unitario que
determina la orlentacién de ¥, demuestre que el flujo
de N através de & es el 4rea de &.

+18, El Teorema de la Divergencia, que se presentara en la
Secci6n 16.4, implica que el flujo de un campo
vectarial constante a través de cualquier superficie
cerrada suave por tramos y orientada es cero,
Demuéstrelo ahora para el caso de (a) una caja
rectangular y (b) una esfera,

Ideas clave

e ;Qué significan los siguientes términos y frases?
< Campo vectorial
< Campo escalar
< Linea de campo
< Campo conservativo
¢ Potencial escalar
< Equipotencial
¢ Fuente
< Dipolo
< Dominio conexo
< Simplemente conexo
< Superficle paramétrica
< Superficie orlentable
¢ Integral sobre la curva ede f

< Integral sobre la curva € de la componente tangencial
de F

< Flujo de un campo vectorial a través de una superficie

¢ ;Cémo son las integrales sobre curvas de un
campo conservativo en relacién con sus curvas o
superficies equipotenciales?

¢ ;Como se calcula la integral sobre una curva de
un campo escalar?

e ;Como se calcula la integral sobre una curva de
la componente tangencial de un campo
vectorial?

e ;Cuando es independiente la integral sobre una
curva entre dos puntos del camino que une
dichos puntos?

e ;Cémo se calcula la integral de superficie de un
campo escalar?

e ;Como se calcula el flujo de un vector a través
de una superficie?

Ejercicios de repaso
1. Calcule J ,%' ds, siendo € la curva
[

x=1t (—1<gtg])

ym2d, z=é&

2. Sea € la parte de la curva de intersecci6n de las
superficies z= x + J¥ e y= 2x que van del origen al

punto (2, 4, 18). Calcule J. 2ydy + xdy + 2 dz.
[

3. Calcule xdS, siendo ¥ la parte del cono
- W g

z=/¥+ ¥ queestienlaregion 0 < x< 1 —
4. Calcule
JJw
que est en el primer octante,
5. Calcule el flujo de ¥*yi — 10x)*j hacia arriba a través
de la superficie z=xy, 0 €< x< 1,0 y< 1.

6. Calcule el flujo de xi + yj + zk hacia abajo a través
de la parte del plano x + 2y + 3z=18 que estd en el
primer octante.

xyzdS enla parte del plano x + y+z=1

7. Una cuenta de masa m se desliza por un hilo cuya
forma es la de la curva x= asent, y = acost, z= bt,
con( <t < 6m.

(@) ¢Cudl es el trabajo hecho por la fuerza gravitatoria
F = — mgk sobre la cuenta durante su descenso?

(b) ¢Cual es el trabajo hecho contra una resistencia de
magnitud constante % que se opone directamente al
movimiento de la cuenta durante su descenso?
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8. ;Para qué valores de las constantes a, by cse puede
determinar el valor de la integral Ide la componente
tangencial de F = (axy + 3y3i + (¥ + 3xz+ by*9j +
+ (bxy + ¢/’)k, sobre la curva que va desde (0, 1,

— 1) hasta (2, 1, 1) sin conocer exactamente dicha
curva? /Cudl es el valor de la integral?

9. Sea F = (Z/pi +yj + k.

(a) Calcule la linea de campo de F que pasa por
(1, 1, 0) y demuestre que pasa también por
(e, & 1).

(b) Calcule | F e dr, siendo € la parte de la linea de
campo deleapanado (a) que va desde (1, 1, 0) hasta
(e, & 1),
10. Considere los campos vectoriales
F=(1+ e+ (xe*¥ + 2))j — 22k
G=(1+3ei+ (& r+29j— 2k
(a) Demuestre que F es conservativo y calcule un
potencial del campo.

(b) Calcule -[ G e dr, con ¢ dada por

[
r=(1—-fdi+fj+2k (0<t<)
aprovechando la similitud entre F y G,

11. Calcule un campo vectorial en el plano F(x, j) que
cumpla las sigulentes condiciones:

() Las lineas de campo de F son las curvas xy= C.
i) |Flx pl=1si & p # (0 0).

(i) F(1, 1) = G —j)/\/2
(iv) F es continuo excepto en (0, 0).

12, Sea ¥ la parte de la superficie del cilindro
¥* + Z = 16 que esta en el primer octante, y entre los
planos x= 0 y x = 5. Calcule el flyjo de
37xi — xj — yk através de & alejandose del eje x,

Problemas avanzados
1, Calcule el centroide de la superficie
r = (2 + cosv)(cos ui + senuj) + senvk
con 0 < u< 2rny 0 <v < 7. Describa esta superficie.

+2. Una superficie suave & se expresa paramétricamente
como
r = {cos 2u)(2 + vcos )i
+ (sen2u)(2 + vcos u)j + vsenuk

con0 < u<2ny —1 <v <1 Demuestre que para
todo campo vectorial suave F sobre &,

H FeNdS=0
5

siendo N = N(u, v) un campo vectorial normal unitario
sobre ¥ que depende de forma continua de (u, v).
(Cémo se explica esto? Sugerencia: Intente describir
coémo es la superficie &,

*3. Vuelva a calcular la fuerza gravitatoria que ejerce una

esfera de radio a y densidad de 4rea ¢ centrada en el
origen sobre una masa puntual situada en (0, 0, b),
integrando directamente la componente vertical de la
fuerza debida al elemento de 4rea dS, en vez de
integrar el potencial como hicimos en la dltima parte
de la Seccién 15,5, Tendra que ser bastante creativo
para resolver la integral resultante,



CAPITULO 16

Calculo vectorial

Los mateméticos son como los franceses: siempre que les
dices algo, lo traducen a su propio idioma, y a menudo
resulta algo completamente diferente.

Johann Wolfgang von Goethe (1749-1832)
de Maxims and Reflections, 1829

Introduccion En este capitulo vamos a desarrollar analogias tridimensionales al
Teorema Fundamental del Célculo en una dimensién. Estas analogias (Teorema de
Green, Teorema de la Divergencia de Gauss y Teorema de Stokes) son de gran im-
portancia, tanto en teorfa como en aplicaciones. Se expresan en términos de ciertos
operadores diferenciales, divergencia y rotacional, que estdn relacionados con el
operador gradiente que presentamos en la Seccién 12.7. Las Secciones 16.1 y 16.2
presentan los operadores y sus propiedades. El resto del capitulo trata de la genera-
lizacién del Teorema Fundamental del Calculo y sus aplicaciones.
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Gradiente, divergencia y rotacional

La informaci6én de primer orden sobre la tasa de cambio de un campo escalar tridimensional,
fx, », z), estd contenida en las tres derivadas parciales primeras df/dx, df/éy y df{éz. El gra-
diente,

g, 4.

grad f(x, y, 2) = Vflx, y, z) = —1+— ol
ox ay 0z

retine la informacién en un tnico vector «derivada» de f. Vamos a desarrollar formas similares
de representar la informacién de la tasa de cambio de campos vectoriales.
La informacién de primer orden sobre la tasa de cambio del campo vectorial
Flx, y, z) = Fi(x, y, 2)i + Fy(x, 3, 2)j + Falx, y, 2)k

estd contenida en nueve derivadas parciales primeras, tres para cada una de las tres componentes
del campo vectorial F:

oF, OF, OF,

ox E 0z
éF, ©6F, 0F,
&y &z
0Fy, 0F;  0F,
R

Resaltamos de nuevo que Fy, F, y F; indican las componentes de F, no derivadas parciales, Dos
combinaciones especiales de estas derivadas organizan esta informacién de formas particular-
mente (tiles, como el caso del gradiente para campos escalares. Son la divergencia de F (div F)
y el rotacional de F (rot F), que se definen como sigue:

Divergencia y rotacional

F, oF, OF
div F = ‘v.lr—%+f%i;+E
rot F=VxF
_ (O, R, oF, oF, oF, oF,
_( )i (az Ex) +(ax ay)"
i §j ok
_|8 ¢ 9
& oy o
F, F, Fa

Notese que la divergencia de un campo vectorial es un campo escalar, mientras que el rotacional
es otro campo vectorial, Obsérvese también la notacién VeF y V xF, que utilizaremos algunas
veces en vez de div F y rot F. Esta notacién utiliza el operador diferencial vector

.0 .0 é
V—laxﬁ'_]ayﬁ'kaz
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que se denomina frecuentemente nabla. De la misma forma que el gradiente de un campo esca-
lar f'se puede ver como la multiplicacion escalar formal de V y f, también la divergencia y el
rotacional de F se pueden ver como un producto escalar formal y un producto vectorial formal
de V con F. Al utilizar V, el orden de los «factores» es importante; las magnitudes sobre las que
actia V deben aparecer a la derecha de V. Por ejemplo, V¢ F y F ¢ V no significan lo mismo; el
primero es un campo escalar y el segundo es un operador diferencial escalar:

0 0 0
F.V_FIE+FZE’+F3E

5 No hay que confundir el campo escalar V ¢ F con el operador diferen-
it ATENCION Il ) escalar Fe V. Son objetos bastante diferentes.

m Calcule la divergencia y el rotacional del campo vectorial
F =xyi + (f — 2)j + yzk

Solucion Tenemos

d ] il
ivF=VeF=—() + - (/- +_-(e)=y+2y+y=4
divF=V ax(xyﬁl ayb’z ) az(ﬂ) ytey+y=4y

i j Kk

LA

RV R o ez
e JE
[ Crz_ali[? n_f ol
-5 -zl |gm -5

3 3 _
+|:a(]!2—22}—5;(xy}:|k=321—xk .

Se pueden definir también la divergencia y el rotacional de un campo vectorial bidimensional; si
Flx, y) = F,(x, )i + F,(x, y)j, entonces

oF, oF,
vF=— +_"
div o &
r = &r ay

Nétese que el rotacional de un campo vectorial bidimensional es un vector tridimensional per-
pendicular al plano del campo. Aunque div y grad estan definidas para todas las dimensiones,
rot s6lo estd definido en tres dimensiones y en el plano (suponiendo que admitimos valores en
tres dimensiones),
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m Calcule la divergencia y el rotacional de F = xe’i — yej.

Solucién Tenemos

— _0 0 o
d.wF—VnF—ax[xe"]—l—ay(ye'] & — &

i d
th=vXF=(a l:—yex]—al:xev))k
= — (ye* +xe")k

Interpretacion de la divergencia

El valor de la divergencia de un campo vectorial F en un punto P es, en términos generales, una
medida de la tasa con la que el campo «diverge» o «se extiende» desde P. Esta extensién se
puede medir mediante el flujo hacia afuera de una pequefa superficie cerrada que rodea a P. Por
ejemplo, div F(P) es el limite del flujo por unidad de volumen hacia el exterior de esferas cada
vez més pequefias centradas en P.

TEOREMAo Divergencia como densidad de flujo

Si N es la normal unitaria hacia el exterior sobre la esfera &, de radio € centrada en el pun-
to P, y si F es un campo vectorial tridimensional suave, entonces

div F(P) = lim iﬁ FeNdS
-0 1€ J]g,

DEMOSTRACION Sin pérdida de generalidad supondremos que P est4 en el origen, De-

seamos desarrollar F = F|i + F,j + F;k en serie de Taylor alrededor del origen (una serie

de Maclaurin), Como se demostré en la Seccién 12,9 en el caso de una funcién de dos va-

riables, la serie de Maclaurin de una funcién escalar de tres variables toma la forma

of of of
7.2 =f0,00+— = =
Sy, 2) = fl }+3xm.o.o:x+3ym.o.nny+5z

donde «--+» representa los términos de grados segundo y superiores en x, y y z. Si aplica-
mos esta férmula a las componentes de F, obtenemos

P
0,0,0)

F[x, ¥, Z] — FU -+ Fxﬂx -+ F}ﬂy -+ Fzﬂz + ..

siendo
Fo=F(0, 0, 0)
Fyo= %F ©,0,0) B (%i " %j " %k) 0,0,0)
Fo= % 0.0,0) ) (%l T %j * %R) (0,0.0)
Fo= fa_f ©0,0,0) N (%l +%j +%R) 0.0,0
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Para no confundir derivadas parciales con componentes de vectores, aqui estamos utilizando sub-
indices x0, ¥0 y z0 para indicar los valores de las derivadas parciales primeras de F en (0, 0, 0).

de nuevo, «---» representa los términos de grados segundo y superior en x, y y z. La normal
unitaria sobre &, es N = (xi + yj + zk)/e por lo que tenemos

F-ﬁ=;(F0-ix+ Fyejy + Fyekz

+Fyeix? + Fgejxy + Fyekxz

+Fgeixy + Fgej)’ + Fgekyz

+ Fgeixz+ Foejyz + Fgekz® + -
Integramos cada término dentro de los paréntesis sobre &,. Por simetria,

Eﬁ xdS = @ yd3=ﬁ zdS=10
¥y

ﬁ; xydS = ﬁ; xzd3=ﬁ; yzdS =10
&

También por simetria,

ﬁ xzds=ﬁ y2d3=ﬁ 2ds
-2 &2+y2+22}dg:1(£2}(4n62]=£n54
3 Ils, 3 3

y los términos de grado superior tienen integrales de superficie en € y potencias superio-
res. Por lo tanto,

3 Ll
e ﬁya FeNdS=Fei+Fyej+Fyek+ el--)

=VeF(0,0, 0) + €(--)
—VeF(0,0 0
cuando e— 07, Esto es lo que querfamos demostrar.

_.

Observacion Las esferas &, en el teorema anterior se pueden sustituir por la contraccién de
otras familias de superficies suaves por tramos. Por ejemplo, si B es la superficie de una caja
rectangular de dimensiones Ax, Ay y Az que contiene a P, entonces

FeNdS

dix W) = Ax, ﬂan AxAyAz

Véase el Ejercicio 12 posterior.
Observacion En dos dimensiones, el valor de div F(P) representa el limite del flujo por uni-

dad de drea hacia el exterior de pequefias superficies cerradas, que no se cruzan entre si y que
encierran a P. Véase el Ejercicio 13 al final de esta secci6n.
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Volvamos ahora a la interpretacién de un campo vectorial como un campo de velocidades de
un fluido incompresible en movimiento, Si el flujo total hacia fuera del campo de velocidades a
través de la superficie limite de un dominio es positivo (negativo), entonces se debe producir
(o eliminar) fluido dentro de ese dominio,

El campo vectorial F = xi + yj + zk del Ejemplo 2 de la Seccién 15.6 tiene una divergencia
constante V e« F = 3, En ese ejemplo demostramos que el flujo de F hacia el exterior de cierto
cilindro con radio en la base a y altura 2k es 6ma’h, que es tres veces el volumen del cilindro,
Los Ejercicios 2 y 3 de la Seccién 15.6 confirman resultados similares para el flujo de F hacia el
exterior de otros dominios. Esto da lugar a otra interpretacién de la divergencia: div F(P) es la
Juerza de la fuente de F por unidad de volumen en P. Con esta interpretacién, debemos esperar,
incluso en el caso de un campo vectorial F cuya divergencia no sea constante, que el flujo total
de F hacia el exterior de la superficie ¥ de un dominio D sea igual a la fuerza total de la fuente

de F dentro de D, es decir,
Eﬁﬁ FeNds = J” VeFdV
5 2]

Este es el Teorema de la Divergencia, que demostraremos en la Seccién 16.4.

Verifique que el campo vectorial F = mr/|rf, debido a una fuente de fuerza m en (0, 0, 0),
tiene divergencia cero en todos los puntos de R* excepto el origen. ;Qué se puede esperar del flujo total de
F hacia el exterior a través de la superficie limite de un dominio D si el origen esta fuera de D? ;Y si el
origen esta dentro de D?

Solucion Como
Fix, y,2) = ?3 (xi +yj+2k), slendo #=x*+)"+7

y como dr/dx = x/r, tenemos

oF, 3 (x\ r-3x*@ rF£-34
ax""ax(rs)"” AT s

De forma similar,

0F_ Py W Fo3
dy "TF Y iz P
Sumando sus términos, obtenemas VeF(x, y,z) = 0st r> 0.
Si el origen esta fuera del dominio D, entonces la densidad de la fuente de F en D es cero, por lo que
puede esperarse que el flujo total de F hacia el exterior de D sea cero, Si el origen estd en el interior de D,
entonces D contiene una fuente de fuerza m (que produce 4nm unidades al cubo de fluido por unidad de

tiempo), por lo que el flujo del exterior de D serd 47m. Véase el Ejemplo 1 de la Seccién 15.8, y también
los Ejercicios 9 y 10 de esa seccién, donde se presentan ejemplos concretos. -

Distribuciones y funciones delta

Si €(x) representa la densidad lineal (masa por unidad de longitud) de una masa distribuida en el
eje x, entonces la masa total distribuida es

m= Jm €(x) dx

= a0
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Supongamos ahora que la tinica masa en el eje es una «masa puntual» m = 1 situada en el ori-
gen, Entonces, en todos los puntos x # 0, la densidad es €(x) = 0, pero debe cumplirse todavia
que

J.m fx)dc=m=1

=00

por lo que €(0) debe ser infinito. Esto es una situacién ideal, un modelo matematico. Ninguna
funcién real €(x) puede tener estas propiedades; si una funcién es cero en todas partes excepto en
un tGnico punto, entonces cualquier integral de esa funcién sera cero (jpor qué?). Ademés, ningu-
na masa real puede ocupar un tinico punto. No obstante, es muy 1til modelar masas reales y ais-
ladas como masas puntuales y para modelar sus densidades se utilizan funciones generalizadas
(también denominadas distribuciones).

Podemos ver la densidad de una masa puntual de valor 1 situada en x = 0 como el limite de
densidades mayores concentradas en intervalos cada vez mas pequefios. Por ejemplo, si

_in2 st x| < 1/n
d"("‘}_{a si |x| > 1/n

(véase la Figura 16.1), entonces, para cualquier funcién suave f(x) definida en R, tenemos que

oo 1/n
J 4,0 1) de = 1 j Rer

| nf2

y= dy(x)

1 1 X
— = Figura 16.1 La funcién d,(x) converge a é(x) cuando n — oo,

n M

Sustituyendo f(x) en la integral de la derecha por su desarrollo en serie de Maclaurin:

@ =50 + f;‘?} r+l ;(!D} E

Como

i _ (2/((k+ DA**Y) sl k es par

podemos tomar el limite cuando n — oo y obtener

lim J d,(:) () dx = £ 0)

H=—+30
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CALCULO

DEFINICION 1

La distribucién de Dirac é(x) (también denominada funcién delta de Dirac, aunque no
es realmente una funcién) es el «limite» de la secuencia d,(x) cuando # — oo, Se define
mediante la condicién

f 36)£ () dx =£(0)

para toda funcién suave f(x).

Un cambio formal de variable permite demostrar que la funcién delta también cumple

r 8x — £ dt = £

ST W En vista del hecho de que F(r)=mr/r[* cumple div F(x, y, 2 =0 para (x, y, 2 #(0, 0, 0),

pero produce un flujo de 4am hacia el exterior de cualquier esfera centrada en el origen, podemos ver
div F(x, y, z) como una distribucién

div F(x, y, 2) = 4amd(x)3(»)5(2)
En particular, integrando esta distribucién con f(x, y, z) = 1 en R®, tenemos
Jﬂ div F(x, y, 2 dV = dzm j 809 dv J () dy J 8(2) dz
3 —co —0 —a
= 4dnm

La integral se puede realizar igualmente sobre cualquier dominio de R* que contenga al origen en su inte-
rior, y el resultado serd el mismoa. Si el origen estd fuera del dominio, el resultado sera cero. Volveremos
sobre esta situacién tras considerar el Teorema de la Divergencia en la Seccién 16.4. »

Un estudio formal sobre distribuciones esté fuera del alcance de este libro; puede encontrarse en
libros més avanzados sobre ecuaciones diferenciales o matematicas para ingenierfa.

Interpretacion del rotacional

En términos generales, rot F(P) mide la cantidad en la que el campo vectorial F «gira» alrede-
dor de P.

m Corsidere el campo de velocidades

v = —Qyi+ Qxj

de un sdlido en rotacion alrededor del eje z con velocidad angular Q, es decir, con vector velocidad angular
Q = Qk (véase la Figura 15.2 en la Seccién 15.1), Calcule la circulacién de este campo sobre una circunfe-
rencia €, en el plano xy, centrada en un punto (xo, yo), de radio €, en sentido contrario al de las agujas del
reloj. ;Cudl es la relacién entre la circulacién y el rotacional de v?

Solucién La parametrizacién de la circunferencia indicada es

r = (x; +ecost)i+ (y, + eseni)j, (0<r<2n)
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y la circulacién de v sobre ella es

j; vedr= Jﬂlr (—Q(yp + esens)(—esend) + Qlxy + ecosf)(ecosr)) dt
I 0

= r“ (Qe(yysent + xycos f) + Qe?) dt
0

= 2Qné*
Como
i
o

la circulacion es el producto de (rot v) ek y el 4rea encerrada por €,. Nétese que esta circulacion es cons-
tante para circunferencias de radio fijo; no depende de la posicién de su centro, -

Los célculos del ejemplo anterior sugieren que el rotacional de un campo vectorial es una medi-
da de la circulacién por unidad de drea en planos normales a dicho rotacional. El Teorema 2
posterior establece una versién més precisa de esta conjetura, No demostraremos este teorema
ahora, porque la demostracién en este momento serfa muy complicada (véase, sin embargo, el
Ejercicio 14, donde se presenta un caso especial). Una demostracién més sencilla se basa en el
Teorema de Stokes; véase el Ejercicio 13 de la Seccién 16.5.

mtv=?xv=(a—i {Qx) — {—Qy])k=2!1k=2(l

TEOREMA o El rotacional como densidad de circulacién

SiF es un campo vectorial suave y €, es una circunferencia de radio e centrada en el punto
P, que limita a un disco ¥ con normal unitaria N y orientacién heredada de ¢, (véase la
Figura 16.2), entonces

1 -~
lim —§ Fedr=Nerot F(P)
Ce

=071 sz
—

Figura 16.2

El Ejemplo 5 sugiere también la siguiente definicién de velocidad angular local de un fluido en
movimiento:

La velocidad angular local de un punto P en un fluido en movimiento con un campo de
velocidades v(P) estd dada por

1
QLH:EMV(P}

El Teorema 2 indica que la velocidad angular local £(P) es aquel vector cuya componente en la
direccién de cualquier vector unitario N es la mitad de la circulacién limite por unidad de 4rea
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alrededor de las circunferencias frontera (orientadas) de pequefios discos circulares centrados en
P y con normal N,

No todos los campos vectoriales con rotacional distinto de cero parecen circular. El campo
de velocidades del cuerpo rigido en rotacién considerado en el Ejemplo 5 parece circular alrede-
dor del eje de rotacion, pero la circulacién sobre una circunferencia situada en un plano perpen-
dicular a ese eje serd independiente de la posicién de dicha circunferencia, y dependera sélo de
su drea. Ni siquiera es necesario que la circunferencia contenga al eje de rotacién. El ejemplo
que sigue considera un campo de velocidades de un fluido cuyas lineas de corriente son rectas,
pero cuyo rotacional es distinto de cero y constante, y tiene, por tanto, velocidad angular local
constante,

Considere el campo de velocidades v = xj de un fluido en movimiento en el plano xy.
Evidentemente, las particulas del fluido se mueven siguiendo lineas paralelas al eje y. Sin embargp,
rot v(x, ) =k y Q(x, y) = zk. Una pequefia «rueda con palas» de radio e (véase la Figura 16.3), situada
con su centro en la posicién (x, y) del fluido, sera desplazada por dicho fluido con velocidad xj, pero tam-
bién girara con velocidad angular Q(x, y) = 4k, independientemente de su posicién, Esta velocidad angular
es debida al hecho de que la velocidad del fluido en el lado derecho de la rueda es superior a la del lado

izquierdo.

— e d— e e e —

Figura 16.3 La rueda de palas no sélo es desplazada
por el flujo, sino que también gira,

Ejercicios 16.2

En los Ejercicios 1-11, calcule div F y rot F para los 7. F=fx)i+gpj+hriz2k 8. F=7(2i-f(2j

campos vectoriales dados.

9, F(r, ) = ri + sen#j, siendo (r, 6) las coordenadas

L F =xi+yj 2. F=yi+xj polares en el plano,
3. F=yi+zj+axk 4, F =yzi + xzj + vk 10. F = # = cos i + senfj
5 F =xi+xk 6. F=x/i—yZj+zfk 11. F =0 = senfi + cos 0j
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#12, Sea F un campo vectorial tridimensional suave, Si +14, Demuestre el Teorema 2 en el caso especial de que €,

B, 5 . s la superficie de la caja —a <x < a, sea la circunferencia en el plano xy cuya
—b<y<h, —c<z<ec connormal hacia el parametrizacién es x = ecosf, y = esen#,
exterior N, demuestre que (0 < 6 < 2n). En este caso N = k, Sugerencia:
desarrolle F(x, y, z) mediante un desarrollo en serie de
lim — FeNdS=VsF(@,0 0 Taylor vectorial alrededor del origen, como en la
abe—0+ Babe J]s, , . demostracién del Teorema 1, y calcule la circulacién
#13. Sea F un campo vectorial bidimensional suave. Si €, sobre €, de los términos individuales.

es una circunferencia de radio e centrada en el origen,
y N es la normal unitaria hacia el exterior de ¢,
demuestre que

1
lim —J F « Nds = div F(0, 0)
e=0+ ’T.EE e,

I %W Algunas identidades con el gradiente, la divergencia y el rotacional

Existen numerosas identidades con las funciones

of . _of . of

gradfbr,y.z}=?f(x,y.z}=gl+51+Ek
E g _oR  oR, | oFy
div F(x, y, z) = VeFlx, y, z) = 5x+ & + 28
i j kK
6 8 @
rot F(x, y, z2) = VxF(x, y, z) = 5 @ =

Fy, F, Fi

y el operador Laplaciana, V* = V ¢V, definido para un campo escalar ¢ como

Fo o &F
V2¢=V-V¢=divgrad¢=£+$+a_zg’

y para un campo vectorial F = Fii + Fj + Fak como
ViF = (VPF)i + (VPF)j + (VPFa)k

El operador Laplaciana, V* = (8%/8x") + (8°/&y") + (8*/2°), se indica como A en algunos textos,
Recuérdese que una funcién ¢ se denomina arménica en un dominio D si V?¢ = 0 en dicho
dominio D (véase la Seccion 12.4),

Reuniremos las identidades mas importantes en el teorema que sigue. La mayoria de ellas
son diversas formas de la Regla del Producto. Demostraremos algunas para ilustrar las técnicas
que se utilizan (la mayoria de las veces calculo directo) y dejaremos el resto como ejercicios.
Nétese que en dos de las identidades intervienen magnitudes como (G e V)F; esto representa el
vector que se obtiene aplicando el operador diferencial escalar G » V al campo vectorial F:

dF dF oF
(G'V}F—@a‘f'(;za*'(;sa



