3. Locuri geometrice
3.1. Locuri geometrice uzuale

Notiunea de “loc geometric in plan” care se géseste si in “ELEMENTELE LUI
EUCLID” se pare ca a fost folosita inca de PLATON (427-347) si ARISTOTEL(383-
322). Locurile geometrice reprezintda unul din cele mai frumoase capitole ale
geometriel.

Definitia locului geometric poate fi gasitd in mai multe formulari:

a) loc geometric este totalitatea punctelor dintr-un spatiu definite printr-o
proprietate (Dictionarul explicativ al limbii romane);

b) loc geometric este multimea punctelor din plan sau spatiu care au o anumita
proprietate (Micul dictionar enciclopedic);

c) loc geometric este figura plana sau in spatiu ale cérei puncte se definesc toate
prin aceeasi proprietate (Dictionar de neologisme).

Toate aceste formulari au acelasi sens: un loc geometric este o multime de puncte
DEFINITE. in esentd, problemele de loc geometric sunt probleme de gasire a unor
proprietati echivalente celor prin care este datd o anumitd multime sau altfel spus,
probleme de egalitate a doua multimi.

In continuare dam o lista care contine locuri geometrice uzuale, care pot oferi idei
si solutii in rezolvarea altor probleme de loc geometric:

3.1.1 — Locul geometric al punctelor egal departate de extremitatile unui
segment este mediatoarea acelui segment.

3.1.2 — Locul geometric al punctelor din plan interioare unui unghi egal
departate de laturile sale este bisectoarea.

3.1.3 — Locul geometric al punctelor din plan egal departate de doua drepte
concurente sunt bisectoarele unghiurilor formate de cele doua drepte

(bisectoarele sunt perpendiculare in punctul de intersectie al celor doud drepte).

3.1.4 — Locul geometric al punctelor din plan situate la o distanta data fatd de o
dreapta este reprezentat de doua drepte paralele cu o dreapta data, situate de o parte si
de alta a ei.

3.1.5 — Locul geometric al punctelor din plan situate la o distanta data fata de
un punct fix este un cerc.

3.1.6 — Locul geometric al punctelor din plan egal departate de trei puncte
distincte, necoliniare este reprezentat de centrul cercului circumscris triunghiului
determinat de cele trei puncte.

3.1.7 — Locul geometric al punctelor din plan egal departate de doud drepte
paralele date este o dreaptd paraleld cu dreptele date si situatd la jumatatea distantei
dintre ele.

3.1.8 — Locul geometric al punctelor din plan pentru care diferenta patratelor la
doud puncte fixe este constantd, este o dreaptd perpendiculara pe dreapta determinata
de cele doud puncte fixe.
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3.1.9 — Locul geometric al punctelor din plan pentru care raportul distantelor la
doua drepte paralele este constant, este reprezentat de doud drepte paralele cu dreptele
date sau o dreapta (daca raportul este 1).

3.1.10 — Locul geometric al punctelor din plan pentru care suma patratelor
distantelor la doua puncte date este constantd, este un cerc cu centrul in mijlocul
segmentului determinat de doud puncte.

3.1.11 — Locul geometric al punctelor din plan din care un segment se vede
sub un unghi drept este cercul care are ca diametru segmentul respectiv.

3.1.12 — Locul geometric al punctelor din plan, mijloace ale segmentelor
paralele cu o directie data si cuprinse intre doud drepte paralele fixe, este dreapta
paraleld cu dreptele date si egal departate de ele.

3.1.13 — Locul geometric al punctelor din plan din care un segment se vede
sub un unghi dat este reprezentat de doua arce de cerc care au aceleasi extremitati ca si
segmentul si sunt simetrice fata de dreapta pe care este situat segmentul.

3.1.14 — Locul geometric al punctelor din plan care impart intr-un raport
constant segmentele determinate de un punct fix A si punctul M ce descrie o dreapta
data (d) este o dreapta paralela cu (d) si care imparte distanta de la A la (d) in acelasi
raport.

3.1.15 — Locul geometric al punctelor din plan pentru care raportul distantelor
la doud puncte fixe este constant (k# 1) este un cerc (pentru raportul distantelor k=1 se
obtine o dreapta).

3.1.16 — Locul geometric al punctelor N din plan, situate pe segmentele care
unesc un punct fix A cu un punct M ce descrie o dreapta (d) data, astfel incat AN x
AM=K este un cerc care trece prin A si are centrul pe perpendiculara dusa din A pe (d).

3.1.17 — Locul geometric al punctelor din plan care au puteri egale fata de
doua cercuri date este o dreaptda (numitd axa radicald a celor doud cercuri)
perpendiculara pe linia centrelor cercurilor.

3.1.18 — Locul geometric al punctelor din plan de putere constantd fatd de un
cerc dat, este un cerc concentric cu cercul dat, un punct sau multimea vida.

Probleme rezolvate

R3.2.1 Doua cercuri ¢ si ¢' sunt tangente exterioare intr-un punct 4. Fie

TT’ una din tangentele comune exterioare si M, M intersectiile celor doud cercuri cu o
dreapta variabild ce trece prin 4.
Sa se afle locul geometric al punctelor P de intersectie a lui MT cu MT".

116



OTLTT' )
= OO'T'T trapez dreptunghic =
OoT'LTT'

= m(LTOA)+m(£T'0' 4)=180° = m(TA)+m(T' 4)=180°

Dar m(LTMA)+ m(£T'M" 4)= %(m(m)+ m(T" 4))= %1800 90" =
= m(LMPM ') =90", deci APTT" este un triunghi dreptunghic cu ipotenuza
constanta 77"

Solutie. 1) Din

Rezulta ca locul geometric este cercul de diametrul 77".

R3.2.2 O proprietate simpla a punctelor mediane 44" a AABC este
urmitoarea: M €(A4A4") = S 511 =S ucnn

Se pune problema daci singurele puncte M din plan cu proprietatea
S asvy = Sacuy Sunt punctele medianei din 4 ?

Pentru aceasta ajungem la urmatoarea problema de loc geometric:

Sa se determine locul geometric al punctelor M din planul AABC pentru care
S(ABM) = S(ACM) .

Solutie. 1. Din proprietatea specificata anterior rezultd cd 44" apartine locului
geometric.

2. Aratam ca in interiorul ZCAB nu exista alte puncte ale locului
geometric.

- presupunem ca ar exista M € Q , M ¢ AA'
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_ AB*MM'

S(MAB) - 9
= AB*MM'= AC* MM"
AC* MM™"
Suc) ==

din M, € Q avem S5, ) = S(40n,) = AB*M M'= AC*M \M,";
dar MM'> M M" si MM'< M M" . Deci
AB*M M'< AB* MM'= AC* MM"< AC*M\M,"= S5, = S(acu,)

Rémane sa cautam puncte ale locului in exteriorul acestui unghi.
Fie B’ simetricul fata de 4.

Din AB = AB'= S 311y = S(4sm)» deci relatia ce o verifica punctele locului

este: S(4pur) = S(acur)- care din nou conform proprietatii medianei in AB'AC este

mediana 44~ paraleld cu BC.
Deci locul geometric este mediana din A4 si paralela prin 4 la BC.

Fig. 3.2.

R3.2.3. Sa se determine locul geometric al punctelor M din planul dreptelor
d,si d, pentru care raportul:

dM.d) _
dMm,d,)

Solutie. Rezolvam problema in cazurile:

d,nd,={0}# 05si d,nd,=0,d, || d,
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Fig. 3.3.

Fie M e Q situat in unul din cele patru unghiuri format de dreptele d, si d,.

Pe laturile acestui unghi luam Aed, astfel ca O4A=1 si Bed,astfel ca
OB =k ,relatia d(M,d,)*1=d(M ,d,)*k < OA* MM, = OB* MM, <
< S(oa) = S(osm)-

Deci am ajuns la problema determinarii locului geometric al punctelor din planul
triunghiului OAB cu Sy = S(opy) care este format din doua drepte: mediana din O

si paralela prin O la AB.
In cazul d,|| d, diferentiem cazul k=1 si cazul k#1.

Daca k=1, pe fiecare dreaptd perpendiculard pe d,si d, avem un singur punct in
loc (mijlocul segmentului determinat de intersectia ei cu cele doud drepte).
Deci locul va fi o dreapta paralela la d, si d, egal departatd de cele doua drepte.

Dacd k #1 pe fiecare dreapta perpendiculard pe d;si d, se obtin cate doua
puncte, unul intre punctele de intersectie si unul in afara, situat la distantd determinata.
Deci locul geometric in acest caz va fi format din doud drepte paralele la d, si

d,.
R3.2.4 Doui puncte mobile M si N se misca rectiliniu si uniform. Sa se

MP
determine locul geometric al punctelor Pe [MN ] astfel ca ﬁ = k (constant).
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Fig. 3.4.

Solutie. Vom ardta cd locul geometric este o dreaptd. Pentru aceasta este
suficient sa aratdm cd daca F,si £, sunt doud pozitii ale lui P, orice altd pozitie este

coliniara cu Fysi F.
NN = MM
si

Rapoartele nu depind de vitezele v, si v, , ci doar de

1 1
intervalul de timp, deci

NN MM - vit, _ vt .
NN, MM, ’

vit, Wi, I

Daca {P}: F,P, "MN , pentru a arita ca P=P’ este suficient sa aratdam ca
MP"
P'N
Fie N('), M(') ,N',M', N{, M{, formand proiectiile pe dreapta ) F, ale
MP' MN'
punctelor N,, M, ,N,M, N, , M, ,avem: ——=——.
P'N NN'
Din trapezul NONlleN(') =
x*N,N,+N,N, x*M M, +M,M,
NN': 1771 0°'0 , analog MM': 1 1 0 0
1+x 1+x

e MOM;_MOB)_kj {MOMg]:k*NON(; o M

= = , . Deci =k.
NN, N,F, M M, =k*N,N, P'N
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R3.2.5 Sa se gaseasca locul geometric al punctelor din plan pentru care
raportul distantelor la doud puncte fixe este constant.

Solutie. Fie 4 si B doua puncte fixe distincte. Cautam locul geometric al

MA R
punctelor M pentru care m =k , unde k este o constanta pozitiva.

. . MA . : .
In plan pentru k=1, orice punct M pentru care Y7 =1, apartine mediatoarei

segmentului [AB] si reciproc. De aceea in acest caz locul geometric este mediatoarea
segmentului 4B.

Fig. 3.5.

MA
Fie k #1 si M un punct care nu se afla pe dreapta AB, astfel incat ﬁ =k.

Bisectoarea interioard a unghiului Z£AMSB taie pe AB in C.
Deoarece k #1implica MA# MB,AAMB nu este isoscel. De aceea si

bisectoarea exterioara unghiului £AMB taie pe AB in D.

In proprietatea bisectoarei avem: 22%:%:/(. Astfel C si D sunt

CB MB DB

puncte fixe pe 4B, care Impart segmentul [AB] in raportul k. Deoarece
m([ CMD) =90 rezulta M apartine cercului de diametru CD.

Reciproc: fie M’ un punct al cercului de diametru CD, unde C si D sunt fixe pe
AB , care imparte [AB ] in raportul £.
Deoarece M'CLM'D rezulti ca M’C si M’D sunt bisectoarele unghiului M,
M'4 CA
M'B CB
Punctele C si D convin prin definitie. De aceea locul geometric al punctelor
pentru care raportul distantelor la doud puncte fixe 4 si B este un numar pozitiv k #1,
este cercul de diametru CD, punctele C, D impartind pe [AB] in raportul dat.

adica
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