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1
22, Calcule el valor minimo de f(x, }) = x + 8y + Een el

primer cuadrante x > 0, y > 0. ;Cémo sabe que existe
un minimo?

23 Las regulaciones postales exigen que la suma de la
altura y el perimetro horizontal de un paquete no
supere las L unidades. Calcule el méximo volumen de
una caja rectangular que pueda satisfacer esta
restriccion,

24. Fl material utilizado para hacer el fondo de una caja
rectangular es dos veces mas caro por unidad de drea
que el material utilizado para hacer la tapa y las
paredes laterales. Calcule las dimensiones de la caja de
un volumen dado VVpara la que el coste de materiales
es minimo.

235. Calcule el volumen de la mayor caja rectangular (con
caras paralelas a los planos coordenados) que se puede
inscribir en el elipsoide

X z
—+£+—=1
& ¥ &

28. Calcule tres nimeros positivos a, by c tales que su

suma es 30 y la expresion es maxima,

27. Calcule los puntos criticos de la funcién z= g,{x, »
que satisface la ecuacién &= * — 3891 =

*28. Clasifique los puntos criticos de la funcién g del
ejercicio anterior.

+29. Sea f(x, J) = (¥ — X)(y — 3x°). Demuestre que el
origen es un punto critico de f y que la restriccion de

13.2

f a toda recta que pase por el origen tiene un valor
minimo local en el origen (es decir, demuestre que
f(x, kx) tiene un valor minimo local en x = 0 para
todo 4 y que £(0, )) tiene un valor minimo local en
y=0), ;Tiene f(x, }) un valor minimo local en el
origen? ;Qué le sucede a f en la curva y = 2x?
(Qué dice el test de la segunda derivada en esta
situacion?

30. Verifique completando el cuadrado (es decir, sin
utilizar el Teorema 8 de la Seccién 10.6) que la forma
cuadritica

Au, u)={.¥,ﬂ(g g)c)= AP + 2B + G

B :
|B C|}O,deﬁmda

B : s g
B C > 0 e indefinida si

< 0. Esto proporciona una confirmacién

es definida positivasi A >0 y

negativasi A <0y

A

B C
independiente de la afimacién que se hace en la
observacion que precede al Ejemplo 7.

*x3l. Enuncie y demuestre (utilizando argumentos basados
en completar cuadrados en vez de emplear el
Teorema 8 de la Seccion 10.6) un resultado analogo
al del Ejercicio 30 para una forma cuadratica
Au, v, W) de tres variables. ;Cudles son las
implicaciones para un punto critico (3, b, ¢) de una
funcién f(x, y, 2), cuyas derivadas parciales segundas
son conocidas en (3, b, €)?

Valores extremos de funciones definidas en dominios restringidos

Una buena parte de la seccion anterior ha considerado técnicas para determinar si un punto criti-
co de una funcién es un valor maximo, minimo o un punto de ensilladura. En esta seccién va-
mos a considerar ¢l problema de determinar los valores maximos y minimos absolutos de funcio-
nes que los posean (generalmente funciones cuyos dominios estén restringidos a subconjuntos de

, 0 R”, con interiores no vacios). En el Ejemplo 8 de la Seccién 13.1 tuvimos que demastrar
que la funcion dada tenia valores extremos absolutos. Sin embargo, si lo que tenemos es una
funcién continua en un dominio cerrado y acotado, entonces podemos basarnos en el Teorema 2
para garantizar la existencia de valores extremos absolutos, pero tendremos que comprobar siem-
pre los puntos frontera, asi como los puntos criticos del interior y los puntos singulares para ob-
tener dichos extremos. Los siguientes ejemplos ilustran la técnica.

Calcule los valores maximo y minimo de f(x, }) = 2xy en el disco cerrado X* + y* < 4

(véase la Figura 13.7).

Solucién Como f es continua y el disco es cerrado, debe alcanzar valores méximo y minimo absolutos
en algunos puntos de dicho disco. Las derivadas parciales primeras de f son

hx ) =

2y 'y Hxy=2x

por lo que no hay puntos singulares, y el inico punto critico es (0, 0), donde f toma el valor 0.
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Figura 13.7 Puntos candidatos a valores extremos en el Ejemplo 1.

Debemos considerar todavia los valores de f en la circunferencia frontera X + y* = 4, Podemos expre-
sar f sobre esta circunferencia en funcién de una sola variable utilizando una parametrizacion de la circun-
ferencia, es decir,

x=12cosf, y=12senlf (—ngsism
Tenemos
f(2cost, 2senf) = 8costsent = g({)

Tenemos que obtener los valores extremos de &f). Podemos hacer esto de dos formas, Si escribimos
2(f) = 4sen2t, es claro que () tiene un valor maximo de 4 (en =%y —3%) y un valor minimo de —4
ent=—Zy JT“J. También podemos diferenciar g para obtener sus puntos criticos:

0=g()= —8sen’f+ 8cos’f < tan’f=1

n 3n
R Ry
con lo que se obtiene de nuevo el valor maximo de 4 y el valor minimo de —4 (no es necesario comprobar
los extremos f = —my t = 7, ya que £ es diferenciable en todas partes y es periddica de periodo m, y cual-
quier maximo o minimo absoluto se producird en un punto critico).

En cualquier caso, f tiene un valor miximo de 4 en los puntos frontera (\/5, \/5) y {—\/_, —ﬁ y Y
un valor minimo de —4 en los puntos frontera {\/_ o \/5) ¥y {—\/5, ﬁ). Se puede demostrar ficilmente
mediante el test de la segunda derivada (o de cualquier otra forma) que el punto critico interior (0, 0) es un
punto de ensilladura (véase la Figura 13.7). -

Calcule los valores extremos de la funcién f(x, y) = ¥ye~“* en la regién triangular T
dadaporx=0, y20yx+ y<4.

Solucién Primero se buscan los puntos criticos:
0=fx D=2 — e ") = zm(, y=00x=2
0=4(x P =201 - PP = x=00y=1

Los puntos criticos son (0, y) para todo y, y (2, 1). Sélo (2, 1) es un punto interior de T (véase la Figu-
ra 13.8). f(2, 1) = 4/€’ ~ 0.199. La frontera de T estd formada por tres segmentos rectos. En dos de ellos,
los ejes coordenados, f es idénticamente nula. El tercer segmento se expresa como

y=4-x 0<x<4
por lo que los valores de f en este segmento se pueden expresar sélo en funcién de x:
AN=fx4—-x)=X@—-xe? 0<x<4
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_1'

x  Figura 13.8 Puntos de interés en el Ejemplo 2.

Obsérvese que g{ﬂ)=g§4)=0 y g4 >0 si 0<x<4, Los puntos criticos de g estin dados por
0=g(® = (8x— 3x)e *, por lo que son x = 0 y x = 8/3, Tenemos que

8 4\ 256 _,
—|=fl-,-|l=—e*=01T4 < (2, 1
)= 15) 7 o mom<re

Concluimos entonces que el valor maximo de f en la regién Tes 4/€, y que se produce en el punto critico
interior (2, 1). El valor minimo de f es cero y se produce en todos los puntos de los dos segmentos fron-
tera perpendiculares. Notese que f no tiene ni un maximo local ni un minimo local en el punto frontera
(8/3, 4/3), aunque g presenta un maximo local alli, Por supuesto, ese punto tampoco es un punto de ensilla-
dura de f; no es un punto critico de f. a

m Entre todos los tridngulos cuyos vértices estin en una circunferencia dada, calcule el que
tiene drea médxima,

Solucién La intuicion nos dice que los tridngulos equiliteros serin los de drea maxima. Sin embargo,
demostrarlo puede ser muy dificil a menos que se haga una buena seleccién de las variables para plantear el
problema analiticamente. Con una eleccion adecuada de las unidades y los ejes podemos suponer que la
circunferencia es ¥ + > = 1 y que un vértice del tridngulo es el punto P de coordenadas (1, 0). Sean Q) y
Rlos otros dos vértices, como se muestra en la Figura 13.9. Puede suponerse que § estd en la semicircunfe-
rencia superior y & en la inferior, y que el origen O esti dentro del tridngulo PQF. Supongamos que PQy
PR forman angulos 0 y ¢, respectivamente, con la direccién negativa del eje x. Claramente, 0 < <2y
0 < ¢ < n/2. Las rectas que van desde O hasta Q) y R forman angulos iguales s con la recta QF, con
20 +2¢ + 2y = = Trazando perpendiculares desde O a los tres lados del tridngulo PQR, podemos expre-
sar el drea A del tridngulo como la suma de las dreas de seis tridangulos rectingulos més pequefios:

A=2X%senﬂonsﬂ+2x%sen¢oos¢+2><%sempcmw
= %{senzﬁ' + sen2¢ + sen2i)
Como 2y = x — 2(f + ¢), expresamos A en funcién de las dos variables 0 y ¢:
A= A, ¢)=%(sen23+sen2qb+sen2(ﬂ+ @)

El dominio de Aes el tridngulo 6 = 0, ¢ = 0, 0 + ¢ < /2. A = 0 en los vértices de un tridngulo y es posi-
tiva en todas partes (véase la Figura 13.10). Demostraremos que el valor miximo de A(f, ¢) en cualquier
lado del tridngulo es 1 y se produce en el punto medio de dicho lado. En dicho lado 6 = 0 y tenemos

A0, ¢) = % (sen2¢ + sen2¢) = sen2¢ < 1 = A0, n/4)
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Figura 13.9 ;Dénde deberian estar () y & para asegurar Figura 13.10 El dominio de A(f, ¢).

que el tridngulo PQR tiene drea mixima?
De forma similar, en ¢ = 0, A(f, 0) < 1 = A(n/4, 0). En el lado 6 + ¢ = n/2 tenemos

T 1
A(H, ~ H) =3 (sen2@ + sen(m — 200))
8 4
= = = —_ —
Debemos comprobar ahora los puntos criticos interiores de A(f, ¢) (no hay puntos singulares). Los puntos
criticos deben cumplir

A
0= t;_ﬂ= cos28 + cos (20 + 2¢)

0=L2 < cas+ona@h+a
“a ¢ + cos( ¢)

por lo que dichos puntos criticos cumplen cos 26 = cos 2¢, y, por consiguiente, ! = ¢. Sustituimos ahora
esta ecuacion en cualquiera de las ecuaciones anteriores para determinar 6:

cos 200 + cosdfl = 0
2¢0s%20 +cos20—1=0
(2cos26 — I)(cos28 + 1) =0

00323=5 0 cos2i= —1

La tmica solucién que produce un punto interior del dominio de A es 6 = ¢ = n/6. Notese que
AER LB B BN
66/ 2\2 2 2/ a4
Este punto interior critico maximiza el drea del tridngulo inscrito. Finalmente, obsérvese que para

! = ¢ = m/6, tenemos también que ¥ = 7/6, por lo que el tridngulo de drea maxima es un tridangulo equila-
tero.
|
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Observacion Como el drea A del tridngulo inscrito debe tener un valor maximo (A es conti-
nua y su dominio es cerrado y acotado), se puede utilizar un argumento estrictamente geométrico
para demostrar que el tridngulo de drea maxima es equilatero. Si un tridngulo inscrito tuviera dos
lados desiguales, su drea se podria hacer mayor moviendo el vértice comin de esos dos lados
por la circunferencia para incrementar su distancia perpendicular al lado opuesto del tridngulo.

Programacion lineal

La programacién lineal es una rama del dlgebra lineal que desarrolla técnicas sistemdticas para
obtener méximos y minimos de una funcién lineal sujeta a varias restricciones lineales de desi-
gualdad. Estos problemas aparecen frecuentemente en las ciencias de gestion y en la investiga-
cion de operaciones. Debido a su naturaleza lineal, en general no requieren el empleo del cilculo
en su solucién; la programacion lineal se presenta frecuentemente en cursos de matematica fini-
{a. No presentaremos aqui ninglin estudio formal de la programacion lineal, pero haremos algu-
nas observaciones que permitan su comparacion con los problemas mds generales no lineales de
valores extremos considerados anteriormente, y que requieren €l empleo del célculo para obtener
su solucion.

La inecuacién ax + by < c es un ejemplo de inecuacién lineal en dos variables. El conjunto
solucion de esta inecuacién estd formado por un semiplano que queda a un lado de la recta
ax + by = c. El conjunto solucién de un sistema de varias inecuaciones lineales de dos variables
es la interseccion de estos semiplanos, por lo que es una region convexa del plano limitada por
una Ifnea poligonal. Si es un conjunto acotado, entonces es un poligono convexo junto con su
interior (un conjunto se denomina comvexo si contiene completamente a una recta que se trace
entre dos cualesquiera de sus puntos. En la recta real los conjuntos convexos son los intervalos).

Examinemos un e¢jemplo concreto simple en el que intervienen sélo dos variables y unas po-
cas restricciones.

(S TGN Calcule el valor maximo de Flx, ) = 2x + 7y sujeta a las restricciones x+ 2y <6,
2e+y<6x>0ey>0,

Soluciéon El conjunto solucién ¥ de este sistema de cuatro desigualdades de restricciones se muestra en
la Figura 13.11. Es la regién con forma de cuadrilitero cuyos vértices son (0, 0), (3, 0), (2, 2) y (0, 3). La
figura muestra también algunas curvas de nivel de la funcién lineal F. Son rectas paralelas de pendiente
— 2, Deseamos encontrar la recta correspondiente al méximo valor de F que corte todavia a &, Evidente-
mente, se trata de la recta F'= 21, que pasa por el vértice (0, 3) de &. El mdximo valor de F sujeto a las
restricciones es 21,

[

Figura 13.11 La regién sombreada es el conjunto solucién

F=-7
\ de las desigualdades de restricciones del Ejemplo 4.
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Como ilustra este ejemplo simple, una funcién /ineal con dominio restringido por desigualdades
lineales no alcanza valores miximos ni minimos en puntos del interior de su dominio (si dicho
dominio tiene interior), Cualquier valor extremo se producird en un punto frontera del dominio o
en un conjunto de tales puntos frontera. Cuando el valor extremo se produzca en un conjunto de
puntos frontera, dicho conjunto siempre contendra al menos un vértice.

Este comportamiento se sigue cumpliendo en general para problemas de valores extremos de
funciones lineales en cualquier numero de variables, cuyos dominios estén restringidos por cual-
quier numero de desigualdades lineales. En el caso de problemas con tres variables, el dominio
serd una regién convexa de R* limitada por planos. En el caso de un problema con n variables,
el dominio serd una region convexa de R” limitada por hiperplanos de dimensiéon n— 1. Estas
regiones poliédricas tendran vértices (donde se crucen n hiperplanos), y los valores méximo y
minimo de las funciones lineales sujetas a las restricciones se seguirdn produciendo en subcon-
juntos de la frontera que contendrdn a esos vértices. Por tanto, estos problemas se pueden resol-
ver evaluando la funcién lineal que se ha de optimizar (se denomina fumcién objetive) en todos
los vértices y seleccionando el valor méaximo o minimo.

En la prictica, en los problemas de programacion lineal pueden intervenir cientos y hasta mi-
les de variables, e incluso mas restricciones. Estos problemas deben ser resueltos con computa-
dores, pero incluso asi es extremadamente ineficiente, si no imposible, calcular todos los vértices
del conjunto solucion de las restricciones, y los valores de la funcién objetivo en dichos vértices.
Muchos de los estudios sobre programacion lineal se centran, por tanto, en desarrollar técnicas
para obtener (o al menos acercarse) el vértice Optimo en tan pocos pasos como sea posible. En
general, intervienen criterios por los que un gran niimero de vértices se pueden rechazar median-
te consideraciones geométricas. No profundizaremos en estas técnicas, sino que nos contentare-
mos con presentar un ejemplo mas para ilustrar, en un caso muy simple, cémo se puede utili-
zar la geometria subyacente de un problema para reducir el nimero de vértices que se deben
considerar,

Un sastre dispone de 230 m de cierta tela y tiene pedidos para un méximo de 20 trajes, un
méiximo de 30 chaquetas y un méximo de 40 pantalones, para realizar con dicha tela. Cada iraje requiere 6
m de tela, cada chaqueta 3 m y cada pantalon 2 m. Si el beneficio del sastre es de 20 € por traje, 14 € por
chaqueta y 12 € por pantalén, jcuintos debe hacer para obtener el maximo beneficio con la tela de que
dispone?
Solucién Supongamos que el sastre hace X trajes, y chaquetas y z pantalones. En ese caso, su beneficio
ser

P=20x+ 14y + 12z

Las restricciones del problema son

x=0, x<20
y=0, y<30
zz 0, z<40
6x + 3y+ 22< 230

La dltima desigualdad se debe al suministro limitado de la fibrica. La Figura 13.12 muestra el conjunto
solucién, Tiene 10 vértices, A, B, ..., J Como P crece en la direccion del vector VP = 20i + 14§ + 12k
que apunta hacia el primer octante, el valor miximo no se puede alcanzar en ninguno de los vértices
A, B, ..., G (piénsese por qué). Por consiguiente, sélo necesitamos buscar en los vértices H, Iy J

H= (20, 10, 40), P=1020en H
I= (10, 30, 40), P=1100en I
J= (20, 30, 10), P=1940 en J
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del Ejemplo 5.

v Figura 13.12 El conjunto convexo de puntos que cumplen las restricciones

Por consiguiente, ¢l sastre debe hacer 10 trajes, 30 chaquetas y 40 pantalones para obtener su maximo be-

neficio, 1100 €, con la tela de que dispone.

Ejercicios 13.2

1. Calcule los valores maximo y minimo de
f(x, ) =x— ¥ + )* en el rectangulo 0 € x< 2,
0<y<l.

2. Calcule los valores miximo y minimo de

f(x, )=xy—2x en el rectingulo —1<x<1, 0<y<1,

3. Calcule los valores miximo y minimo de
fix, ) =xy— Y enel disco ¥ + y < L.

4. Calcule los valores miximo y minimo de
f(x, ) =x+2yenel disco ¥ + > < 1.

5. Calcule el valor maximo de f(¥, }) = xy— X'J en el
cuadrado 0 < x< 1,0 y< L,

6. Calcule los valores miximo y minimo de
f(x, ) = x(1 — x — p) en el triangulo cuyos vértices
son (0, 0), (1, 0) y (0, 1).

7. Calcule los valores maximo y minimo de f(x, ) =
sen xcos y en la region triangular cerrada limitada por
los ejes de coordenadas y la recta x + y = 2m.

8 Calcule el valor maximo de
f(x, y) = sen xsen ysen(x + )

en el tridngulo limitado por los gjes de coordenadas y
larectaa x+ y=nm.

9. La temperatura de todos los punios del disco
¥ + y? < 1 estd dada por

T=(x+pe ¥ 7

Calcule las temperaturas méxima y minima en los
puntos del disco.

10. Calcule los valores méximo y minimo de
T
Az =17 2+

en el semiplano superior y = 0.

11. Calcule los valores miximo y minimo de x)* + yZ en
labolaxX + )y +2<L

12. Calcule los valores miximo y minimo de xz+ jzen la
bola X’ + y*+ 2 < L.

13. Considere la funcién f(x, ) = xye” ¥ cuyo dominio es
el primer cuadrante x > 0, y = 0. Demuestre que
lim,, . f(x, k¥) =0. ;Tiene f limite cuando (¥, }) se
aleja arbitrariamente del origen por el primer
cuadrante? ; Tiene f un valor midximo en el primer
cuadrante?

14. Repita el Ejercicio 13 para la funcién
f(x, y) = xy’e™ .

15. En cierta comunidad hay dos fibricas de cerveza que
compiten, de forma que las ventas de una afectan
negativamente al beneficio de la otra. Si la fabrica A
produce x litros de cerveza al mes y la fibrica B
produce y litros de cerveza al mes, entonces los
beneficios mensuales de P € de la fibrica A y de Q€
de la fibrica B se pueden expresar como

22 +
PRI 15

47 + ¥
[;;r=;"’v_2><10‘S

Calcule la suma de los beneficios de las dos fabricas si
cada una establece su produccion de forma
independiente, con el criterio de maximizar su propio
beneficio, y asume que su competidora hace lo mismo.
Calcule la suma de los beneficios si las dos fabricas
cooperan y determinan sus producciones respectivas de
forma que se maximice dicha suma,

16. En una valla recta de 100 m de longitud se realizan dos
dobleces que forman el mismo dngulo a la misma



distancia de sus extremos, y la cerca de tres segmentos
resultantes se pega a un muro existente para formar un
recinto de forma trapezoidal. ;Cudl es la mixima irea
posible de dicho recinto?

17. Maximice ()x, ) = 2x + 3y sujeta a las restricciones
x20,y20,y<5, x+2y<2ydx+ y< 12,

18 Minimice Ax, y, 2) = 2x + 3y + 4z sujeta a las
restricciones x= 0, y 20, z20,x+ y=22, y+ 222
yx+zz=2

19. Un fabricante textil produce dos tipos de tela de
lana-algodon-poliéster, El tipo de lujo tiene una
composicion (por peso) del 20% de lana, el 50% de
algoddn y el 30% de poliéster y lo vende a 3 €
por kilogramo. El tipo estindar tiene una composicion

k¥ Multiplicadores de Lagrange
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del 10% de lana, el 40% de algodén y el 50% de
poliéster, y lo vende a 2 € por kilogramo. Si tiene en
stock 2000 kg de lana, 6000 kg de algoddon y 6000 kg
de poliéster, ;cudntos kilogramos de tela de cada tipo
deberia fabricar para maximizar sus ingresos?

20. Un terreno de 10 hectireas se parcela para realizar

construcciones con densidades de seis chalets aislados
por hectirea, ocho diplex por hectirea o 12
apartamentos por hectirea. El promotor que posee el
terreno puede obtener un beneficio de 40 000 € por
chalet aislado, 20 000 € por diaplex v 16 000 € por
apartamento. Las leyes municipales lo obligan a
construir al menos tantos apartamentos como el total
de chalets y diplex. jCudntas construcciones de cada
tipo debe realizar para maximizar su beneficio?

Un problema de valores extremos con restricciones es aquel en el que las variables de la funcién
a maximizar o minimizar no son completamente independientes entre si, sino que deben satisfa-
cer una 0 mas ecuaciones o desigualdades de restricciones. Por ejemplo, los problemas

maximizar  f(x, )

minimizar (X, y, z W)

sujefoa gx NW=C

sujeloa x5,z W= C
Yy xyzw=0G

tienen, respectivamente, una y dos ecuaciones de restricciones, y €l problema

maximizar  f(x, y, 2)

tiene una tnica desigualdad de restricciones.

sujfoa  gx y, )< C

En general, se puede considerar que las desigualdades de restricciones restringen ¢l dominio
de la funcién a optimizar a un conjunto menor que todavia posea puntos interiores. La Seccién
13.2 ha estado dedicada a estos problemas. En los tres primeros ejemplos de dicha seccién bus-
cdbamos valores extremos libres (es decir, sin restricciones) en el interior del dominio, y exami-
nabamos también la frontera del dominio, especificada por una o varias ecuaciones de restriccio-
nes. En el Ejemplo 1 parametrizamos la frontera y expresamos la funcion a optimizar en funcién
del pardmetro, para reducir asi €l problema a un problema libre en una variable, en vez de ser un
problema con restricciones en dos variables. En el Ejemplo 2 la frontera estaba formada por tres
segmentos rectos, en dos de los cuales la funcién valia obviamente cero. Utilizando la ecuacion
del tercer segmento despejamos y en funcién de x, para expresar los valores de f(x, }) en ese
segmento en funcién de una Gnica variable libre. En el Ejemplo 3 utilizamos un enfoque similar
para tratar la frontera triangular de la funcién de drea A(0, ¢).

La reduccién de problemas de optimizacién con ecuaciones de restricciones a problemas li-
bres con menos variables independientes solo es posible cuando a partir de las ecuaciones de res-
tricciones se pueden despejar explicitamente algunas variables en funciéon de las otras, o bien
cuando se pueden expresar paramétricamente todas las variables en funcién de unos pocos pard-
metros. A menudo es muy dificil o imposible resolver las ecuaciones de restricciones, por lo que

necesitamos otras técnicas.
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El método de los multiplicadores de Lagrange

Una técnica para calcular valores extremos de f(x, }) sujeta a la restriccion de igualdad
Ax, 1) = 0 se basa en el siguiente teorema:

TEDHEMAo Supongamos que [ y g tienen derivadas parciales primeras continuas cerca del punto
Py = (X, ;) sobre la curva € cuya ecuacion es g(x, }) = 0. Supongamos ademas que, cuan-
do se restringe a los puntos de €, la funcién f(x, ) tiene un valor médximo o minimo local
en P Supongamos finalmente que,

(i) F no es un extremo de €.
(ii) VAR # 0.

Entonces existe un nimero 4, tal que (X, ¥, 40) €8 un punto critico de la fimcidn Lagran-

giana
Lx y, 2) = f(x ) + 8% y)

DEMOSTRACION En conjunto, (i) y (ii) implican que €es lo suficientemente suave pa-
ra tener una tangente en F, y que VZ(F,) es normal a dicha tangente. Si V f(F,) no es pa-
ralela a Vg(F}), entonces V f( F,) tiene un vector proyeccion v distinto de cero sobre la rec-
ta tangente a € en P (véase la Figura 13.13). Por lo tanto, f tiene una derivada direccional
positiva en F, en la direccién de v, y una derivada direccional negativa en la direccion
opuesta. Entonces, f(x, ) crece o decrece a medida que nos alejamos de 7, por la curva €
en la direccion de v o de —v, y f no puede tener un mdximo ni un minimo en £,
Como estamos suponiendo que  tiene un valor extremo en 5, lo que debe ocurrir es que
V f(Fy) es paralelo a Vg(F). Como Vg(F,) # 0, debe existir un nimero real 1, tal que
VAP) = —iVER), 0

V(£+ Ae2)(Py) = 0

Ve Py)

VP

Figura 13.13 Si Vf(F)) no es un multiplo de Vg(E,), entonces V f(F,) tiene un vector

gx,y) =0 proyeccién v distinto de cero tangente a la curva de nivel de g que pasa por 5.

Las dos componentes de la ecuacién vectorial anterior afirman que dL/dx= 0y éL/dy=0
en (X, Vo, Ag)- La tercera ecuacion que debe cumplir un punto critico de L es dL/0A=
= g(x, ) = 0. Esta se cumple en (X, ¥, 4), ya que P, estd en C. Por tanto, (X, Vo, 4o) €8
un punto critico de L(x, y, 4).

]

El Teorema 4 sugiere que para obtener candidatos de puntos de la curva g(x, )=0 donde f(x, })
alcance un maximo o un minimo, hay que buscar los puntos criticos de la funcién Lagrangiana

Lix, y, 1) = f(x, y) + i8x, »)
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En todo punto critico de L. debe cumplirse

oL

0= a_Xz -'ﬁ(xi }‘) £ ‘lgl(xl }‘)

es decir, V f es paralelo a Vg

oL
0= E,V_ fz'(“’s }'} + A'gé(xl }')

y: = % =4dx 5 la ecuacién de la restriccién
Noétese, sin embargo, que se supone que el problema con restricciones tiene solucién. El Teore-
ma 4 no garantiza que dicha solucién exista; solo indica la forma de calcular una solucién que
ya se sabe que existe. En general es necesario ver primero si el problema en estudio tiene solu-
cion antes de utilizar este método para intentar obtenerla.

Apliquemos el método en un caso concreto:

m Calcule la minima distancia desde el origen a la curva X'y = 16,

Solucién La Figura 13.14 muestra la grifica de X'y = 16, Parece haber dos puntos en la curva que son
los mis cercanos al origen (la curva no estd acotada). Para calcular los puntos mas cercanos basta con mini-
mizar el cuadrado de la distancia de un punto (X, §) de la curva al origen (es mas sencillo trabajar con el
cuadrado de la distancia que con la propia distancia, ya que en esta Gltima aparece una raiz cuadrada, mds
dificil de diferenciar). Por tanto, deseamos resolver el problema

minimzar f(x, ) =¥+ sujetoa gx )=xXy—-16=0

1IN

N/ )

Sea L(x, y, A) = ¥ + y* + A(xX’y — 16). En los puntos criticos de L debe cumplirse

Figura 13.14 La curva de nivel de la funcién que representa el cuadrado
de la distancia al origen es tangente a la curva X'y = 16 en los dos puntos donde dicha
curva estd mds proxima al origen,

oL
0=E=2x+2lxy=23{1+1ﬂ (A)
oL
=—=2y+1¥
0=5= U+ ®)
al
=—=¢y—1
0=Z =7y 16 ©
La ecuacién (A) requiere que x = 0 0 que Ay = — 1, Sin embargo, x = 0 es inconsistente con la ecuacién

(C). Por tanto, 4y = — 1, A partir de la ecuacion (B) tenemos ahora
0=2p + i@ =27 — 2

Por consiguiente, x = iﬁ}f’, y (C) permite obtener ahora 2)° = 16, por lo que y = 2. Asi, existen dos
candidatos a puntos de fy= 16 més cercanos al origen, (ii’.\/i, 2). Ambos estin a distancia
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' 8 +4=2./3 unidades del origen, por lo que ésta debe ser la minima distancia desde el origen a la cur-
va. En la Figura 13,14 se muestran algunas curvas de nivel de ¥* + )%, junto con la curva de la restriccién
£y = 16, Obsérvese cémo la curva de la restriccion es tangente a la curva de nivel que pasa por los puntos
que minimizan la distancia {ilﬁ, 2), reflejando el hecho de que las normales a las dos curvas son para-
lelas en esos puntos. -

Observacion Por supuesto, en el ejemplo anterior podriamos haber despejado y de la ecua-
cién de restricciones en la forma y = 16/%, haber sustituido en 'y, por tanto, haber reducido el
problema al de obtener el valor minimo (sin restricciones) de

Rx)=f(x,1—;)=x2+%i—46

Se invita al lector a verificar que se obtiene el mismo resultado.

El niimero 4 que aparece en la funcién Lagrangiana se denomina mmitiplicador de Lagran-
ge. La técnica de solucion de problemas de valores extremos buscando los puntos criticos de un
problema con restricciones con mds variables (las variables originales méas los multiplicadores de
Lagrange correspondientes a cada ecuacién de restricciones) se denomina método de los mulii-
plicadores de Lagrange Dari buenos resultados en tanto en cuanto la funcién a maximizar o
minimizar (denominada fumcién objetivo) y las ecuaciones de las restricciones tengan gréficas
suaves en un entorno de los puntos donde se produzcan los valores extremos, y esos puntos no
estén en bordes de las graficas. Véanse el Ejemplo 3 y el Ejercicio 26 posteriores.

Calcule los puntos de la curva 17 + L2xy+ 8)? = 100 que estdn mas cerca y mas lejos
del origen,

Solucién La forma cuadritica del miembro izquierdo de la ecuacion anterior es definida positiva, como
se puede ver completando el cuadrado. Por tanto, la curva esti acotada y debe tener puntos con distancia
méxima y minima al origen (de hecho, la curva es una elipse cenirada en el origen y con ejes principales
oblicuos. El problema pide calcular los extremos de los ejes mayor y menor).

De nuevo, lo que deseamos es optimizar x* + y2 sujeta a la ecuacién de restricciones. En este caso el
Lagrangiano es

Ix, y, 2) = X + ¥ + (174 + 12y + 87 — 100)

y los puntos criticos deben cumplir

0= z—j =2x+ A(34x+ 12)) (A)
dL

0=— =2y+ A(12x+ 16) (B)
y
oL

0=E=1?ﬁ+12xy+8}?—100 ©

Despejando A en las ecuaciones (A) v (B) e igualando las dos expresiones de A se obtiene

—2x 2y
34x+ 12y 12x+ 16y

o 122+ 16xy = 34xy + 127

FEsta ecuacion se puede simplificar, obteniéndose

22X —3xy— 2/ =0
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Multiplicando la ecuacién (D) por 4 y sumando el resultado a la ecuacién (C) se obtiene 25x” = 100, por lo
que x= +2. Finalmente, se sustituyen los dos valores de x en (D) y se obtienen (para cada uno) dos valo-
res de y de las correspondientes ecuaciones de segundo grado:
Parax=2:f+3y—4=0, Parax=—2:f—3y—4=0
-Dy+4=0 F+Dr—4H=0

Obtenemos, por tanto, cuatro puntos candidatos: (2, 1), (—2, — 1), (2, —4) y (—2, 4). Los dos primeros
puntos son los mds cercanos al origen; son los extremos del eje menor de la elipse. Los otros dos son los
mis lejanos del origen (los extremos del eje mayor) (véase la Figura 13.15),

V

(—2.4)

172 1250+ 832 = 100

Figura 12.15 Los punios de la elipse que estin mds cerca y mds lejos del origen.
|

Considerando las bases geométricas del método de los multiplicadores de Lagrange, no debemos
esperar que el método tenga éxito si las curvas de nivel de las funciones que intervienen no son
suaves, o si el maximo o minimo se produce en un extremo de la curva de restricciones. Uno de
los obstaculos del método es que las curvas de nivel de las funciones pueden no ser suaves, in-
cluso aunque las propias funciones tengan derivadas parciales. Pueden aparecer problemas cuan-
do un gradiente se anula, como muestra el siguiente ejemplo.

Calcule el valor minimo de f(x, ) = y, sujeta a la ecuacién de restriccion g(x, ) =
=y —x=0
Solucién La parabola semictibica y* = ¥ tiene un vértice en el origen (véase la Figura 13.16). Es claro

que f(x, ) = y tiene un valor minimo de 0 en ese punto. Sin embargo, supongamos que intentamos resol-
ver el problema utilizando el método de los multiplicadores de Lagrange. En este caso el Lagrangiano es

Ly, )=y+ My — %)

Figura 13.16 El minimo de y se produce en un punto de la curva donde ésta

X no tiene tangente,

cuyos puntos criticos deben cumplir
—2lx=0

1+317 =0
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Obsérvese que ¥ = 0 no puede satisfacer la segunda ecuacién, y, de hecho, las tres ecuaciones no tienen
solucidn (x, y, 2) (la primera ecuacién implica que o bien 1 = 0, o bien x = 0, pero ninguna de ellas es
consistente con las otras dos ecuaciones). -

Observacion El método de los multiplicadores de Lagrange no funciona en el ejemplo ante-
rior porque Vg = @ en el punto de solucién, y por tanto la curva g(x, ) = 0 puede no ser suave en
dicho punto (de hecho, en este caso no lo es). La condicion geométrica de que V f debe ser parale-
lo Vg en el punto de solucién carece de sentido en este caso. Cuando se aplica el método de los
multiplicadores de Lagrange, hay que estar seguro de que el valor extremo se puede producir en:

(i) Un punto critico del Lagrangiano.
(ii) Un punto donde Vg= 0.
(iii) Un punto donde V f 0 Vg no existen.
(iv) Un «extremo» del conjunto de restricciones.

Esta situacién es similar a la de los valores extremos de una funcién f de una variable, que pue-
den producirse en un punto critico, un punto singular o un extremo del dominio de f.

Problemas con mas de una restriccion

Consideraremos a continuacion un problema tridimensional que requiere la obtencion de un va-
lor mdximo o minimo de una funcién de tres variables sujeta a dos ecuaciones de restricciones:

optimizar f(x, y,2) sujeloa gx y,2=0yhx y,2=0

Supongamos de nuevo que el problema tiene solucién, por ejemplo el punto Py = (X, Vo, %), ¥
que las funciones f, g y h tienen derivadas parciales primeras continuas cerca de Fj,. Supon-
gamos también que T = Vg(FP,) x VA(F,) # 0. Estas condiciones implican que las superficies
4x, v, 2 =0y Hx, y, 2) = 0 son suaves cerca de F;, y que no son tangentes entre si en ese pun-
to, por lo que deben cruzarse formando una curva € que es suave cerca de F, La curva € tiene
un vector tangente T en F,. El mismo argumento geométrico utilizado en la demostracién del
Teorema 4 demuestra de nuevo que V /() debe ser perpendicular a T (si no lo fuera, entonces
habria un vector proyeccion sobre T no nulo, y f tendria derivadas direccionales no nulas en las
direcciones + T, y por tanto creceria y decreceria cuando nos moviéramos a partir de F, siguien-
do la curva € en direcciones opuestas).

Como Vg(F,) y VA(F,) son no nulos y ambos son perpendiculares a T (véase la Figura
13.17), V f(F,) debe estar en el plano generado por esos dos vectores y, por consiguiente, debe
ser una combinacion lineal de aquéllos;

Vf(’n]’ ..H:l! ‘a]) = Aﬂv‘g{xﬂi _}'1']) 3]) e ﬂﬂv'h(xﬂy _}‘1']) 3]]'
para algunas constantes 4, y . Se deduce entonces que (X, Vo, %, 4o, o) €8 Un punto critico de
la funcion Lagrangiana

Lix, y, 2 4, p) = £(x, y, 2 + A8x, ¥, 2 + pH(x, y, 2)

Buscamos tripletes (X, ¥, 2) que optimicen (X, §, 2) sujeta a las dos restricciones gx, ¥, =0y
Hx, y, 2 = 0 entre los puntos (x, ¥, Z A, 4) que sean puntos criticos de la funcién Lagrangiana
anterior, y por tanto debemos resolver el sistema de ecuaciones

ﬂ(X, 5 Z) + Ag[(x,}’, Z) +ﬂﬁl(‘¥! ¥ Z)= 0
5 ¥ D +Agx y, D+ uh(x, 3, =0
X ¥ )+ Ag(x y, D+ uh(x y, =0
x5y, =0
hx, y, =0
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Figura 13.17 En F,, V{, Vg y Vi son todos
Ve(Po) Vf(Py) perpendiculares a T. Por tanto, V f estd en el plano
generado por Vgy Vi

La resolucion de un sistema como éste puede ser muy dificil. Debe notarse que al utilizar el mé-
todo de los multiplicadores de Lagrange en vez de resolver las ecuaciones de restricciones, he-
mos cambiado el problema de resolver dos ecuaciones para expresar dos variables como funcio-
nes de una tercera por un problema de obtener valores numéricos resolviendo cinco ecuaciones
con cinco incognitas.

(ST TG W Calcule los valores méiximo y minimo de f(x, y, ) = xy+ 2z en la circunferencia corres-
pondiente a la interseccién del plano x + y + z =0 con la esfera X’ + y* + 7 = 24,

Solucién La funcién f es continua, y la circunferencia es un conjunto cerrado y acotado en el espacio
tridimensional, Por tanto, deben existir valores méximo y minimo. Buscaremos los puntos criticos del La-
grangiano

L=xy+2z4+ix+y+ 3+ p+y+ 224

Igualando a cero las primeras derivadas de L, obtenemos

y+i+2ux=0 (A)
x+A+2uy=0 ®)
2424+ 2uz=0 ©

x+y+z=0 (D)

P+y+72-24=0 (E)

Restando (A) de (B) obtenemos (x — y)(1 — 2u) = 0. Por tanto, o u = 30 x = y. Analizaremos ambas posi-
bilidades.

Cuando ninguna de las ecuaciones se pueda factorizar, intente combinar dos 0 mas para producir una nueva
ecuacion que se pueda factorizar,

CASO I Si =], obtenemos a partir de (B) y (C)
x+A+y=0 y 2+4+z=0

Por tanto, x + y =2 + z Combinando esto con (D) se obtiene z= —1 y x+ y= 1. Ahora, por (E),
X +y =24—7=23ComoxX +y +2xy=(x+ "= 1, tenemos 2xy=1—23 = —22 y xy= — L.
Ahora (x—yP =% +) —2xy=23+22=145, por lo que x— y= +3./5. Combinando esto con
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x+ y=1, se obtienen dos puntos criticos que resultan de u =31, concretamente, {{1+3\/_),v‘2
(1-3/972, -1 y ((1 —3\/_);9, (1 +3./5)/2, —1). En ambos puntos se tiene que f(X, J 2) =
=xy+2z=—11 — =

CASO II Si x =y, entonces (D) implica que z= —2x, y (E) produce entonces 6x” = 24, por lo que
x= £2. Por tanto, debemos considerar los puntos (2, 2, —4) y (—2, —2, 4). Tenemos (2, 2, —4) =
=4-8=—4y f(—2, —2,4)=4+8=12,

Concluimos entonces que el valor miximo de f en la circunferencia es 12, y el valor minimo es — 13,

H
El método de los multiplicadores de Lagrange se puede aplicar para obtener valores extremos de
una funcion de n variables, es decir, de una variable vector x = (X, X5, ..., X,), sujeta a

m= n — 1 restricciones:

optimizar f(x) sujeloa g,,(®=0,.., g,® =0
Suponiendo que el problema tiene solucién en el punto 7, que 1y todas las funciones g, tie-
nen derivadas parciales primeras continuas en un entorno de F,, y que la interseccion de las
(hiper) superficies de restricciones es suave cerca de P, entonces podemos buscar el punto F
entre los puntos criticos de la funcién Lagrangiana de (n + m) variables

Lx, Ay, ..., 4 = (%) + Z A& (%)
J=1

No demostraremos esta afirmacion general (la demostracién se puede basar en el Teorema de la
Funcién Implicita). Todos los puntos criticos deben satisfacer las n + m ecuaciones

oo 1<i< = 1</<
an_ L] ( "“'\-1""-”)1 lj &j](x) ( .._‘_J'-.___m)

Programacion no lineal

Cuando en la seccion anterior buscamos valores extremos de funciones f en dominios restringi-
dos £, tuvimos que buscar separadamente puntos criticos de f en el interior de £y puntos criti-
cos de la restriccion de f en la frontera de R. El interior de R estd generalmente especificado por
una o mas restricciones en forma de inecuacién g < 0, y la frontera corresponde a restricciones
en forma de ecuacion g = 0 (para las que se puede utilizar el método de los multiplicadores de
Lagrange).

Es posible unificar estos enfoques en un solo método de calculo de valores extremos de fun-
ciones definidas en regiones especificadas por inecuaciones de la forma g < 0.

Consideremos, por ejemplo, el problema de obtener valores extremos de f(x, ) en la regién
R especificada por gx, ) <0. Podemos proceder intentando obtener los puntos criticos de la
funcién de cuatro variables

Lix, y, 4, u) = f(x, » + Mglx, ) + %)

Estos puntos criticos deben cumplir las cuatro ecuaciones

¢L

0=~ it N+ A4 ) (A)
aL

0= 3y L%, 9) + A8(% ¥) (B)

0=%=gz(x,ﬂ+u2 (©)
éL

0=—=2iu (D)

au
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Supongamos que (x, ¥, 4, U) satisface estas ecuaciones. Consideraremos dos casos:

CASO I u# 0. Entonces (D) implica que 4 = 0, (C) implica que g(x, )= —t# <0,y (A) y
(B) implican que fi(x, ) = 0y £(x, ) = 0. Por tanto, (x, §) es un punto critico interior de f.

CASOII u= 0. Entonces (C) implica que gx, ) =0, y (A) y (B) implican que V{(x, y) =
= — AV, J), por lo que (x, ) es un punto frontera candidato a ser valor extremo.

Esta técnica se puede ampliar al problema de calcular los valores extremos de una funcién de
n variables, X = (X, %, ..., X;), en la interseccién & de m regiones K; definidas por restricciones
en forma de inecuacion g;(x) < 0.

optimizar f{x) sujetoa g, (¥ <0, ..., g,® <0

En este caso buscaremos puntos criticos del Lagrangiano de n+ 2m variables

L(X, Aty ooy Ay ULy ooey Um) = F(X) + Zl (g X + )
£

Los puntos criticos cumplirdn el sistema de n + 2m ecuaciones

Vix) = - f: A,V g (%) (n ecuaciones)
j=1

g®=—-u, (1<j<m (m ecuaciones)

24u=0, (A<j<m (m ecuaciones)

Las 1ltimas m ecuaciones muestran que 4; = 0 para todo j tal que u; # 0. Si todo u; # 0, enton-
ces X es un punto critico de f interior a K. En otro caso, alguna de las u; serd cero, por ejemplo,
aquellas correspondientes a valores de j en un subconjunto J de {1, 2, ..., m}. En este caso x
estard en la parte de la frontera de R formada por puntos de cada una de las regiones R, para las
que je J, y V1 serd una combinacién lineal de los correspondientes gradientes Vg :
Vix)= - Zj 4V g %)
Jje
Las expresiones anteriores se conocen por el nombre de comdiciones de Kuhn-Tudker, v esta
técnica de resolucion de problemas de valores extremos en dominios restringidos se denomina

programaciin no lineal
Ejercicios 13.3
1. Utilice el método de los multiplicadores de Lagrange (b) Reduciendo el problema a un problema sin
para maximizar xX')° sujeta a la restriccién x + y = 8. mstricciones en dos variables.
2. Calcule la minima distancia del punto (3, 0) a la (c) Utilizando el método de los multiplicadores de
pardbola y= P Lagrange.

(a) Por reduccion a un problema sin restricciones en & Crlicule Yo valores mksirnosy:fsimo des I Fimeitn

una variable. fix,,2)=x+y—zenlaesferaxX’ + > + Z = L.
(b) Utilizando el método de los multiplicadores de
Lagrange, 8. Utilice el método de los multiplicadores de Lagrange

: ; ; para calcular la maxima y minima distancia del punto
= Eﬁc?efgf?m S (2, 1, —2) a la esfera cuya ecuacion es
Y : ¥ + Y+ 7 = 1 (por supuesto, la respuesta se podria
(a) Utilizando un argumento geométrico (sin utilizar obtener mds ficilmente utilizando un argumento
cilculo). geométrico simple),
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6. Calcule la minima distancia del origen a la superficie
xyZ =2,

7. Calcule a, by ¢ ‘ge forma {;zue el volumen V= 4nabc/3
deunehpsmde?+E+?= 1 que pase por el punto
(1, 2, 1) sea lo mis pequefio posible.

& Calcule los extremos de los ejes mayor y menor de la
elipse 3x° + 2xy + 3)% = 16.

9. Calcule los valores miximo y minimo de
f(x, y, 2) = xyzen la esfera ¥ + y* + 2 = 12.

10. Calcule los valores maximo y minimo de x + 2 — 3z
en el elipsoide X* + 4y + 97 < 108.

11. Calcule los valores maximo y minimo de la funcién
f(x, ¥, 2) = x en la curva correspondiente a la

interseccion del plano z= x+ yy el elipsoide
2+27+272 =38,

12. Calcule los valores miximo y minimo de f(x, y, 2) =
= x* + J* + Z en la elipse formada por la interseccién
del cono Z2 = x> + §* y el plano x — 2z=3.

18 Calcule los valores miximo y minimo de f(x, y, 2) =
= 4 — zen la elipse formada por la interseccion del
cilindro ¥ + > = 8 y el plano x+ y+ z= L.

14 Calcule los valores méximo y minimo de f(x, y, 2) =
= x+ y*zsujeta a las restricciones * + Z=2yz=1x.

#1353 Utilice el método de los multiplicadores de Lagrange
para calcular la minima distancia entre las rectas
Xx=y=2zyXx= —) Z= 2 (existen, por supuesto,
formas mucho mds sencillas de obtener la respuesta.
Esto es un ejemplo de matar moscas a cafionazos).

16 Calcule los valores miximo y minimo de la funcién de
n variables x; + % + .-+ + X, sujeta a la restriccion

2+B8+ +2=1

17. Repita el Ejercicio 16 para la funcién
X+ 2x;+ 3% + -+ + nx, con la misma restriccion.

18 Calcule la forma més econdmica de una caja
rectangular sin tapa.

19. Calcule el volumen méximo de una caja rectangular
con caras paralelas a los planos coordenados, si una
esquina estd en el origen v la esquina situada en la
diagonal opuesta estd en el plano 4x + 2y + z= 2,

20. Calcule el volumen méximo de una caja rectangular

con caras paralelas a los planos coordenados si una
esquina estd en el origen y la esquina situada en la

diagonal opuesta est en la parte del primer octante de
la superficie xy + 2jz + 3xz= 18.

21. Se desea construir una caja rectangular sin tapa con un
volumen determinado /' m® utilizando dos materiales
diferentes. El material utilizado para el fondo y la parte
frontal de la caja cuesta cinco veces (por metro
cuadrado) lo que cuesta el material utilizado para la
parte trasera y los otros dos lados. ;Cudles deberian ser
las dimensiones de la caja para minimizar el coste de
los materiales?

*22 Calcule los valores miximo y minimo de xy+ # en
la bola ¥ + * + 7 < 1. Utilice multiplicadores de
Lagrange para tratar el caso de la frontera,

*28 Repita el Ejercicio 22 pero considere el caso de la
frontera parametrizando la esfera ¥’ + > + 7 = 1
utilizando

X = sen ¢pcos(,
cond<¢p<ny0<0<2m

Sia, f y 7 son los angulos de un tridngulo, demuestre
que

y=sen ¢senf, Z=cos ¢

*24

o B y 1
seni seniseniﬁgg

(Para qué tridngulos se produce la igualdad?

Suponga que fy g tienen derivadas parciales
primeras continuas en el plano xy, y suponga también
que g(a, b) # 0. Esto implica que la ecuacidn

gx, ) = ga, b) define implicitamente y como
funcién de x cerca del punto (a, b). Utilice 1a Regla
de la Cadena para demostrar que si f(x, J) tiene un
valor extremo local en (a, b) sujeto a la restriccién
£x, )) = ga, b), entonces para algin valor 1 el
punto (3, b, 1) es un punto critico de la funcién

Ux, 3, 2) = f(x, ) + 2g(x, )
Esto constituye una justificacion més formal del
método de los multiplicadores de Lagrange en este
caso,

28. ;Cual es la minima distancia del punto (0, —1)ala
curva y = /1 — x*? ;Se puede resolver este problema
mediante el método de los multiplicadores de
Lagrange? ;Por qué?

27. El Ejemplo 3 demostré que el método de los
multiplicadores de Lagrange puede fallar al obtener un
punto que optimice f(X, }) sujeto a la restriccion
gx, ) =0, si Vg = 0en el punto dptimo. ;Puede
fallar también el método si V = 0 en el punto
optimo? ;Por qué?

* 25
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k¥ @ El método de los minimos cuadrados

En el andlisis de datos experimentales surgen importantes problemas de optimizacién. Con fre-
cuencia, se diseflan experimentos para medir los valores de una o mds magnitudes que se supo-
nen constantes, o para demostrar una supuesta relacion funcional entre magnitudes variables, El
error experimental suele estar presente en las medidas, y es necesario repetir los experimentos
varias veces para obtener valores medios o promedios de las cantidades que se desea medir.

Consideremos un ejemplo muy simple. Un experimento destinado a medir una cierta cons-
tante fisica c se repite n veces, y se obtienen los valores ¢, ¢, ..., €, Si ninguna de las medidas
se considera errénea, la intuicion nos dice que es razonable utilizar el valor medio
c=(q + ¢ + - + ¢,))/ncomo el valor de c determinado por los experimentos. Veamos cémo
se puede justificar esta intuicion.

Son posibles varios modelos para determinar ¢ a partir de los valores de los datos. Por ejem-
plo, podriamos escoger el valor de ¢ que minimizara la suma 7 de sus distancias a los puntos de
datos:

I'=|e—~q|+ |le— 6| +»+|e—¢)

Esto no resulta satisfactorio por varias razones. Como los valores absolutos tienen puntos singu-
lares, es dificil determinar el valor éptimo de ¢ de acuerdo con este criterio. Lo que es mas im-
portante, ¢ podria no quedar Gnicamente determinado. Si n = 2, cualquier punto situado en el
intervalo entre ¢; y ¢, dard el mismo valor minimo de T'(véase el Ejercicio 24 posterior donde se
presenta una generalizacion de este fenémeno).

Un enfoque més prometedor es minimizar la suma S de los cuadrados de las distancias de ¢
a los puntos de datos:

S=(c—-qf+(c-c)+ - +(c—cy= f (c—c)

Esta funcién de c es suave, y su valor minimo (sin restricciones) se producird en los puntos criti-
cos de ¢ dados por

0=d—5 =Y Ac-¢)=2nmc-25, ¢
Clomz i =1

Por tanto, ¢ es la media de los valores de los datos:

- G+ e+ +c,
Y 6=

1
nis n

=

La técnica utilizada para obtener ¢ anteriormente es un ejemplo de lo que se denomina método
de los minimos ceadrados. Tiene la siguiente interpretacion geométrica, Si los valores de datos
i, G, ..., C, 5¢ consideran componentes de un vector € en R”, y w es el vector cuyas componen-

tes son 1, 1, ..., 1, entonces el vector proyeccion de € en la direccion de w,
CeW ci+ e+ -+,
C="—5 W= w
|w| n

tiene todas sus componentes iguales al promedio de los valores de los datos. Asi, determinar c a
partir de los datos mediante el método de minimos cuadrados es equivalente a obtener el vector
proyeccion del vector de los datos en el subespacio unidimensional de R” generado por w. Si las
medidas ¢;no tuvieran error, entonces ¢ habria sido igual a cw,
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Regresion lineal

En las investigaciones cientificas muchas veces se sospecha que la respuesta de un sistema es
una cierta clase de funcién de una o mas variables de entrada. Los investigadores crean experi-
mentos para medir la respuesta del sistema a diversos valores de esas variables para determinar
los parametros de la funcion.

Por ejemplo, supongamos que se sospecha que la respuesta y de un sistema depende de la
entrada x de acuerdo con la relacién lineal

y=ax+b

donde los valores de a y b son desconocidos. Un experimento disefiado para medir los valores de
y correspondientes a varios valores de x producird n puntos de datos, (x; ), i= 1,2, .., nSila
supuesta relacion lineal es valida, esos datos seguirdn aproximadamente una linea recta, pero no
exactamente, debido al error experimental. Supongamos que los puntos estan dispuestos como se
muestra en la Figura 13.18. En este caso, parece razonable suponer una relacion lineal. Nuestro
objetivo seria calcular los valores de 2y b de la recta y= ax+ b que «mejor» se ajuste a los
datos.

Figura 1318 Ajuste de una recta a unos datos
r  experimentales.

En esta situacién, el método de los minimos cuadrados requiere escoger los valores de ay b de
forma que se minimice la suma S de los cuadrados de las distancias verticales de los puntos a la
recta:

S= 3% (= ax— by
fuu]

Se trata de un problema de minimizacién sin restricciones con dos variables, a2 y b. El minimo se
producird en un punto critico de S que debe cumplir

s 4

ﬂ_ﬁ_ —2}_; x[y; — ax;— b)
S =

TR

Las ecuaciones anteriores se pueden expresar como

(:le)a"‘" (..i. A&)b=§:l X

(i xj)a+ nb= zﬂ:yj

Jm= ] =
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Resolviendo esa pargja de ecuaciones lineales, obtenemos los pardmetros deseados:

-GG g
() 2y
H@l X%) - (Z x;) sy

=1

En estas formulas hemos utilizado una barra para indicar el valor medio de una magnitud; por
ejemplo, Xy = (1/n) Y., x.y; y asi sucesivamente.

Este procedimiento de ajuste de la «mejor» recta a un conjunto de puntos de datos mediante
el método de los minimos cuadrados se denomina regresiém limeal, y 1a recta y = ax + b obteni-
da de esta forma se denomina recta de regresién empirica de los datos. Algunas calculadoras
cientificas con funciones estadisticas permiten calcular regresiones lineales, acumulando las su-
mas de X, ¥, X y X;¥; en varios registros y llevando la cuenta en otro registro del niimero n de
puntos introducidos. En todo momento estd disponible la informacién necesaria para calcular a y
b, y el valor de y correspondiente a cualquier valor x dado.

Calcule la recta de regresion empirica de los datos (x, }) = (0, 2,10), (1, 1.92), (2, 1.84),
(3, 1L.71) y (4, 1.64). ;Cual es el valor predicho para y en x = 5?
Solucién Tenemos
0+1+2+3+4

: =

210 +1.92 +1.84 + 1.71 + 1.64

5
_ (0)(2.10) + (1)(1.92) + (2)(1.84) + (3)(1.71) + (4)(1.64)

5

Bl
Il

= 1,842

]
Il

=3458

&|

0+1°+22+3%+4
5

>l

6

Por tanto,

A58 — (2)(1.842
2= 2 G0 o3

- ©1.842) — 2)(3.458)
B 6— 22

= 2.068

y la recta de regresidn empirica es
y=2068 —0.113x

El valor predicho para yen x =35 es 2.068 — 0.113 x 5 = 1.503. n

Observacion La regresion lineal se puede interpretar también desde la perspectiva de proyec-
cién de vectores. Los puntos de datos definen dos vectores X e ¥ en R” cuyas componentes son
X, X ey X, ¥ Wiy Vo, ..., Vi TESpectivamente. Sea w el vector de componentes 1, 1, ..., 1. Calcular
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los coeficientes a y b de la recta de regresion equivale a calcular la proyeccién ortogonal de y en
el subespacio bidimensional (plano) de R” generado por x y w (véase la Figura 13.19). Esta
proyeccién es p = ax + bw. De hecho, las dos ecuaciones obtenidas anteriormente igualando a
cero las derivadas parciales de S se corresponden con las dos condiciones

Y- Pox=0
Y- Pew=0

/1
Vs

que indican que y menos su proyeccion en el subespacio es perpendicular a dicho subespacio. El
angulo que forman y y p mide lo bien que la recta de regresién empirica se ajusta a los datos;
cuanto menor sea el dngulo, mejor sera el ajuste.

La regresién lineal se puede utilizar también para obtener relaciones funcionales especificas
de tipos diferentes a la lineal aplicando previamente a los datos las transformaciones adecuadas.

Figura 13.19 p= ax + bw es la proyeccion de y en el plano generado por xy w,

m Calcule los valores de las constantes Ky s para las que la curva
y=Kx¥

se ajusta mejor a los puntos de datos experimentales (X, y), 1= 1, 2, ..., 1 (suponga que todos los valores
de los datos son positivos).

Solucién Obsérvese que la forma funcional requerida corresponde a una regresion lineal entre In yy Inx:
Iny=mhK+sinx

Si determinamos los pardmetros a y b de la recta de regresion empirica § = af + b correspondiente a los
datos transformados (£, 1) = (Inx;, Iny)), entonces s=ay K= e” son los valores pedidos. -

Observacion Debe recalcarse que las constantes K y s obtenidas por el método utilizado en

la soluciéon del ejemplo anterior no son las mismas que se habrian obtenido aplicando directa-

mente el método de los minimos cuadrados al problema sin transformar, es decir, minimizando
7.1 (i — Kx})*. Este problema no se puede resolver ficilmente (jinténtelo!).

En general, el método de los minimos cuadrados se aplica para ajustar una ecuacion en la
que la respuesta se expresa como una suma de constantes multiplicadas por funciones de una o
ma4s variables de entrada. Las constantes se determinan como los puntos criticos de la suma de
las desviaciones al cuadrado entre los valores reales de la respuesta y los valores predichos por
la ecuacion.

Aplicaciones del método de los minimos cuadrados a integrales

El método de los minimos cuadrados se puede utilizar para obtener aproximaciones a funciones
razonablemente bien comportadas (es decir, continuas por tramos), en forma de sumas de cons-
tantes multiplicadas por funciones especificadas. La idea es escoger las constantes que minimi-
cen la integral del cuadrado de la diferencia.
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Por ejemplo, supongamos que deseamos aproximar la funcién continua f(x) en el intervalo
[0, 1] mediante la funcion lineal gx) = px+ g. El método de los minimos cuadrados requiere
que py g se elijan de forma que se minimice la integral
1

ip, 9 = L (f(x) = px — g dx

Suponiendo que podemos «diferenciar la integral» (investigaremos este aspecto en la Seccion
13.5), el punto critico de fp, g) se puede obtener a partir de

O—g——zjlz(f(x)— — g)dx
o . Px—g
ol X
0=--=-2| (f®» — px— qd
2q L((A’) Px — g)dx
Entonces,
P g_ [
3-1~2 fo(x}dr
1
£+q=j () dx
2 0

y resolviendo este sistema lineal se pueden obtener p y g

p= J (12x — 6) f(x) dx
0

1
g= j' (4 — 6x) f(x)dx
0

El siguiente ejemplo considerard la aproximacién de una funcién mediante un polinomio trigo-
nomédrico. Estas aproximaciones forman la base del estudio de las series de Fourier, que son
de importancia fundamental en la solucién de problemas con condiciones de contorno en los que
intervienen las ecuaciones de Laplace, del calor y de onda, asi como de otras ecuaciones diferen-
ciales en derivadas parciales que aparecen en matematicas aplicadas (véase la Seccion 9.9).

m Utilice una integral de minimos cuadrados para aproximar f(x) mediante la suma
n
by sen kx

en el intervalo 0 < ¥ < =,

Solucién Deseamos calcular las constantes que minimizan

I= L (f{,xj - é. b*senjcx)z dx

Para todo 1 < j < n, tenemos

ol “ =
0 —Ej— =2 -l. (f(.t) - *gl bksenkr)senﬁdr

0

Entonces,

T

i by J. sen kxsen fx dyx = -lwr f(x) sen fxdx
k=1 0 0
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Sin embargo, si f # & entonces sen kxsen j¥ es una funcién par, por lo que

T

i 1
J. sen kxsen jxdx = 2 J sen kxsen jx dx

0

-7

=i-|.ﬂ (cos (A — )x— cos(k+ ) dx=10

Si j= k, tenemos entonces que

n

14 1 T
J senijxdx=—-|. (1 — cos2jx) dx=—
0 2 Jo 2

de forma que

2 T
b= = Jo f(X) sen jxdx

Observacion La serie
Y bysenkx, siendo b, = = J f()senkxdx, k=12, ..,
=1 nJo

se denomina representacién mediante serie de Fourier en semos de /() en el intervalo (0, 7). Si
f es continua en [0, n], se puede demostrar que

e n 2
lim j (f(x)—— Y bi(senh') de=0
n=ao o k=1

pero se requiere algo mas que la continuidad de f para asegurar que esta seriec de Fourier en
senos converge a f(x) en todos los puntos de (0, m). Estas cuestiones se estudian en el analisis
armonico. De forma similar, la serie

o0 2 3
%-i— Y a,cos kx, siendo a*=;J‘ f(Weoskxdr, k=0,1,2, ..
k=1 (1]

se denomina representacion mediante serie de Fourier en cosemos de /() en el intervalo (0, n).

Observacion Representar una funcién como suma de una serie de Fourier es andlogo a repre-
sentar un vector como combinacién lineal de vectores de una base. Si vemos las funciones conti-
nuas en el intervalo [0, 7] como «vectores» con las operaciones de suma y multiplicacion por un
escalar definidas punto a punto:

(f+ W =f() +2x,  (cHX) = cf(x)
y con la operacion «producto escalar» definida como

feg= Jﬂ (0% dx
0

entonces, las funciones ey(x) = \/ﬁsenkx forman una «base». Como se demuestra en el gjem-
plo anterior, €, ¢;= 1, y si k # j entonces e, &; = 0. Por tanto, estos «vectores base» son «vec-
tores unitarios mutuamente perpendiculares». Los coeficientes de los senos en la serie de Fourier
de una funcién f son las componentes de dicha funcién con respecto a esa base.
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Ejercicios 13.4

1. Se va a instalar un generador en una factoria para 15 Calcule el valor de la constante a para la que la
suministrar potencia a 1 maquinas situadas en las funcién f(x) = ax’ se aproxima mejor a la funcién
posiciones (x;, ), 1= 1, 2, ..., n. ;{Dénde se debe situar £(x) = x* en el intervalo [0, 1], en el sentido de que se
el generador para minimizar la suma de los cuadrados minimice la integral
de su distancia a las miquinas? i

2. Se sabe que entre ciertas variables se cumple la I= J (f(x) — g)* dx
relacién y= a¥’, Dados los datos experimentales (X, J)), e
i=1,2, .., n, determine el valor de a mediante el (Cuil es el valor minimo de /?

método de los minimos cuadrados. 1& Calcule 4 de forma que ge mininice
8 Repita el Ejercicio 2, pero con la relacién y= ae". I'= (5 (ax(n — x) — senx)’dx ;Cuil es el valor

o . 5
4. Utilice el método de los minimos cuadrados para TN g Iy DRl

obtener el plano z= ax + by + ¢ que se ajusta mejor a  17. Repita el Ejercicio 15 con la funcién f(x) =aX + by

los datos (x;, y, 2), I1=1,2, .., 1 la misma g. Calcule ay b.

3. Repita el Ejercicio 4 utilizando un argumento basado  #1& Calcule a, by ¢ de forma que se minimice
en proyeccion de vectores en vez del método de los fo (¥ — a* — bx — ¢ dx. ;Cual es el minimo valor
minimos cuadrados. de la integral?

En los Ejercicios 6-11, demuestre cémo se puede adaptar la 19, Calcule a y b de forma que se minimice
regresion lineal para determinar los pardmetros p y g de {5 (senx — aX’ — bx’ dx.

forma la relacion dada se ajuste a los datos o .
ﬂpeﬁlgmles (s ¥ 1= 1, 2’}.__, n En cuél de esas 20. Calcule a, by ¢ de forma que se minimice la integral
situaciones son los valores obtenidos de p y ¢ idénticos a '

los que se obtendrian mediante aplicacion directa del gl J
método de los minimos cuadrados sin cambio de variable?

(x — asennx — bsen2nx — csen 3nx)* dx
-1

«21. Calcule las constantes &, /=0, 1, ..., 1 que

& y=pg RS minimizan
& y=h(p+ @ Q y=pr+ g 2 =2 2
10. y=/px+q 1L y=pe'+ ge * J:(ftx)—z—gl a*coskx) dy

12. Calcule la pardbola de la forma y = p+ g que mejor 22 Calcule la serie de Fourier en senos de la funcién

se ajuste a los datos (x, }) = (1, 0.11), (2, 1.62), f(x) = xen el intervalo 0 < ¥ < . Suponiendo que la
(3, 4.07), (4, 7.55), (6, 17.63) y (7, 24.20). No existe serie converge a X en el intervalo (0, ), ;ja qué funcién
valor de y medido en x= 5. ;Qué valor predeciria en podria esperarse que converja la serie en el intervalo
este punto? (—mn, 0)?

13 Utilice el método de los minimos cuadrados para 23, Repita el Ejercicio 22, pero calculando ahora una serie
calcular las constantes a, b y ¢ tales que la relacién de Fourier en cosendgs.

y= ax + bx+ c describa lo mejor posible los datos )

experimentales (%, y), 1= 1,2, .., i, (1>3). ;(Como 24 Suponga que X, %, ..., X cumplen ¥; < ¥, siempre que

se interpreta esta situacion en términos de proyeccién 1 < J Calcule el valor de x que minimiza i_‘,.r= Ll — x|,

de vectores? Trate separadamente los casos de n par e impar, ;Para
é val nes X inico? rencia: N ice el

14 ;Cémo se puede utilizar el resultado del Ejercicio 13 i Tn Oreg de nes X imico? Syge 0 utilice ¢
. i calculo en este problema.
para ajustar una curva de la forma y = pe* + g+ re
a los mismos puntos de datos?

x

(kJ.J Problemas paramétricos

En esta seccién examinaremos brevemente tres situaciones no relacionadas, en las que se desea
diferenciar una funcién con respecto a un pardmetro, en vez de con respecto a las variables bési-
cas de la funcién. Estas situaciones surgen frecuentemente en matematicas y sus aplicaciones.
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Diferenciacion de integrales con parametros

El Teorema Fundamental del Calculo indica como diferenciar una integral definida con respecto
a su limite superior de integraci6n:

d X
EL Ay d= 9

Consideraremos ahora un problema diferente sobre diferenciacién de integrales. Si el integrando
de una integral definida depende también de variables distintas de la variable integracion, enton-
ces la integral serd una funcién de esas otras variables. ;Cémo calculamos la derivada de una
funcién de ese tipo? Por ejemplo, consideremos la funciéon F{x) definida como

b
Ax) = J fix, § dt

a

Calcularemos F(x) tomando la derivada dentro de la integral:

d * o
Fxy=— 1 fi dt= | — fi dt

W= j x, 9 f 5 {0
Obsérvese que hemos utilizado d/dx fuera de la integral y 6/0x dentro; esto es porque la integral
es una funcion sélo de x, pero el integrando f es una funcién de xy de . Si el integrando depen-
de de mas de un pardmetro, entonces habria que utilizar derivadas parciales dentro y fuera de la
integral;

a [* b9

— | £ dt=| — £ dt

ax J‘E (Xj}; '9 j‘a ax (X’ y) 0
La operacion de tomar una derivada con respecto a un parimetro dentro de la integral, o diferen-
ciacion dentro de una Integral, parece razonable. Para diferenciar sumas, lo hacemos término a
término, y las integrales son limites de sumas. Sin embargo, tanto la diferenciacién como la inte-
gracion requieren tomar limites (limites de cocientes de Newton para las derivadas y limites de
sumas de Riemann para las integrales). La diferenciacion dentro de una integral requiere cambiar
el orden en el cual se toman los dos limites y, por tanto, requiere justificacion.

Ya hemos visto otro e¢jemplo de cambio de orden de limites. Cuando establecimos que las

derivadas parciales mixtas con respecto a las mismas variables eran iguales,

*f  of

oxdy  Oydx
estibamos, de hecho, diciendo que los limites correspondientes a la diferenciacion respecto a xe
¥ se pueden tomar en cualquier orden con el mismo resultado. Esto no es verdad en general; lo
demostramos bajo la suposicion de que ambas derivadas parciales mixtas eran continuas (véanse
el Teorema 1 y el Ejercicio 16 de la Seccion 12.4). En general, se requieren algunas suposiciones
para justificar el intercambio de limites, El teorema siguiente da una serie de condiciones que justi-
fican el intercambio de limites que interviene en la diferenciacion dentro de una integral.

TEOREMA () Diferenciacion dentro de uma integral
Supongamos que para todo x tal que ¢ < x < d se cumplen las siguientes condiciones:
(i) Las integrales
b b
j fix, hdt y J fi(x, B dt

a a

existen (bien como integrales propias o bien como integrales impropias convergentes).
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(i) £(x, O existe y satisface
|fll(‘¥l r)l‘f'-:‘:-u‘ﬂt}; a<t<bh

b
j Ahdt=K < oo

Entonces, para todo x tal que ¢ < x < d se cumple
d (° >0
El’ Ef(X,ﬂdf=J a—xf(x,f)dt

a2

DEMOSTRACION Sea

b
Fx) = j f(x, Hdt

&

Sic<x<d h+#0,y |h| es lo suficientemente pequefio para que ¢ < x + h < d, entonces,
por la férmula de Taylor,

f(x+h,t}=f(x,t)+f1ﬂ(x,t)+§ﬂl(x+ 0h, 0

para algun valor # entre 0 y 1. Por tanto,

3 iy — <
Flx ; F{x)—jﬂ(x,t}dt|

b fix+ b H - fx, :
j(’ ?; (”’a't—Lﬁ(mm|

?| fix + 4 f) fix, 9

— fi(x, f)|0‘f

gf g(t}dt—@—rﬂ cuando /-0

Entonces,

_ b
P(o) = lim F{”ﬂ o f £(x, b dt

que es el resultado deseado.

[ ]

Observacion Se puede demostrar que la conclusion del Teorema 5 se mantiene también sélo
bajo la suposicién de que fi(x, f) es continua en el rectingulo cerrado y acotado c < x < d,
a <t < b. No podemos demostrarlo aqui; la prueba se basa en una sutil propiedad denominada
continuidad uniforme que poseen las funciones continuas en conjuntos cerrados y acotados de R”
(véase el Apéndice IV para el caso de n = 1). En cualquier caso, el Teorema 5 es mas util para
nuestros fines porque permite integrales impropias.
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[=u]

[ Ejemplo 1 FoTETS J e~

0
Solucién Partiendo de la integral impropia convergente

a0 E_S
J e “ds= lim =

0 R=on —

I

=lm (1 -e®=1

fi] R=an

introduciremos un pardmetro mediante el cambio s = xt, ds = xdf (con x > (), con lo que obtenemos

H 1
e Mdf=—
.[0 X

Ahora diferenciaremos 1 veces (cada una de las integrales resultantes converge):

7 1
—teMdt= ——
I :

wd = B 2
L (— B Mdt= (- 175

e n
L (— 8% *dt=(~1)" =3
Haciendo x = 1 obtenemos

J. fe 'dt = n
0

Notese que este resultado se podria haber obtenido mediante integracién por partes (11 veces) o mediante
una férmula de reduccién. Este método es un poco més sencillo. -

Observacion El lector debe comprobar que la funcién f(x, #) = tfe™™ cumple las condicio-
nes del Teorema 5 para x > 0 y & = 0. Nosotros normalmente no lo comprobaremos.

¥t

4] E—xr_ a
Ejemplo 2 [ e
0

Solucién Tenemos
B [fapet] 5 B[l
Se deduce entonces que
Fo,p=—-Inx+C(y) y HxpN=hy+ G
Eonlparandﬂ estas dos formulas de F, tenemos que concluir que C,()) = In y + C para alguna constante C.
or tanto,

Ax, p=Iny—Inx+ c=mf+cC

X

Como {1, 1) = 0, debemos tener C=0y Rx y) = In(y/x).
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Observacion Podemos combinar el Teorema 5 y el Teorema Fundamental del Calculo para
diferenciar una integral con respecto a un parimetro que aparezca en los limites de integracién y
en el integrando. Si

b

Fx, b, a) = j f(x, f)dt

entonces, por la Regla de la Cadena,
d _OF % oF @ i a_F @
dx Ax; XD, AX) = éx ébdx fadx
De acuerdo con esto, tenemos
d o
= fix, Hdt
dx a(x)

b g
= j r f(x, § dt + £(x BY)(X) — f(x, Ax)a' ()
a(x)

Se requiere que a(x) y D(x) sean diferenciables en x y, para la aplicacion del Teorema 5, que
a<ax)<bya< Hx)< bparatodo xtal que c<x<d

m Resuelva la ecuacion integral
foy=a- [ w=ofod

Solucién Supongamos, por el momento, que la ecuacién tiene una solucién lo suficientemente bien
comportada para permitir la diferenciacion dentro de la integral. Diferenciando dos veces, obtenemos

PO = —(x— DA — L Apdt= —L Ao d

') = —f(x)
La ultima ecuacidén es la ecuacion diferencial del movimiento arménico simple. Obsérvese que la ecuacion
dada de f yla de f implican las condiciones iniciales
fhh=a y f(bh=0
De acuerdo con esto, podemos expresar la solucién general de '(X) = — f(®) de la forma
f(x) = Acos (x — b) + Bsen(x— b)

Las condiciones iniciales implican, entonces, que A=a y B=0, por lo que la solucién pedida es
f(x) = acos(x — b). Finalmente, nitese que esta funcion es de hecho lo suficientemente suave para permi-

tir la diferenciacién dentro de la integral y es, por tanto, la solucién de la ecuacidn integral dada (si lo de-
sea, verifiquelo en la ecuacion integral). -

Envolventes

Una ecuacion f(x, ¥, ¢) = 0 en la que interviene un parimetro c, ademas de las variables x e ¥,
representa una familia de curvas en el plano xy. Considérese, por ejemplo, la familia

f(x, ¥, c}=—z+ cy—2 =1
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Esta familia estid formada por todas las rectas que cortan a los ejes coordenados en los puntos
(2¢, 2/0). La Figura 13.20 muestra alguna de estas rectas. Parece que hay una curva a la que to-
das las rectas son tangentes. Esta curva se denomina envolvente de la familia de rectas.

o=—{1.5 y

envolvente

W) /A

-~

envolvente

Figura 1320 Familia de rectas y su envolvente.

En general, una curva € se denomina emvolvemte de la familia de curvas de ecuaciones
f(x, y, ©) = 0 si, para todo valor de c, la curva f(x, y, ) = 0 es tangente a € en algin punto que
depende de c.

En la familia de curvas de la Figura 13.20, parece que la envolvente puede ser la hipérbola
rectangular xy = 1. Verificaremos esto tras desarrollar un método para determinar la ecuacion de
la envolvente de una familia de curvas. Supongamos que la funcién f(x, y, ) tiene derivadas
parciales primeras continuas y que la envolvente es una curva suave.

Para cada valor de c, la curva (X, §, ¢) =0 es tangente a la envolvente en un punto (X, ¥)
que depende de c. Expresemos esta dependencia en la forma explicita x= g(c), y = c); estas
ecuaciones son las ecuaciones paramétricas de la envolvente. Como (x, J) estd en la curva
f(x, y, ©) =0, tenemos

fg(c), c), ) =0

A Es un argumento sutil. Témese el tiempo que necesite e intente com-
I ATENCION 1I prender cada paso del desarrollo.

Diferenciando esta ecuacién con respecto a ¢, obtenemos
hg( + L)+ =10 *)

donde las derivadas parciales de f se evalian en (g(c), c), ©).

La pendiente de la curva f(x, y, ¢) = 0 en (g(c), Ac), ¢) se puede obtener diferenciando im-
plicitamente su ecuacion con respecto a x:

d
fith =0

Por otra parte, la pendiente de la envolvente x = gc), y= Hc) en ese punto es dy/dxr=

= H(c)/g'(c). Como la curva y la envolvente son tangentes en f(g(c), Ac), c), sus pendientes
deben ser iguales. Por tanto,

H(c) _

et
0

0, deformaque fg(0 + LK ()=10
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Combinando esto con la ecuacién (¥*) obtenemos £(x, ¥, ¢) = 0 en todos los puntos de la envol-
vente.

La ecuacién de la envolvente se puede obtener eliminando ¢ en las ecuaciones

d
flxy0)=0 y &f(x.y.c)=0

SR Calcule la envolvente de la familia de rectas
X
oy g=_+e—2=0

Solucion Fliminamos ¢ en las ecuaciones

X X
fEpa= rop—2=0 13 L Egm—ghp=y

Estas ecuaciones se pueden resolver ficilmente y se obtiene x = c e y = 1/c Esto quiere decir que la envol-
vente es Xy = 1, como plantedbamos anteriormente. -

m Calcule la envolvente de la familia de circunferencias
x—*+y=c
Solucién En este caso, f(x, J, &) = (x— ¢ + J* — ¢ La ecuacién de la envolvente se obtiene eliminan-
do c en la pareja de ecuaciones
fy,d=Ex—c*+y —c=0

¢
ey g=-20-9~1=0

De la segunda ecuacién, x = ¢ — 1, y entonces, de la primera, ” = c — . Por consiguiente, la envolvente
es la parabola

1
X=J?'—Z

La Figura 13.21 muestra esta envolvente y algunas circunferencias de la familia,

envolvente Figura 13.21 Las circunferencias (x — ¢/ + }* = ¢
y su envolvente,




868 cCALcuLO

Se puede utilizar una técnica similar para obtener la envolvente de una familia de superficies.
Sera una superficie tangente a todos los miembros de la familia.

(El cono de Mach) Supongamos que el sonido viaja con una velocidad ¢ en el aire en
calma, y que un avidn supersonico viaja a una velocidad v > c por el eje x, de forma que su posicién en el
instante fes (vf, 0, 0). Calcule la envolvente en el instante f de las ondas sonoras creadas por la aeronave en
instantes anteriores. Véase la Figura 13.22,

v x
Figura 13.22 El cono de Mach.

Solucién El sonido creado por la aeronave en el instante T < { se expande en un frente de ondas esférico

con velocidad ¢ El centro de este frente de ondas es (vt, 0, 0), la posicion de la aeronave en el instante t.

En el instante {el radio de este frente de ondas es ot — 1), por lo que su ecuacién es
f{‘fr)",zﬂf)={X—UT)2+}'2+ZZ—¢2{I—:)2=0 {*)

En el instante ! la envolvente de todos esos frentes de ondas creados en instantes anteriores 1 se puede obte-
ner eliminando el pardmetro T de la ecuacion anterior y la ecuacitn

a_if{&y’zﬂ= —lu{x—u'r)+2(.‘2{f—‘r)=0

vy — &t
Despejando T en esta iltima ecuacién, se obtiene T = T Por lo tanto,
v’x — vc’t e
X—vr=x— 2 =ﬂ2_cz{ut—x)
vx — &t v

t—t=1t— - t—
C e - L
Sustituimos estas dos expresiones en la ecuacion (*) para eliminar 1:

ct &t
m(ﬂf—xf+f+i—m{ﬂf—

izcz{vr—x)z

9’=0

&
y+zZ= P W — AHt—»*=

2
v

La envolvente es el cono
g A i ¥+ 7
X=v -

que se extiende hacia atrds en la direccion x desde su vértice en (v4, 0, 0), la posicién de la aeronave en el
instante £, Se denomina cono de Mach. En un determinado punto, el sonido de la aeronave no se oird hasta
que el cono alcance dicho punto. -
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Ecuaciones con perturbaciones

En matematicas aplicadas aparecen frecuentemente ecuaciones insolubles para las que se desea
obtener soluciones al menos aproximadas. Algunas veces estas ecuaciones resultan de afiadir un
término extra a lo que de otra forma seria una ecuacién simple y ficil de resolver. Este término
extra se denomina perturbacién de la ecuacién més simple. A menudo esta perturbacion tiene
un coeficiente menor que los otros términos de la ecuacién, es decir, es una perturbacién pe-
quedia En este caso se pueden obtener soluciones aproximadas a la ecuacién perturbada susti-
tuyendo el coeficiente pequefio por un parametro y calculando un desarrollo en polinomios de
Maclaurin con respecto a ese parametro. Un ejemplo servird para clarificar el método.

(SEIG T Calcule una solucién aproximada de la ecuacion
+im1+ =¥
ytogh(+y)=

Solucién Sin el término del logaritmo, la ecuacion tendria claramente la solucién y = x¥°. Sustituyamos
el coeficiente 1/50 por el parametro € y busquemos una solucién y= Kx, €) a la ecuacion
y+eln(l+p=x *

de la forma
EZ
= }{X, E) = }{Xr ﬂ) g Eye(‘r! 0) +5yzs(‘¥r 0) s
donde los subindices € indican derivadas con respecto a € Calcularemos términos hasta segundo orden en

€. Evidentemente, /(x, 0) = ¥. Diferenciando dos veces la ecuacién (*) con respecto a € y evaluando los
resultados en € = 0, se obtiene

4 B e
ﬂ£+ln[1 Ht 1 +yﬁe_ﬂ

fr,. 2 ey B4 1 BN
o 1+ yde € e 1+yde)
Ye(%,0) = —In(1 + x)
2
Yeelx, 0) e In(l + x)

Por consiguiente,

){x,e)=f—eln(1+.t")+lffh{l+.¥2)+---

y la ecuacion dada tiene como solucién aproximada

In(l +;F)+ In(1 + %)

YRS 2500(1 + )

Se pueden utilizar técnicas de perturbacion similares para sistemas de ecuaciones y para ecuacio-
nes diferenciales.
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Ejercicios 13.5

1
1
1. Sea F{A’)=-|. t*df=———para x> — . Mediante
o x+1

diferenciacion repetida de F, calcule la integral
1
J Fin " dt
0
2. Sustituyendo f por X7 en la integral muy conocida

on e fdt= \/E

— o0

y diferenciando con respecto a X, calcule

J. fe tdt y J fe fdt

an vl E—yﬂ-

3 Calculej Tc&parax::»ﬂ,y}(l.

— 0

o o 4
4 Calcule | —— dfpara x> —1, y> —1,
o Int

(= a]

1
. e i
3. Sabiendo que Jo e “sentdt [ 4 2 Para x> 0

(que se puede demostrar mediante integracion por
partes), calcule

J te "sentdt y J fe "sentdt
L]

1]

# @ Utilizando el Ejercicio 5, calcule para x> 0
Fx) = Jw0 e~ i)

0 r

Demuestre que lim,., . /{x) =0y, a partir de aqui,
calcule la integral

= &)
t
J S0 de = tim F(x)
0 f x==)
[ u]

dt
7. Calcule J o - G utilice el resultado como aynda
0 +
para calcular
= dt “© o dt
o Brrr ¥ ), FE A
s
& Calcule o .4 utilice el resultado como ayuda
o X+ £
para calcular

x dt x dr
L<f+ﬁ2 y L{f+ﬁ3

9. Calcule A" Ya)si f(x)=1+ J (x— B"f(D dt.

Resuelva las ecuaciones integrales de los Ejercicios 10-12,

10. f(x)= Cx+ D+ Ju{x— DA dt
0

1. fx)=x+ J“{x—ﬂ)f{ﬂdr
0

1
12 f() =1 +J (x+ HA(Hdt
0

Calcule las envolventes de las familias de curvas de los
Fjercicios 13-18.

18 y=2cx— & 14 y—(x— c)cosc=senc
15 xcosc+ ysenc=1 0w+ L =
cosc senc

17. y=c+(x— ¢ 1R x—-F+@F-9* =1

19, ;Tiene envolvente toda familia de curvas del plano
dependientes de un parimetro? Intente calcular la
envolvente de y= x + ¢

2. ;Para qué valores de £ tiene envolvente la familia de
curvas X + (y — 9* = k*?

21. Intente calcular la envolvente de la familia
¥ =(x+ €%, ;Son las curvas de la familia tangentes
a la envolvente? ;Qué ha obtenido realmente en este
caso? Compare este ejercicio con el Ejemplo 3 de la
Seccién 13.3,

*Z2 Demuestre que si una familia de superficies
dependientes de dos pardmetros f(x, y, 2, 4, ) =0
tiene envolvente, entonces la ecuacion de dicha
envolvente se puede obtener eliminando 4 y u de las
ecuaciones

fxpzw=0

d
af{&ypz,iyﬂ)_ﬂ

d
— A =0
o b4 A A W 1)

23. Calcule la envolvente de la familia de planos
dependientes de dos pardmetros

xsenicosp + ysenisenp + zcos A =1

24. Calcule la envolvente de la familia de esferas
dependientes de dos parimetros
‘12 +,h'-2
2

En los Ejercicios 25-27, calcule los términos en € hasta
segundo orden de la solucion y de las ecuaciones dadas.

@RS Gl



25 y+ esenmy=x 28 Y reeV=1+%
27. 2){+1_'_J/2

28 Utilice métodos de perturhamones para calcular y con
un error menor que 10~ * sabiendo que

¥+ (//100) = 12,

kXJ Metodo de Newton
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+20. Utilice métodos de perturbaciones para calcular
valores aproximados de x e yen el sistema

X

1 1
S ey S B8 e

100 100
Calcule todos los términos en € = 1/100 hasta
segundo orden.

Un problema que aparece frecuentemente en matematicas aplicadas es el de determinar, con al-
glin grado de precisién deseada, una raiz (es decir, una solucién r) de una ecuacioén de la forma

fry=

La raiz se denomina cere de la funcién f. En la Seccién 4.6 presentamos el Método de Newton,
un método simple pero potente para determinar raices de funciones que sean lo suficientemente
suaves. El método parte de una estimacidn aproximada x, de la raiz r de la funcién f, y procede
después calculando aproximaciones sucesivas X;, X, ..., mediante la formula

_ fx)
= X n=90,1,2 ..,

Xﬂ+l ' _f’( ﬂ) 0! y =y
Si la estimacion inicial X, no estd muy lejos de r, y si | (x)| no es muy pequena ni | f'(x)| muy
grande cerca de r, entonces las aproximaciones sucesivas X, X», ... convergeran muy rapida-
mente a I Recuérdese que cada nueva aproximacion x,,; se obtiene mediante el corte con el eje
x de la tangente trazada sobre la grafica de f, x,. La tangente a la grafica y= f(x) en x= x,
tiene como ecuacion (véase la Figura 13.23)

- f(x) = f(xx— x,)

r I
Ll

Figura 13.23 x, ., es el corte con el eje x de la tangente en x,

El corte con el gje x, X, ,, de esta recta se determina haciendo y = 0, x = x,, en esta ecuacion,
y el resultado es la formula de la caja sombreada anterior.

El Método de Newton se puede ampliar para calcular soluciones de sistemas de m ecuaciones
con m variables. Demostraremos aqui como adaptar el método para calcular aproximaciones a
una solucion (x, ) de la pareja de ecuaciones

fx, p=0
{8(13 N=0

partiendo de una estimacion inicial (X, ;). En circunstancias favorables, observaremos la misma
convergencia rapida de las aproximaciones a la raiz que en el caso de una sola variable.
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La idea es como sigue. Las dos superficies z= f(x, ) y z= g(x, ) se cruzan formando una
curva que a su vez corta al plano xy en el punto cuyas coordenadas son la solucién deseada. Si
(X0, Jo) estd cerca de ese punto, entonces los planos tangentes a las dos superficies en (xy, Jp) se
cortaran formando una recta. Esta cortara al plano xy en un punto (X, y;) que deberia estar mas
cerca de la solucién que (X, J;). Podemos determinar facilmente (x;, y;). Los planos tangentes
z=f(x, Y) y z= gx, ) en (X,, ),) tienen como ecuaciones

z= f(xg, Yo) + hi(%, Jo)x — %) + H(Xo, Jo XY — Jo)
z= dXo Yo) t 81X, YoXX — %) + &(Xo, YNV — Jo)
La recta de interseccion de estos dos planos corta al plano xy en el punto (x;, ;) que cumple
£ (X, Jo)x1 — Xo) + H(Xo, Yo)¥1 — Yo) + f(Xo, Yo) = 0
8%, Jo)(4 — %) + £(%, Jo)¥i — Jo) + £(%, Jo) =0

Resolviendo estas dos ecuaciones para obtener x; y J; resulta

f 4

o ig— hg e g &
ﬂgz_fzgl(mm |f[ b (0. 30)

& &

£ f

e hem | _|g. g|
S ﬂgz—fzglew_}h A Bl

& &

Obsérvese que el denominador en cada una de estas expresiones es el determinante jacobiano
0( £, ©/X, ¥)\(x, ) Este es otro ejemplo en el que el jacobiano resulta ser el andlogo en el caso
multivariable a la derivada de una funcién de una variable.

Continuando de esta forma generamos aproximaciones sucesivas (x,, ¥,) de acuerdo con las
formulas

_. _lg &
xﬂ"'l_xﬂ |1¢1- JG
& &

_ . la g
yﬂ+1_},ﬂ fi _6

g &

(X ¥n)

(X yn)

El procedimiento se detiene cuando se alcanza la precisiéon deseada.

IEETTEN calcute 1a iz del sistema

M+PH-1=0, Hl+H-2=0

con la suficiente precisién para asegurar que los miembros izquierdos de las ecuaciones se anulan hasta la
sexta cifra decimal.
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Solucién Un dibujo de las grificas de las dos ecuaciones (véase la Figura 13.24) en el plano xy indica
que el sistema sélo tiene una raiz cerca del punto (0.2, 1.8). La aplicacion del Método de Newton requiere
calcular sucesivamente las cantidades

oo =x1+P—1, hep=1+p3  hxp=2y
ExP=pMl+2) -2, gx)=2x, BxPp=1+2

1 X
/ Figura 1324 Las dos grificas se cortan cerca del punto (0.2, 1.8).

Utilizando una calculadora o un computador, podemos calcular los valores sucesivos de (X, ¥;) empezando
enx =02 j=L%

Tabla 1. Raiz cerca de (0.2, 1.8)

n Xp Y fi (Xm yn) g{Xm yﬂ)

0 0.200 000 1.800 000 —0.152 000 —0.128 000
1 0.216 941 1.911 349 0.009 481 0.001 303
2 0.214 827 1.911 779 —0.000 003 0.000 008
3 0.214 829 1.911 769 0.000 000 0.000 000

Los valores de esta tabla se han calculado secuencialmente en una hoja de cilculo mediante el método que
se sugiere posteriormente. Se han redondeado para incluirlos en la tabla, pero en los cilculos sucesivos se
han utilizado los valores sin redondear, Si se utilizaran los valores (redondeados) de x, e J, que se muestran
en la tabla para calcular f(x,, y,) y g&(x, ¥,), los resultados podrian variar ligeramente.

Las aproximaciones deseadas a las raices son los valores de X, e y, de la Gltima linea de la tabla ante-
rior. Notese la rapidez de convergencia. Sin embargo, hay que realizar muchos cdlculos de funciones para
cada iteracién del método. En el caso de sistemas grandes el Método de Newton es demasiado ineficiente
computacionalmente para ser practico. En la prictica se utilizan otros métodos que requieren mds iteracio-
nes pero menos cilculos por iteracion, -

Realizacion del Método de Newton utilizando una hoja de célculo

Una hoja de calculo es un entorno ideal para calcular aproximaciones mediante el Método de
Newton. Dada una pareja de ecuaciones con dos incognitas como las del sistema del Ejemplo 1,
podemos proceder como sigue:

(i) En las nueve primeras celdas de la primera fila (A1-I11) se ponen las etiquetas n, %, y, £,

g, f1, g2, gl y g2.

(ii) En las celdas A2-A9 se ponen los niimeros 0, 1, 2, ..., 7.

(iii) En las celdas B2 y C2 se ponen los valores iniciales x, € .

(iv) En las celdas D2-I2 se ponen las formulas para calcular f(x, ), gx, W, ..., &(x, ») en fun-
cion de los valores de x e y que estdn en B2 y C2,
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(v) En las celdas B3 y C3 se almacenan las formulas del Método de Newton para calcular x; e
3 en funcién de los valores de x; € J;, utilizando los valores calculados en la segunda fila.
Por ejemplo, la celda B3 debe contener la formula

+B2- (D2*I2-G2*E2)/ (F2*I2-G2*HZ)

(vi) Se reproducen las formulas de las celdas D2-I2 en las celdas D3-I3.

(vii) Se reproducen las formulas de las celdas B3-I3 en las celdas B4-19,

Ahora podemos inspeccionar las sucesivas aproximaciones a x, € ¥, en las columnas B y C. Para
utilizar diferentes valores iniciales, basta con sustituir los ntimeros de las celdas B2 y C2. Para
resolver un sistema diferente de (dos) ecuaciones, basta con sustituir los contenidos de las celdas
D2-12. Es conveniente salvar esta hoja de cdlculo para volver a utilizarla con los gjercicios pos-
teriores o con otros sistemas que podamos desear resolver mas tarde.

Observacion Aunque un anilisis detallado de la convergencia de las aproximaciones del Mé-
todo de Newton esta fuera del alcance de este libro, podemos realizar algunas observaciones. En
cada paso del proceso de aproximacién debemos dividir por J, el determinante jacobiano de fy
Zrespecto a x e y, evaluado en la aproximacion obtenida mds recientemente. Suponiendo que las
funciones y las derivadas parciales que intervienen en las férmulas son continuas, cuanto mayor
sea el valor de Jen la solucién real, méds probable serd que las aproximaciones converjan a la
solucién, y que lo hagan rapidamente. Si Jse anula (o si es muy pequefio) en la solucién, las
aproximaciones sucesivas pueden no converger, aun cuando la estimacion inicial esté muy cerca
de la solucién. Incluso cuando las derivadas parciales primeras de f y gson grandes en la solu-
c¢ion, su jacobiano puede ser pequefio si sus gradientes son aproximadamente paralelos en dicha
solucién. Por tanto, no podemos esperar que la convergencia sea rapida cuando las curvas f{(x,
» =0y gx » = 0 se cortan formando un angulo muy pequefio.

El Método de Newton se puede aplicar a sistemas de m ecuaciones en m variables; las for-
mulas son las generalizaciones obvias de las dadas anteriormente para dos funciones.

Ejercicios 13.6

Calcule las soluciones de los sistemas de los Ejercicios 1-6, s 7. Obtenga férmulas para calcular las aproximaciones

de forma que los miembros izquierdos de las ecuaciones se sucesivas mediante el Método de Newton a una
anulen hasta la sexta cifra decimal. Esto se puede hacer con solucion del sistema

la ayuda de una calculadora cientifica, pero eso consumiria _ _ _
mucho tiempo. Es mucho mas ficil programar las férmulas fy2=0 gxy2=0  Hxy2=0
del Método de Newton en un computador para generar las empezando con la estimacién inicial (xp, Jo. Z).

aproximaciones requeridas. Intente determinar en cada caso
estimaciones iniciales razonables dibujando las grificas de
las ecuaciones.

& Utilice las formulas del Ejercicio 7 para obtener (L)
el punto de interseccion en el primer octante de las
superficies ) + Z2 =3, +Z2=2y ¥ —z=0.

&= — = &3

Ly—¢e'=0 x—seny=0 @ Las ecuaciones y— ¥ =0 e y— ¥ = 0 tienen

O S (. e T evidentemente las soluciones x= y =0y x=y=1.

y 0 ¥y U {dogsotuciones) Intente obtenerlas utilizando la forma de dos variables
del Método de Newton con valores iniciales:

4 P—xy+2y°=10, x')*=2 (cuatro soluciones) ® 5=p=01 ¥ OI&%=KH=92
i — 24— (Cusntas iteraciones se requieren para obtener una
S y—senx=0, £+@+1)-2=0 % precision de seis cifras decimales en la solucidn
apropiada en cada caso? ;C6mo explica la diferencia
G senx+seny—1=0, »—xX=0 Q en ¢l comportamiento del Método de Newton para
(dos soluciones) estas ecuaciones cerca de (0, 0) y (1, 1)?

8 #+)?—16=0, xy—1=0 (cuatro soluciones)
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(dos soluciones)



