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2.3 Intersecţii, proiecţii şi unghiuri ale varietǎţilor liniare . . . . . . . . . . . . 31
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2.3.6 Unghiul a douǎ varietǎţi liniare . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
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0 Elemente de algebrǎ liniarǎ

0.1 Spaţiu vectorial. Bazǎ. Matrice asociatǎ. Aplicaţie liniarǎ.

Definiţia 0.1. O mulţime nevidǎ V se numeşte spaţiu vectorial (spaţiu liniar) peste
câmpul (corpul) K, dacǎ pe V sunt definite douǎ legi de compoziţie:

i) o lege internǎ notatǎ aditiv ⊕:
s : V × V → V, s(ū, v̄) = ū⊕ v̄

ii) o lege externǎ notatǎ multiplicativ ¯:
p : K× V → V, p(α, v̄) = α¯ v̄

astfel ı̂ncât:

I. ı̂n raport cu legea internǎ, V este grup abelian:
I1. ∀ū, v̄, w̄ ∈ V : (ū⊕ v̄)⊕ w̄ = ū⊕ (v̄ ⊕ w̄) (asociativitate I)
I2. ∃ē ∈ V, ∀ū ∈ V : ū⊕ ē = ē⊕ ū = ū (element neutru)
I3. ∀ū ∈ V, ∃ū′ ∈ V : ū⊕ ū′ = ū′ ⊕ ū = ē (element simetrizabil)
I4. ∀ū, v̄ ∈ V : ū⊕ v̄ = v̄ ⊕ ū (comutativitate)

II. ı̂n raport cu legea externǎ sunt ı̂ndeplinite condiţiile:
II1. ∀α, β ∈ K,∀v̄ ∈ V : α¯ (β ¯ v̄) = (α · β)¯ v̄ (asociativitate II)
II2. ∀α ∈ K,∀ū, v̄ ∈ V : α¯ (ū⊕ v̄) = α¯ ū⊕ α¯ v̄ (distributivitate I)
II3. ∀α, β ∈ K,∀v̄ ∈ V : (α + β)¯ v̄ = α¯ v̄ ⊕ β ¯ v̄ (distributivitate II)
II4. ∃1 ∈ K,∀v̄ ∈ V : 1¯ v̄ = v̄.

Dacǎ mulţimea V este un spaţiu vectorial peste K, vom nota aceasta prin (V,⊕,¯;K).

Observaţia 0.1. Dacǎ K = R, spaţiul vectorial se numeşte spaţiu vectorial real, iar dacǎ
K = C, spaţiul vectorial se numeşte spaţiu vectorial complex.

Exemplul 0.1. Fie V = R2 şi K = R. Pentru x̄, ȳ ∈ R2, x̄ = (x1, x2), ȳ = (y1, y2) şi
α ∈ R, avem:

x̄⊕ ȳ = (x1 + x2, y1 + y2)

α¯ x̄ = (α · x1, α · x2)

Se verificǎ uşor axiomele I1-I4, II1-II4, deci R2 este spaţiu vectorial real ı̂n raport cu aceste
legi de compoziţie.

Exemplul 0.2. Verificaţi cǎ (Rn,⊕,¯;R) este un spaţiu vectorial real. Explicitaţi
operaţiile ⊕ şi ¯.

Definiţia 0.2. O mulţime nevidǎ U ⊂ V a spaţiului vectorial V peste corpul K este un
subspaţiu vectorial (subspaţiu liniar) dacǎ:
1. ∀ū, v̄ ∈ U : ū⊕ v̄ ∈ U
2. ∀α ∈ K,∀ū ∈ U : α¯ ū ∈ U

Exemplul 0.3. M3 = {x̄ = (x1, ..., xn) ∈ Rn |x1 + x2 = 0} este un subspaţiu vectorial al
lui Rn.
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Definiţia echivalentǎ a unui subspaţiu vectorial
Mulţimea U ⊂ V este un subspaţiu vectorial al spaţiului vectorial V peste K dacǎ şi
numai dacǎ

∀α, β ∈ K, ∀ū, v̄ ∈ U : α¯ ū⊕ β ¯ v̄ ∈ U.

Exemplul 0.4. Sǎ se arate cǎ U = {(x1, x2, x3) ∈ R3 |x1−x2 +x3 = 0} este un subspaţiu
vectorial al lui R3.

Definiţia 0.3. Un vector v̄ este o combinaţie liniarǎ de vectorii sistemului S =
{v̄1, ..., v̄n} ⊂ V cu coeficienţii α1, ..., αn ∈ K dacǎ:

v̄ = α1 ¯ v̄1 ⊕ α2 ¯ v̄2 ⊕ ...⊕ αn ¯ v̄n

Definiţia 0.4. Un sistem finit de vectori S = {v̄1, ..., v̄n} ⊂ V se numeşte liniar
independent dacǎ orice combinaţie liniarǎ de vectori din S este nulǎ dacǎ şi numai dacǎ
toţi coeficienţii acesteia sunt nuli, adicǎ

α1 ¯ v̄1 ⊕ α2 ¯ v̄2 ⊕ ...⊕ αn ¯ v̄n = 0 ⇔ α1 = α2 = ... = αn = 0

In caz contrar, S se numeşte liniar dependent.

Definiţia 0.5. Un sistem de vectori S = {v̄1, ..., v̄n} ⊂ V se numeşte sistem de generatori
pentru spaţiul vectorial V dacǎ

∀v̄ ∈ V − S, ∃!αi ∈ K(i = 1, n) astfel ı̂ncât v̄ = α1 ¯ v̄1 ⊕ α2 ¯ v̄2 ⊕ ...⊕ αn ¯ v̄n

Definiţia 0.6. Un sistem de vectori B = {b̄1, b̄2, ..., b̄n} ⊂ V se numeşte bazǎ a spaţiului
vectorial V dacǎ:

• B este sistem de generatori pentru V

• B este liniar independent.

Dacǎ B = {b̄1, b̄2, ..., b̄n} ⊂ V este o bazǎ ı̂n V şi v̄ ∈ V se scrie:

v̄ = v1 ¯ b̄1 ⊕ v2 ¯ b̄2 ⊕ ...⊕ vn ¯ b̄n

atunci matricea asociatǎ vectorului v̄ ∈ V ı̂n baza B este:

[v̄]B =




v1

v2
...

vn




Dacǎ vectorii sistemului S = {v̄1, ..., v̄k} ⊂ V se scriu

v̄1 = v11 ¯ b1 ⊕ v21 ¯ b2 ⊕ ...⊕ vn1 ¯ bn

v̄2 = v12 ¯ b1 ⊕ v22 ¯ b2 ⊕ ...⊕ vn2 ¯ bn

...

v̄k = v1k ¯ b1 ⊕ v2k ¯ b2 ⊕ ...⊕ vnk ¯ bn

6



atunci matricea asociatǎ sistemului S ı̂n baza B este

[v̄1, ...v̄2]B =




v11 v12 · · · v1k

v21 v22 · · · v2k
...

...
...

vn1 vn2 · · · vnk




Exemplul 0.5. Fie B = {b̄1 = (2, 0, 0), b̄2 = (0, 3, 0), b̄3 = (0, 0,−1)} ⊂ R3 o bazǎ din R3

şi vectorii ū = (−1, 0, 1) ∈ R3, v̄ = (5, 8, 2) ∈ R3. Se observǎ uşor cǎ:

ū = −1

2
· b̄1 + 0 · b̄2 + (−1) · b̄3

v̄ =
5

2
· b̄1 +

8

3
· b̄2 + (−2) · b̄3

deci, matricele asociate, ı̂n baza B, sunt:

[ū]B =



−1/2

0
−1


 , [ū, v̄]B =



−1/2 5/2

0 8/3
−1 −2


 .

În baza canonicǎ din R3, vectorul ū şi sistemul de vectori [ū, v̄] au urmǎtoarele matrice
asociate:

[ū]B =



−1
0
1


 , [ū, v̄]B =



−1 5
0 8
1 2


 .

Definiţia 0.7. Fie V , W douǎ spaţii vectoriale peste acelaşi corp K. Aplicaţia f : V → W
se numeşte aplicaţie liniarǎ dacǎ:

i. ∀ū, v̄ ∈ V : f(ū + v̄) = f(ū) + f(v̄)

ii. ∀α ∈ K, ∀ū ∈ V : f(αū) = αf(ū)

sau echivalent,

∀ū, v̄ ∈ V, ∀α, β ∈ K : f(αū + βv̄) = αf(ū) + βf(v̄).

Exemplul 0.6. Aplicaţia f : R3 → R2 datǎ prin f((x, y, z)) = (x+y,−z) este o aplicaţie
liniarǎ.

0.2 Forme liniare. Forme biliniare. Forme pǎtratice.

Definiţia 0.8. Fie V un spaţiu vectorial peste K. O aplicaţie liniarǎ f : V → K se
numeşte formǎ (funcţionalǎ) liniarǎ pe V .

Exemplul 0.7. Aplicaţia f : R3 → R datǎ prin f(x, y, z) = 2x + 3y − z este o formǎ
liniarǎ.
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Definiţia 0.9. O aplicaţie ϕ : V ×V → K se numeşte formǎ biliniarǎ pe spaţiul vectorial
V peste corpul K dacǎ:

i. ∀ū, v̄, w̄ ∈ V : ϕ(ū + v̄, w̄) = ϕ(ū, w̄) + ϕ(v̄, w̄)

ii. ∀ū, v̄, w̄ ∈ V : ϕ(ū, v̄ + w̄) = ϕ(ū, v̄) + ϕ(ū, w̄)

iii. ∀α ∈ K, ∀ū, v̄ ∈ V : ϕ(αū, v̄) = αϕ(ū, v̄)

iv. ∀α ∈ K, ∀ū, v̄ ∈ V : ϕ(ū, αv̄) = ᾱϕ(ū, v̄), (ᾱ reprezintǎ conjugatul lui α)

sau echivalent:

i. ∀α, β ∈ K,∀ū, v̄, w̄ ∈ V : ϕ(αū + βv̄, w̄) = αϕ(ū, w̄) + βϕ(v̄, w̄)

ii. ∀α, β ∈ K,∀ū, v̄, w̄ ∈ V : ϕ(ū, αv̄ + βw̄) = ᾱϕ(ū, v̄) + β̄ϕ(ū, w̄).

Exemplul 0.8. Aplicaţia ϕ : R2 × R2 → R datǎ prin ϕ((x1, y1), (x2, y2)) = x1y2 + x2y1

este o formǎ biliniarǎ.

Exemplul 0.9. Aplicaţia ϕ : R2×R2 → R datǎ prin ϕ((x1, y1), (x2, y2)) = x1y2−2x2y1 +
3x1y2 este o formǎ biliniarǎ.

Definiţia 0.10. Fiind datǎ o formǎ biliniarǎ simetricǎ pe V , adicǎ:

i. ∀α, β ∈ K,∀ū, v̄, w̄ ∈ V : ϕ(αū + βv̄, w̄) = αϕ(ū, w̄) + βϕ(v̄, w̄)

ii. ∀α, β ∈ K,∀ū, v̄, w̄ ∈ V : ϕ(ū, αv̄ + βw̄) = ᾱϕ(ū, v̄) + β̄ϕ(ū, w̄)

iii. ∀ū, v̄ ∈ V : ϕ(ū, v̄) = ϕ(v̄, ū)

se numeşte formǎ pǎtraticǎ asociatǎ acesteia aplicaţia f : V → K definitǎ prin:

f(v̄) = ϕ(v̄, v̄), ∀v̄ ∈ V.

Exemplul 0.10. Forma biliniarǎ ϕ : R2 × R2 → R datǎ prin ϕ((x1, y1), (x2, y2)) =
x1y2 + x2y1 este simetricǎ, iar forma pǎtraticǎ asociatǎ este f : R2 → R, f(x, y) = 2xy.

Definiţia 0.11. Forma pǎtraticǎ f : V → R se numeşte pozitiv definitǎ dacǎ f(v̄) > 0,
∀v̄ ∈ V , v̄ 6= 0̄, şi negativ definitǎ dacǎ f(v̄) < 0, ∀v̄ ∈ V , v̄ 6= 0̄.

Observaţia 0.2. Studiul pozitivitǎţii (negativitǎţii) se poate face cu metoda determinanţilor

de colţ. De exemplu, pentru forma pǎtraticǎ f : Rn → R, f(x1, x2, ..., xn) =
n∑

i=1

n∑
j=1

aijxixj,

matricea asociatǎ se scrie 


a11 a12 a13 ...
a21 a22 a23 ...
a31 a32 a33 ...
... ... ... ...
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cu aij = aji. Determinanţii de colţ vor fi:

∆1 = a11, ∆2 =

∣∣∣∣
a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ , ∆3 =

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
...

Dacǎ ∆1 > 0, ∆2 > 0, ... , ∆n > 0 atunci f este pozitiv definitǎ.
Dacǎ ∆1 < 0, ∆2 > 0, ∆3 < 0, ... (semnul alterneazǎ) atunci f este negativ definitǎ.

Exemplul 0.11. Forma pǎtraticǎ f : R2 × R2 → R,

f((x1, y1), (x2, y2)) = 3x1y1 + x1y2 + x2y1 + x2y2

este pozitiv definitǎ.

Exemplul 0.12. Forma pǎtraticǎ f : R2 × R2 → R,

f((x1, x2), (y1, y2)) = −3x1y1 + x1y2 + x2y1 − x2y2

este negativ definitǎ.

0.3 Spaţii vectoriale euclidiene

Definiţia 0.12. Fie V un spaţiu vectorial real şi ϕ : V × V → R o formǎ biliniarǎ.
Spunem cǎ ϕ defineşte pe V o structurǎ euclidianǎ dacǎ:

i) ϕ este simetricǎ, adicǎ: ϕ(ū, v̄) = ϕ(v̄, ū), (∀)ū, v̄ ∈ V

ii) forma pǎtraticǎ asociatǎ f : V → R, f(v̄) = ϕ(v̄, v̄) este pozitiv definitǎ.

(V, ϕ) se numeşte spaţiu vectorial euclidian; se mai noteazǎ E = (V, ϕ).

Observaţia 0.3. Forma biliniarǎ ϕ care defineşte structura euclidianǎ se numeşte produs
scalar pe spaţiu vectorial V şi se noteazǎ: < ū, v̄ >= ϕ(ū, v̄).

Definiţia 0.13. Fie E = (V, ϕ) un spaţiu vectorial euclidian. Produsul scalar pe spaţiu
vectorial euclidian E este o operaţie externǎ pe E faţǎ de R, care asociazǎ fiecǎrei perechi
de vectori ū, v̄ ∈ E un numǎr notat < ū, v̄ > care satisface condiţiile:

i) < ū, v̄ >=< v̄, ū >, (∀)ū, v̄ ∈ E (proprietatea de simetrie).

ii) < ū1 + ū2, v̄ >=< ū1, v̄ > + < ū2, v̄ > (∀)ū1, ū2, v̄ ∈ E.

iii) < λū, v̄ >=< ū, λv̄ >= λ < ū, v̄ >, (∀)λ ∈ R, (∀)ū, v̄ ∈ E.

iv) < v̄, v̄ >> 0, (∀)v̄ ∈ V, v̄ 6= 0 (pozitiv definitǎ)

Notaţie pentru spaţiul vectorial euclidian: E = (V,< ·, · >)
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Exemplul 0.13. Sǎ se arate cǎ aplicaţia g : R2 × R2 → R definitǎ pentru (∀)x̄ =
(x1, x2), ȳ = (y1, y2) ∈ R2 prin:

g(x̄, ȳ) = 5x1y1 + 2x1y2 + 2x2y1 + x2y2

determinǎ pe R2 o structurǎ de spaţiu vectorial euclidian.

Exemplul 0.14. Sǎ se cerceteze dacǎ

f : R2 × R2 → R, f(x̄, ȳ) = x1y1 + x1y2 + 2x2y1 + 3x2y2

este un produs scalar pe R2.

Exemplul 0.15. Arǎtaţi cǎ aplicaţia h : R2 × R2 → R, h(x̄, ȳ) = x1y1 + x2y2 determinǎ
pe R2 o structurǎ de spaţiu vectorial euclidian . Aplicaţia h se numeşte produs scalar
canonic (standard).

Definiţia 0.14. Se numeşte lungimea sau norma vectorului v̄ ∈ E, numǎrul real pozitiv
notat ‖v̄‖ =

√
< v̄, v̄ >.

Observaţia 0.4.

i) Un vector se numeşte unitar sau versor dacǎ norma lui este 1.

ii) Versorul unui vector oarecare v̄ ∈ E este v̄0 =
1

‖v̄‖ · v̄.

Definiţia 0.15. Fie E = (V, < ·, · >) un spaţiu vectorial euclidian. Aplicaţia

‖ · ‖ : E → R, ‖v̄‖ =
√

< v̄, v̄ >

este o normǎ pe E, numitǎ normǎ euclidianǎ, adicǎ ‖v̄‖ verificǎ proprietǎţile:




‖v̄‖ > 0, ‖0̄‖ = 0
‖λv̄‖ = |λ|‖v̄‖
‖ū + v̄‖ ≤ ‖ū‖+ ‖v̄‖

(∀)λ ∈ R, (∀)ū, v̄ ∈ E.

Observaţia 0.5. (E, ‖ · ‖) se numeşte spaţiu vectorial normat.

Exemplul 0.16. Sǎ se scrie norma euclidianǎ generatǎ de produsul scalar din spaţiul
vectorial euclidian Eg = (E, g) (o notǎm ‖ · ‖g), unde g aplicaţia produs scalar datǎ ı̂n
Exemplul 0.13.

Exemplul 0.17. Sǎ se scrie norma euclidianǎ generatǎ de produsul scalar din spaţiul
vectorial euclidian Eh = (E, h) (norma o vom nota cu ‖·‖h şi o vom numi normǎ canonicǎ),
unde gh aplicaţia produs scalar datǎ ı̂n Exemplul 0.15.

Exemplul 0.18. Fie ū = (2, 3), v̄ = (4, 1) ∈ R2. Sǎ se calculeze:

a) ‖ū‖g, ‖ū‖h

b) versorul lui ū ı̂n Eg şi Eh.
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c) < ū, v̄ >g, < ū, v̄ >h

Definiţia 0.16. Fie E = (V, < ·, · >) un spaţiu vectorial euclidian real şi ū, v̄ ∈ E, ū, v̄ 6=
0. Numǎrul real θ ∈ [0, π] definit de egalitatea:

cos θ =
< ū, v̄ >

‖ū‖ · ‖v̄‖
se numeşte unghiul dintre vectorii ū şi v̄.

Exemplul 0.19. Sǎ se calculeze cos(̂̄u, v̄) ı̂n Eh. Pentru ce vector w̄ avem cos(ū, w̄) = 0?

Definiţia 0.17. Fie M o mulţime nevidǎ. Aplicaţia d : M → R se numeşte distanţǎ sau
metricǎ pe M dacǎ verificǎ condiţiile:

i) (∀)x, y ∈ M : d(x, y) ≥ 0; d(x, y) = 0 ⇔ x = y

ii) (∀)x, y ∈ M : d(x, y) = d(y, x)

iii) (∀)x, y, z ∈ M : d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z)

Definiţia 0.18. Mulţimea M ı̂nzestratǎ cu o distanţǎ sau metricǎ se numeşte spaţiu
metric.

Definiţia 0.19. Fie (E, ‖ · ‖) un spaţiu vectorial normat. Funcţia d : E → R definitǎ
prin d(ū, v̄) = ‖ū− v̄‖ este o distanţǎ (o metricǎ pe E), adicǎ verificǎ condiţiile:

i) d(ū, v̄) = ‖ū− v̄‖ > 0 pentru ū 6= v̄ şi d(ū, v̄) = ‖ū− v̄‖ = 0 pentru ū = v̄

ii) d(ū, v̄) = d(v̄, ū), (∀)ū, v̄ ∈ E

iii) d(ū, w̄) ≤ d(ū, v̄) + d(v̄, w̄), (∀)ū, v̄, w̄ ∈ E

şi se numeşte distanţǎ euclidianǎ sau metricǎ euclidianǎ.

Exemplul 0.20. Explicitaţi metrica indusǎ de norma ‖·‖g din spaţiul vectorial euclidian
Eg.

Exemplul 0.21. Explicitaţi metrica indusǎ de norma ‖·‖h din spaţiul vectorial euclidian
Eh. (Aceastǎ metricǎ se numeşte metrica canonicǎ).

Exemplul 0.22. Sǎ se calculeze d(ū, v̄) ı̂n Eh şi Eg.

Exemplul 0.23. Sǎ se arate cǎ ‖(6, 6)‖ ≤ ‖(2,−1)‖+‖(1, 3)‖+‖(3, 4)‖ ı̂n norma canonicǎ.
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1 Spaţii afine euclidiene

1.1 Spaţii afine

1.1.1 Spaţii afine asociate unui spaţiu vectorial real

Fie V un spaţiu vectorial real de dimensiune finitǎ peste corpul R şiA = {A, B, C, ..., P,Q, ...}
mulţime de puncte, nevidǎ.

Definiţia 1.1. Se numeşte structurǎ afinǎ pe mulţimea A, asociatǎ spaţiului vectorial V,
aplicaţia ϕ : A×A → V care satisface urmǎtoarele condiţii:

1) (∀) A,B, C ∈ A : ϕ(A,B) + ϕ(B, C) = ϕ(A,C)

2) (∀) 0 ∈ A fixat, aplicaţia ϕ0 : A → V, ϕ0(A) = ϕ(0, A) este bijectivǎ.

Mulţimea A, ı̂nzestratǎ cu o structurǎ afinǎ, se numeşte spaţiu afin şi se noteazǎ (A; V, ϕ).

Observaţia 1.1.

1) Dacǎ spaţiul V are dimensiune n atunci A este spaţiu afin n-dimensional şi se
noteazǎ An.

2) Elementele lui A se numesc puncte, iar mulţimea acestora se numeşte spaţiu bazǎ
a spaţiului afin.

3) Elementele lui V se numesc vectori directori (excepţie vectorul nul 0̄), iar V se
numeşte spaţiu director al spaţiului afin.

Consecinţa 1.1. Elementele fundamentale ale unui spaţiu afin (A; V, ϕ) sunt punctele şi
vectorii.

Consecinţa 1.2. Imaginile perechilor de puncte (distincte sau nu) prin aplicaţia structurǎ
afinǎ ϕ, sunt vectori din V:

i) ϕ(A,B) = v̄, unde A este origine, B este extremitate;

ii) ϕ(B,A) = −v̄;

iii) ϕ(A,A) = 0̄.

Observaţia 1.2.

1) Un spaţiu afin de dimensiune 0 este A0 = {O} constituit dintr-un singur punct.

2) Un spaţiu afin de dimensiune 1 este A1 şi se numeşte dreaptǎ afinǎ.

3) Un spaţiu afin de dimensiune 2 este A2 şi se numeşte plan afin.

Exemplul 1.1. Fie A = V şi ϕ : V × V → V, ϕ(ū, v̄) = v̄ − ū, operaţia diferenţǎ a doi
vectori. Axiomele structurii afine din definiţia (1.1) sunt verificate, deci (V ; V, ϕ) defineşte
un spaţiu afin numit spaţiu afin canonic.
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1.1.2 Vectori liberi. Vectori legaţi

Fie (A; V, ϕ) spaţiu afin ı̂n care notǎm: ϕ(A,B) ≡ −→
AB, ϕ(O,A) ≡ −→

OA

Definiţia 1.2. Axiomele care definesc structura afinǎ pe A, devin:

1) (∀)A,B, C ∈ A :
−→
AB +

−−→
BC =

−→
AC

2) (∀)O ∈ A, (∀)v̄ ∈ V, (∃!)A ∈ A, astfel ı̂ncât
−→
OA = v̄.

Propoziţia 1.1. Într-un spaţiu afin oarecare au loc relaţiile:

1) (∀)A ∈ A :
−→
AA = 0̄,

2) (∀)A,B ∈ A :
−→
AB = −−→BA,

3) Dacǎ (A, v̄) ∈ A× V atunci (∃!)B ∈ A astfel ı̂ncât
−→
AB = v̄,

4) (∀)A ∈ A, ϕA : A → V, ϕA(B) =
−→
AB este o bijecţie.

Propoziţia 1.2. Aplicaţia structurǎ afinǎ ϕ este surjectivǎ.

Observaţia 1.3. Pentru cǎ ϕ nu este injectivǎ pot exista mai multe perechi de puncte
care au aceeaşi imagine:ϕ(A,B) = ϕ(E, F ) = ... = v̄ ∈ V. Douǎ astfel de perechi se

numesc echipolente şi notǎm (A,B) ∼ (E, F ) sau
−→
AB =

−→
EF

Observaţia 1.4. Relaţia de echipolenţǎ pe mulţimea A×A este o relaţie de echivalenţǎ.

Propoziţia 1.3. Spaţiul factor (spaţiul cât) A×A|∼ poate fi ı̂nzestrat cu o structurǎ de
spaţiu vectorial.

Într-adevǎr, fie [(A,B)] clasa de echivalenţǎ a lui (A,B), adicǎ mulţimea perechilor
echipolente cu (A,B).
⇒ A×A|∼ = {[(A,B)]|(A,B) ∈ A × A} este spaţiu vectorial ı̂mpreunǎ cu adunarea
vectorialǎ şi cu inmulţirea cu scalar. Vectorii acestui spaţiu se numesc vectori liberi.
Fiecare pereche de puncte determinǎ un singur vector al spaţiului, perechile de puncte
ne-echipolente definesc vectori liberi diferiţi: v̄1, v̄2, ... .
Operaţiile de adunare şi ı̂nmulţire ale vectorilor liberi se numesc operaţii afine.
Axiomele 1) şi 2) din definiţia 1.1 semnificǎ:

−→
AB +

−−→
BC =

−→
AC

fixând O ∈ A, ϕ0(A) =
−→
OA bijecţie, se numeşte vector legat.

Oricare ar fi un vector legat, existǎ un unic punct A care ı̂i serveşte ca extremitate.
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1.2 Repere afine. Sisteme de coordonate carteziene

1.2.1 Repere afine

Fie An = (A; V, ϕ) un spaţiu n-dimensional.

Definiţia 1.3. Un sistem de elemente ale lui An de forma Ra = {O; ē1, ē2, ..., ēn}, unde
O ∈ A fixat, ē1, ē2, ..., ēn ∈ V sunt vectorii unei baze a spaţiului V, se numeşte reper afin.

Se spune cǎ O este originea reperului, B = {ē1, ē2, ..., ēn} este baza reperului afin Ra.
Fie Ra un reper afin al lui An şi punctul O fixat. Asociem reperului Ra spaţiul tuturor
vectorilor legaţi ı̂n originea reperului O, notat VO. Din axioma 2 a definiţiei (1.1) ştim

cǎ existǎ un singur vector ϕ0(M) =
−−→
OM ∈ VO care este imaginea lui M prin aplicaţia

bijectivǎ ϕ0. Dacǎ notǎm cu r̄M vectorul de poziţie al punctului M, atunci din teorema
unicitate a descompunerii, putem scrie expresia analiticǎ a vectorului de poziţie astfel:

r̄M = x1 ē1 + x2 ē2 + ... + xn ēn, (1)

unde numerele reale sau complexe x1, x2, ..., xn reprezintǎ coordonatele punctului M şi se
noteazǎ M(x1, x2, ..., xn) sau M(xi), i = 1, n.

1.2.2 Repere carteziene

Fie Ra = {O; ē1, ē2, ..., ēn} un reper afin al lui An.

Definiţia 1.4. Se numeşte reper cartezian ı̂n An asociat reperului afin Ra, un sistem de
n drepte concurente ı̂n originea O a reperului Ra = {(Oxi)}, i = 1, n astfel ı̂ncât vectorul
director al dreptei (Oxi) sǎ fie ēi.
Dreptele reperului cartezian Ra se numesc axe de coordonate.

Precizǎm cǎ prin ”direcţia” unei drepte ∆ = A1 definitǎ de vectorul v ∈ V \{0} ı̂nţelegem
existenţa a cel puţin unei perechi de puncte (A,B) pe dreaptǎ astfel ı̂ncât segmentul

orientat
−→
AB sǎ fie un reprezentant al lui v̄; un astfel de vector director, ca v̄, se numeşte

”vector director” al dreptei ∆.

Figura 1: Vectorul director al unei drepte

Definiţia 1.5. Un sistem de n funcţii xi : A → R, care asociazǎ fiecǎrui punct M ∈ A,

numerele reale (xi) din descompunerea (1) a vectorului sǎu de poziţie
−−→
OM = r̄m relativ la

reperul afin Ra, se numeşte sistem de coordonate carteziene.
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Figura 2: Sistem de coordonate carteziene

1.2.3 Schimbǎri de repere

Fie An un spaţiu afin n-dimensional, Ra = {O; ē1, ē2, ..., ēn}, R′
a = {O′; ē′1, ē

′
2, ..., ē

′
n} douǎ

repere şi M ∈ A.
Coordonatele punctului M ı̂n reperele considerate sunt: M ∈ A, M(x1, x2, ..., xn) ı̂n
reperul Ra şi M(x′1, x′2, ..., x′n) ı̂n reperul R′

a.
Trecerea de la un reper la alt reper se numeşte ”schimbare de reper”, şi se noteazǎ simbolic
prin Ra 7→ R′

a.

Figura 3: Schimbarea de reper

Aceasta poate fi descrisǎ prin relaţia vectorialǎ:
−−→
OM =

−−→
OO′ +

−−→
O′M adicǎ

r̄M = r̄O + r̄′M (2)

unde r̄M , r̄′M sunt vectorii de poziţie ai punctului M relativi la reperele Ra şi R′
a, iar

r̄O =
−−→
OO′ este vectorul de poziţie al originii O′ a reperului R′

a ı̂n raport cu reperul Ra.

xi ēi = xi
0 ēi + x′j ē′j; i, j = 1, n (3)

Pentru a putea stabili relaţia directǎ ı̂ntre sistemele de coordonate ale lui M trebuie sǎ
cunoaştem relaţiile de tranziţie de la baza B a reperului Ra la baza B′ a reperului R′

a. De
la Algebrǎ liniarǎ se ştie cǎ schimbarea de baze B → B′ este datǎ prin relaţii de forma:

ē′j = αi
j · ēi, i, j = 1, n

sau prin matricea de trecere T = [αi
j].

Deci,
xi ēi = xi

0 ēi + x′j αi
j ēi

de unde obţinem:
xi = xi

0 + αi
j x′j, i, j = 1, n. (4)
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Descrierea algebricǎ a schimbǎrii de reper:

X = X0 + T ·X ′ (5)

unde,

X =




x1

x2

...
xn


 , X0 =




x1
0

x2
0
...

xn
0


 , T =




α1
1 α1

2 · · · α1
n

α2
1 α2

2 · · · α2
n

...
...

...
αn

1 αn
2 · · · αn

n




Observaţia 1.5. Relaţiile (4) sau (5) se numesc transformǎri afine de coordonate
(afinitǎţi ı̂n An.)

Caz particular: T = In adicǎ bazele B, B′ sunt identice:

X = X0 + X ′ ⇔





x1 = x′0 + x′1
...
xn = xn

0 + x′n
(6)

Acest caz particular de schimbare de reper se numeşte translaţie.

1.3 Spaţii afine euclidiene. Produse cu vectori liberi sau legaţi.

1.3.1 Definiţia spaţiilor afine euclidiene

Definiţia 1.6. Un spaţiu afin (A; V, ϕ) se numeşte spaţiu afin euclidian dacǎ spaţiul sǎu
director V este un spaţiu vectorial euclidian.

Un spaţiu afin euclidian de dimensiune n se noteazǎ En.
Dacǎ (A; V, ϕ) = An este un spaţiu afin n-dimensional, atunci spaţiul vectorial (V, +, ·)
dotat cu operaţia de produs scalar 〈·; ·〉, devine un spaţiu vectorial euclidian, pe care ı̂l
notǎm: En = (V, 〈·; ·〉), dacǎ V este de dimensiune n.

Notaţie: Spaţiul afin euclidian En = (A; En, ϕ)

Caz particular: Pentru n = 3, E3 este un spaţiu vectorial euclidian.

Figura 4: Spaţiul E3

Dacǎ B0 = {ē0
1, ē

0
2, ē

0
3} = {̄i, j̄, k̄} este baza canonicǎ

(vectori ortogonali de lungime 1), atunci vectorul de poziţir
al punctului M(x, y, z) este:

r̄M = x ī + y j̄ + z k̄

.
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1.3.2 Produs scalar a doi vectori liberi sau legaţi

Fie V = E3 şi E3 spaţiu afin euclidian.

Definiţia 1.7. Se numeşte produs scalar pe spaţiul director
V (⊂ E3) aplicaţia:

ϕ : V × V → R, (v̄1, v̄2) 7→ 〈v̄1, v̄2〉

definitǎ prin:
〈v̄1, v̄2〉 := ‖v̄1‖ · ‖v̄2‖ · cos θ, (7)

unde ‖v̄1‖, ‖v̄2‖ sunt normele vectorilor ı̂n E3, iar θ ∈ [0, π] este mǎsura unghiului dintre
cei doi vectori.

Observaţia 1.6. 〈v̄1, v̄2〉 verificǎ axiomele produsului scalar(din algebrǎ):

1) 〈v1, v2〉 = 〈v2, v1〉
2) 〈λ v1, v2〉 = λ 〈v1, v2〉
3) 〈v1 + u, v2〉 = 〈v1, v2〉+ 〈u, v2〉
4) 〈v, v〉 = ‖v‖2 > 0, v 6= 0

Egalitatea (7) se obţine uşor din relaţia care defineşte unghiul θ ∈ [0, π] a doi vectori din
En \ {0} :

cos θ =
〈v1, v2〉

‖v1‖ · ‖v2‖
Definiţia 1.8. Fie ū un vector liber unitar, ‖ū‖ = 1 ce defineşte direcţia unei drepte
∆(⊂ E3).
Definim proiecţia ortogonalǎ a vectorului v pe dreapta ∆ ca fiind vectorul:

Pr∆v = (‖v‖ · cos θ) u

Scalarul real: pr∆v = ‖v‖ · cos θ se numeşte proiecţie scalarǎ a vectorului v pe dreapta ∆.

Figura 5: Proiecţia unui vector pe o dreaptǎ
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Propoziţia 1.4. Aplicaţia pr∆ : V → R este o formǎ liniarǎ:

pr∆(v1 + v2) = pr∆v1 + pr∆v2

pr∆(α v) = α pr∆v, (∀)α ∈ R
Observaţia 1.7.

1) Produsul scalar a doi vectori poate fi exprimat ı̂n limbaj de proiecţii:

〈v1, v2〉 = ‖v1‖ · prv1v2 sau ‖v2‖ · prv2v1

2) Condiţia de ortogonalitate a doi vectori:

v ⊥ v2 ⇔ 〈v1, v2〉 = 0

adicǎ, cos θ = 0 ⇔ θ =
π

2

3) Fie B0 = {i, j, k} baza canonicǎ şi v1 = x1 i + y1 j + z1 k, v2 = x2 i + y2 j + z2 k
doi vectori. Pentru a stabili expresia de calcul direct al produsului scalar 〈v1, v2〉
trebuie sǎ cunoaştem produsele scalare ale vectorilor bazei:

〈·, ·〉 i j k

i 1 0 0
j 0 1 0

k 0 0 1

Astfel se obţine urmǎtoarea formulǎ de calcul a produsului scalar al vectorilor daţi:

〈v1, v2〉 = x1 x2 + y1 y2 + z1 z2. (8)

Folosind relaţia (8) se obţin relaţiile:

‖v‖ =
√
〈v, v〉 =

√
x2 + y2 + z2,

cos θ =
x1 x2 + y1 y2 + z1 z2√

x2
1 + y2

1 + z2
1 ·

√
x2

2 + y2
2 + z2

2

,

prv2v1 =
x1 x2 + y1 y2 + z1 z2√

x2
2 + y2

2 + z2
2

iar condiţia de ortogonalitate a vectorilor nenuli v1 şi v2 devine:

x1 x2 + y1 y2 + z1 z2 = 0
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1.3.3 Produsul vectorial a doi vectori liberi sau legaţi

Fie V = E3 spaţiu director al spaţiului afin euclidian E3.

Definiţia 1.9. Se numeşte produs vectorial pe spaţiul director V (⊂ E3) aplicaţia:

Ψ : V × V → V, (v1, v2) 7→ v1 × v2

definitǎ prin:
v1 × v2 = ‖v1‖ · ‖v2‖ · sinθ · v̄0,

unde ‖v1‖ şi ‖barv2‖ sunt normele (̂ın E3) vectorilor v̄1 şi v̄2, θ ∈ [0, π] este mǎsura
unghiului dintre cei doi vectori, iar v̄0 este un vector unitar ortogonal atât pe v̄1, cât şi pe
v̄2, având sensul de ı̂naintare al şurubului drept, rotit dinspre primul vector spre cel de-al
doilea.

Observaţia 1.8.

1) Sensul vectorului v0 este determinat de ordinea vectorilor din produs, adicǎ dacǎ
se va schimba ordinea atunci se va inversa sensul rotaţiei şi prin urmare, sensul
vectorului director: v1 × v2 = −v2 × v1

Figura 6: Sensul vectorului v0

2) Aplicaţia Ψ este aplicaţie biliniarǎ antisimetricǎ.

3) Aria paralelogramului determinat de vectorii v̄1 şi v̄2:

Figura 7: Interpretare geometricǎ

σ[AOB] =
1

2
‖v1‖ · ‖v2‖ · |sin θ| ⇒ σ[AOBM ] = ‖v1‖ · ‖v2‖ · |sin θ| = ‖v1 × v2‖

Deci, σtriunghi =
1

2
‖v1 × v2‖ şi σparalelogram = ‖v1 × v2‖
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4) Condiţia de coliniaritate a vectorilor: v1 × v2 = 0, (adicǎ σ = 0)

5) Expresia analiticǎ pentru produsul vectorial n = 3, B0 = {i, j, k}, i ⊥ j ⊥ k, ‖i‖ =
‖j‖ = ‖k‖ = 1,

v1 = x1 i + y1 j + z1 k

v2 = x2 i + y2 j + z2 k.

Figura 8: Versorii axelor

× i j k

i 0 k −j

j −k 0 i

k j −i 0

Astfel, putem calcula produsul vectorial al vectorilor daţi:

v1 × v2 = x1 y2 k − x1 z2 j − y1 x2 k + y1 z2 i + z1 x2 j − z1 y2 i =

= (y1 z2 − z1 y2) i− (x1 z2 − z1 x2) j + (x1 y2 − y1 x2) k

Rezultatul obţinut mai sus se poate scrie sub forma unui determinant:

v1 × v2 =

∣∣∣∣∣∣

i j k
x1 y1 z1

x2 y2 z2

∣∣∣∣∣∣
(9)

Din proprietǎţile determinanţilor rezultǎ imediat faptul cǎ: v1 × v2 = −v2 × v1.

1.3.4 Produsul mixt a trei vectori liberi sau legaţi

Definiţia 1.10. Se numeşte produs mixt pe spaţiul director V (∈ E3) aplicaţia:

Φ : V × V × V → R

definitǎ prin: Φ(v1, v2, v3) = 〈v1, v2 × v3〉.
Observaţia 1.9.

1) Produsul mixt este o operaţie compusǎ dintr-un produs scalar şi un produs vectorial
Φ = ϕ ? ψ care asociazǎ fiecǎrui triplet (v1, v2, v3) un numǎr real 〈v1, v2 × v3〉.
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2) Expresia analiticǎ pentru produsul mixt: fie n = 3, B0 = {i, j, k}, i ⊥ j ⊥ k, ‖i‖ =
‖j‖ = ‖k‖ = 1,

v1 = x1 i + y1 j + z1 k

v2 = x2 i + y2 j + z2 k

v3 = x3 i + y3 j + z3 k.

Calculǎm produsul vectorial al vectorilor v2 şi v3, cu formula (9), dezvoltând
determinantul dupǎ elementele primei linii,

v2 × v3 =

∣∣∣∣∣∣

i j k
x2 y2 z2

x3 y3 z3

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣
y2 z2

y3 z3

∣∣∣∣ i−
∣∣∣∣

x2 z2

x3 z3

∣∣∣∣ j +

∣∣∣∣
x2 y2

x3 y3

∣∣∣∣ k,

iar apoi vom efectua produsul scalar al acestui vector cu primul vector, barv1, şi
avem:

〈v1, v2 × v3〉 = x1

∣∣∣∣
y2 z2

y3 z3

∣∣∣∣− y1

∣∣∣∣
x2 z2

x3 z3

∣∣∣∣ + z1

∣∣∣∣
x2 y2

x3 y3

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣

x1 y1 z1

x2 y2 z2

x3 y3 z3

∣∣∣∣∣∣
.

Notaţie:

(v1; v2; v3) =

∣∣∣∣∣∣

x1 y1 z1

x2 y2 z2

x3 y3 z3

∣∣∣∣∣∣
.

Propoziţia 1.5. Produsul mixt (v1; v2; v3) satisface urmǎtoarele egalitǎţi:

1) (v1; v2; v3) = (v2; v3; v1) = (v3; v1; v2), (∀) v1, v2, v3 ∈ V ;

2) (v1; v2; v3) = −(v2; v1; v3) = −(v1; v2; v3) = −(v1; v3; v2), (∀) v1, v2, v3 ∈ V ;

3) (λ v1; v2; v3) = (v1; λ v2; v3) = (v1; v2; λ v3) = λ (v1; v2; v3), (∀) v1, v2, v3 ∈ V, (∀)λ ∈
R;

4) (v1; v2; v3 + v4) = (v1; v2; v3) + (v1; v2; v4), (∀) v1, v2, v3, v4 ∈ V ;

5) (v1; v2; λ v1 + µ v2) = 0, (∀)λ, µ ∈ R, (∀) v1, v2, v3 ∈ V = E3.

Aceste egalitǎţi pot fi verificate imediat pe baza proprietǎţilor determinanţilor.

Consecinţa 1.3.

(v1, v2; λ v3 + µ v′3) = λ (v1, v2, v3) + µ (v1, v2, v
′
3)

Teorema 1.1. Modulul produsului mixt a trei vectori reprezentaţi prin segmente orientate,
necoplanare cu originea comunǎ, este egal cu volumul paralelipipedului având aceste
segmente ca laturi.
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Figura 9: Produsul mixt a trei vectori

Demonstraţie. Fie v1 =
−→
OA, v2 =

−−→
OB, v3 =

−→
OC.

Volumul paralelipipedului este: V = Ab · h
Aria bazei: Ab = ‖v2 × v3‖ = ‖v‖
Înǎlţimea: h = prvv1

Dar |(v1; v2; v3)| = |〈v1, v2 × v3〉| = |〈v1, v〉| = ‖v‖ · |prvv1| = ‖v1‖ · |prv1v| = Ab · h
⇒ V = |(v1; v2; v3)|.
Observaţia 1.10.

1) Volumul unui tetraedru este dat de formula: Vtetr =
1

3!
|(v1; v2; v3)|.

2) Condiţia de coplanaritate: (v1; v2; v3) = 0

1.3.5 Produsul dublu vectorial a trei vectori liberi sau legaţi

Definiţia 1.11. Se numeşte produs dublu vectorial pe spaţiul director V (⊂ E3) aplicaţia:

Ψ : V × V × V → V

definitǎ prin: Ψ(v1, v2, v3) = v1 × (v2 × v3).

Observaţia 1.11. Produsul dublu vectorial este o operaţie compusǎ dintr-un produs
vectorial cu un alt produs vectorial care asociazǎ fiecǎrui triplet (v1, v2, v3) un nou vector
w = v1 × (v2 × v3).

Teorema 1.2. Produsul dublu vectorial a trei vectori se poate exprima cu ajutorul a douǎ
produse scalare prin formula:

v1 × (v2 × v3) =

∣∣∣∣
v2 v3

〈v1, v2〉 〈v1, v3〉
∣∣∣∣ . (10)

Demonstraţie. Prin calcul, exprimându-se produsul vectorial şi produsul scalar.

Propoziţia 1.6. Produsul dublu vectorial nu este asociativ:

v1 × (v2 × v3) 6= (v1 × v2)× v3.
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1.4 Mişcǎri ı̂n spaţii afine euclidiene

Fie En un spaţiu afin euclidian.

Definiţia 1.12. Se numeşte mişcare rigidǎ (sau deplasare) ı̂ntr-un spaţiu afin euclidian
En o transformare µ a acestui spaţiu pentru care are loc egalitatea:

d(µ(M1), µ(M2)) = d(M1,M2), (∀)M1,M2 ∈ En

unde d(M1, M2) = ‖rM2 − rM1‖ este definitǎ cu ajutorul normei euclidiene.

Observaţia 1.12. Transformarea µ : En → En se numeşte deformare dacǎ (∃)M1,M2 ∈
En astfel ı̂ncât:

d(µ(M1), µ(M2) 6= d(M1,M2))

1.4.1 Translaţia planǎ şi spaţialǎ

Fie En spaţiu afin euclidian.

Se ştie cǎ o translaţie este o schimbare de reper afin Ra = (O, B) 7→ R′
a = (O′, B) care

modificǎ originea reperului, dar ı̂i conservǎ baza:

r = r0 + r′ (11)

Figura 10: Translaţia spaţialǎ

Definiţia 1.13. Transformarea µ : En → En este o translaţie de vector v, notatǎ µ = τv

dacǎ oricare ar fi punctul M ∈ En, acesta are imaginea µ(M)
not
= M ′ cu vectorul de poziţie

r′ definit de ecuaţia vectorialǎ:
τv : r′ = r + v, (12)

unde r este vectorul de poziţie al punctului M ; punctele M, M ′ sunt raportate relativ la
acelaşi reper, Ra.

Propoziţia 1.7. Translaţiile sunt mişcǎri ale spaţiului En

Demonstraţie. Fie M1,M2 ∈ En şi M ′
1,M

′
2 imaginile lor prin τv. Folosind metrica

euclidianǎ şi relaţia (12) obţinem:

d(M ′
1,M

′
2) = ‖r′2 − r′1‖ = ‖r2 + v − (r1 + v)‖ = ‖r2 − r1‖ = d(M1,M2).
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Observaţia 1.13.

1) Orice translaţie µ = τv de vector v ∈ En este echivalentǎ cu o schimbare de
repere Ra → R′

a care conservǎ baza dacǎ vectorul de deplasare al originii este
rO ≡ OO′ = −v.

2) În coordonate, ecuaţiile translaţiei τv se obţin descompunând vectorii din relaţia
(12) dupǎ baza B = {ei}n a reperului:

τv : xi′ = xi + vi, (i = 1, n) (13)

Deoarece OO′ = −v rezultǎ cǎ v are coordonatele lui −r0, deci ecuaţia de mai sus
devine: xi′ = xi − xi

0.
Ecuaţiile scalare ale translaţiei:

{
x = x0 + x′

y = y0 + y′
(̂ın planul E2) (14)





x = x0 + x′

y = y0 + y′

z = z0 + z′
(̂ın spaţiul E3) (15)

1.4.2 Rotaţia planǎ şi spaţialǎ

Rotaţii ı̂n plan

Definiţia 1.14. Transformarea µ : E2 → E2 este o rotaţie de unghi θ şi centru O, notatǎ
µ = ρθ, dacǎ (∀)M ∈ E2 \ {0}, imaginea sa M ′ = µ(M) satisface condiţiile:




‖r‖ = ‖r′‖
m^(r, r′) = θ
µ(O) = O

(16)

unde r̄ şi r̄′ reprezintǎ vectorii de poziţie ai punctelor M şi M ′.

Propoziţia 1.8. Rotaţiile sunt mişcǎri ale spaţiului E2.

Demonstraţie. Fie M1,M2 ∈ E2 şi M ′
1,M

′
2 imaginile lor prin ρθ. Notǎm α = m^(OM1, OM2) =

m^(OM ′
1, OM ′

2).

d(M ′
1,M

′
2) = ‖r̄′2 − r̄′1‖ =

√
〈r̄′2 − r̄′1, r̄

′
2 − r̄′1〉 =

√
〈r̄′2, r̄′2〉 − 2〈r̄′1, r̄′2〉+ 〈r̄′1, r̄′1〉

=
√
‖r̄′2‖2 + ‖r̄′1‖2 − 2 ‖r̄′1‖ ‖r̄′2‖ cos α =

√
‖r̄2‖2 + ‖r̄1‖2 − 2〈r̄1, r̄2〉

=
√
〈r̄2 − r̄1, r̄2 − r̄1〉 = ‖r̄2 − r̄1‖ = d(M1,M2).

Observaţia 1.14. Rotaţia acţioneazǎ asupra punctelor lui E2 cu excepţia originii,
mişcându-le pe toate ı̂n acelaşi sens, care este sensul de mişcare al acelor de ceasornic.
Schimbarea sensului rotaţiei implicǎ ı̂nlocuirea lui θ cu −θ.
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Figura 11: Rotaţia planǎ ı̂n jurul originii

Observaţia 1.15. Scrierea formulelor rotaţiei plane ρθ:

Fie reperul cartezian R = (O,B), B = {̄i, j̄}. Fie r̄ şi r̄′ vectorii de poziţie ai punctelor
M şi M ′ = ρθ(M). Avem:

r̄ = xī + yj̄

r′ = x′̄i + y′j̄

Obţinem:

x′ = prir
′ = ‖r′‖ cos(α− θ) = ‖r′‖ cos α cos θ + ‖r′‖ sin α sin θ = x cos θ + y sin θ

y′ = prjr
′ = ‖r′‖ sin(α− θ) = ‖r′‖ sin α cos θ − ‖r′‖ cos α sin θ = y cos θ − x sin θ

Formulele rotaţiei de unghi θ sunt:

[
x′

y′

]
=

[
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

] [
x
y

]
(17)

unde matricea Rθ =

[
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

]
reprezintǎ matricea rotaţiei de unghi θ.

Rotaţii spaţiale

Prima şi ultima dintre condiţiile din definiţia rotaţiei plane se pǎstreazǎ iar condiţia refer-
itoare la unghiul de rotaţie se va ı̂nlocui prin condiţii specifice tipului de rotaţie.

Astfel, ı̂n E3 existǎ douǎ tipuri de rotaţii:

- rotaţii ı̂n jurul unei drepte ∆, numitǎ ”axǎ de rotaţie”;

- rotaţii ı̂n jurul unui punct O, numit ”centru de rotaţie”.

Un punct arbitrar M supus unei rotaţii spaţiale de centru O descrie un arc de curbǎ situat
pe o sferǎ de razǎ R = d(M,O).

O rotaţie de tip ρ∆, adicǎ de axǎ ∆, se identificǎ pentru fiecare punct M ∈ E3 \∆ cu o
rotaţie planǎ de centru pr∆M, obţinut prin intersecţia dreptei ∆ cu un plan care conţine
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punctul dat şi este perpendicular pe axa de rotaţie; unghiul de rotaţie este acelaşi pentru
toate punctele din spaţiu.

O rotaţie de tipul ρ(θ,Ψ,ϕ) de centru O, se identificǎ, pentru fiecare punct M ∈ E3 \{O} cu
o compunere de rotaţii (de unghiuri θ, Ψ, ϕ) ı̂n jurul axelor de coordonate (Ox), (Oy) şi
respectiv (Oz), cu care ∆ se identificǎ succesiv. Altfel spus, o rotaţie spaţialǎ de centru
O este produsul a trei rotaţii ı̂n jurul unor axe având ca punct comun pe O, centrul de
rotaţie.

Matricele asociate acestor tipuri de rotaţii sunt:

- pentru rotaţiile ı̂n jurul axelor de coordonate, ρ∆ :

1. când ∆ = (Ox) : Rθ =




1 0 0
0 cos θ sin θ
0 − sin θ cos θ


 ;

2. când ∆ = (Oy) : Rθ =




cos Ψ 0 − sin Ψ
0 1 0

sin Ψ 0 cos Ψ


 ;

3. când ∆ = (Oz) : Rθ =




cos ϕ sin ϕ 0
− sin ϕ cos ϕ 0

0 0 1


 .

- pentru rotaţiile ı̂n jurul originii axelor de coordonate, ρ(θ,Ψ,ϕ), cele de centru O :

R(θ,Ψ,ϕ) = Rθ ·RΨ ·Rϕ.

Coordonatele punctului imagine, M ′(x′, y′, z′) printr-o rotaţie arbitrarǎ de centru O, ı̂n
funcţie de coordonatele punctului dat M(x, y, z), sunt:




x′

y′

z′


 = R(θ,Ψ,ϕ) ·




x
y
z


 , (θ, Ψ, ϕ ∈ (−π, π])

Observaţia 1.16. Oricare ar fi µ una din aplicaţiile descrise, aceasta invariazǎ produsul
scalar din V = En, adicǎ avem

〈µ(u), µ(v)〉 = 〈u, v〉,∀ u, v ∈ En,

ceea ce duce la conservarea normelor vectorilor şi a unghiurilor dintre vectori. O astfel de
transformare pe En se numeşte izometrie.
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2 Varietǎţi liniare (subspaţii afine)

Fie spaţiul afin (A; V, ϕ) de dimensiune n; An.

Definiţia 2.1. Un spaţiu afin Am se numeşte varietate liniarǎ (subspaţiu afin) al
spaţiului afin An şi notǎm Am ≤ An, dacǎ Am = (S; U,ϕ|S) unde S ⊆ A, U ≤
V, (U = m dimensional, m < n) iar ϕ|S este restricţia structurii afine ϕ la submulţimea
consideratǎ S.

Observaţia 2.1. O dreaptǎ afinǎ A1 poate fi subspaţiu afin sau nu pentru un plan afin
A2.

Observaţia 2.2. Un plan afin A2 poate fi subspaţiu afin sau nu pentru un spaţiu afin
A3.

2.1 Dreapta

Fie An un spaţiu afin având dimensiunea n ≥ 1.

2.1.1 Dreapta determinatǎ de un punct şi o direcţie

Definiţia 2.2. O varietate liniarǎ de dimensiune 1 ı̂ntr-un spaţiu afin An se numeşte
dreaptǎ.

Fie M0 ∈ An, al cǎrui vector de poziţie raportat la un reper afin Ra = {O; ē1, ..., ēn} este

r̄0 =
−−−→
OM0, iar U un subspaţiu de dimensiune 1 al spaţiului director V . Relaţia:

L1 : r̄ = r̄0 + U (18)

defineşte o dreaptǎ ce trece prin M0 şi are direcţia subspaţiului U . Deoarece U ≤ V
şi dimRU = 1 rezultǎ cǎ spaţiul director al dreptei este generat de un singur vector
v̄ ∈ V − {0}, deci U = {tv̄ | t ∈ R} şi

L1 : r̄ = r̄0 + tv̄ (19)

Aceasta se numeşte ecuaţia vectorialǎ a dreptei determinatǎ de un punct şi de o direcţie,
şi se noteazǎ D(M0, v̄) .

Figura 12: Dreapta determinatǎ de un punct şi o direcţie

Scriind vectorii din (19) ı̂n baza {ēi}n avem:

r̄ = xiēi; r̄0 = xi
0ēi; v̄ = liēi, (20)
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deci,
D(M0,v̄) : xi = xi

0 + tli , i = 1, n (21)

numite ecuaţiile parametrice ale dreptei determinate de un punct şi o direcţie.

Dacǎ se eliminǎ t din ecuaţia (21) se obţin:

D(M0,v̄) :
x1 − x1

0

l1
=

x2 − x2
0

l2
= ... =

xn − xn
0

ln
(22)

numite ecuaţii canonice (carteziene) ale dreptei determinatǎ de un punct şi de o direcţie.

2.1.2 Dreaptǎ determinatǎ de douǎ puncte

Din geometria sinteticǎ se ştie cǎ douǎ puncte distincte determinǎ o unicǎ dreaptǎ.
Fie M1,M2 ∈ An. Dreapta determinatǎ de M1 şi M2 notatǎ D(M1,M2), va avea direcţia
v̄ = r̄2 − r̄1 unde r̄2, r̄1 sunt vectorii de poziţie ai punctelor M2 respectiv M1.
Din (19) avem:

D(M1,M2) : r̄ = r̄1 + t(r̄2 − r̄1) (23)

care reprezintǎ ecuaţia vectorialǎ a unei drepte determinatǎ de 2 puncte. Trecând ı̂n
coordonate obţinem:

D(M1,M2) : xi = xi
0 + t(xi

2 − xi
1) , i = 1, n (24)

care reprezintǎ ecuaţiile parametrice a unei drepte determinatǎ de 2 puncte. Eliminând
parametrul t obţinem:

D(M1,M2) :
x1 − x1

0

x1
2 − x1

1

=
x2 − x2

0

x2
2 − x2

1

= ... =
xn − xn

0

xn
2 − xn

1

(25)

care reprezintǎ ecuaţiile canonice a unei drepte determinatǎ de 2 puncte.

Observaţia 2.3. Direcţia dreptei este datǎ de l1 = x1
2 − x1

1, ..., l
n = xn

2 − xn
1 .

2.2 Planul

Fie An un spaţiu afin de dimensiune n ≥ 2.

2.2.1 Planul determinat de un punct şi douǎ direcţii

Definiţia 2.3. O varietate liniarǎ de dimensiune 2 ı̂ntr-un spaţiu afin An se numeşte
plan.

Fie M0 ∈ An, al cǎrui vector de poziţie raportat la un reper afin Ra = {O; ē1, ..., ēn} este

r̄0 =
−−−→
OM0, iar U un subspaţiu de dimensiune 2 al spaţiului director V . Relaţia:

L2 : r̄ = r̄0 + U (26)
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defineşte un plan ce trece prin M0 şi are direcţia subspaţiului U . Deoarece U ≤ V
şi dimRU = 2 rezultǎ cǎ subspaţiul director al unui plan este generat de doi vectori
v̄1, v̄2 ∈ V − {0}, deci U = {t1v̄1 + t2v̄2 | t1, t2 ∈ R}.
Ecuaţia (26) devine:

L2 : r̄ = r̄0 + t1v̄1 + t2v̄2, t1, t2 ∈ R (27)

reprezentând ecuaţia vectorialǎ a planului determinat de un punct şi douǎ direcţii. Notǎm
aceasta prin: P (M0, v̄1, v̄2).
Pentru scrierea parametricǎ ı̂nlocuim expresiile analitice ale vectorilor: r̄ = xiēi; r̄0 =
xi

0ēi; v̄1 = li1ēi; v̄2 = li2ēi. şi obţinem:

P (M0, v̄1, v̄2) : xi = xi
0 + t1li1 + t2li2 t1, t2 ∈ R (28)

Ecuaţia cartezianǎ a planului se obţine prin eliminarea parametrilor. De exemplu, ı̂n
cazul n = 3, avem urmǎtoarele ecuaţii parametrice:





x = x0 + t1l1 + t2l2
y = y0 + t1m1 + t2m2

z = z0 + t1n1 + t2n2

din care eliminǎm parametrii t1 şi t2. Considerând variabilele t1, t2 rezultǎ cǎ avem
3 ecuaţii si 2 necunoscute; sistemul este compatibil determinat dacǎ determinantul
caracteristic este nul adicǎ dacǎ

∆c = 0 :

∣∣∣∣∣∣

l1 l2 x− x0

m1 m2 y − y0

n1 n2 z − z0

∣∣∣∣∣∣
= 0 ⇔

⇔ P (M0, v̄1, v̄2) :

∣∣∣∣∣∣

x− x0 y − y0 z − z0

l1 m1 n1

l2 m2 n2

∣∣∣∣∣∣
= 0 (29)

care reprezintǎ ecuaţia cartezianǎ a planului.

Figura 13: Planul determinat de un punct şi douǎ direcţii

Observaţia 2.4. Ecuaţia (29) poate fi scrisǎ şi ca produs mixt:

P (M0, v̄1, v̄2) : (r̄ − r̄0; v̄1; v̄2) = 0. (30)

2.2.2 Planul determinat de trei puncte necoliniare

Din geometria sinteticǎ se ştie cǎ trei puncte necoliniare determinǎ un plan.
Fie M1,M2,M3 ∈ A3 şi P (M1,M2,M3) planul determinat de cele trei puncte. Atunci
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vectorii
−−−−→
M3M1 = v̄1 şi

−−−−→
M3M2 = v̄2 vor fi necoliniari, deci independenţi, şi pot fi luaţi

ca vectori directori pentru plan. Considerând M3 punctul curent, putem scrie ecuaţia
vectorialǎ a planului:

P (M1,M2, M3) : r̄ = r̄3 + t1(r̄1 − r̄3) + t2(r̄2 − r̄3) (31)

sau
P (M1,M2, M3) : (r̄ − r̄3; r̄1 − r̄3; r̄2 − r̄3) = 0 (32)

care este echivalent cu:

P (M1, M2,M3) :

∣∣∣∣∣∣

x− x3 y − y3 z − z3

x1 − x3 y1 − y3 z1 − z3

x2 − x3 y2 − y3 z2 − z3

∣∣∣∣∣∣
= 0 (33)

sau

P (M1,M2,M3) :

∣∣∣∣∣∣∣∣

x y z 1
x1 y1 z1 1
x2 y2 z2 1
x3 y3 z3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0 (34)

În cazul particular ı̂n care M1(a, 0, 0) ∈ Ox, M2(0, b, 0) ∈ Oy, M3(0, 0, c) ∈ Oz avem:
P (M1,M2,M3) : bcx + acy + abz − abc = 0 sau

P (M1,M2,M3) :
x

a
+

y

b
+

z

c
− 1 = 0 (35)

numitǎ ecuaţia planului prin tǎieturi.

2.2.3 Planul determinat de un punct şi direcţia normalǎ

Fie M0 ∈ E3 şi n̄(6= 0̄) un vector al spaţiului director E3.
Se ştie cǎ existǎ un singur plan P ∈ E3 care trece printr-un punct şi este ortogonal pe o
dreaptǎ datǎ. Notǎm cu P (M0, n̄) planul care conţine M0 şi este perpendicular pe n̄.

Avem cǎ pentru orice M ∈ P (M0, n̄), vectorul
−−−→
M0M este ortogonal pe n̄ adicǎ

<
−−−→
M0M ; n̄ >= 0.

Dacǎ se considerǎ reperul R0
a =

{
O; ī, j̄, k̄

}
, atunci ecuaţia vectorialǎ a planului determi-

nat de punctul M0 şi de direcţia normalǎ n̄ este:

P (M0, n̄) :< r̄ − r̄0; n̄ >= 0 (36)

Figura 14: Planul determinat de un punct şi direcţia normalǎ
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Dacǎ descompunem vectorii avem:

< (x− x0)̄i + (y − y0)j̄ + (z − z0)k̄; Aī + Bj̄ + Ck̄ >= 0 ⇔

P (M0, n̄) : A(x− x0) + B(y − y0) + C(z − z0) = 0 (37)

respectiv
P : Ax + By + Cz + D = 0, (38)

numitǎ ecuaţia generalǎ a planului.

Observaţia 2.5. Direcţia normalǎ la plan este datǎ de n̄(A,B,C).

2.3 Intersecţii, proiecţii şi unghiuri ale varietǎţilor liniare

2.3.1 Intersecţia a douǎ drepte

Considerǎm dreptele de ecuaţie:

D1 :
x− x1

l1
=

y − y1

m1

=
z − z1

n1

(39)

şi

D1 :
x− x2

l2
=

y − y2

m2

=
z − z2

n2

. (40)

Intersecţia acestor drepte este determinatǎ de soluţia sistemului format din ecuaţiile lui
D1 şi D2: 




A1x + B1y + C1z + D1 = 0
A2x + B2y + C2z + D2 = 0
A3x + B3y + C3z + D3 = 0
A4x + B4y + C4z + D4 = 0

Notând cu A matricea sistemului şi cu Ā matricea extinsǎ, din studiul compatibilitǎţii
sistemului avem:

1. Dacǎ rangA < rangĀ atunci sistemul este incompatibil (nu are soluţie), rezultǎ

D1 ∩ D2 = ∅, adicǎ dreptele sunt paralele dacǎ
l1
l2

=
m1

m2

=
n1

n2

sau sunt drepte

necoplanare.

2. Dacǎ rangA = rangĀ = 3 atunci sistemul este compatibil determinat, adicǎ avem
soluţie unicǎ, D1 ∩D2 = {M}.

3. Dacǎ rangA = rangĀ < 3 atunci sistemul este compatibil nedeterminat; ı̂n acest
caz avem o infinitate de soluţii care vor depinde de un parametru real, deci D1 ≡ D2

(este necesar sǎ fie ı̂ndeplinitǎ şi condiţia de paralelism).
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2.3.2 Intersecţia a douǎ plane

Considerǎm planele P1, P2 date prin ecuaţiile generale:

P1 : A1x + B1y + C1z + D1 = 0 P2 : A2x + B2y + C2z + D2 = 0.

Direcţiile normalel ale celor 2 plane sunt: n̄1(A1, B1, C1) şi n̄2(A2, B2, C2).

Observaţia 2.6.

1. Dacǎ n̄1 = λn̄2, λ 6= 0, adicǎ vectorii n̄1 şi n̄2 sunt colineari, atunci P1 ‖ P2 ⇒ A1

A2

=

B1

B2

=
C1

C2

. Dacǎ ı̂n plus are loc şi egalitatea
A1

A2

=
B1

B2

=
C1

C2

=
D1

D2

atunci planele

coincid.

2. Dacǎ
A1

A2

=
B1

B2

=
C1

C2

este falsǎ atunci planele nu sunt paralele iar intersecţia celor

2 plane ete o dreaptǎ D, a cǎrei ecuaţie cartezianǎ este datǎ de:

{
A1x + B1y + C1z + D1 = 0
A2x + B2y + C2z + D2 = 0

.

Sistemul este compatibil nedeterminat deoarece rangA = rangĀ = 2, iar mulţimea
soluţiilor reprezintǎ dreapta de intersecţie.
Pentru a determina ecuaţiile canonice ale dreptei aflǎm: un punct oarecare M0 ∈ D
(fixǎm un x, ı̂nlocuim ı̂n sistem şi gǎsim y şi z corespunzǎtori); direcţia v̄ = n̄1×n̄2 =∣∣∣∣∣∣

ī j̄ k̄
A1 B1 C1

A2 B2 C2

∣∣∣∣∣∣
pentru cǎ v̄ ⊥ n̄1 şi v̄ ⊥ n̄2.

Definiţia 2.4. Dacǎ P1, P2 sunt plane date a cǎror intersecţie este dreapta D, atunci
combinaţia liniarǎ

Pλ : A1x + B1y + C1z + D1 + λ(A2x + B2y + C2z + D2) = 0

se numeşte ecuaţia fascicolului de plane care are ca bazǎ planele P1, P2.

Relaţia de mai sus se poate scrie:

P1 + λP2 = 0, λ ∈ R ∪ {±∞}

Observaţia 2.7.

1. pentru λ = 0 ⇒ P1 = 0, se obţine deci unul din planele de bazǎ.

2. pentru λ → ±∞, ı̂n acest caz dacǎ ı̂nmulţim relaţia cu
1

λ
se obţine P2 = 0, adicǎ

ecuaţia celui de-al doilea plan de bazǎ.

3. dreapta D = P1 ∩ P2 este comunǎ tuturor planelor din familia (Pλ) şi se numeşte
axa fascicolului de plane.
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2.3.3 Intersecţia unei drepte cu un plan

Fie planul P : Ax + By + Cz + D = 0 şi dreapta D :
x− x0

l
=

y − y0

m
=

z − z0

n
. Pentru a

studia intersecţia planului P cu dreapta D vom considera sistemul de ecuaţii format din
ecuaţiile parametrice ale dreptei D şi ecuaţia planului P :





x = x0 + lt
y = y0 + mt t ∈ R.
z = z0 + nt
Ax + By + Cz + D = 0

Înlocuind pe x, y, z din primele 3 ecuaţii ı̂n ecuaţia planului, se obţine ecuaţia de gradul
I:

t(Al + Bm + Cn) = −(Ax0 + By0 + Cz0 + D)

1) Ecuaţia are soluţie unicǎ t1 dacǎ Al + Bm + Cn 6= 0 ⇔< (A,B, C); (l,m, n) >6= 0. În
acest caz intersecţia dreptei D cu planul P este un punct.
2) Dacǎ Al + Bm + Cn = 0 ⇔< n̄, v̄ >= 0 ⇒ n̄ ⊥ v̄ atunci dreapta D este paralelǎ cu
planul P , D ∩ P = ∅.
3) Dacǎ Al + Bm + Cn = 0 şi ı̂n particular Ax0 + By0 + Cz0 + D = 0 atunci ecuaţia este
verificatǎ pentru orice t ∈ R⇒ D ⊂ P.

2.3.4 Proiecţia unui punct pe o varietate liniarǎ

Fie M0 ∈ E3. Notǎm cu M ′
0 proiecţia ortogonalǎ a punctului dat fie pe o dreaptǎ D, fie

pe un plan P .
Coordonatele (x′0, y

′
0, z

′
0) ale punctului de proiecţie M ′

0, ı̂n cazul proiecţiei punctului M0

pe dreapta D sunt date de soluţia sistemului de ecuaţii liniare:

PrDM0 = M ′
0 :





x− x0

l
=

y − y0

m
=

z − z0

n

l(x− x0) + m(y − y0) + n(z − z0) = 0

adicǎ, punctul M ′
0 este determinat de punctul de intersecţie dintre dreapta datǎ şi planul

ortogonal pe aceasta care conţine punctul M0.

Figura 15: Proiecţia unui punct pe o dreaptǎ

33



Coordonatele (x′0, y
′
0, z

′
0) ale punctului de proiecţie M ′

0, ı̂n cazul proiecţiei punctului M0

pe planul P sunt date de soluţia sistemului de ecuaţii liniare:

PrP M0 = M ′
0 :





Ax + By + Cz + D = 0

x− x0

A
=

y − y0

B
=

z − z0

C

adicǎ, punctul M ′
0 este determinat de punctul de intersecţie dintre planul dat şi dreapta

ortogonalǎ pe acesta care conţine punctul M0.

Figura 16: Proiecţia unui punct pe un plan

2.3.5 Proiecţia unei drepte pe un plan

Fie o dreaptǎ D datǎ prin ecuaţiile canonice: D :
x− x0

l
=

y − y0

m
=

z − z0

n
, un plan P

dat prin ecuaţia generalǎ P : Ax + By + Cz + D = 0, şi D′ proiecţia dreptei D pe planul
P notatǎ D′ = PrP D.
În general, proiecţia unei drepte pe un plan se obţine proiectând douǎ puncte diferite
M0(x0, y0, z0),M1(x1, y1, z1) ale dreptei D pe planul P . Proiecţia dreptei D va fi determi-
natǎ de cele 2 puncte obţinute ı̂n urma proiecţiei M ′

0(x
′
0, y

′
0, z

′
0) = prpM0,M

′
1(x

′
1, y

′
1, z

′
1) =

prP M1.

Observaţia 2.8.

1. Dacǎ dreapta D este ortogonalǎ pe plan, adicǎ vectorii n̄, v̄ sunt coliniari v̄ = λn̄
atunci proiecţia se reduce la un punct care se va obţine prin simpla intersecţie dintre
D şi P .

2. Dacǎ dreapta D este paralelǎ cu planul, adicǎ < v̄, n̄ >= 0 atunci proiecţia D′ a
dreptei D se poate determina cu ajutorul proiecţiei unui singur punct pe plan iar
ecuaţia dreptei de proiecţie se scrie ca fiind ecuaţia dreptei determinatǎ de punctul
te proiecţie şi direcţia dreptei D.

3. Dacǎ D nu este ortogonalǎ pe plan, şi nu este paralelǎ cu planul atunci se proiecteazǎ
un singur punct al dreptei pe plan, iar al doilea se va lua punctul de intersecţie dintre
dreaptǎ şi plan.
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Figura 17: Proiecţia unei drepte pe un plan

2.3.6 Unghiul a douǎ varietǎţi liniare

1. Unghiul a douǎ drepte

Fie dreptele D1 :
x− x1

l1
=

y − y1

m1

=
z − z1

n1

şi D2 :
x− x2

l2
=

y − y2

m2

=
z − z2

n2

. Putem

afla unghiul θ ∈ [0,
π

2
] al acestora, determinând mai ı̂ntâi unghiul θ′ ∈ [0, π] al vectorilor

lor directori v̄1 = (l1,m1, n1) şi v̄2 = (l2,m2, n2) cu formula cunoscutǎ pentru unghiul a

doi vectori ı̂ntr-un spaţiu vectorial euclidian: cos θ′ =
< v1, v2 >

‖ v1 ‖ · ‖ v2 ‖ . Avem urmǎtoarele

cazuri: dacǎ cos θ′ > 0 atunci θ′ = θ, iar dacǎ cos θ′ < 0 atunci θ′ = π − θ.

Figura 18: Unghiul a douǎ drepte

2. Unghiul unei drepte cu un plan

Fie D :
x− x0

l
=

y − y0

m
=

z − z0

n
şi P : Ax + By + Cz + D = 0.

Calculǎm ı̂ntâi mǎsura unghiului θ′ dintre vectorul director al dreptei D şi vectorul

normalei la planul P , folosind formula cos θ′ =
< v̄, n̄ >

‖ v̄ ‖ · ‖ n̄ ‖ . Mǎsura unghiului dintre

dreapta D şi planul P este m(^D, P ) = θ =
π

2
− θ′

Figura 19: Unghiul unei drepte cu un plan Figura 20: Unghiul a douǎ plane

3. Unghiul dintre 2 plane
Fie P1 : A1x + B1y + C1z + D1 = 0 şi P2 : A2x + B2y + C2z + D2 = 0, cu normalele la

plan: n̄1(A1, B1, C1) şi n̄2(A2, B2, C2). Avem m(^P1, P2) = m(^θ), θ ∈ [0,
π

2
]. Calculǎm

cos θ′ =
< n̄1, n̄2 >

‖ n̄1 ‖ · ‖ n̄2 ‖ şi obţinem unghiul dintre P1 şi P2, θ = π − θ′:
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2.4 Distanţa de la un punct la o varietate liniarǎ

2.4.1 Distanţa de la un punct la o dreaptǎ

Considerǎm ı̂n E3, Ra{O; ī, j̄, k̄} un punct M1(x1, y1, z1) şi o dreaptǎ datǎ prin ecuaţia

canonicǎ D :
x− x0

l
=

y − y0

m
=

z − z0

n
.

În cele ce urmeazǎ ne propunem sǎ calculǎm distanţa de la M1 la dreapta D. Notǎm
d(M1, D) = d (d = 0 ⇔ M1 ∈ D). Sǎ presupunem cǎ spaţiul afin euclidian este dotat
cu metrica d(M1, M2) =‖ M1M2 ‖ unde ‖ · ‖ este norma euclidianǎ asociatǎ spaţiului
vectorial asociat E3. Vom prezenta douǎ metode de calcul a distanţei de la un punct la o
dreaptǎ: metoda vectorialǎ şi metoda analiticǎ.

Metoda I (Metoda vectorialǎ)
Fie M0 ∈ D; OM0 = r̄0 = x0ī + y0j̄ + z0k̄ şi OM1 = r̄1 = x1ī + y1j̄ + z1k̄. Vectorul

director al dreptei este dat de: v̄ = l̄i + mj̄ + nk̄. Fie
−−−−→
M0M1 = r̄1 − r̄0 şi produsul

vectorial: ‖ −−−−→M0M1 × v̄ ‖=‖ −−−−→M0M1 ‖ · ‖ v̄ ‖ · sin θ. Dar d =‖ −−−−→M0M1 ‖ · sin θ, de unde se
obţine distanţa de la punct la dreaptǎ:

d =
‖ −−−−→M0M1 × v̄ ‖

‖ v̄ ‖ (41)

Ecuaţia de mai sus repezintǎ formula vectorialǎ a distanţei de la un punct la o dreaptǎ.

Metoda II (Metoda analiticǎ)
În acest caz, pentru determinarea distanţei de la un punct la o dreaptǎ se determinǎ coor-
donatele proiecţiei punctului M1 pe dreapta D, punct pe care ı̂l notǎm cu M ′

1(x
′
1, y

′
1, z

′
1).

Aceste coordonate se determinǎ rezolvând sistemul format din ecuaţia dreptei D şi ecuaţia
planului perpendicular pe dreaptǎ şi care conţine punctul M1(x1, y1, z1):

M ′
1(x

′
1, y

′
1, z

′
1) :

{ x− x0

l
=

y − y0

m
=

z − z0

n
l(x− x1) + m(y − y1) + n(z − z1) = 0

Pentru rezolvarea mai simplǎ a acestui sistem se recomandǎ scrierea ecuaţiei dreptei sub
formǎ parametricǎ. Astfel, obţinem distanţa de la un punct la o dreaptǎ:

d(M1, D) = d(M1, M
′
1) =

√
(x1 − x′1)2 + (y1 − y′1)2 + (z1 − z′1)2. (42)
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2.4.2 Distanţa de la un punct la un plan

Fie M0(x0, y0, z0) un punct din spaţiul metric (E3, d) şi P un plan arbitrar de ecuaţie:
P : Ax + By + Cz + D = 0.

Dacǎ M0 ∈ P atunci d(M0, P ) = 0.

Dacǎ M0 /∈ P atunci pentru calculul distanţei de la un punct la un plan vom folosi metoda
analiticǎ, adicǎ vom determina coordonatele punctului de proiecţie a punctului M0 pe
planul P , punct pe care ı̂l notǎm cu M ′

0 (M ′
0 = prP M0). Aceste coordonate se determinǎ

rezolvând sistemul format din ecuaţia planului P şi ecuaţia dreptei perpendiculare pe plan
şi care trece prin punctul M0:

M ′
0(x

′
0, y

′
0, z

′
0) :

{
Ax + By + Cz + D = 0
x− x0

A
=

y − y0

B
=

z − z0

C

Pentru rezolvarea sistemului scriem ecuaţia parametricǎ a dreptei D:

x− x0

A
=

y − y0

B
=

z − z0

C
= t0,

de unde scoţând t0 şi ı̂nlocuind ı̂n ecuaţia planului obţinem

t0 = −Ax0 + By0 + Cz0 + D = 0

A2 + B2 + C2
.

Coordonatele lui M ′
0 vor fi: M ′

0(x0 + t0A, y0 + t0B, z0 + t0C). Astfel,

d(M0, P ) = d(M0,M
′
0) =

√
(x0 − x′0)2 + (y0 − y′0)2 + (z0 − z′0)2 =

√
t20(A

2 + B2 + C2) =

=
|Ax0 + By0 + Cz0 + D|√

A2 + B2 + C2
.

2.4.3 Ecuaţia normalǎ a planului

Fie P : Ax + By + Cz + D = 0 un plan arbitrar. Ecuaţia normalǎ a planului se obţine
ı̂mpǎrţind ecuaţia planului P cu ‖ n̄ ‖= √

A2 + B2 + C2 care reprezintǎ norma direcţiei
normalei la planul P . Ecuaţia normalǎ a planului este datǎ deci de ecuaţia:

P : ±Ax + By + Cz + D√
A2 + B2 + C2

= 0

Observaţia 2.9. Distanţa de la un punct M0 la planul P se calculeazǎ ı̂nlocuind
coordonatele punctului M0 ı̂n ecuaţia planului.

Fie α, β, γ ∈ [0, π], daţi de relaţiile:

cos α = ± A√
A2 + B2 + C2

; cos β = ± B√
A2 + B2 + C2

; cos γ = ± C√
A2 + B2 + C2

Se observǎ cǎ are loc relaţia: cos2 α + cos2 β + cos2 γ = 1; cos α, cos β, cos γ se numesc
cosinuşii directori ai direcţiei normale la plan.
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2.5 Perpendiculara comunǎ a douǎ drepte. Distanţa dintre
douǎ drepte

2.5.1 Perpendiculara comunǎ a douǎ drepte

Perpendiculara comunǎ a douǎ drepte D1 şi D2 este o dreptǎ D care este ortogonalǎ pe
ambele drepte, având câte un punct de intersecţie cu fiecare dintre ele.

Dacǎ dreptele date nu sunt paralele, atunci existǎ o unicǎ dreaptǎ a spaţiului care are
proprietatea: D ⊥ D1, D ⊥ D2, D ∩ D1 6= ∅, D ∩ D2 6= ∅. Existenţa şi unicitatea
perpendicularei comune vor rezulta implicit prin gǎsirea ecuaţiilor sale pe cale analiticǎ.

Dacǎ dreptele sunt paralele atunci existǎ o infinitate de drepte care au proprietatea de
mai sus.

Vom studia analitic primul caz, cel al dreptelor neparalelele. Fie D1 ∦ D2, date de:

D1 :
x− x1

l1
=

y − y1

m1

=
z − z1

n1

şi D2 :
x− x2

l2
=

y − y2

m2

=
z − z2

n2

astfel ı̂ncât
l1
l2

=
m1

m2

=
n1

n2

sǎ nu fie satisfǎcutǎ (aceasta ı̂nseamnǎ cǎ vectorii lor directori

v̄1(l1,m1, n1) şi v̄2(l2,m2, n2) vor fi necoliniari, deci v̄1 × v̄2 6= 0). Vectorul v̄ = v̄1 × v̄2 va
fi ortogonal pe D1 şi D2, iar direcţia perpendicularei comune va fi datǎ de:

v̄ =

∣∣∣∣∣∣

ī j̄ k̄
l1 m1 n1

l2 m2 n2

∣∣∣∣∣∣
=not l̄i + mj̄ + nk̄.

Considerǎm punctele M1(x1, y1, z1) ∈ D1 şi M2(x2, y2, z2) ∈ D2. (M1, v̄, v̄1) determinǎ un
plan P1 = P (M1, v̄, v̄1), iar (M2, v̄, v̄2) determinǎ un plan P2 = P (M2, v̄, v̄2). Ecuaţiile
celor douǎ plane sunt date de:

P1 :

∣∣∣∣∣∣

x− x1 y − y1 z − z1

l1 m1 n1

l m n

∣∣∣∣∣∣
= 0 şi P2 :

∣∣∣∣∣∣

x− x2 y − y2 z − z2

l2 m2 n2

l m n

∣∣∣∣∣∣
= 0

Intersecţia celor douǎ plane P1 şi P2 este o dreaptǎ D care reprezintǎ perpendiculara
comunǎ a celor douǎ drepte.

2.5.2 Distanţa dintre douǎ drepte

Pentru calculul distanţei dintre douǎ drepte prezentǎm douǎ metode: metoda analiticǎ şi
metoda vectorialǎ.

Metoda I (analiticǎ)
Fie D1, D2 douǎ drepte arbitrare şi D perpendiculara comunǎ. Considerǎm cǎ D ∩D1 =
{A1} şi D ∩D2 = {A2}, A1, A2 picioarele perpendicularei comune. Coordonatele acestor
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Figura 21: Perpendiculara comunǎ a douǎ drepte

puncte se pot determina rezolvând urmǎtoarele sisteme de ecuaţii:

A1 = D ∩D1 :





P1 :

∣∣∣∣∣∣

x− x1 y − y1 z − z1

l1 m1 n1

l m n

∣∣∣∣∣∣
= 0

P2 :

∣∣∣∣∣∣

x− x2 y − y2 z − z2

l2 m2 n2

l m n

∣∣∣∣∣∣
= 0

D1 :
x− x1

l1
=

y − y1

m1

=
z − z1

n1

şi

A2 = D ∩D2 :





P1 :

∣∣∣∣∣∣

x− x1 y − y1 z − z1

l1 m1 n1

l m n

∣∣∣∣∣∣
= 0

P2 :

∣∣∣∣∣∣

x− x2 y − y2 z − z2

l2 m2 n2

l m n

∣∣∣∣∣∣
= 0

D2 :
x− x2

l2
=

y − y2

m2

=
z − z2

n2

Obţinem astfel A1(x
∗
1, y

∗
1, z

∗
1) şi A2(x

∗
2, y

∗
2, z

∗
2), iar distanţa dintre dreptele D1 şi D2 va fi:

d(D1, D2) = d(A1, A2) =
√

(x∗1 − x∗2)2 + (y∗1 − y∗2)2 + (z∗1 − z∗2)2.

Metoda II (vectorialǎ)
Aceastǎ metodǎ se bazeazǎ pe construcţia unui paralelipiped pentru care cele douǎ drepte
date D1 şi D2 sunt situate ı̂n plane paralele conţinând o pereche de baze opuse. În acest
fel d(D1, D2) = h reprezintǎ ı̂nǎltimea paralelipipedului. Astfel, vom putea determina
distanţa dintre cele douǎ drepte folosind formula de calcul a volumului paralelipipedului
(V).

Se ştie cǎ V = Ab · h. Deoarece V = |(−−−−→M1M2; v̄1; v̄2)| iar Ab =‖ v̄1 × v̄2 ‖, avem cǎ

d(D1, D2) = h =
|( ¯M1M2; v̄1; v̄2)|
‖ v̄1 × v̄2 ‖
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3 Sfera. Conice. Cuadrice şi suprafeţe speciale.

3.1 Sfera şi cercul ı̂n spaţiu

3.1.1 Sfera

Fie E3 spaţiul afin euclidian, ı̂n care se considerǎ reperul afin Ra = {O; i, j, k}.
Definiţia 3.1. Se numeşte sferǎ mulţimea punctelor spaţiului E3 situate la distanţǎ
constantǎ de un punct dat.

Figura 22: Sfera

Notǎm cu SR(C) sfera de centru C şi razǎ R,
respectiv cu SR sfera centratǎ ı̂n origine şi razǎ
R.

Din definiţia sferei, putem scrie:

SR(C) = {M ∈ E3 | d(M,C) = R}
sau, dacǎ folosim norma:

SR(C) = {M ∈ E3 | ‖−−→CM‖ = R}.

Deoarece −−→
CM = r − rC

unde r =
−−→
OM este vectorul de poziţie al unui

punct oarecare M de pe sferǎ, iar rC =
−→
OC este vectorul de poziţie al centrului sferei,

obţinem de aici ecuaţia vectorialǎ a sferei:

SR(C) : < r − rC ; r − rC >= R2 (43)

Dacǎ centrul sferei C are coordonatele (a, b, c), iar punctul M coordonatele (x, y, z), atunci
putem scrie:

rC = a i + b j + c k, r = x i + y j + z k,

r − rC = (x− a)i + (y − b)j + (z − c)k.

Folosind definiţia produsului scalar, rezultǎ urmǎtoarea ecuaţie a sferei:

SR(C) : (x− a)2 + (y − b)2 + (z − c)2 = R2, (44)

numitǎ ecuaţia canonicǎ a sferei. Ecuaţia generalǎ a sferei este:

SR(C) : x2 + y2 + z2 + mx + ny + pz + q = 0, (45)

de unde prin identificarea coeficienţilor ı̂ntre ecuaţiile (44) şi (45), obţinem:




m = −2a
n = −2b
p = −2c
q = a2 + b2 + c2 −R2

(46)
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şi: 



C
(
−m

2
,−n

2
,−p

2

)

R =
1

2

√
m2 + n2 + p2 − 4q

(47)

Ecuaţiile parametrice ale sferei pot fi obţinute plecând de la ecuaţia vectorialǎ. Pentru

aceasta, considerǎm vectorul unitar u, coliniar cu
−−→
CM , dat prin:

u = cos α i + cos β j + cos γ k.

α, β şi γ sunt unghiurile pe care vectorul u le face cu axele de coordonate Ox, Oy,
respectiv Oz; deci cos α, cos β, cos γ reprezintǎ cosinuşii directori şi verificǎ egalitatea

cos2 α + cos2 β + cos2 γ = 1. (48)

În aceste condiţii, existǎ un numǎr real şi pozitiv λ , astfel ı̂ncât

−−→
CM = λu. (49)

Trecând la normǎ şi ţinând cont cǎ ‖u‖ = 1 şi ‖−−→CM‖ = R obţinem λ = ±R, adicǎ

−−→
CM = ±R u.

Deoarece −−→
CM = (x− a)i + (y − b)j + (z − c)k

rezultǎ de aici ecuaţiile parametrice ale sferei:




x = a±R cos α
y = b±R cos β
z = c±R cos γ

(50)

Observaţia 3.1. Deoarece parametrii α, β, γ satisfac ecuaţia (48), rezultǎ cǎ ei nu sunt
independenţi, deci unul dintre ei se poate exprima ı̂n funcţie de ceilalţi doi. De aici rezultǎ
cǎ ecuaţiile parametrice ale sferei se exprimǎ cu ajutorul a doi parametri independenţi.
În concluzie, sfera este o varietate de dimensiune 2 ı̂n E3 (o suprafaţǎ).

3.1.2 Coordonate sferice

Vom pune ı̂n evidenţǎ un alt tip de ecuaţii parametrice ale sferei de razǎ R. Pentru
aceasta, considerǎm sfera centratǎ ı̂n origine şi scriem coordonatele polare ale unui punct
M(x, y, z) de pe sferǎ: 




x = R sin θ cos ϕ
y = R sin θ sin ϕ
z = R cos θ

(51)

unde r̄ =
−−→
OM , ‖r̄‖ = R > 0, θ = r̂, Oz, M ′ = PrOxyM , ϕ = ̂OM ′, Ox, iar θ ∈ [0, π],

ϕ ∈ [0, 2π).

Notând θ′ =
π

2
− θ, avem θ′ ∈

[
−π

2
,
π

2

]
şi sin θ′ = cos θ, cos θ′ = sin θ.
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Figura 23: Coordonate polare

Prin urmare, pentru sfera centratǎ ı̂n origine şi de

razǎ R = ‖−−→OM‖ obţinem:




x = R cos θ′ cos ϕ
y = R cos θ′ sin ϕ
z = R sin θ′

(52)

Dacǎ notǎm θ′ = u, ϕ = v, atunci obţinem ecuaţiile
parametrice pentru sfera centratǎ ı̂n origine:




x = R cos u cos v
y = R cos u sin v
z = R sin u

, u ∈
[
−π

2
,
π

2

]
, v ∈ [0, 2π).

(53)

Perechea (u, v) poartǎ numele de coordonate sferice ale punctului M ∈ SR (u şi v dau
poziţia punctului M).

3.1.3 Cercul ı̂n spaţiu

Definiţia 3.2. Cercul ı̂n spaţiu se defineşte ca intersecţia dintre o sferǎ şi un plan aflat
la o distanţǎ de centrul sferei mai micǎ decât raza sferei.

Figura 24: Cercul ı̂n spaţiu

Fie SR(C) sfera de centru C(a, b, c) şi razǎ R > 0, şi
P : Ax + By + Cz + D = 0 un plan ı̂n E3. Notǎm
SR(C) ∩ P = Γ.
Dacǎ d(C,P ) > R, atunci Γ = ∅, adicǎ planul şi sfera
nu se intersecteazǎ.
Dacǎ d(C, P ) = R, atunci Γ = {M0}, adicǎ planul
este tangent sferei ı̂n punctul M0.
Dacǎ d(C, P ) < R, atunci Γ este o mulţime infinitǎ de
puncte, caracterizatǎ de ecuaţiile carteziene:

{
(x− a)2 + (y − b)2 + (z − c)2 = R2

Ax + By + Cz + D = 0
(54)

Vom determina ı̂n continuare coordonatele centrului C ′ al cercului Γ, precum şi raza r a
acestuia. Astfel,

d(C, P ) = CC ′ =
|aA + bB + cC + D|√

A2 + B2 + C2

şi din teorema lui Pitagora rezultǎ

r =
√

R2 − CC ′2. (55)

Pentru calculul coordonatelor punctului C ′, remarcǎm cǎ acesta este proiecţia pe planul
P a centrului sferei C, adicǎ va fi soluţia sistemului:

{
Ax + By + Cz + D = 0
x− a

A
=

x− b

B
=

x− c

C
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adicǎ,
C ′(a + t′A, b + t′B, c + t′C) (56)

unde

t′ = −Aa + Bb + Cc + D

A2 + B2 + C2
.

3.1.4 Planul tangent ı̂ntr-un punct la o sferǎ

Ne propunem ı̂n acest paragraf sǎ determinǎm ecuaţia planului tangent la o sferǎ ı̂ntr-un
punct al acesteia.

Figura 25: Planul tangent

Fie SR(C) sfera de razǎ R, având centrul C(a, b, c)
ı̂n spaţiul afin E3 raportat la un reper afin ortonor-
mat RO

a = {O; i, j, k}. Considerǎm punctul
M0(x0, y0, z0) ∈ SR(C), planul tangent TM0(S) ı̂n
punctul M0 la sferǎ, şi M un punct curent (oarecare)

ı̂n acest plan. Notǎm r0 =
−−−→
OM0, rC =

−→
OC, r =

−−→
OM .

Observaţia 3.2. Oricare ar fi punctul M ∈ TM0(S),

proiecţia lui
−−→
CM pe direcţia vectorului

−−−→
CM0 este o

constantǎ pozitivǎ, şi anume raza R a sferei.

Deoarece
pr−−−→

CM0

−−→
CM = R

avem
<
−−→
CM,

−−−→
CM0 >= ‖−−−→CM0‖ · pr−−−→

CM0

−−→
CM = R ·R = R2.

În consecinţǎ, ecuaţia vectorialǎ a planului tangent la sferǎ va fi:

< r − rC , r0 − rC >= R2. (57)

Dacǎ descompunem vectorii r, r0, rC , obţinem:

r − rC = (x− a)i + (y − b)j + (z − c)k

r0 − rC = (x0 − a)i + (y0 − b)j + (z0 − c)k.

Înlocuind acestea ı̂n ecuaţia (57) obţinem ecuaţia cartezianǎ a planului tangent:

TM0(S) : (x− a)(x0 − a) + (y − b)(y0 − b) + (z − c)(z0 − c) = R2. (58)

Dacǎ sfera este datǎ prin ecuaţia sa generalǎ atunci ecuaţia (58) devine:

TM0(S) : x · x0 + y · y0 + z · z0 + m · x + x0

2
+ n · y + y0

2
+ p · z + z0

2
+ q = 0 (59)

Observaţia 3.3. Ecuaţia (59) poate fi obţinutǎ şi prin procedeul de dedublare, a cǎrui
principiu este urmǎtorul {

x2 7→ x · x0

x 7→ x + x0

2
.

Procedeul de dedublare poate fi extins la orice suprafaţǎ algebricǎ de gradul al doilea
(cuadricǎ).
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3.2 Conice şi cuadrice

3.2.1 Conice date prin ecuaţia generalǎ

Conicele sunt curbe de gradul al doilea ale planului afin euclidian bidimensional. Ecuaţiile
conicelor se obţin prin anularea unui polinom de gradul al doilea ı̂n douǎ variabile. Deci,
conicele sunt varietǎţi pǎtratice Γ2 ale unui plan afin sau euclidian, dar de dimensiune 1.
Ecuaţia generalǎ a unei conice ı̂n sistemul de axe ortogonal (Oxy) al spaţiului euclidian
E2 este de forma:

Γ2 : a11x
2 + a22y

2 + 2a12xy + 2a13x + 2a23y + a33 = 0, (60)

unde coeficienţii aij, i, j = 1, 3, sunt numere reale.

Ecuaţia generalǎ a conicei se obţine prin anularea unei forme pǎtratice afine

H(x, y) = a11x
2 + a22y

2 + 2a12xy + 2a13x + 2a23y + a33

de matrice D =




a11 a12 a13

a12 a22 a23

a13 a23 a33


 .

Considerǎm ı̂n cele ce urmeazǎ şi matricea A =

(
a11 a12

a12 a22

)
.

Definiţia 3.3. Invarianţii ortogonali ai unei conice sunt:

• discriminantul mare: ∆ = det(D) =

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a12 a22 a23

a13 a23 a33

∣∣∣∣∣∣

• discriminantul mic: δ = det(A) =

∣∣∣∣
a11 a12

a12 a22

∣∣∣∣

• invariantul: I = Tr(A) = a11 + a12.

Cu ajutorul invarianţilor ortogonali se poate stabili natura şi genul unei conice. Astfel:

Natura unei conice este determinatǎ de discriminantul mare:

• ∆ 6= 0 - conica este nedegeneratǎ (propriu-zisǎ)

• ∆ = 0 - conica este degeneratǎ (o pereche de drepte)

Genul unei conice este determinat de discriminantul mic:

• δ 6= 0 - conicǎ cu centru

– δ > 0 gen eliptic

– δ < 0 gen hiperbolic

• δ = 0 - conicǎ fǎrǎ centru - gen parabolic

Vom studia ı̂n continuare câteva proprietǎţi ale conicelor.
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A. Conice nedegenerate (∆ 6= 0)

A1. Conice nedegenerate cu centru (δ 6= 0)

Fie o conicǎ de ecuaţie generalǎ (60) pentru care ∆ 6= 0, δ 6= 0. Pentru a o reprezenta
grafic, avem nevoie de ecuaţia redusǎ (canonicǎ) a conicei relativǎ la un nou sistem
de coordonate carteziene CXY , având originea ı̂n C şi axele de coordonate CX, CY
suprapuse axelor de simetrie ale conicei. Ecuaţia redusǎ are forma:

αX2 + βY 2 + γ = 0. (61)

În continuare vom prezenta modul de calcul al ecuaţiei reduse.

Coeficienţii α şi β sunt valorile proprii ale matricii A, adicǎ rǎdǎcinile polinomului
caracteristic

p(λ) = det(A− λI) =

∣∣∣∣
a11 − λ a12

a12 a22 − λ

∣∣∣∣ = λ2 − Iλ + δ

Rezulţa cǎ α = λ1 si β = λ2 satisfac relaţiile: λ1 + λ2 = I şi λ1 · λ2 = δ.

Coeficientul γ se aflǎ astfel: γ =
∆

δ
.

Ecuaţia canonicǎ izometricǎ a unei conice cu centru este de forma

λ1X
2 + λ2Y

2 +
∆

δ
= 0 (62)

sau
X2

− ∆
λ1δ

+
Y 2

− ∆
λ2δ

− 1 = 0. (63)

Ecuaţia (63) reprezintǎ ecuaţia unei elipse dacǎ numitorii ecuaţiei sunt pozitivi, adicǎ
rǎdǎcinile λ1 şi λ2 au semn contrar cu ∆. Dacǎ alegem coeficienţii λ astfel ı̂ncât |λ1| < |λ2|,
adicǎ primul numitor sǎ fie mai mare ı̂n modul, atunci CX va fi axa mare a elipsei. Rezultǎ
cǎ o elipsǎ va fi caracterizatǎ de {

δ > 0
I ·∆ > 0

(64)

Ecuaţia (63) reprezintǎ ecuaţia unei hiperbole dacǎ numitorii ecuaţiei (63) au semne
contrare, adicǎ λ1 şi λ2 au semne contrare. Dacǎ I = 0 (adicǎ |λ1| = |λ2|), atunci
hiperbola este echilaterǎ. Axa transversalǎ (axa CX) a hiperbolei corespunde termenului
cu coeficient pozitiv, deci λ1 trebuie sǎ aibe acelaşi semn ca şi ∆. Rezultǎ cǎ o hiperbolǎ
va fi caracterizatǎ de {

δ < 0
λ1 ·∆ > 0

(65)

Definiţia 3.4. Centrul (centrul de simetrie) unei conice este acel punct al planului E2

care are proprietatea de a fi mijloc al tuturor coardelor conicei care trec prin el.

Propoziţia 3.1. Centrul unei conice se noteazǎ C(x0, y0) şi se obţine ca soluţie a
sistemului: {

a11x + a12y + a13 = 0
a12x + a22y + a23 = 0.

(66)
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Figura 26: Elementele elipsei Figura 27: Elementele hiperbolei

Demonstraţie. Fie C(x0, y0) centrul conicei. Facem o translaţie a reperului ortonormat
Oxy ı̂n C şi obţinem: {

X = x− x0

Y = y − y0
(67)

Ecuaţia conicei (60) devine atunci:

a11(X+x0)
2+a22(Y +y0)

2+2a12(X+x0)(Y +y0)+2a13(X+x0)+2a23(Y +y0)+a33 = 0 (68)

sau:
[a11X

2 + a22Y
2 + 2a12XY ] +

+2 [a11Xx0 + a22Y y0 + a12Xy0 + a12x0Y + a13X + a23Y ] +
+ [a11x

2
0 + a22y

2
0 + 2a12x0y0 + 2a13x0 + 2a23y0 + a33] = 0

(69)

Fie M(X0, Y0) un punct de pe conicǎ. Atunci M ′(−X0,−Y0) va aparţine şi el conicei,
deci cele douǎ puncte vor verifica ecuaţia (69):

[a11X
2
0 + a22Y

2
0 + 2a12X0Y0] +

+2 [a11X0x0 + a22Y0y0 + a12X0y0 + a12x0Y0 + a13X0 + a23Y0] +
+ [a11x

2
0 + a22y

2
0 + 2a12x0y0 + 2a13x0 + 2a23y0 + a33] = 0

(70)

şi
[a11X

2
0 + a22Y

2
0 + 2a12X0Y0] +

−2 [a11X0x0 + a22Y0y0 + a12X0y0 + a12x0Y0 + a13X0 + a23Y0] +
+ [a11x

2
0 + a22y

2
0 + 2a12x0y0 + 2a13x0 + 2a23y0 + a33] = 0

(71)

Scǎzând ultimele douǎ ecuaţii, obţinem:

a11X0x0 + a22Y0y0 + a12X0y0 + a12x0Y0 + a13X0 + a23Y0 = 0 (72)

pentru orice punct M(X0, Y0) de pe conicǎ, deci centrul conicei va verifica ecuaţiile:

{
a11x0 + a12y0 + a13 = 0
a12x0 + a22y0 + a23 = 0.

(73)
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Observaţia 3.4. Observǎm cǎ

∂H

∂x
= 2(a11x + a12y + a13) (74)

∂H

∂y
= 2(a12x + a22y + a23) (75)

unde H(x, y) este forma pǎtraticǎ afinǎ care defineşte conica. Înseamnǎ cǎ punctul critic

al formei pǎtratice H, adicǎ (x0, y0) care verificǎ
∂H

∂x
(x0, y0) =

∂H

∂y
(x0, y0) = 0, reprezintǎ

coordonatele centrului conicei.

Deoarece prin centrul C al unei conice trec atât axele cât şi asimptotele (dacǎ ele existǎ),

aceste drepte aparţin fascicolului de drepte cu bazele d1 :
∂H

∂x
= 0 şi d2 :

∂H

∂y
= 0:

∂H

∂x
+ k

∂H

∂y
= 0. (76)

În continuare, ne propunem sǎ determinǎm coeficienţii unghiulari k astfel ı̂ncât ecuaţia
(76) sǎ reprezinte ecuaţiile axelor de coordonate CX, respectiv CY .

Reducerea la forma canonicǎ se face printr-o translaţie de ecuaţie (67) urmatǎ de o rotaţie
de unghi θ, astfel ı̂ncât noile axe de coordonate sǎ devinǎ axele de simetrie ale conicei.
Direcţiile noilor axe CX şi CY , sunt date de vectorii{

e1 = cos θ i + sin θ j
e2 = − sin θ i + cos θ j

(77)

care reprezintǎ vectorii proprii corespunzǎtori valorilor proprii λ1, λ2. De aici rezultǎ:{
(a11 − λ1) cos θ + a12 sin θ = 0
a12 cos θ + (a22 − λ1) sin θ = 0

(78)

şi { −(a11 − λ2) sin θ + a12 cos θ = 0
−a12 sin θ + (a22 − λ2) cos θ = 0.

(79)

Eliminând pe λ1 din primul sistem, obţinem succesiv:

λ1 = a12tgθ + a11

şi
a12tg

2θ + (a11 − a22)tgθ − a12 = 0 (80)

sau, dacǎ notǎm tgθ = k, obţinem coeficienţii unghiulari ai axelor conicei ca soluţii
ale ecuaţiei

a12k
2 + (a11 − a22)k − a12 = 0. (81)

Coeficienţii unghiulari k1,2 ai asimptotelor unei hiperbole se obţin ca soluţii ale
ecuaţiei:

a22k
2 + 2a12k + a11 = 0. (82)

Observaţia 3.5. Pentru determinarea ecuaţiei reduse a unei conice cu centru, ı̂n afara
metodei valorilor proprii, se mai poate folosi şi metoda roto-translaţiei, care presupune
transformarea reperului Oxy ı̂n CXY , unde C(x0, y0) este centrul conicei, dupǎ ecuaţiile:{

x = x0 + X cos θ − Y sin θ
y = y0 + X sin θ + Y cos θ.

(83)
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A2. Conice nedegenerate fǎrǎ centru (δ = 0)

Dacǎ sistemul liniar (66) care defnieşte centrul conicei este incompatibil, adicǎ δ = 0,
atunci vorbim de o conicǎ fǎrǎ centru. Deci, condiţia pentru ca o conicǎ nedegeneratǎ sǎ
fie parabolǎ este: {

∆ 6= 0
δ = 0.

(84)

Figura 28: Elementele parabolei

Forma redusǎ a parabolei este
Y 2 = 2pX (85)

unde dreapta V X : Y = 0 reprezintǎ axa de simetrie a conicei, dreapta V Y : X = 0
este tangenta dusǎ prin vârful V al conicei, iar p este parametrul parabolei raportat la
reperul (V XY ).

Deoarece δ = 0, rezultǎ a2
12 = a11a22, sau a12 =

√
a11a22. Ecuaţia (60) devine:

(
√

a11x±√a22y)2 + 2a13x + 2a23y + a33 = 0 (86)

Ecuaţiile axei de simetrie şi ale tangentei ı̂n vârf se obţin egalând cu 0 cele douǎ polinoame
de gadul ı̂ntâi care apar ı̂n ecuaţiile (85) şi (86), fǎcând ı̂n prealabil o corecţie cu un termen
aditiv λ:

(
√

a11x±√a22y + λ)2 = λ2 + 2λ(
√

a11x±√a22y)− 2(a13x + a23y)− a33

Y 2 = 2pX

Astfel, ecuaţia axei de simetrie, Y = 0, va fi:

√
a11x±√a22y + λ = 0 (87)

iar ecuaţia tangentei ı̂n vârf, X = 0, va fi

λ2 + 2λ(
√

a11x±√a22y)− 2(a13x + a23y)− a33 = 0. (88)

Pentru a gǎsi parametrul λ, se pune condiţia de ortogonalitate a celor douǎ axe, adicǎ:

√
a11(λ

√
a11 − a13) +

√
a22(λ

√
a22 ∓ a23) = 0 (89)

de unde rezultǎ

λ =

√
a11a13 ±√a22a23

a11 + a22

. (90)
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Vârful parabolei se obţine intersectând dreptele V X şi V Y . Parametrul p al parabolei
este

p = ±
√
−∆

I3
(91)

Rezultǎ cǎ ecuaţia redusǎ a parabolei ı̂n sistemul V XY este:

Y 2 = ±
√
−∆

I3
·X. (92)

B. Conice degenerate (∆ = 0)

B1. Conice degenerate cu centru (δ 6= 0)

Conicele degenerate cu centru sunt constituite dintr-o pereche de drepte imaginare (pentru
δ > 0), sau dintr-o pereche de drepte reale (pentru δ < 0). Dreptele imaginare se
intersecteazǎ dupǎ un punct ale cǎrui coordonate sunt reale, iar dreptele reale sunt
concurente ı̂n centrul conicei, şi coincid cu asimptotele conicei.

B2. Conice degenerate cu o infinitate de centre (δ = 0)

Conicele degenerate cu o infinitate de centre corespund conicelor degenerate de tip
parabolic, adicǎ ecuaţia lor se poate scrie:

D1 ·D2 = 0 (93)

unde D1 şi D2 sunt dreptele ı̂n care degenereazǎ conica. Sistemul care dǎ centrul conicei
este compatibil nedeterminat, deoarece δ = 0. Rezultǎ cǎ dreptele care formeazǎ conica
sunt paralele (D1‖D2 ) dacǎ:

a11

a12

=
a12

a22

6= a13

a23

sau sunt identice (D1 ≡ D2 ) dacǎ:

a11

a12

=
a12

a22

=
a13

a23

.

În concluzie, conica are o infinitate de centre colineare (linie de centre).
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3.2.2 Cuadrice date prin ecuaţia generalǎ

Definiţia 3.5. Cuadricele sunt suprafeţe algebrice de gradul al doilea, adicǎ suprafeţe ale
spaţiului afin euclidian 3-dimensional a cǎror ecuaţie se obţine prin anularea unui polinom
de gradul al doilea ı̂n trei variabile.

Observaţia 3.6. Cuadricele sunt varietǎţi pǎtratice de dimensiune 2.

Ecuaţia generalǎ a unei cuadrice ı̂n raport cu un sistem de axe de coordonate (Oxyz) al
spaţiului E3 are forma:

Σ2 : a11x
2+a22y

2+a33z
2+2a12xy+2a13xz+2a23yz+2a14x+2a24y+2a34z+a44 = 0 (94)

şi se obţine egalând cu zero forma pǎtraticǎ afinǎ ı̂n E3:

H(x, y, z) = F (x, y, z) + 2G(x, y, z) + a44 (95)

unde
F (x, y, z) = a11x

2 + a22y
2 + a33z

2 + 2a12xy + 2a13xz + 2a23yz

este o formǎ pǎtraticǎ afinǎ pe R3 × R3, iar

G(x, y, z) = a14x + a24y + a34z

este o formǎ liniarǎ pe R3.

Observaţia 3.7. Matricea asociatǎ formei pǎtratice H este:

D =




a11 a12 a13 a14

a12 a22 a23 a24

a13 a23 a33 a34

a14 a24 a34 a44


 (96)

iar cea asociatǎ formei pǎtratice F este:

A =




a11 a12 a13

a12 a22 a23

a13 a23 a33


 . (97)

Definiţia 3.6. Invarianţii ortogonali ai unei cuadrice sunt:

• ∆ = det D;

• δ = det A;

• ρ = rang D;

• r = rang A;

• p = numǎrul de pǎtrate pozitive.

Observaţia 3.8. Numǎrul de pǎtrate pozitive este mai mic sau egal cu rangul matricei
A:

p ≤ r.

Invarianţii ortogonali sunt utili ı̂n clasificarea cuadricelor.
În continuare, prezentǎm o clasificare a cuadricelor date ı̂n forma lor normalǎ.
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A. Cuadrice nesingulare (propriu-zise) (∆ 6= 0)

Cuadricele nesingulare pot fi cu centru unic sau fǎrǎ centru (cu o infinitate de centre).

A1. Cuadrice cu centru unic (δ 6= 0, adicǎ r = 3)

Dacǎ p = 3, cuadrica este un elipsoid. Ecuaţia sa redusǎ este de forma:

(Y1)
2 + (Y2)

2 + (Y3)
2 = 1.

De exemplu, cuadrica
x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1

este un elipsoid. Intersecţiile sale cu axele de coordonate sunt punctele de coordonate
A(a, 0, 0), B(0, b, 0), C(0, 0, c). Intersecţiile sale cu planele Oxy, Oxz, respectiv Oyz sunt
elipse. În cazul particular a = b = c obţinem o sferǎ.

Figura 29: Elipsoidul

Dacǎ p = 2, cuadrica este un hiperboloid cu o pânzǎ. Ecuaţia sa redusǎ este de forma:

(Y1)
2 + (Y2)

2 − (Y3)
2 = 1.

De exemplu, cuadrica
x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= 1

este un hiperboloid cu o pânzǎ. Intersecţiile sale cu axele de coordonate sunt punctele
A(a, 0, 0) şi B(0, b, 0). Intersecţiile sale cu planele Oyz şi Oyz sunt hiperbole, iar
intersecţia cu planul Oxy este elipsǎ.

Figura 30: Hiperboloidul cu o pânzǎ

Dacǎ p = 1, cuadrica este un hiperboloid cu douǎ pânze. Ecuaţia sa redusǎ este de forma:

(Y1)
2 − (Y2)

2 − (Y3)
2 = 1.
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De exemplu, cuadrica
x2

a2
− y2

b2
− z2

c2
= 1

este un hiperboloid cu douǎ pânze. Intersecţia sa cu axele de coordonate este punctul
A(a, 0, 0). Intersecţiile sale cu planele Oxy şi Oxz sunt hiperbole, cu planul Oyz nu se
intersecteazǎ, iar intersecţiile sale cu plane de forma x = m (m2 > a2) sunt elipse.

Figura 31: Hiperboloidul cu douǎ pânze

A2. Cuadrice fǎrǎ centru (δ = 0 şi r = 2)

Dacǎ p = 2, cuadrica este un paraboloid eliptic. Ecuaţia sa redusǎ este de forma:

(Y1)
2 + (Y2)

2 = 2Y3.

De exemplu, cuadrica
x2

a2
+

y2

b2
= 2pz

este un paraboloid eliptic. Intersecţia sa cu axele de coordonate este punctul O(0, 0, 0).
Intersecţiile sale cu planele Oxz şi Oyz sunt parabole, intersecţia sa cu planul Oxy este
punctul O (originea reperului), iar intersecţiile sale cu plane de forma z = const sunt
elipse.

Figura 32: Paraboloidul eliptic

Dacǎ p = 1, cuadrica este un paraboloid hiperbolic. Ecuaţia sa redusǎ este de forma:

(Y1)
2 − (Y2)

2 = 2Y3.
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De exemplu, cuadrica
x2

a2
− y2

b2
= 2pz

este un paraboloid hiperbolic. Intersecţia sa cu axele de coordonate este punctul O(0, 0, 0).
Intersecţiile sale cu planele Oxz şi Oyz sunt parabole, iar intersecţia sa cu planul Oxy
este o pereche de drepte concurente.

Figura 33: Paraboloidul hiperbolic

B. Cuadrice singulare nedegenerate (∆ = 0, ρ = 3 şi δ 6= 0)

Cuadricele singulare nedegenerate pot fi cu centru unic, cu o infinitate de centre, sau fǎrǎ
centru.

B1. Cuadrice cu centru de unic (r = 3)

Centrul cuadricei este şi centru de simetrie.

Dacǎ p = 3, cuadrica este un punct dublu. Ecuaţia sa redusǎ este de forma:

(Y1)
2 + (Y2)

2 + (Y3)
2 = 0.

Dacǎ p = 2, cuadrica este un con. Ecuaţia sa redusǎ este de forma:

(Y1)
2 + (Y2)

2 − (Y3)
2 = 0

sau
(Y1)

2 + (Y2)
2 = (Y3)

2.

De exemplu, cuadrica
x2

a2
+

y2

b2
=

z2

c2

este un con. Intersecţia sa cu axele de coordonate este punctul O(0, 0, 0), punct care se
numeşte vârful conului. Intersecţia sa cu planele Oxy, Oyz, Oxz este punctul O(0, 0, 0),
iar intersecţiile sale cu plane de forma z = const sunt elipse.

Dacǎ p = 1, ecuaţia redusǎ a cuadricei este de forma:

(Y1)
2 − (Y2)

2 − (Y3)
2 = 0

ceea ce se mai poate scrie şi
(Y2)

2 + (Y3)
2 = (Y1)

2

deci cuadrica va fi un con.
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Figura 34: Conul

B2. Cuadrice cu o infinitate de centre (δ = 0 şi r = 2)

Dacǎ p = 2, cuadrica este un cilindru eliptic, şi are ecuaţia redusǎ de forma:

(Y1)
2 + (Y2)

2 = 1.

De exemplu, cuadrica
x2

a2
+

y2

b2
= 1

este un cilindru eliptic. Deşi aceastǎ ecuaţie pare ecuaţia unei elipse ı̂n planul Oxy, totuşi
ı̂n spaţiu ea are urmǎtoarea semnificaţie:

”pentru orice z, are loc
x2

a2
+

y2

b2
= 1”

Intersecţiile cilindrului eliptic cu axele de coordonate sunt punctele A(a, 0, 0) şi B(0, b, 0).
Intersecţia sa cu planul Oxy şi cu orice plan de forma z = const este o elipsǎ, iar intersecţia
sa cu planul Oxz, respectiv Oyz, reprezintǎ o pereche de drepte paralele.

Figura 35: Cilindrul eliptic

Dacǎ p = 1, cuadrica este un cilindru hiperbolic, a cǎrui ecuaţie redusǎ este:

(Y1)
2 − (Y2)

2 = 1.

De exemplu, cuadrica
x2

a2
− y2

b2
= 1
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este un cilindru hiperbolic. Deşi aceastǎ ecuaţie pare ecuaţia unei hiperbole ı̂n planul
Oxy, totuşi ı̂n spaţiu ea are urmǎtoarea semnificaţie:

”pentru orice z, are loc
x2

a2
− y2

b2
= 1”

Intersecţiile cilindrului hiperbolic cu axele de coordonate sunt punctele A(±a, 0, 0).
Intersecţia sa cu planul Oxy şi cu orice plan de forma z = const este o hiperbolǎ, iar
intersecţia sa cu planul Oxz, respectiv Oyz, reprezintǎ o pereche de drepte paralele.

Figura 36: Cilindrul hiperbolic

B3. Cuadrice fǎrǎ centru (δ = 0 şi r = 1)

Deoarece δ = 0 şi r = 1 avem cǎ p = 1, iar cuadrica se va numi cilindru parabolic. Ecuaţia
sa redusǎ este:

(Y1)
2 = 2 (Y2).

De exemplu, cuadrica
y2 = 2px

este un cilindru parabolic.

C. Cuadrice singulare degenerate (∆ = 0 şi ρ = 2)

Cuadricele singulare degenerate pot sǎ nu aibe centru de simetrie, sau pot avea o infinitate
de centre de simetrie.

C1. Cuadrice fǎrǎ centru de simetrie sunt acele cuadrice singulare degenerate
pentru care δ = 0 şi r = 2.

Dacǎ p = 2 atunci ecuaţia redusǎ a cuadricei este de forma

(Y1)
2 + (Y2)

2 = 0

adicǎ se obţine o dreaptǎ dublǎ.
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Dacǎ p = 1 atunci ecuaţia redusǎ a cuadricei este de forma

(Y1)
2 − (Y2)

2 = 0

adicǎ se obţine o pereche de plane secante.

C2. Cuadrice cu o infinitate de centre de simetrie sunt acele cuadrice singulare
degenerate pentru care δ = 0 şi r = 1. Deci, p = 1.

Dacǎ ρ 6= 1, atunci ecuaţia redusǎ va fi ecuaţia unei perechi de plane paralele:

(Y1)
2 = 1.

Dacǎ ρ = 1, atunci ecuaţia redusǎ va fi ecuaţia unei perechi de plane confundate:

(Y1)
2 = 0.

3.2.3 Cuadrice ovale şi cuadrice riglate

Definiţia 3.7. Se numeşte cuadricǎ ovalǎ acea cuadricǎ pe care nu pot fi aşezate ı̂n
ı̂ntregime segmente de dreaptǎ sau drepte.

Elipsoidul, paraboloidul eliptic, hiperboloidul cu douǎ pânze sunt cuadrice ovale.

Definiţia 3.8. Se numeşte cuadricǎ riglatǎ o cuadricǎ pe care pot fi aşezate segmente de
dreaptǎ sau chiar drepte ı̂n ı̂ntregime.

Definiţia 3.9. Dreptele situate pe cuadricele riglate se numesc generatoare rectilinii.

Hiperboloidul cu o pânzǎ şi paraboloidul hiperbolic sunt cuadrice riglate.

Determinarea generatoarelor rectilinii

Cazul hiperboloidului cu o pânzǎ Considerǎm hiperboloidul cu o pânzǎ de ecuaţie

x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= 1

a cǎrui ecuaţie o mai putem scrie şi

x2

a2
− z2

c2
= 1− y2

b2

sau (x

a
+

z

c

)
·
(x

a
− z

c

)
=

(
1 +

y

b

)
·
(
1− y

b

)
.
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Rezultǎ de aici cǎ printr-un punct de coordonate (x, y, z) de pe cuadricǎ pot trece douǎ
drepte, de ecuaţii generale

Dλ :





x

a
− z

c
= λ

(
1− y

b

)

x

a
+

z

c
=

1

λ

(
1 +

y

b

) şi Dµ :





x

a
+

z

c
= µ

(
1− y

b

)

x

a
− z

c
=

1

µ

(
1 +

y

b

)

unde λ, µ sunt parametri reali. Dλ se numeşte prima familie de generatoare, iar Dµ se
numeşte a doua familie de generatoare.

Cazul paraboloidului hiperbolic Considerǎm paraboloidul hiperbolic de ecuaţie

x2

a2
− y2

b2
= 2pz

a cǎrui ecuaţie o mai putem scrie şi

(x

a
+

y

b

)
·
(x

a
− y

b

)
= 2pz.

Rezultǎ de aici cǎ printr-un punct de coordonate (x, y, z) de pe cuadricǎ pot trece douǎ
drepte, de ecuaţii generale

Dλ :





x

a
− y

b
= λ · 2p

x

a
+

y

b
=

1

λ
· z

şi Dµ :





x

a
+

y

b
= µ · 2p

x

a
− y

b
=

1

µ
· z

unde λ, µ sunt parametri reali. Dλ se numeşte prima familie de generatoare, iar Dµ se
numeşte a doua familie de generatoare.

Exemplul 3.1. Determinaţi generatoarele rectilinii ale cuadricei

9x2 − 4y2 + 36z2 − 36 = 0

care trec prin punctul M(2, 3, 1).

Soluţie: Din ecuaţia cuadricei rezultǎ

9x2 − 4y2 = 36− 36z2

sau
(3x− 2y)(3x + 2y) = (6− 6z)(6 + 6z).

De aici rezultǎ cǎ prima şi a doua familie de generatoare au forma:

Dλ :





3x− 2y = λ(6− 6z)

3x + 2y =
1

λ
(6 + 6z)

şi Dµ :





3x + 2y = µ(6− 6z)

3x− 2y =
1

µ
(6 + 6z)

.
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Pentru a determina parametrii λ, µ, sǎ observǎm cǎ punctul M de pe cuadricǎ va verifica
ecuaţiile pentru prima, respectiv a doua familie de generatoare. Avem astfel:

Dλ :





3 · 2− 2 · 3 = λ(6− 6)

3 · 2 + 2 · 3 =
1

λ
(6 + 6)

şi Dµ :





3 · 2 + 2 · 3 = µ(6− 6)

3 · 2− 2 · 3 =
1

µ
(6 + 6)

.

De aici rezultǎ λ = 1, iar sistemul Dµ este incompatibil. Pentru a rezolva sistemul Dµ,
renotǎm generatoarele, şi obţinem:

Dµ :





3x + 2y =
1

µ
(6− 6z)

3x− 2y = µ(6 + 6z)

⇔ Dµ :





3 · 2 + 2 · 3 =
1

µ
(6− 6)

3 · 2− 2 · 3 = µ(6 + 6)

⇔ µ = 0.

Rezultǎ de aici ecuaţiile generatoarelor:

Dλ :





3x− 2y = 6− 6z

3x + 2y = 6 + 6z
şi Dµ :





6− 6z = 0

3x− 2y = 0
.

Observaţia 3.9 (proprietǎţile generatoarelor).

1. Pentru fiecare punct M0(x0, y0, z0) ∈ Σ2 trece cate o generatoare din familiile Dλ şi
Dµ.

2. Orice pereche de generatoare aparţinând uneia dintre familiile Dλ sau Dµ este
formatǎ din drepte disjuncte.

3. Orice pereche de generatoare aparţinând la familii diferite are un punct comun.

3.3 Suprafeţe speciale: cilindrice, conice, de rotaţie

3.3.1 Suprafeţe cilindrice

Definiţia 3.10. Se numeşte suprafaţǎ cilindricǎ o suprafaţǎ generatǎ de o familie de
drepte având o direcţie fixǎ şi satisfǎcând una din urmǎtoarele condiţii:

a) se sprijinǎ pe o curbǎ datǎ,

b) sunt tangente unei suprafeţe date.

Determinarea ecuaţiei unei suprafeţe cilindrice care se sprijinǎ pe o curbǎ datǎ
În acest caz se cunosc (se dau):
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Figura 37: Suprafeţe cilindrice

• ecuaţiile dreptei D:

D :

{
P1(x, y, z) = 0
P2(x, y, z) = 0

unde P1(x, y, z) = A1 x + B1 y + C1 z + D1 iar P2(x, y, z) = A2 x + B2 y + C2 z + D2,

• ecuaţiile curbei Γ:

Γ :

{
f(x, y, z) = 0
g(x, y, z) = 0

Ecuaţiile generatoarelor rectilinii paralele cu dreapta D sunt

{
P1(x, y, z) = λ
P2(x, y, z) = µ

iar condiţia ca aceste generatoare sǎ intersecteze curba Γ se reduce la compatibilitatea
sistemului de 4 ecuaţii şi 3 necunoscute:





P1(x, y, z) = λ
P2(x, y, z) = µ
f(x, y, z) = 0
g(x, y, z) = 0.

adicǎ se reduce la o relaţie ı̂ntre λ şi µ, ϕ(λ, µ) = 0 pentru care sistemul de mai sus sǎ fie
compatibil. De aici, ı̂nlocuind λ şi µ, se obţine ecuaţia suprafeţei cilindrice, φ(x, y, z) = 0.

Exemplul 3.2. Sǎ se scrie ecuaţia suprafeţei cilindrice care se sprijinǎ pe curba

Γ :

{
2x2 + 3y2 − 1 = 0
x− y + z − 1 = 0

şi are generatoarele paralele cu dreapta

D :

{
x− y = 0
2x + 3z = 0
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Soluţie: Ecuaţiile generatoarelor sunt
{

x− y = λ
2x + 3z = µ

iar condiţia de compatibilitate se pune pentru sistemul




(1) x− y = λ
(2) 2x + 3z = µ
(3) 2x2 + 3y2 − 1 = 0
(4) x− y + z − 1 = 0.

Din ecuaţiile (1) şi (4) rezultǎ z = 1− λ. Înlocuind aceastǎ valoare ı̂n ecuaţiile (2) şi (1)

obţinem x =
µ + 3λ− 3

2
şi y =

µ + λ− 3

2
, iar din ecuaţia (3) va rezulta o relaţie ı̂ntre λ

şi µ:

ϕ(λ, µ) = 2

(
µ + 3λ− 3

2

)2

+ 3

(
µ + λ− 3

2

)2

− 1 = 0

sau
ϕ(λ, µ) = 5µ2 + 18λµ− 30µ + 21λ2 − 54λ + 41 = 0

de unde, ı̂nlocuind λ = x− y, µ = 2x + 3z, obţinem ecuaţia suprafeţei cilindrice:

45z2 − 54yz + 114xz − 90z + 21y2 − 78xy + 54y + 77x2 − 114x + 41 = 0.

Determinarea unei suprafeţe cilindrice tangente la o suprafaţǎ datǎ În acest
caz se cunosc

• ecuaţiile dreptei D:

D :

{
P1(x, y, z) = 0
P2(x, y, z) = 0

unde P1(x, y, z) = A1 x + B1 y + C1 z + D1 iar P2(x, y, z) = A2 x + B2 y + C2 z + D2,

• ecuaţiile suprafeţei Σ2:
Σ2 : F (x, y, z) = 0.

Ecuaţiile generatoarelor rectilinii paralele cu dreapta D sunt
{

P1(x, y, z) = λ
P2(x, y, z) = µ

iar condiţia ca aceste generatoare sǎ fie tangente la suprafaţa Σ2 se reduce unicitatea
soluţiei ecuaţiei

F (x, y, z) = 0

adicǎ discriminantul acestei ecuaţii trebuie sǎ fie zero.

Exemplul 3.3. Sǎ se scrie ecuaţia cilindrului tangent sferei x2 + y2 + z2 = 4 şi care are
generatoarele paralele cu dreapta

D :
x− 2

1
=

y

−2
=

z

−1
.
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Soluţie: În acest caz, douǎ plane care intersectate dau dreapta D sunt:

{ −x− z + 2 = 0
y − 2z = 0.

De aici rezultǎ cǎ sistemul ı̂n λ şi µ va fi





(1) −x− z + 2 = λ
(2) y − 2z = µ
(3) x2 + y2 + z2 = 4.

Din ecuaţiile (1) şi (2) rezultǎ x = −z − λ + 2 şi y = µ + 2z, ceea ce, ı̂nlocuit ı̂n ecuaţia
(3) dǎ:

(−z − λ + 2)2 + (µ + 2z)2 + z2 = 4

sau
6z2 + 2(λ + 2µ− 2) z + (λ2 − 4λ + µ2) = 0.

Condiţia de tangenţǎ se reduce la existenţa unei soluţii unice a ecuaţiei anterioare, adicǎ:

∆ = [2(λ + 2µ− 2)]2 − 4 · 6 · (λ2 − 4λ + µ2) = 0

adicǎ
−5z2 + (4y − 2x)z − 2y2 − 4xy − 5x2 + 24 = 0.

3.3.2 Suprafeţe conice

Definiţia 3.11. Se numeşte suprafaţǎ conicǎ o suprafaţǎ generatǎ de o familie de drepte
având un punct fix V şi satisfǎcând una din urmǎtoarele condiţii:

a) se sprijinǎ pe o curbǎ datǎ;

b) sunt tangente unei suprafeţe date.

Figura 38: Suprafeţe conice
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Determinarea ecuaţiei unei suprafeţe conice care se sprijinǎ pe o curbǎ datǎ
În acest caz se cunosc (se dau):

• ecuaţiile vârfului V :

D :





P1(x, y, z) = 0
P2(x, y, z) = 0
P3(x, y, z) = 0

unde P1(x, y, z) = A1 x + B1 y + C1 z + D1, P2(x, y, z) = A2 x + B2 y + C2 z + D2,
iar P3(x, y, z) = A3 x + B3 y + C3 z + D3. Dacǎ se dau coordonatele vârfului, atunci

V (x0, y0, z0) ⇔




x− x0 = 0
y − y0 = 0
z − z0 = 0

• ecuaţiile curbei Γ:

Γ :

{
f(x, y, z) = 0
g(x, y, z) = 0

Ecuaţiile generatoarelor rectilinii care au un punct fix V sunt

{
P1(x, y, z) = λP3(x, y, z)
P2(x, y, z) = µP3(x, y, z)

iar condiţia ca aceste generatoare sǎ intersecteze curba Γ se reduce la compatibilitatea
sistemului de 4 ecuaţii şi 3 necunoscute:





P1(x, y, z) = λP3(x, y, z)
P2(x, y, z) = µP3(x, y, z)
f(x, y, z) = 0
g(x, y, z) = 0.

adicǎ la o relaţie ı̂ntre λ şi µ, ϕ(λ, µ) = 0, pentru care sistemul de mai sus sǎ fie compatibil.
De aici, ı̂nlocuind λ şi µ, se obţine ecuaţia suprafeţei conice, φ(x, y, z) = 0.

Exemplul 3.4. Sǎ se scrie ecuaţia suprafeţei conice având vârful V (0, 1, 0) şi care se
sprijinǎ pe curba

Γ :

{
x2 + z2 = 1
y = 0

.

Soluţie: Avem:

V (0, 2, 0) ⇔




x = 0
y − 2 = 0
z = 0.

Ecuaţia fasciculului de drepte care trece prin V este:

{
x = λ(y − 2)
z = µ(y − 2)
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Ecuaţia conicei se determinǎ din condiţia de compatibilitate a sistemului





x = λ(y − 2)
z = µ(y − 2)
x2 + z2 = 1
y = 0

ceea ce se reduce la
4λ2 + 4µ2 − 1 = 0

sau
4x2 + 4z2 − (y − 2)2 = 0.

Determinarea unei suprafeţe conice tangente la o suprafaţǎ datǎ În acest caz
se cunosc

• ecuaţiile vârfului V :

D :





P1(x, y, z) = 0
P2(x, y, z) = 0
P3(x, y, z) = 0

unde P1(x, y, z) = A1 x + B1 y + C1 z + D1, P2(x, y, z) = A2 x + B2 y + C2 z + D2,
iar P3(x, y, z) = A3 x + B3 y + C3 z + D3.

• ecuaţiile suprafeţei Σ2:
Σ2 : F (x, y, z) = 0.

Ecuaţiile generatoarelor rectilinii care au un punct fix V sunt

{
P1(x, y, z) = λP3(x, y, z)
P2(x, y, z) = µP3(x, y, z)

iar condiţia ca aceste generatoare sǎ fie tangente la suprafaţa Σ2 se reduce unicitatea
soluţiei ecuaţiei

F (x, y, z) = 0

adicǎ discriminantul acestei ecuaţii trebuie sǎ fie zero.

Exemplul 3.5. Sǎ se scrie ecuaţia suprafeţei conice având vârful V (0, 0,−2) şi care este
tangentǎ sferei cu centrul ı̂n origine şi de razǎ 1.

Soluţie: Avem:

V (0, 0,−2) ⇔




x = 0
y = 0
z + 2 = 0.

Ecuaţia fasciculului de drepte care trece prin V este:

{
x = λ(z + 2)
y = µ(z + 2)
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iar ecuaţia sferei centratǎ ı̂n origine şi de razǎ 1 este:

x2 + y2 + z2 = 1.

Condiţia de tangenţǎ se reduce la compatibilitatea sistemului




x = λ(z + 2)
y = µ(z + 2)
x2 + y2 + z2 = 1

deci discriminantul ecuaţiei

[λ(z + 2)]2 + [µ(z + 2)]2 + z2 = 1,

trebuie sǎ fie nul:

∆ = [4(λ + µ)]2 − 4(λ + µ + 1)(4λ + 4µ− 1) = 0

adicǎ
z2 + 4z − 3y2 − 3x2 + 4 = 0.

3.3.3 Suprafeţe de rotaţie

Definiţia 3.12. Se numeşte suprafaţǎ de rotaţie suprafaţa generatǎ de o curbǎ Γ ale cǎrei
puncte descriu cercuri cu centrele situate pe o dreaptǎ fixǎ ı̂n plane ortogonale pe aceasta.

Figura 39: Suprafatǎ de rotaţie

Determinarea unei suprafeţe de rotaţie În acest caz se cunosc:

• ecuaţia dreptei D
x− x0

l
=

y − y0

m
=

z − z0

n

• ecuaţia cercului cu centrul pe D şi de razǎ variabilǎ, datǎ ca intersecţia dintre o
sferǎ cu centrul pe D, de razǎ variabilǎ, şi un plan ortogonal pe D ı̂n centrul sferei

{
(x− x0)

2 + (y − y0)
2 + (z − z0)

2 = λ2

lx + my + nz = µ

ı̂n funcţie de parametrii λ, µ
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• ecuaţia curbei Γ

Γ :

{
f(x, y, z) = 0
g(x, y, z) = 0.

Din compatibilitatea sistemului de 4 ecuaţii cu 3 necunoscute





(x− x0)
2 + (y − y0)

2 + (z − z0)
2 = λ2

lx + my + nz = µ
f(x, y, z) = 0
g(x, y, z) = 0

se obţine o relaţie ϕ(λ, µ) = 0 din care, ı̂nlocuind λ, µ, rezultǎ ecuaţia duprafeţei de
rotaţie: φ(x, y, z) = 0.

Exemplul 3.6. Sǎ se determine suprafaţa obţinutǎ prin rotirea dreptei D ı̂n jurul dreptei
∆, unde:

D :

{
x + y − 1 = 0
z − 1 = 0.

∆ :
x− 1

2
=

y + 1

−1
= z.

Soluţie: Avem x0 = 1, y0 = −1, z0 = 0 şi l = 2, m = −1, n = 1. Atunci ecuaţia
suprafeţei se determinǎ din condiţia de compatibilitate a sistemului:





(x− 1)2 + (y + 1)2 + z2 = λ2

2x− y + z = µ
x + y − 1 = 0
z − 1 = 0.

Din ultimele 3 ecuaţii se obţine x =
µ

3
, y = 1 − µ

3
, z = 1, iar din prima ecauţie rezultǎ

condiţia de compatibilitate:

(µ

3
− 1

)2

+
(
2− µ

3

)2

+ 1 = λ2.

Înlocuind acum λ2 = (x− 1)2 +(y +1)2 + z2 şi µ = 2x− y + z, obţinem ecuaţia suprafeţei
de rotaţie:

(
2x− y + z

3
− 1

)2

+

(
2− 2x− y + z

3

)2

+ 1 = (x− 1)2 + (y + 1)2 + z2

sau
8z2 + (2y − 4x + 9)z + 8y2 + (4x + 9)y + 5x2 − 18 = 0.
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4 Geometria diferenţialǎ localǎ a curbelor plane şi a

curbelor spaţiale

4.1 Geometria diferenţialǎ localǎ a curbelor plane

4.1.1 Curbe plane. Reprezentǎri. Elemente de arc.

Definiţia 4.1. Se numeşte curbǎ planǎ o aplicaţie γ : I ⊆ R → E2 de clasǎ Ck, k ∈ N,
definitǎ pe intervalul real I.

Observaţia 4.1.

1. Dacǎ γ ∈ C0(I) vom spune cǎ γ este o curbǎ continuǎ.

2. Dacǎ γ ∈ Ck(I), k ≥ 1 vom spune cǎ γ este o curbǎ diferenţiabilǎ de clasǎ Ck.

3. Dacǎ γ ∈ C∞(I), adicǎ γ este o curbǎ ce admite derivate continue de orice ordin,
atunci vom spune ca γ este o curbǎ netedǎ.

Mulţimea Γ =not γ(I) = Im(γ) = {γ(t)|t ∈ I} se numesţe imaginea geometricǎ a curbei, şi
este o submulţime de puncte din plan:

Γ =
{
M ∈ E2| ∃ t ∈ I : M = γ(t)

}
.

În practicǎ, aceastǎ muĺtime de puncte imagine se numeşte curbǎ.

Reprezentǎri ale curbelor.

Pentru a obţine diferite reprezentǎri ale unei curbe plane, considerǎm un reper afin al

spaţiului euclidian E2, Ra = {O; ē1, ē2}. Fie M ∈ Γ(⊂ E2), r̄ =
−−→
OM, t ∈ I. Atunci

r̄ : I → E2, r̄(t) =
−−→
OM este numitǎ o reprezentare parametricǎ a curbei Γ. Ecuaţia

r̄ = r̄(t), t ∈ I (98)

se numeşte ecuaţia vectorialǎ a curbei.
Dacǎ descompunem vectorii din ecuaţia (98): r̄ = xē1+yē2 şi r̄(t) = x(t)ē1+y(t)ē2 atunci
obţinem {

x = x(t)
y = y(t)

t ∈ I (99)

numite ecuaţii parametrice ale curbei plane Γ.
Prin eliminarea parametrului t se obţine o ecuaţie catezianǎ de forma

F (x, y) = 0 (100)

numitǎ ecuaţie cartezianǎ implicitǎ a curbei.
Dacǎ putem exprima x = g(y) sau

y = f(x) (101)

atunci spunem cǎ am obţinut ecuaţia explicitǎ a curbei.
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Elementul de arc

Fiind datǎ Γ o curbǎ planǎ datǎ de reprezentarea vectorialǎ r̄ = r̄(t), t ∈ I, considerǎm
o nouǎ valoare a parametrului t′ = t + h ∈ I, h ∈ R. Obţinem astfel douǎ puncte ale
curbei Γ: M(r̄(t)) şi M ′(r̄(t + h)). Lungimea arcului ΓMM

′ cuprins ı̂ntre punctele M şi
M ′ se aproximeazǎ prin

l(ΓMM
′) =‖ r̄(t + h)− r̄(t) ‖=‖ −−−→MM ′ ‖

Figura 40: Elementul de arc

Elementul de arc ds este dat de relaţia:

ds = lim
h→0

‖ r̄(t + h)− r̄(t) ‖=‖ dr̄ ‖ . (102)

În continuare vom exprima elementul de arc pentru diferite reprezentǎri ale curbei Γ.

• Dacǎ curba Γ este datǎ sub formǎ parametricǎ, adicǎ

{
x = x(t)
y = y(t)

t ∈ I,

atunci elementul de arc este:

ds =‖ dr̄ ‖= ‖ dx

dt
ī +

dy

dt
j̄ ‖=

√
[x′(t)]2 + [y′(t)]2dt.

• Dacǎ curba Γ este reprezentatǎ prin ecuaţia catezianǎ, atunci pentru scrierea
elementului de arc vom face o parametrizare naturalǎ, şi anume:

{
x = t
y = y(t)

t ∈ I.

Înlocuind ı̂n relaţiile de mai, obţinem pentru elementul de arc urmǎtoarea relaţie:

ds =
√

1 + [y′(x)]2dx.
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Observaţia 4.2. Pentru a obţine o reprezentare polarǎ a elementului de arc, trebuie sǎ
exprimǎm coordonatele carteziene ı̂n coordonate polare, ı̂n urmǎtorul mod:

{
x = ρ(ϕ) cos ϕ ρ > 0
y = ρ(ϕ) sin ϕ ϕ ∈ [0, 2π]

Elementul de arc ı̂n coordonate polare este:

ds =
√

ρ2 + [ρ′]2dϕ.

În toate cazurile, lungimea unui arc finit de curbǎ corespunzǎtor punctelor M0(r̄(t0)), M1(r̄(t1))
se calculeazǎ cu formula:

l(ΓM0M1) =

∫ t1

t0

ds (103)

Exemplul 4.1. Fie curba planǎ datǎ prin ecuaţia vectorialǎ

Γ : r̄ = (t− 1)̄i + (t2 + 2)j̄

Ecuaţiile parametrice asociate curbei sunt:

{
x = t− 1
y = t2 + 2

t ∈ R

iar ecuaţia cartezianǎ asociatǎ curbei este:

y = (x + 1)2 + 2

Elementul de arc ı̂n cazul parametric este:

ds =
√

[x′(t)]2 + [y′(t)]2dt =
√

1 + 4t2dt

iar ı̂n cazul cartezian:
ds =

√
1 + 4(x + 1)2dx

Dacǎ comsiderǎm punctele M0(t0 = 0) şi M1(t1 = 1) de pe curbǎ, atunci lungimea arcului
cuprins ı̂ntre punctele M0 şi M1 este:

l(ΓM0M1) =

∫ t1

t0

ds =

∫ 1

0

(1 + 4t2)dt =
7

3
.
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4.1.2 Tangenta şi normala ı̂ntr-un punct regulat la o curbǎ planǎ.

Definiţia 4.2. Un punct M(r̄(t)) ∈ Γ, corespunzǎtor valorii t ∈ I, se numeşte punct
regulat al curbei dacǎ satisface condiţia ˙̄r(t) 6= 0.

Dacǎ ˙̄r(t) = 0 atunci punctul M se numeşte punct singular al curbei.

Observaţia 4.3. O curbǎ se zice regulatǎ dacǎ toate punctele sale sunt regulate.

Fie M(r̄(t)) un punct regulat al curbei Γ şi r̄(t) =
−−→
OM vectorul de poziţie al punctului

M ı̂n reperul RO
a = {O; ī, j̄}, iar M ′(r̄(t + h)) un alt punct de pe curbǎ (vezi figura).

Dreapta determinatǎ de punctele M şi M ′ este o secantǎ pentru Γ.

Definiţia 4.3. Tangenta la Γ ı̂n punctul M este dreapta obţinutǎ ca limitǎ a poziţiilor
secantelor D(M, M ′) când cel de-al doilea punct M ′ tinde spre primul punct M pe Γ:

TM(Γ) = lim
h→0

D(M, M ′), (104)

i.e. dreapta TM(Γ) va intersecta curba ı̂n douǎ puncte confundate.

Figura 41: Tangenta ı̂ntr-un punct regulat al unei curbe plane

Deoarece
−−−→
MM ′ = r̄(t+h)−r̄(t) este vector director al secantei D(M,M ′), prin amplificare

cu
1

h
obţinem cǎ

r̄(t + h)− r̄(t)

h
este tot vector director al secantei D(M,M ′). Trecând

la limitǎ, deducem cǎ vectorul

lim
h→0

r̄(t + h)− r̄(t)

h
= ˙̄r(t).

este vector director al tangentei TM(Γ).

Scriem ı̂n continuare diferite reprezentǎri pentru ecuaţiile tangentei la curba Γ ı̂ntr-un
punct regulat M0( ˙̄r(t0) 6= 0) al curbei:

• Ecuaţia vectorialǎ: TM0(Γ) : ~R = r̄(t0) + λ ˙̄r(t0), λ ∈ R

• Ecuaţiile parametrice: TM0(Γ) :

{
X = x(t0) + λẋ(t0)
Y = y(t0) + λẏ(t0)

λ ∈ R

• Ecuaţia cartezianǎ: TM0(Γ) :
X − x(t0)

ẋ(t0)
=

Y − y(t0)

ẏ(t0)

sau Y − y(t0) = kT [X − x(t0)] unde kT =
ẏ(t0)

ẋ(t0)
este panta tangentei.
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Observaţia 4.4. Panta kT a tangentei TM0(Γ) se mai poate exprima astfel:

• dacǎ curba Γ este datǎ prin ecuat̂ıa cartezianǎ implicitǎ F (x, y) = 0, atunci

kT = −F ′
x(x0, y0)

F ′
y(x0, y0)

;

• dacǎ curba Γ este datǎ prin ecuat̂ıa cartezianǎ explicitǎ y = y(x), atunci kT = ẏ(x0).

Exemplul 4.2. Fie o curbǎ planǎ datǎ prine ecuaţia vectorialǎ:

r̄(t) = (t− 1)̄i + (t2 + 2)j̄

Ecuaţiile tangentei la curbǎ ı̂n punctul M(t = 1) (adicǎ M(0, 3)) sunt:

• Ecuaţia vectorialǎ: R̄ = r̄(t) + λ ˙̄r(t) ⇔ R̄ = (t− 1 + λ)̄i + (t2 + 2 + 2λt)j̄.
Deoarece t = 1 pentru punctul M , obţinem: R̄ = λī + (3 + 2λ)j̄

• Ecuaţiile parametrice:

{
X = λ
Y = 3 + 2λ

• Eliminând λ, obţinem ecuaţia cartezianǎ: Y = 3 + 2X.

Definiţia 4.4. Dreapta normalǎ la curba Γ ı̂n punctul M0 , notatǎ NM0(Γ) este dreapta
ortogonalǎ ı̂n punctul M0 pe tangenta TM0(Γ) la curbǎ ı̂n acel punct.

Ecuaţia normalei la curba Γ ı̂n punctul M0 se scrie punând condiţia de perpendicularitate
ı̂ntre tangentǎ şi normalǎ: produsul dintre pantele celor douǎ drepte sǎ fie egal cu −1.

De aici, deducem cǎ panta normalei NM0(Γ) este kN = − ẋ(t0)

ẏ(t0)
. Ecuaţia cartezianǎ a

normalei este deci:
NM0(Γ) : Y − y(t0) = kN [X − x(t0)]
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4.1.3 Puncte singulare ale curbelor plane.

Fie c o curbǎ parametrizatǎ definitǎ astfel: c : I ⊂ R → R2, c(t) = (x(t), y(t)). Codiţiile
de regularitate pentru curba c sunt sintetizate prin urmǎtoarele:

i) c este o aplicaţie injectivǎ.

ii) c ∈ Ck(I), k ≥ 1 şi ċ(t) 6= 0, ∀t ∈ I.

adicǎ c este o curbǎ regulatǎ dacǎ orice punct de pe curba c este regulat. Avem regularitate
de ordinul I dacǎ şi numai dacǎ k = 1. Pentru a avea regularitate de ordinul II se cere ı̂n
plus c̈(t) 6= 0, ∀t ∈ I.

Definiţia 4.5. Dacǎ existǎ puncte pe curba c astfel ı̂ncât condiţiile i) şi ii) nu sunt
ı̂ndeplinite, atunci aceste puncte se numesc puncte singulare.

Punctele singulare, dacǎ existǎ, corespund acelor valori ale parametrului real t care sunt
soluţii ale sistemului {

ẋ(t) = 0
ẏ(t) = 0

În general acest sistem este incompatibil, dar vom analiza cazurile in care acest sistem
are soluţii. Fie t0 ∈ I o soluţie a sistemului de mai sus. Rezultǎ cǎ punctul M0(t = t0) =
M0(x0, y0) este un punct singular al curbei Γ.

Dacǎ se cunoaşte o reprezentare cartezianǎ a curbei: F (x, y) = 0, atunci M0 ∈ Γ ⇒
F (x(t0), y(t0)) = 0. Prin derivarea ı̂n raport cu t0 se obţine:

F ′
x(x0, y0) · ẋ(t0) + F ′

y(x0, y0) · ẏ(t0) = 0

de unde:
ẏ(t0)

ẋ(t0)
= −F ′

x(x0, y0)

F ′
y(x0, y0)

= kT

va reprezenta panta tangentei la curbǎ ı̂n punctul singular M0. Dar avem o nedeterminare

de tipul
0

0
ceea ce ne conduce la:

F ′
x(x0, y0) = 0 şi F ′

y(x0, y0) = 0

Concluzie: Pentru a afla coordonatele carteziene ale punctelor singulare este suficient sǎ
rezolvǎm sistemul: 




F (x, y) = 0
F ′

x(x0, y0) = 0
F ′

y(x0, y0) = 0
(105)

Sistemul are 3 ecuaţii şi 2 necunoscute, ceea ce ı̂nseamnǎ cǎ este posibil ca el sǎ nu aibǎ
soluţii. În acest caz, curba c nu are puncte singulare (toate punctele sunt regulate). În
caz de compatibilitate pot exista mai multe soluţii, ceea ce ı̂nseamnǎ cǎ c are mai multe
puncte singulare.
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Natura punctelor singulare. Tangenta ı̂n punctele singulare.

Fie M0(x0, y0) ∈ Γ un punct singular pentru curba Γ. Ecuaţia tangentei ı̂n acest punct
se scrie:

TM0(Γ) : Y − y0 = kT (X − x0)

unde kT este panta tangentei. Panta tangentei se poate exprima prin una din urmǎtoarele
expresii:

• kT = y′(x0) dacǎ curba Γ este datǎ prin ecuaţia cartezianǎ explicitǎ y = y(x);

• kT = −F ′
x(x0, y0)

F ′
y(x0, y0)

dacǎ Γ este datǎ prin ecuaţia cartezianǎ implicitǎ F (x, y) = 0.

Dacǎ M0(x0, y0) este un punct singular, atunci: F ′
x(x0, y0) = 0 şi F ′

y(x0, y0) = 0.

În cazul ı̂n care curba Γ este datǎ rin ecuaţia cartezianǎ implicitǎ, ı̂n condiţiile teoremei
funcţiilor implicite, determinarea lui y′(x0) se face derivând ı̂n raport cu x, ı̂n punctul
(x0, y0), identitatea F (x, y(x)) = 0. Obţinem:

F ′
x(x0, y0) + F ′

y(x0, y0)y
′(x0) = 0,

ı̂nsǎ, nu putem rezolva aceastǎ ecuaţie pentru a obţine y′(x0), deoarece ı̂n punctul (x0, y0),
derivatele F ′

x(x0, y0) şi F ′
x(x0, y0) se anuleazǎ.

În acest caz, derivǎm de 2 ori relaţia F (x, y(x)) = 0 şi obţinem:

F ′′
x2(x0, y0) + 2F ′′

xy(x0, y0)y
′(x0) + F ′′

y2(x0, y0)y
′(x0)

2 + F ′
y(x0, y0)y

′′(x0) = 0.

Deoarece ultimul termen este identic nul, pentru determinarea lui y′(x0) rǎmâne sǎ folosim
ecuaţia:

F ′′
x2(x0, y0) + 2F ′′

xy(x0, y0)y
′(x0) + F ′′

y2(x0, y0)y
′(x0)

2 = 0. (106)

Un punct singular M0 este punct singular dublu, dacǎ ı̂n ecuaţia (106), cel puţin unul
dintre coeficienţi este nenul.

În raport cu natura rǎdǎcinilor ecuaţiei (106), care depinde de valoarea discriminantului

∆ = 4
[
(F ′′

xy)
2 − F ′′

x2F ′′
y2

]
(x0,y0)

, avem urmǎtoarea clasificare a punctelor singulare duble:

a. Punctul singular dublu se numeşte nod, dacǎ ∆ > 0 ⇒ k1,2 ∈ R∪{±∞} cu k1 6= k2,
i .e. avem 2 tangente distincte la curbǎ ı̂n M0.

b. Punctul singular dublu se numeşte punct de ı̂ntoarcere, dacǎ ∆ = 0 ⇒ k1,2 ∈
R ∪ {±∞} cu k1 = k2, i.e. avem 2 tangente nedistincte la curbǎ ı̂n M0.

c. Punctul singular dublu se numeşte punct izolat, dacǎ ∆ < 0 ⇒ k1,2 ∈ R∪{±∞} cu
k1 6= k2, i.e. nu avem tangente reale ı̂n M0 (cele douǎ tangente sunt imaginare).
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Figura 42: Clasificarea punctelor singulare

4.1.4 Curbura unei curbe plane.

Fie Γ ⊂ E2 datǎ prin reprezentarea vectorialǎ:

r̄ = r̄(s), s ∈ [0, L]

Fie M ∈ Γ un punct regulat de pe curbǎ al cǎrui vector de poziţie este r̄(s) pentru care
˙̄r(s) 6= 0, cu s = l(ΓΩM), unde Ω ∈ Γ este ”punctul origine” al curbei corespunzǎtor lui
s = 0.

Fie M ′ ∈ Γ un punct din vecinǎtatea lui M având vectorul de poziţie r̄(s′) astfel ı̂ncât
|s′ − s| < ε, ∀ ε > 0 fixat.

Considerǎm tangentele la curbǎ ı̂n punctele M şi M ′, care formeazǎ cu axa Ox unghiurile
θ respectiv θ′. Aceasta ı̂nseamnǎ cǎ unghiul ϕ dintre cele douǎ tangente va fi: ϕ = θ′− θ.

Figura 43: Curbura unei curbe plane

Definiţia 4.6. Numǎrul real
ϕ

l(ΓMM ′)
se numeşte curburǎ medie a lui Γ ı̂n vecinǎtatea

lui M .

Observaţia 4.5. Lungimea arcului de curbǎ l(ΓMM ′) = const, iar ϕ descreşte sau creşte
dupǎ cum Γ este mai puţin curbatǎ respectiv mai mult curbatǎ.

Definiţia 4.7. Dacǎ limita k(s) = lim
s′→s

ϕ(s, s′)
s− s′

existǎ, atunci aceastǎ limitǎ se numeşte

curbura curbei Γ ı̂n punctul M .

Dacǎ exprimǎm prin θ = θ(s) dependenţa unghiului fǎcut de tangenta la curbǎ ı̂n punctul
M cu axa Ox, atunci ı̂n M ′ avem θ′ = θ′(s′) ⇒ ϕ(s, s′) = θ′(s′)− θ(s), de unde:

k(s) =
dθ

ds

Raportul RM =
1

|k(s)| se numeşte raza de curburǎ ı̂n punctul regulat M .

Observaţia 4.6. Dacǎ k = 0 atunci curba Γ este o dreaptǎ.
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Expresii ale curburii unei curbe plane pentru diferite reprezentǎri ale acesteia.

• Dacǎ curba planǎ este datǎ prin reprezentarea parametricǎ:

{
x = x(t)
y = y(t)

(107)

iar M(x(t), y(t)) este un punct pe curba Γ, atunci panta tangentei ı̂n M este

kT = tan θ =
ẏ(t)

ẋ(t)
, de unde avem: θ = arctan

ẏ(t)

ẋ(t)
. Calculǎm derivata lui θ ı̂n

raport cu s şi obţinem:

dθ

ds
=

dθ

dt

dt

ds
=

ÿ(t)ẋ(t)− ẍ(t)ẏ(t)

ẋ(t)2 + ẏ(t)2

dt

ds

unde ds =
√

ẋ(t)2 + ẏ(t)2dt ⇒ dt

ds
=

1√
ẋ(t)2 + ẏ(t)2

.

Astfel, formula curburii pentru o curbǎ planǎ este:

k =
dθ

ds
=

ÿ(t)ẋ(t)− ẍ(t)ẏ(t)

[ẋ(t)2 + ẏ(t)2]3/2
(108)

• Dacǎ curba planǎ este datǎ prin ecuaţia cartezianǎ explicitǎ: y = y(x), atunci

trecând la parametrizarea naturalǎ:

{
x = t
y = y(t)

, calculând derivatele de ordinul I:
{

ẋ = 1
ẏ = ẏ(t)

şi cele de ordinul II :

{
ẍ = 0
ÿ = ÿ(t)

, şi ı̂nlocuind pe acestea in relaţia

(108) obţinem:

k =
ÿ(t)

[1 + ẏ2(t)]3/2
(109)

• Dacǎ curba planǎ este datǎ prin ecuaţia cartezianǎ implicitǎ F (x, y) = 0 atunci

avem F ′
x + F ′

y · ẏ = 0 ⇒ ẏ = −F ′
x

F ′
y

şi ÿ = −F ′′
x2

F ′′
y2

; ı̂nlocuind acestea ı̂n (109)

obţinem:

k = −(F ′
x)

2 · F ′′
y2 − 2 · F ′

x · F ′
y · F ′′

xy + (F ′
y)

2 · F ′′
x2

[
(F ′

x)
2 + (F ′

y)
2
]3/2

(110)
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4.2 Geometria diferenţialǎ localǎ a curbelor spaţiale

4.2.1 Reprezentǎri ale curbelor spaţiale

Definiţia 4.8. Se numeşte curbǎ spaţialǎ o aplicaţie γ : I ⊂ R→ E3 de clasǎ Ck, k ∈ N
pe intervalul I.

Observaţia 4.7.

1. Dacǎ k = 0 atunci γ ∈ C0(k), deci γ este o curbǎ continuǎ.

2. Dacǎ k ≥ 1, atunci γ este o curbǎ diferenţiabilǎ de clasǎ Ck.
Dacǎ k = 2 atunci spunem cǎ γ este o curbǎ netedǎ.

Pentru a obţine diferite reprezentǎri ale curbei spaţiale Γ se considerǎ un reper afin
ortonormal al spaţiului E3, RO

a

{
O; ī, j̄, k̄

}
. Asociem fiecǎriui punct M = γ(t) vectorul de

poziţie r̄ =
−−→
OM . Ecuaţia

Γ : r̄ = r̄(t) (111)

se numeşte ecuaţia vectorialǎ (ecuaţia parametricǎ vectorialǎ) a curbei spaţiale. Dacǎ
descompunem vectorii din ecuaţia (111): r̄ = xī + yj̄ + zk̄ şi r̄(t) = x(t)̄i + y(t)j̄ + z(t)k̄
atunci obţinem ecuaţii parametrice (scalare) ale curbei spaţiale Γ:

Γ :





x = x(t)
y = y(t)
z = z(t)

t ∈ I (112)

Prin eliminarea parametrului t din sistemul anterior, se obţin ecuaţiile carteziane implicite
ale curbei spaţiale:

Γ :

{
f(x, y, z) = 0
g(x, y, z) = 0

(113)

Dacǎ putem exprima y şi z ı̂n funcţie de x, sub forma:

Γ :

{
y = y(x)
z = z(x)

(114)

atunci obţinem ecuaţiile carteziene explicite ale curbei spaţiale.

4.2.2 Elementul de arc. Lungimea unui arc de curbǎ.

Din capitolul curbe plane se ştie cǎ elementul de arc notat ds este dat de: ds =‖ dr̄ ‖, şi
defineşte lungimea arcului elementar. Deoarece dr̄ = ˙̄rdt, ı̂n cazul curbelor spaţiale avem:

dr̄ = [ẋ(t)̄i + ẏ(t)j̄ + ż(t)k̄]dt.

Dacǎ curba spaţialǎ este datǎ prin reprezentarea ei parametricǎ, atunci elementul de arc
este:

ds =
√

[ẋ(t)]2 + ẏ(t)]2 + ż(t)]2dt. (115)
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Dacǎ A(t0) şi B(t1) douǎ puncte de pe curba Γ, atunci lungimea arcului de curbǎ situat
ı̂ntre cele douǎ puncte este dat de:

lAB =

∫ t1

t0

ds =

∫ t1

t0

√
[ẋ(t)]2 + ẏ(t)]2 + ż(t)]2dt.

Dacǎ curba este datǎ prin ecuaţia cartezianǎ explicitǎ, atunci fǎcând o parametrizare

naturalǎ:





x = t
y = y(t)
z = z(t)

, obţinem pentru elementul de arc relaţia:

ds =
√

1 + [ẏ(x)]2 + [ż(x)]2dx.

4.2.3 Dreapta tangentǎ şi planul normal

Fie Γ : r̄ = r̄(t), o curbǎ spaţialǎ, M0 = r̄(t0) ∈ Γ, şi dreapta tangentǎ la curba Γ ı̂n
punctul M0 definitǎ ca ı̂n cazul curbelor plane (vezi Definiţia (4.3)).

Reprezentǎrile tangentei la o curbǎ spaţialǎ ı̂n punctul M0 se obţin la fel ca şi ı̂n cazul
curbelor plane:

• ecuaţia vectorialǎ:
TM0(Γ) : R̄ = r̄(t0) + λ ˙̄r(t0), λ ∈ R

• ecuaţiile parametrice:

TM0(Γ) :





X = x(t0) + λẋ(t0)
Y = y(t0) + λẏ(t0)
Z = z(t0) + λż(t0)

λ ∈ R

• ecuaţiile carteziene se obţin din cele parametrice eliminând parametrul λ:

TM0(Γ) :
X − x(t0)

ẋ(t0)
=

Y − y(t0)

ẏ(t0)
=

Z − z(t0)

ż(t0)

Observaţia 4.8.

1. Dacǎ se cunosc ecuaţiile vectoriale sau parametrice ale curbei Γ, atunci vectorul
director al tangentei la curbǎ este: ˙̄r(t0) = (ẋ(t0), ẏ(t0), ż(t0)).

2. Dacǎ se cunosc ecuaţiile carteziene explicite ale lui Γ atunci fǎcând o parametrizare

naturalǎ





x = t
y = y(t)
z = z(t)

, obţinem vectorul director al tangentei: (1, ẏ(x0), ż(x0)).

3. Dacǎ se cunosc ecuaţiile carteziene implicite ale curbei Γ :

{
f(x, y, z) = 0
g(x, y, z) = 0

, atunci

prin diferenţiere avem: {
f ′xdx + f ′ydy + f ′zdz = 0
g′xdx + g′ydy + g′zdz = 0,
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Figura 44: Dreapta tangentǎ şi planul normal

Parametrii directori pentru tangenta TM0(Γ) sunt daţi de coeficienţii mǎrimilor
(dx, dy, dz) obţinuţi din dezvoltarea dupǎ prima linie a determinantului:

∣∣∣∣∣∣

dx dy dz
f ′x f ′y f ′z
g′x g′y g′z

∣∣∣∣∣∣
Notǎm:∣∣∣∣

f ′y f ′z
g′y g′z

∣∣∣∣ =
D(f, g)

D(y, z)

∣∣∣∣
f ′z f ′x
g′z g′x

∣∣∣∣ =
D(f, g)

D(z, x)

∣∣∣∣
f ′x f ′y
g′x g′y

∣∣∣∣ =
D(f, g)

D(x, y)

Astfel, vectorul director al tangentei la curba Γ este:

(
D(f, g)

D(y, z)
,
D(f, g)

D(z, x)
,
D(f, g)

D(x, y)

)

iar ecuaţia tangentei se scrie ı̂n acest caz:

TM0(Γ) :
X − x(t0)

D(f, g)

D(y, z)

∣∣∣∣
M0

=
Y − y(t0)

D(f, g)

D(z, x)

∣∣∣∣
M0

=
Z − z(t0)

D(f, g)

D(x, y)

∣∣∣∣
M0

. (116)

Definiţia 4.9. Planul normal ı̂n punctul regulat M0 la curba Γ, notat P n
M0

(Γ), este planul
ortogonal pe tangenta la curbǎ ı̂n punctul M0.

Ecuaţia vectorialǎ a planului normal este:

P n
M0

(Γ) :< R̄− r̄(t); ˙̄r(t) >= 0. (117)

Explicitând vectorii care intervin ı̂n ecuaţia vectorialǎ se obţine ecuaţia cartezianǎ a
planului normal:

P n
M0

(Γ) : [X − x(t0)] · ẋ(t0) + [Y − y(t0)] · ẏ(t0) + [Z − z(t0)] · ż(t0) = 0; (118)

echivalentǎ cu:

P n
M0

(Γ) : [X − x(t0)]
D(f, g)

D(y, z)

∣∣∣∣
M0

+ [Y − y(t0)]
D(f, g)

D(z, x)

∣∣∣∣
M0

+ [Z − z(t0)]
D(f, g)

D(x, y)

∣∣∣∣
M0

= 0.

(119)
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Observaţia 4.9. Deoarece tangenta este perpendicularǎ pe planul normal ı̂n M0, vectorul
director al tangentei coincide cu vectorul normal al planului normal, astfel cǎ, dacǎ se
cunoaşte ecuaţia planului normal la curbǎ ı̂n punctul regulat M0:

P n
M0

(Γ) : A(x− x0) + B(y − y0) + C(z − z0) + D = 0

atunci ecuaţia tangentei la curbǎ ı̂n acelaşi punct este:

TM0(Γ) :
X − x0

A
=

Y − y0

B
=

Z − z0

C
.

4.2.4 Plane tangente şi planul osculator

Fie o curbǎ spaţialǎ datǎ prin ecuaţia ei vectorialǎ: Γ : r̄ = r̄(t), M0(t0) un punct regulat
de pe curbǎ şi TM0(Γ) dreapta tangentǎ la curbǎ ı̂n punctul M0.

Definiţia 4.10. Un plan care conţine dreapta tangentǎ TM0(Γ) se numeşte plan tangent
şi se noteazǎ πM0(Γ).

Fie un punct M ′
0(t0 + k) de pe Γ, vecin cu M0, k fiind o creştere micǎ astfel ca t0 + k ∈ I.

Fie D(M0,M
′
0) dreapta determinatǎ de aceste puncte, secantǎ pentru curba Γ.

Observaţia 4.10. Dreapta obţinutǎ ca limitǎ a poziţiilor secantelor D(M0,M
′
0) când

M0 → M ′
0 (adicǎ k → 0) este tangenta la Γ ı̂n punctul M0.

Definiţia 4.11. Planul determinat de dreapta TM0(Γ) şi de un punct M ′
0 de pe curba Γ

din vecinǎtatea lui M0, se numeşte plan osculator al curbei Γ ı̂n punctul M0, şi se noteazǎ
P o

M0
(Γ).

Planul osculator este determinat de M0, direcţia tangentei ˙̄r(t0) şi de direcţia
−−−−→
M0M

′
0 =

r̄(t0+k)− r̄(t0). Remarcǎm cǎ vectorul
1

k
[r̄(t0+k)− r̄(t0)] este coliniar cu vectorul

−−−−→
M0M

′
0.

Figura 45: Planul osculator la o curbǎ spaţialǎ
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Fie tk un punct intermediar din intervalul (t0, t0 + k). Conform ipotezei cǎ r̄(t) este o
funcţie de clasǎ C2 pe intervalul real I, putem considera aproximarea de ordinul II a
expresiei r̄(t0 + k):

r̄(t0 + k) = r̄(t0) + k · ˙̄r(t0) +
k2

2!
· ¨̄r(tk) tk ∈ (t0, t0 + k)

care se obţine din formula lui Taylor cu restul Lagrange aplicatǎ funcţiei vectoriale r̄.

În plus, ı̂n baza continuitǎţii funcţiei ¨̄r, avem lim
k→0

¨̄r(tk) = ¨̄r(t0). Obţinem astfel:

r̄(t0 + k)− r̄(t0)

k
= ˙̄r(t0) +

k

2!
· ¨̄r(tk).

Cum membrul drept al egalitǎţii de mai sus este un vector coliniar cu
−−−−→
M0M

′
0, rezultǎ cǎ

vectorul ¨̄r(tk) aparţine planului osculator, pentru orice k. Trecând la limitǎ pentru k → 0,
obţinem cǎ vectorul ¨̄r(t0) aparţine planului osculator.

Aşadar, cunoaştem doi vectori directori ai planului osculator: ˙̄r(t0) şi ¨̄r(t0). Ecuaţia
vectorialǎ a planului osculator este:

P o
M0

(Γ) : (R̄− r̄(t0); ˙̄r(t0); ¨̄r(t0)) = 0

iar ecuaţia cartezianǎ a planului osculator este:

P o
M0

(Γ) :

∣∣∣∣∣∣

X − x(t0) Y − y(t0) Z − z(t0)
ẋ(t0) ẏ(t0) ż(t0)
ẍ(t0) ÿ(t0) z̈(t0)

∣∣∣∣∣∣
= 0

Dacǎ curba Γ este datǎ sub formǎ parametricǎ, atunci ecuaţia planului osculator poate fi
scrisǎ sub forma:

P o
M0

(Γ) :





X = x(t0) + α · ẋ(t0) + β · ẍ(t0)
Y = y(t0) + α · ẏ(t0) + β · ÿ(t0)
Z = z(t0) + α · ż(t0) + β · z̈(t0)

α, β − parametrii

sau
P o

M0
(Γ) : A[x− x(t0)] + B[y − y(t0)] + C[z − z(t0)] = 0

unde A,B,C sunt complemenţii algebrici ai matricei

[
ẋ(t0) ẏ(t0) ż(t0)
ẍ(t0) ÿ(t0) z̈(t0)

]
.

Observaţia 4.11. Planul osculator al unei curbe plane este chiar planul curbei.

Observaţia 4.12. Direcţia normalǎ a planului osculator P o
M0

(Γ) este vectorul

˙̄r(t0)× ¨̄r(t0) =




ī j̄ k̄
ẋ(t0) ẏ(t0) ż(t0)
ẍ(t0) ÿ(t0) z̈(t0)


 = Aī + Bj̄ + Ck̄

Dreapta normalǎ pe planul osculator (adicǎ dreapta de direcţie ˙̄r(t0) × ¨̄r(t0)) ı̂n punctul
M0 se numeşte binormalǎ, si se noteazǎ cu BM0(Γ).
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4.2.5 Triedrul şi reperul Frènet asociate unei curbe spaţiale

Triedrul Frènet

Fie Γ : ~r = r̄(t) o curbǎ spaţialǎ şi M0 ∈ Γ un punct regulat şi neinflexionar.

Definiţia 4.12. Triedrul Frènet este un triedru mobil de vârf M0, format din 3 plane
care trec prin M0 şi care sunt ortogonale douǎ câte douǎ.

Figura 46: Triedrul lui Frènet asociat unei curbe spaţiale

Elementele triedrului Frènet sunt:

• Muchiile triedrului Frènet sunt:

– Dreapta tangentǎ TM0(Γ) datǎ de (M0, t̄);

– Dreapta normalǎ principalǎ NM0(Γ) datǎ de (M0, n̄), fiind dreapta de intersecţie
dintre planul normal şi planul osculator;

– Dreapta binormalǎ BM0(Γ) datǎ de (M0, b̄), fiind dreapta perpendicularǎ pe
planul osculator in punctul M0.

• Feţele triedrului Frènet sunt:

– Planul osculator P o
M0

(Γ);

– Planul normal P n
M0

(Γ);

– Planul rectificator notat P r
M0

(Γ), fiind planul perpendicular pe normalǎ prin-
cipalǎ ı̂n punctul M0.
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Au loc urmǎtoarele relaţii:

• t̄ = ˙̄r(t0) este vectorul director al dreptei tangente TM0(Γ);

• b̄ = ˙̄r(t0) × ¨̄r(t0) este vectorul director al dreptei binormale BM0(Γ), fiind vectorul
normal planului osculator P o

M0
(Γ);

• n̄ = b̄× t̄ este vectorul director al normalei principale NM0(Γ).

Cunoscând vectorii directori ai muchiilor Triedrului Frènet, putem deduce cu uşurinţǎ
ecuaţiile planelor (feţelor) Triedrului Frènet, dupǎ cum urmeazǎ:

• P n
M0

(Γ) este planul determinat de punctul M0 şi direcţia normalǎ t̄;

• P o
M0

(Γ) este planul determinat de punctul M0 şi direcţia normalǎ b̄;

• P r
M0

(Γ) este planul determinat de punctul M0 şi direcţia normalǎ n̄.

Dacǎ curba Γ este datǎ prin ecuaţii parametrice Γ :





x = x(t)
y = y(t)
z = z(t)

şi M0(t0) ∈ Γ atunci:

TM0(Γ) :
X − x(t0)

ẋ(t0)
=

Y − y(t0)

ẏ(t0)
=

Z − z(t0)

ż(t0)

P n
M0

(Γ) : ẋ(t0) · [X − x(t0)] + ẏ(t0) · [Y − y(t0)] + ż(t0) · [Z − z(t0)] = 0

BM0(Γ) :
X − x(t0)

A
=

Y − y(t0)

B
=

Z − z(t0)

C

P o
M0

: A · [X − x(t0)] + B · [Y − y(t0)] + C · [Z − z(t0)] = 0

NM0(Γ) :
X − x(t0)

l
=

Y − y(t0)

m
=

Z − z(t0)

n

P r
M0

: l · [X − x(t0)] + m · [Y − y(t0)] + n · [Z − z(t0)] = 0

unde A,B,C sunt componentele scalare ale vectorului

b̄ = ˙̄r(t0)× ¨̄r(t0) =

∣∣∣∣∣∣

ī j̄ k̄
ẋ(t0) ẏ(t0) ż(t0)
ẍ(t0) ÿ(t0) z̈(t0)

∣∣∣∣∣∣

iar l, m, n sunt componentele scalare ale vectorului

n̄ = b̄× t̄ =

∣∣∣∣∣∣

ī j̄ k̄
A B C

ẋ(t0) ẏ(t0) ż(t0)

∣∣∣∣∣∣
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Reperul Frènet

Definiţia 4.13. Reperul Frènet este un reper ortonormat mobil, având originea ı̂n punctul
M0 ∈ Γ, iar vectorii unitari sunt cei ce definesc direcţiile muchiilor triedrului Frènet:
direcţia tangentei , direcţia normalei principale şi direcţia binormalei.

Notând cu t̄0 versorul tangentei, n̄0 versorul normalei principale şi cu b̄0 versorul binor-
malei, reperul lui Frènet poate fi scris astfel: RF = {M0; t̄

0, n̄0, b̄0}.

Reamintim cǎ, un versor v̄0 oarecare este dat de: v̄0 =
v̄

‖ v̄ ‖ .

Fie M0(t0) ∈ Γ un punct regulat şi neinflexionar al curbei. Obţinem versorul tangentei:

t̄0 =
t̄

‖ t̄ ‖ =
˙̄r(t0)

‖ ˙̄r(t0) ‖ =
ẋ(t0)̄i + ẏ(t0)j̄ + ż(t0)k̄√
[ẋ(t0)]2 + [ẏ(t0)]2 + [ż(t0)]2

=
dr̄

ds

∣∣∣∣
t0

Versorul binormalei este:

b̄0 =
b̄

‖ b̄ ‖ =
˙̄r(t0)× ¨̄r(t0)

‖ ˙̄r(t0)× ¨̄r(t0)‖ =
A · ī + B · j̄ + C · k̄√

A2 + B2 + C2

Pentru a deduce formula versorului binormalei b̄0 in funcţie de derivatele ı̂n raport cu s
ale funcţiei r̄, vom utiliza urmǎtoarele relaţii:

‖t̄0‖ = ‖dr̄

ds
‖ = 1 ⇒ 〈dr̄

ds
,
dr̄

ds
〉 = 1 ⇒ 〈dr̄

ds
,
d2r̄

ds2
〉 = 0 ⇒ dr̄

ds
⊥ d2r̄

ds2

˙̄r =
dr̄

dt
=

dr̄

ds
· ds

dt

¨̄r =
d

dt
˙̄r =

d2r̄

ds2
·
(

ds

dt

)2

+
dr̄

ds
· d2s

dt2

Din aceste relaţii rezultǎ cǎ:

˙̄r × ¨̄r =

(
ds

dt

)3

·
(

dr̄

ds
× d2r̄

ds2

)

deci

b̄0 =
˙̄r(t0)× ¨̄r(t0)

‖ ˙̄r(t0)× ¨̄r(t0)‖ =
dr̄
ds
× d2r̄

ds2

‖dr̄
ds
× d2r̄

ds2‖

∣∣∣∣∣
t0

=
dr̄
ds
× d2r̄

ds2

‖ d2r̄
ds2 ‖

∣∣∣∣∣
t0

Versorul normalei principale este:

n̄0 =
n̄

‖ n̄ ‖ =
l · ī + m · j̄ + n · k̄√

l2 + m2 + n2
=

d2r̄
ds2

‖ d2r̄
ds2 ‖

∣∣∣∣∣
t0
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4.2.6 Curbura şi torsiunea unei curbe spaţiale

Considerǎm un punct regulat si neinflexionar M = r̄(t) ∈ Γ. Vom nota ı̂n continuare
versorii reperului Frènet ı̂n punctul M cu t̄(t), n̄(t) şi b̄(t). Are loc urmǎtoarea teoremǎ:

Teorema 4.1 (Formulele Frènet-Serret).

˙̄t(t) = k(t)ν(t)n̄(t)

˙̄n(t) = −k(t)ν(t)t̄(t) + τ(t)ν(t)b̄(t)
˙̄b(t) = −τ(t)ν(t)n̄(t)

unde ν(t) =
√

ẋ(t)2 + ẏ(t)2 + ż(t)2 =
ds

dt
este viteza curbei Γ, iar k(t) si ν(t) sunt curbura

şi respectiv torsiunea curbei Γ ı̂n punctul M .

Pentru curbura k(t) avem urmǎtoarele formule:

k(t) =
‖ ˙̄r(t)× ¨̄r(t)‖
‖ ˙̄r(t)‖3

=

√
A2 + B2 + C2

[√
[ẋ(t)]2 + [ẏ(t)]2 + [ż(t)]2

]3

unde A,B,C sunt componentele scalare ale vectorului

∣∣∣∣∣∣

ī j̄ k̄
ẋ(t) ẏ(t) ż(t)
ẍ(t) ÿ(t) z̈(t)

∣∣∣∣∣∣
.

Raza de curburǎ a curbei Γ ı̂n punctul M este R(t) =
1

|k(t)| .

Pentru torsiunea τ(t) avem formulele:

τ(t) =
( ˙̄r(t); ¨̄r(t);

...
r̄ (t))

‖ ˙̄r(t)× ¨̄r(t)‖2
=

∆

A2 + B2 + C2

unde ∆ =

∣∣∣∣∣∣

ẋ(t) ẏ(t) ż(t)
ẍ(t) ÿ(t) z̈(t)
...
x (t)

...
y (t)

...
z (t)

∣∣∣∣∣∣
.

Raza de torsiune ı̂n punctul M este T (t) =
1

|τ(t)| .
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5 Geometria diferenţialǎ localǎ a suprafeţelor

5.1 Definiţie. Reprezentǎri.

Definiţia 5.1. Se numeşte suprafaţǎ o aplicaţie σ : D ⊂ R2 → E3 de clasǎ Ck, k ∈ N.

Observaţia 5.1.

1. Dacǎ k = 0, atunci σ ∈ C0(D) se numeşte suprafaţǎ continuǎ.

2. Dacǎ k ∈ N∗, atunci σ ∈ Ck(D) se numeşte suprafaţǎ diferenţiabilǎ.

3. Dacǎ k = ∞, atunci σ ∈ C∞(D) se numeşte suprafaţǎ netedǎ.

Definiţia 5.2. Mulţimea Σ = σ(D) se numeşte imaginea geometricǎ a suprafeţei.

Figura 47: Suprafaţǎ ı̂n E3

Observaţia 5.2. Σ = {M ∈ E3 | ∃(u1, u2) ∈ D , σ(u1, u2) = M}

Reprezentarea vectorialǎ a unei suprafeţe este:

Σ : r = r(u, v), ∀(u, v) ∈ D

Ecuaţiile parametrice ale suprafeţei sunt:

Σ :





x = x(u, v)
y = y(u, v)
z = z(u, v)

∀(u, v) ∈ D

Prin eliminarea lui u şi v din ecuaţiile parametrice, se obţine o ecuaţie cartezianǎ (explicitǎ
sau implicitǎ) a suprafeţei. Ecuaţia cartezianǎ implicitǎ a unei suprafeţe este de forma:

Σ : F (x, y, z) = 0

Ecuaţia cartezianǎ explicitǎ a unei suprafeţe este de forma:

Σ : z = f(x, y)

Un punct M0 de pe suprafaţa Σ poate fi dat fie prin coodonatele sale carteziene (x0, y0, z0),
fie prin parametrii de suprafaţǎ (u0, v0), care verifia relaţiile:

x0 = x(u0, v0) ; y0 = y(u0, v0) ; z0 = z(u0, v0)
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5.2 Curbe coordonate

Prin orice punct M0(u0, v0) ∈ Σ trec douǎ curbe particulare ale suprafeţei, care se obţin
fǎcând constante valorile parametrilor: u = u0 sau v = v0. Aceste curbe se numesc curbe
coordonate.

Fie I şi J douǎ intervale reale cu proprietatea cǎ (u0, v0) ∈ I × J ⊂ D. Considerând
u = u0(=const), putem sǎ alegem ca şi parametru al curbei coordonate parametrul v = t
şi obţinem ecuat̂ıa vectorialǎ a a primei curbe coordonate prin M0:

Γ(v) : r̄ = r̄(u0, t), ∀t ∈ J

Analog, reprezentarea vectorialǎ a celei de-a doua curbe coordonate prin M0, ce se obţine
considerând v = v0(=const), este:

Γ(u) : r̄ = r̄(t, v0), ∀t ∈ I

Figura 48: Curbe coordonate pe o suprafaţǎ

5.3 Plan tangent şi dreaptǎ normalǎ la o suprafaţǎ

5.3.1 Plan tangent la o suprafaţǎ ı̂ntr-un punct regulat

Fie suprafaţa Σ datǎ prin

Σ : r = r(u, v) ⇔




x = x(u, v)
y = y(u, v)
z = z(u, v)

, ∀(u, v) ∈ D

şi reperul RO
a = (O; i, j, k).

Definiţia 5.3. Un punct M0(u0, v0) ∈ Σ se numeşte punct regulat al suprafeţei dacǎ

rang

[
x′u y′u z′u
x′v y′v z′v

]

(u0,v0)

= 2.

În caz contrar, M0 se numeşte punct singular.
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Propoziţia 5.1. Vectorii r′u(u0.v0) = (x′u i+y′u j +z′u k)(u0,v0) şi r′v(u0, v0) = (x′v i+y′v j +

z′v k)(u0,v0) sunt tangenţi ı̂n punctul M0(u0, v0) ∈ Σ la curbele coordonate Γ(u), Γ(v) ale
lui Σ prin M0, unde

Γ(u) :

{
u = t
v = v0 = const

Γ(v) :

{
u = u0 = const
v = t.

Demonstraţie. Se foloseşte faptul cǎ ṙ(t0) este vectorul director al tangentei unei curbe
Γ : r̄ = r̄(t) ı̂n punctul M0(t0) ∈ Γ.

Definiţia 5.4. Se numeşte varietate liniarǎ tangentǎ la o suprafaţǎ Σ mulţimea vectorilor
lui E3 tangenţi tuturor curbelor suprafeţei care trec prin punctul M0, şi se noteazǎ cu
TM0(Σ).

Propoziţia 5.2. Varietatea liniarǎ tangentǎ la o suprafaţǎ Σ ı̂ntr-un punct regulat
M0(u0, v0) este un plan determinat de punctul M0 şi cei doi vectori tangenţi r′u(u0, v0)
şi r′v(u0, v0) ai curbelor coordonate ce trec prin M0.

Figura 49: Planul tangent la o suprafaţǎ ı̂ntr-un punct regulat

Demonstraţie. Fie Π planul determinat de punctul M0 şi vectorii r′u(u0, v0) şi r′v(u0, v0) ai
curbelor coordonate ce trec prin M0. Trebuie sǎ aratǎm cǎ acest plan conţine toţi vectorii
tangenţi la toate curbele de pe suprafaţa Σ ce trec prin puntul M0. Fie Γ o asemenea
curbǎ, ecuaţia ei vectorialǎ fiind:

Γ : r = r(u(t), v(t))

unde u(t0) = u0 şi v(t0) = v0. Vectorul tangent la curba Γ in punctul M0 este

dr

dt
(t0) =

∂r

∂u
(u0, v0) · du

dt
(t0) +

∂r

∂v
(u0, v0) · dv

dt
(t0) = u′(t0)r′u(u0, v0) + v′(t0)r′v(u0, v0)

Obţinem cǎ vectorul tangent al curbei Γ este o combinaţie liniarǎ a vectorilor r′u(u0, v0)
şi r′v(u0, v0), deci este coplanar cu aceştia, aflânduse ı̂n planul Π. În concluzie, Π =
TM0(Σ).
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Deducem cǎ ecuaţia vectorialǎ a planului tangent la o suprafaţǎ Σ ı̂ntr-un punct M0(u0, v0)
al suprafeţei este:

TM0(Σ) : (R− r(u0, v0) ; r′u(u0, v0) ; r′v(u0, v0)) = 0

unde r(u0, v0) este vectorul de poziţie al punctului M0, r′u(u0, v0) = (x′u i+y′u j+z′u k)(u0,v0)

şi r′v(u0, v0) = (x′v i + y′v j + z′v k)(u0,v0).

Ecuaţia cartezianǎ a planului tangent este deci:

TM0(Σ) :

∣∣∣∣∣∣

X − x0 Y − y0 Z − z0

x′u y′u z′u
x′v y′v z′v

∣∣∣∣∣∣
(u0,v0)

= 0

unde (x0, y0, z0) sunt coodonatele carteziene al punctului M0 iar x′u, y
′
u, z

′
u şi x′v, y

′
v, z

′
v se

calculeazǎ ı̂n (u0, v0).

Mai putem scrie ecuaţia cartezianǎ a planului tangent in punctul M0(u0, v0) şi prin
utilizarea direcţiei normale la acest plan, datǎ de vectorul normal

n̄ = r′u(u0, v0)× r′v(u0, v0) =

∣∣∣∣∣∣

i j k
x′u y′u z′u
x′v y′v z′v

∣∣∣∣∣∣
(u0,v0)

ı̂n cazul ı̂n care suprafaţa Σ este datǎ vectorial sau parametric.

Dacǎ suprafaţa Σ este datǎ prin ecuaţia cartezianǎ explicitǎ z = f(x, y), atunci, prin
parametrizarea naturalǎ x = u, y = v, z = f(u, v), pe baza celor de mai sus obţinem cǎ
vectorul normal este

n̄ =

∣∣∣∣∣∣

i j k
1 0 f ′x
0 1 f ′y

∣∣∣∣∣∣
(x0,y0)

= −f ′x(x0, y0)i− f ′y(x0, y0)j + k

Dacǎ suprafaţa Σ este datǎ prin ecuaţia cartezianǎ implicitǎ F (x, y, z) = 0, atunci din
teorema funcţiilor implicite rezultǎ cǎ, dacǎ punctul M0(x0, y0, z0) este regulat, atunci
ı̂ntr-o vecinǎtate a lui (x0, y0), putem exprima z = f(x, y). Au loc formulele:

f ′x(x0, y0) = −F ′
x

F ′
z

∣∣∣∣
(x0,y0,z0)

f ′y(x0, y0) = −F ′
y

F ′
z

∣∣∣∣
(x0,y0,z0)

deci vectorul normal este dat de

n̄ = F ′
x(x0, y0, z0)i + F ′

y(x0, y0, z0)j + F ′
z(x0, y0, z0)k

Ecuaţia cartezianǎ a planului tangent ı̂n punctul M0(x0, y0, z0) al suprafeţei Σ se scrie:

TM0(Σ) : n1(X − x0) + n2(Y − y0) + n3(Z − z0) = 0

unde n1, n2, n3 sunt componentele scalare ale vectorului normal n.
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5.3.2 Dreapta normalǎ unei suprafeţe ı̂ntr-un punct regulat

Definiţia 5.5. Dreapta spaţiului afin euclidian E3 ce conţine un punct regulat M0 al
suprafeţei Σ şi are direcţia definitǎ de vectorul perpendicular pe planul tangent al suprafeţei
Σ ı̂n M0, se numeşte dreaptǎ normalǎ la Σ ı̂n M0 şi se noteazǎ NM0(Σ).

Vectorul director al dreptei normale NM0(Σ) este vectorul normal n determinat ı̂n
paragraful precedent.

Dreapta normalǎ NM0(Σ) la suprafaţa Σ ı̂n punctul regulat M0(u0, v0) ∈ Σ (cu coordo-
natele carteziene (x0, y0, z0)) poate fi datǎ prin:

• ecuaţia vectorialǎ NM0(Σ) : R = r(u0, v0) + λn, λ ∈ R

• ecuaţiile parametrice: NM0(Σ) :





X = x0 + λn1

Y = y0 + λn2

Z = z0 + λn3

λ ∈ R

• ecuaţiile carteziene: NM0(Σ) :
X − x0

n1

=
Y − y0

n2

=
Z − z0

n3

(dacǎ n1, n2, n3 6= 0)

Observaţia 5.3. 1. Câmpul gradient ı̂n M0 pe suprafaţǎ Σ : F (x, y, z) = 0 este
câmpul vectorial definit de

(
∂F

∂x

∣∣∣∣
M0

,
∂F

∂y

∣∣∣∣
M0

,
∂F

∂z

∣∣∣∣
M0

)
not
= (∇F ) (M0)

not
= grad F |M0

.

2. În fiecare punct al suprafeţei, vectorul ∇F este perpendicular pe planul tangent la
suprafaţǎ ı̂n acel punct.
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5.4 Prima formǎ fundamentalǎ. A doua formǎ fundamentalǎ.

Oricǎrei suprafeţe Σ ∈ E3 i se asociazǎ douǎ forme fundamentale I şi II care, ı̂n fiecare
punct M0 ∈ Σ sunt forme pǎtratice diferenţiabile de variabile du, dv. Acestea sunt utile
ı̂n studiul local al proprietǎţilor geometrice ale lui Σ ı̂n vecinǎtatea punctului M0.

5.4.1 Prima formǎ fundamentalǎ

Fie suprafaţa Σ de clasǎ C1, a cǎrei ecuaţie vectorialǎ este Σ : r = r(u, v). Avem

dr = r′u du + r′v dv

şi

〈dr, dr〉 = 〈r′u du + r′v dv , r′u du + r′v dv〉 = 〈r′u, r′u〉 du2 + 2〈r′u, r′v〉 du dv + 〈r′v, r′v〉 dv2.

Prima formǎ fundamentalǎ asociatǎ suprafeţei Σ este

I = E du2 + 2F du dv + Gdv2

unde E
not
= 〈r′u, r′u〉, F

not
= 〈r′u, r′v〉, G

not
= 〈r′v, r′v〉 se numesc coeficienţii primei forme

fundamentale. Matricea primei forme fundamentale este
(

E F
F G

)

iar determinantul primei forme fundamentale este

∆I =

∣∣∣∣
E F
F G

∣∣∣∣ = EG− F 2

Prima formǎ fundamentalǎ ne oferǎ ”informaţia intrinsecǎ” despre suprafaţa Σ, adicǎ
infomaţia pe care o obţinem dacǎ ”ne-am plimba” pe suprafaţǎ şi am face mǎsurǎtori.

Expresii analitice pentru coeficienţii primei forme fundamentale

În cazul ı̂n care suprafaţa Σ este datǎ parametric, coeficienţii E, F , G se exprimǎ astfel:

E = 〈r′u, r′u〉 = x′u
2
+ y′u

2
+ z′u

2

F = 〈r′u, r′v〉 = x′u x′v + y′u y′v + z′u z′v
G = 〈r′v, r′v〉 = x′v

2
+ y′v

2
+ z′v

2

În cazul ı̂n care Σ este datǎ cartezian explicit prin ecuaţia z = f(x, y), facem o
parametrizare naturalǎ x = u, y = v, z = f(u, v), şi pe baza relaţiilor de mai sus,
avem

E = 1 + (f ′x)
2 F = f ′x · f ′y G = 1 + (f ′y)

2

Dacǎ suprafaţa Σ este datǎ prin ecuaţia cartezianǎ implicitǎ F (x, y, z) = 0 şi F ′
z 6= 0,

atunci, din relaţiile anterioare şi din teorema funcţiilor implicite rezultǎ cǎ

E = 1 +

(
F ′

x

F ′
z

)2

F =
F ′

x F ′
y

(F ′
z)

2
G = 1 +

(
F ′

y

F ′
z

)2
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5.4.2 A doua formǎ fundamentalǎ

Considerǎm o suprafaţǎ Σ de clasǎ C2, a cǎrei ecuaţie vectorialǎ este Σ : r = r(u, v).
Avem

dr = r′u du + r′v dv

d2r = r
′′
u2 du + 2r

′′
uv du dv + r

′′
v2 dv

Notǎm vectorul unitar normal cu:

ν =
r′u × r′v
‖r′u × r′v‖

=
r′u × r′v√

∆I

A doua formǎ fundamentalǎ asociatǎ unei suprafeţei Σ este

II = −〈dν, dr〉

Deoarece ν⊥dr, rezultǎ cǎ
〈ν, dr〉 = 0

Diferenţiind aceastǎ relaţie, obţinem

〈ν, d2r〉+ 〈dν, dr〉 = 0

sau
〈ν, d2r〉 = −〈dν, dr〉

Astfel, expresia celei de-a doua forme fundamentale devine:

II = 〈ν, d2r〉 =

〈
r′u × r′v√

∆I

, r
′′
u2 du + 2r

′′
uv du dv + r

′′
v2 dv

〉

sau
II = L du2 + 2M du dv + N dv2

unde coeficienţii sunt daţi de

L =
1√
∆I

〈r′u × r′v , r
′′
u2〉 =

(r′u ; r′v ; r′′u2)√
∆I

M =
1√
∆I

〈r′u × r′v , r
′′
uv〉 =

(r′u ; r′v ; r′′uv)√
∆I

L =
1√
∆I

〈r′u × r′v , r
′′
v2〉 =

(r′u ; r′v ; r′′v2)√
∆I

Matricea celei de-a doua forme fundamentale este
(

L M
M N

)

iar determinantul sǎu este

∆II =

∣∣∣∣
L M
M N

∣∣∣∣ = LN −M2.
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Expresii analitice pentru coeficienţii celei de-a doua forme fundamentale

Dacǎ suprafaţa Σ este datǎ parametric, atunci

L =
1√
∆I

∣∣∣∣∣∣

x′u y′u z′u
x′v y′v z′v
x
′′
u2 y

′′
u2 z

′′
u2

∣∣∣∣∣∣
M =

1√
∆I

∣∣∣∣∣∣

x′u y′u z′u
x′v y′v z′v
x
′′
uv y

′′
uv z

′′
uv

∣∣∣∣∣∣
N =

1√
∆I

∣∣∣∣∣∣

x′u y′u z′u
x′v y′v z′v
x
′′
v2 y

′′
v2 z

′′
v2

∣∣∣∣∣∣

Dacǎ suprafaţa Σ este datǎ cartezian explicit prin ecuaţia z = f(x, y) avem

∆I =
√

1 + (f ′x)2 + (f ′y)2

şi

L =
f ′′x2√
∆I

M =
f ′′xy√
∆I

N =
f ′′y2√
∆I

5.4.3 Aplicaţii ale formelor fundamentale

Elementul de arie. Aria.

Elementul de arie asociat unei suprafeţe Σ de clasǎ C1 este

dσ =
√

EG− F 2 du dv

unde E, F, G sunt coeficienţii primei forme fundamentale asociate suprafeţei.

Aria suprafeţei Σ se calculeazǎ cu formula:

AΣ =

∫∫

D

dσ =

∫∫

D

√
EG− F 2 du dv

unde D ⊂ R2 este domeniul cǎruia ı̂i apaţin parametrii de suprafaţǎ u, v.

Natura unui punct de pe o suprafaţǎ.

Fie M0 un punct de pe suprafaţa Σ de clasǎ C2. Dacǎ:

• ∆II(M0) > 0, atunci spunem cǎ M0 este punct eliptic;

• ∆II(M0) = 0, atunci spunem cǎ M0 este punct parabolic;

• ∆II(M0) < 0, atunci spunem cǎ M0 este punct hiperbolic;

• ∆II(M0) > 0 şi
E

L
=

F

M
=

G

N
, atunci spunem cǎ M0 este punct circular.

91



Curburile unei suprafeţe.

Fie curba Σ de clasǎ C2. Considerǎm ecuaţia

(EG− F 2)k2 − (EN + GL− 2FM)k + (LN −M2) = 0

cu soluţiile reale k1 şi k2 astef ı̂ncât k1 < k2. Spunem cǎ k1, respectiv k2 sunt curburile
principale ale curbei Σ (minimǎ, respectiv maximǎ).

Curbura medie se defineşte ca fiind

H =
k1 + k2

2
=

1

2
· EN + GL− 2FM

EG− F 2

iar curbura lui Gauss :

K = k1 · k2 =
LN −M2

EG− F 2
.

Dacǎ H = 0 atunci suprafaţa se zice minimalǎ, iar dacǎ K = 0 suprafaţa se zice
desfǎşurabilǎ.

Exemple.

Exemplul 5.1. Calculaţi aria unei sfere de razǎ R, stabiliţi natura punctelor de pe sferǎ
precum şi curburile sferei.

Soluţie: Ecuaţia parametricǎ a sferei de razǎ R este




x = R cos u cos v
y = R cos u sin v
z = R sin u

u ∈
[
−π

2
,
π

2

]
, v ∈ [0, 2π).

Obţinem 



x′u = −R sin u cos v
y′u = −R sin u sin v
z′u = R cos u





x′v = −R cos u sin v
y′v = R cos u cos v
z′v = 0

de unde, prin calcul, rezultǎ

E = R2, F = 0, G = R2 cos2 u, dσ = R2 cos u.

Aria sferei va fi:

A =

∫∫

D

dσ =

∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

R2 cos u = 4πR2.

Pentru a determina natura punctelor de pe sferǎ, calculǎm




x′′u2 = −R cos u cos v
y′′u2 = −R cos u sin v
z′′u2 = −R sin u





x′′uv = R sin u sin v
y′′uv = −R sin u cos v
z′′uv = 0





x′′v2 = −R cos u cos v
y′′v2 = −R cos u sin v
z′′v2 = 0

de unde
L = R, M = 0, N = R cos2 u.
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De aici rezultǎ
∆II = LN −M2 = R3 cos2 u > 0

deci orice punct de pe sferǎ este eliptic. În plus,

R2

R
=

0

0
=

R2 cos2 u

R cos2 u

deci toate punctele de pe sferǎ sunt puncte circulare.

Curburile sferei se obţin rezolvând ecuaţia

R2 k2 + 2R k + 1 = 0.

De aici, gǎsim valoarea pentru curbura principalǎ:

k = − 1

R

curbura medie

H = − 1

R

şi curbura Gauss:

K =
1

R2
.

Aceste rezultate aratǎ cǎ sfera nu este nici suprafaţǎ minimalǎ, nici suprafaţǎ desfǎşurabilǎ.

Exemplul 5.2. Calculaţia ria lateralǎ şi studiaţi natura punctelor de pe un cilindru
circular de ı̂nǎlţime h.

Soluţie: Ecuaţia parametricǎ a unui cilindru circular de ı̂nǎlţime h este





x = R cos u
y = R sin u
z = v

u ∈ [0, 2π) , v ∈ [0, h).

De aici rezultǎ 



x′u = −R sin u
y′u = R cos u
z′u = 0





x′v = 0
y′v = 0
z′v = 1

deci
E = R2, F = 0, G = 1, ∆I = R2

şi aria lateralǎ a cilindrului:

A =

∫∫

D

dσ =

∫ 2π

0

∫ h

0

R2 = 2πR h.

Deoarece 



x′′u2 = −R cos u
y′′u2 = −R sin u
z′′u2 = 0





x′′uv = 0
y′′uv = 0
z′′uv = 0





x′′v2 = 0
y′′v2 = 0
z′′v2 = 0
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rezultǎ cǎ
L = −R, M = 0, N = 0

şi deci ∆II = 0, adicǎ orice punct de pe un cilindru circular e parabolic.

Curburile cilindrului se obţin din ecuaţia

R2 k2 + R k = 0.

De aici rezultǎ valorile pentru curburile principale:

k1 = 0, k2 = − 1

R

curbura medie

H = − 1

2R
şi curbura Gauss

K = 0.

Rezultǎ de aici cǎ cilindrul e suprafaţǎ desfǎşurabilǎ.

Exemplul 5.3. Caracterizaţi elicoidul, de ecuaţie



x = u cos v
y = u sin v
z = v

Soluţie: Avem:



x′u = cos v
y′u = sin v
z′u = 0





x′v = −u sin v
y′v = u cos v
z′v = 1





x′′u2 = 0
y′′u2 = 0
z′′u2 = 0





x′′uv = − sin v
y′′uv = cos v
z′′uv = 0





x′′v2 = −u cos v
y′′v2 = −u sin v
z′′v2 = 0

şi

E = 1, F = 0, G = u2 + 1, L = 0, M = − 1√
1 + u2

, N = 0

De aici rezultǎ
∆I = 1 + u2

şi

∆II = − 1

1 + u2
< 0

deci orice punct de pe elicoid e hiperbolic.

Curburile elicoidului sunt rǎdǎcinile ecuaţiei

(1 + u2) k2 = 0

deci
k = 0.

Curbura medie este
H = 0

deci elicoidul e o suprafaţǎ minimalǎ, iar curbura Gauss este

K =
1

(1 + u2)2
.
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6 Curbe şi suprafeţe Bézier

Scopul de bazǎ al graficii asistate de calculator este de a construi imagini cât mai apropiate
de realitate. Pentru a desena un obiect real, suprafaţa sa trebuie mai ı̂ntâi calculatǎ şi
stocatǎ ı̂n memoria calculatorului ca obiect matematic.

O primǎ metodǎ, recursivǎ, de a construi curbe cât mai aproape de realitate, pornind
de la un numǎr finit de puncte, numite puncte de control, a fost datǎ de de Casteljau
(inginer la Citroën) ı̂n 1959.

În 1962, Bézier (inginer la Renault) dǎ ecuaţiile parametrice ale acestor curbe.

O altǎ metodǎ, de aceastǎ datǎ non-parametricǎ de a genera suprafeţe cât mai reale este
metoda liniilor de nivel, dezvoltatǎ de Sethian şi Osher.

În acest capitol ne propunem sǎ prezentǎm pe scurt câteva aspecte legate de curbele şi
suprafeţele Bézier.

6.1 Curbe Bézier

Fie P0, P1, ..., Pn, n + 1 puncte distincte din spaţiul E3, numite puncte de control
sau controale. Poligonul care se formeazǎ unind punctele de control ı̂ncepând cu P0

şi terminând cu Pn se numeşte poligon de control sau poligon Bézier. Poligonul de control
nu este unic.

Definiţia 6.1. Curba Bézier de grad n corespunzǎtoare controalelor P0, P1, ..., Pn este:

B(t) =
n∑

k=0

Pk bk,n(t)

unde bk,n(t) sunt polinoamele Bernstein de grad n şi sunt date de:

bk,n(t) = Ck
n tk(1− t)n−k,

t ∈ [0, 1].

Exemplul 6.1. Pentru n = 1 (douǎ controale: P0 şi P1) obţinem o curbǎ Bézier liniarǎ,
definitǎ astfel:

B(t) = (1− t) P0 + t P1 t ∈ [0, 1]

ceea ce este echivalent cu:

x(t) = (1− t) xP0 + t xP1

y(t) = (1− t) yP0 + t yP1

z(t) = (1− t) zP0 + t zP1 .

Exemplul 6.2. Pentru n = 2 avem 3 controale, care definesc o curbǎ Bézier pǎtraticǎ:

B(t) = (1− t)2 P0 + 2t(1− t) P1 + t2 P2, t ∈ [0, 1].

Exemplul 6.3. Pentru n = 3 (4 controale) obţinem o curbǎ Bézier cubicǎ:

B(t) = (1− t)3 P0 + 3t(1− t)2 P1 + 3t2(1− t) P2 + t3 P3, t ∈ [0, 1].

Observaţia 6.1. B(0) = P0 şi B(1) = Pn.
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Interpretare graficǎ Poziţia punctului B(t0), pentru t0 ∈ (0, 1) se obţine grafic astfel:

• se considerǎ punctele care ı̂mpart fiecare segment Pi−1Pi ı̂n raportul t0 : 1− t0

• se considerǎ drept controale aceste noi puncte şi se repetǎ punctul anterior pânǎ
când rǎmâne un singur punct. Acest punct este punctul B(t0).

Exemplul 6.4. Fie punctele P0(0, 0), P1(0, 2), P2(2, 2), P3(4, 0). Sǎ se scrie ecuaţia
parametricǎ a curbei Bézier definitǎ de aceste 4 controale şi sǎ se determine poziţia

punctului corespunzǎtor lui t0 =
1

2
(grafic).

Soluţie: Cele 4 controale definesc curba parametricǎ
{

x(t) = 6t2(1− t) + 4t3

y(t) = 6t(1− t)2 + 6t2(1− t)

Pentru a afla poziţia punctului corespunzǎtor lui t0 =
1

2
, putem ı̂nlocui direct ı̂n relaţia

de mai sus, şi obţinem

x

(
1

2

)
=

10

8
, y

(
1

2

)
=

12

8
.

Grafic, acest rezultat se obţine astfel: Se considerǎ punctele aflate la mijlocul fiecǎrui
segment. Vom obţine astfel punctele: Q0(0, 1), Q1(1, 2), Q2(3, 1), apoi, unind aceste
puncte şi considerând mijloacele segmentelor obţinem un nou set de puncte, R0(0.5, 1.5) şi
R1(2, 1.5). Unind aceste douǎ puncte şi considerând mijlocul segmentului R0R1, obţinem

punctul S0(1.25, 1.5), ale cǎrui coordonate sunt tocmai x

(
1

2

)
şi y

(
1

2

)
.

0

0.5

1

1.5

2

1 2 3 4

Figura 50: Curbǎ Bézier

Proprietǎţi ale curbelor Bézier

1. Capetele curbei sunt tangente segmentelor P0P1 respectiv Pn−1Pn;

2. În orice punct al sǎu, o curbǎ Bézier poate fi ı̂mpǎrţitǎ ı̂n douǎ curbe Bézier;

3. Curba Bézier este inclusǎ ı̂n ı̂ntregime ı̂n acoperirea convexǎ a punctelor sale de
control;

4. Prin translaţia sau rotaţia unei curbe Bézier se obţine tot o curbǎ Bézier.
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6.2 Suprafeţe Bézier

Suprafeţele Bézier au fost descrise de cǎtre autor ı̂n 1972. Fie (n + 1)(m + 1) puncte de
control Pi,j, i = 0, ..., n, j = 0, ...,m.

Definiţia 6.2. Suprafaţa Bézier de ordin (n,m) corespunzǎtoare controalelor Pi,j, i =
0, ..., n, j = 0, ...,m este:

P (u, v) =
n∑

i=0

m∑
j=0

bi,n(u) bj,m(v) Pi,j

unde bi,n(u), respectiv bj,m(v) sunt polinoamele Bernstein de grad n, respectiv m şi sunt
date de:

bi,n(u) = Ci
n ui(1− u)n−i, bj,m(v) = Cj

m vj(1− v)m−j,

u, v ∈ [0, 1].

Exemplul 6.5. Suprafaţa Bézier de ordin (1, 1), generatǎ de punctele de control P0,0,
P0,1, P1,0, P1,1 are ecuaţia:

P (u, v) = (1− u)(1− v)P0,0 + (1− u)vP0,1 + u(1− v)P1,0 + uvP1,1

adicǎ ecuaţia parametricǎ a unui paraboloid hiperbolic.

De exemplu, pentru controalele P0,0(0, 0, 0), P0,1(1, 0, 0), P1,0(0, 1, 0), P1,1(0, 0, 1) ecuaţia
parametricǎ a suprafeţei Bézier se scrie:

x = (1− u)v

x = u(1− v)

x = uv.

0

0.2
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0.6

0.8

1

0.2
0.4

0.6
0.8
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0.2

0.4

0.6

0.8

1

Figura 51: Suprafaţǎ Bézier

Observaţia 6.2. P (0, 0) = P0,0 şi P (1, 1) = Pn,m.

Observaţia 6.3. Orice suprafaţǎ algebricǎ polinomialǎ este o suprafaţǎ Bézier.
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Proprietǎţi ale suprafeţelor Bézier

1. O suprafaţǎ Bézier se transformǎ ı̂n acelaşi fel ca şi punctele sale ı̂n urma unei
translaţii;

2. O suprafaţǎ Bézier este inclusǎ ı̂n ı̂ntregime ı̂n acoperirea convexǎ a punctelor sale
de control;

3. P (0, 0), P (0, 1), P (1, 0), P (1, 1) sunt puncte de control;

4. Curbele pe suprafaţǎ u = const şi v = const reprezintǎ curbe Bézier.
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