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0 Elemente de algebra liniara

0.1 Spatiu vectorial. Baza. Matrice asociata. Aplicatie liniara.

Definitia 0.1. O mulfime nevidd V se numesgte spatiu vectorial (spatiu liniar) peste
campul (corpul) K, daca pe V' sunt definite doud legi de compozitie:

i) o lege internd notatd aditiv @:
s:VxV -V, s(uv)=udv

ii) o lege externd notatda multiplicativ ©:
p:KxV =V plar)=a@v

astfel incat:

L in raport cu legea interna, V este grup abelian:
L.Vu,o,w eV : (udv)Dw=u® (0Bw) (asociativitate 1)
L.JeeVNueV:ude=edu=u (element neutru)
L.NYoeV, W eV:udu =u ®&u=e (element simetrizabil)
L. Yu,0 €V :u®v=1vdu (comutativitate)

I1. in raport cu legea externd sunt indeplinite conditiile:
IL. Vo, e KVYoeV:a®(fo0)=(a-F)®v (asociativitate 1)
IL.VYaeKVu,1eV:a®(udt)=a®@uda®v (distributivitate 1)
I Vo, e KV eV : (a+pB) 0 =a00® 3060 (distributivitate II)
I, NeKvVoeV:100v=1.

Daca multimea V' este un spatiu vectorial peste K, vom nota aceasta prin (V, ®, ®;K).

Observatia 0.1. Daca K = R, spatiul vectorial se numeste spatiu vectorial real, iar daca
K = C, spatiul vectorial se numeste spatiu vectorial complex.

Exemplul 0.1. Fie V = R? 5i K = R. Pentru zZ,7 € R?* T = (71, 72), ¥ = (y1,%2) s
a € R, avem:
TOY=(r1+ 22,1 + Y2)

a®T= (o x,a- x9)

Se verifica usor axiomele I;-14, IT;-I14, deci R? este spatiu vectorial real in raport cu aceste
legi de compozitie.

Exemplul 0.2. Verificati ca (R", @, ®;R) este un spatiu vectorial real. Explicitati
operatiile @ si ©.

Definitia 0.2. O multime nevida U C V' a spatiului vectorial V' peste corpul K este un
subspatiu vectorial (subspatiu liniar) daca:

1. Yu,veU:udvel

2. VaoeKVueU: auelU

Exemplul 0.3. M3 = {z = (21, ...,x,) € R"|2; + 22 = 0} este un subspatiu vectorial al
lui R™.



Definitia echivalenta a unui subspatiu vectorial
Multimea U C V este un subspatiu vectorial al spatiului vectorial V' peste K daca si
numai daca

Vo, e K Vu,oeU: a0udpBoOvel.

Exemplul 0.4. S& se arate ca U = {(z1, Tq, x3) € R® |21 — 13+ 23 = 0} este un subspatiu
vectorial al lui R

Definitia 0.3. Un vector v este o combinatie liniara de vectorii sistemului S =
{01, ...,0,} CV cu coeficientii a, ..., o, € K daca:

17:()[1@?71@042@?72@...@0(”@?7”

Definitia 0.4. Un sistem finit de vectori S = {vy,...,0,} C V se numegte liniar
independent daca orice combinatie lintard de vectori din S este nuld daca si numai dacd
toti coeficientii acesteia sunt nuli, adicd

O BB ..Pa, 0V, =0 01=a3=...=0a, =0
In caz contrar, S se numeste liniar dependent.

Definitia 0.5. Un sistem de vectori S = {01, ...,U,} C V se numeste sistem de generatori
pentru spatiul vectorial V- daca

Vo eV — S, 3a; € K(i = 1,n) astfel tncat v = a; @01 Dy © Vg B ... B ay, © Ty,

Definitia 0.6. Un sistem de vectori B = {b1, by, ...,b,} C V se numeste bazi a spatiului
vectorial V' daca:

o B este sistem de generatori pentru V'

e B este liniar independent.

Dacé B = {by,by,...,b,} CV este o baza in V si v € V se scrie:
T=010b G Oby® ... v, O by,

atunci matricea asociata vectorului v € V in baza B este:

Un,
Daca vectorii sistemului S = {0y, ...,7;} C V se scriu
V1 =011 O Dy Qb @ ... DUy O by
Vg =v120 b1 Buea Oy B ... Bpa ©by
U =1 O by Dok @by B ... Bvpg © by,
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atunci matricea asociatd sistemului S in baza B este

V11 V12 - Vi
B _ Vo1 V22 - Uk
V1,...02|B =

Un1 Un2 - Unk

Exemplul 0.5. Fie B = {b; = (2,0,0),b, = (0,3,0),b5 = (0,0, —1)} C R3 o0 baza din R?
si vectorii u = (—1,0,1) € R3, v = (5,8,2) € R3. Se observa usor ca:

1 - _
5) 8 -

@:§'El+§'52+(—2)'b3

deci, matricele asociate, in baza B, sunt:

—1/2 —1/2 5/2
[u]p = 0 ., = 0 8/3
-1 -1 =2

In baza canonicd din R3, vectorul u si sistemul de vectori [u, 0] au urmétoarele matrice
asociate:

N Co Ot

[@p=1{ 0 |, og=1] 0
1

Definitia 0.7. Fie V, W doud spatii vectoriale peste acelasi corp K. Aplicatia f : V — W
se numeste aplicatie liniard daca:

i. Ya,veV: f(u+0)= f(u)+ f(v)
i. Yaoe K,\Vu e Vi flau) = af(a)

sau echivalent,
Va,v € VYo, B € K : f(au+ 80) = af (@) + Bf(D).
Exemplul 0.6. Aplicatia f : R® — R? data prin f((z,y, 2)) = (z+vy, —2) este o aplicatie

liniara.

0.2 Forme liniare. Forme biliniare. Forme patratice.

Definitia 0.8. Fie V un spatiu vectorial peste K. O aplicatie liniara f : 'V — K se
numeste forma (functionala) liniard pe V.

Exemplul 0.7. Aplicatia f : R* — R daté prin f(z,y,2) = 2x + 3y — 2 este o forma
liniara.



Definitia 0.9. O aplicatie ¢ : V xV — K se numeste formd biliniard pe spatiul vectorial
V' peste corpul K daca:

.

Va,v,w eV p(u+v,w) = p(u, w) + (v, w)
i. Yu,v,w eV : p(u,v+w) = ¢(a,v)+ ¢(u,w)

o(u,v)

I
Q

iii. Ya € K,Vu,v € V1 p(au, v
(

. Ya € K,Vu,v € Vi p(u,av) = ap(u,v), (@ reprezintd conjugatul lui o)

sau echivalent:

i. Yo, € K, Vu,v,w € V@ p(au+ fo,w) = ap(u, w) + Bo(v, )
i. Yo, 8 € K.Va,v,w €V : o, 0t + ) = ap(i, 1) + B, o).

Exemplul 0.8. Aplicatia ¢ : R? x R? — R data prin o((z1,y1), (22, y2)) = T192 + T2tn
este o form4 biliniara.

Exemplul 0.9. Aplicatia ¢ : R? x R? — R data prin o((z1,11), (2, y2)) = T192 — 220y1 +
3112 este o forma biliniara.

Definitia 0.10. Fiind datd o forma biliniard simetrica pe V, adica:

i. Yo, € K,Vu,v,w € V : p(au+ Bo,w) = ap(t, w) + (v, )
ii. Yo, B € KV, 0,w € V 1 (i, ab + Bw) = ap(i, v) + Bo(i, o)
iii. Yu,v € Vi p(u,v) = ¢(v,u)
se numeste forma pdtraticd asociata acesteia aplicatia f:V — K definitd prin:
f(0) =¢(v,0), Vo€ V.

Exemplul 0.10. Forma biliniard ¢ : R? x R? — R data prin ¢((x1,v1), (v2,92)) =
T1Ys + Toy; este simetrica, iar forma patratica asociata este f: R* — R, f(z,y) = 2zy.

Definitia 0.11. Forma patratica f : V — R se numeste pozitiv definita daca f(v) > 0,
Vo eV, v #0, si negativ definitd dacd f(v) <0, Vo eV, v # 0.

Observatia 0.2. Studiul pozitivitatii (negativitatii) se poate face cu metoda determinantilor
n

n
de colt. De exemplu, pentru forma patratica f : R* — R, f(x1, T2, ..., Tn) = Y D 4ijTi%j,
i=1j=1
matricea asociata se scrie
11 Q12 Aa13
Q21 Ag22 (23
a3; Aaszz2 ass



cu a;; = aj;. Determinantii de colf vor fi:

a a 11 Q12 413
11 12
Ay = iy, Ay = ) Az =1 a1 a a3
Q21 Q22
a3; azz ass
Daca Ay >0, Ay >0, ... ; A, >0 atunci f este pozitiv definita.

Daca Ay < 0, Ay >0, Az <0, ... (semnul alterneaza) atunci f este negativ definita.

Exemplul 0.11. Forma patraticd f : R? x R? — R,

f((@1,11), (22, 92)) = 3z1y1 + T1Y2 + T2l + Toyo
este pozitiv definita.

Exemplul 0.12. Forma patraticd f : R? x R? — R,

fl(x1,22), (y1,y2)) = —321y1 + T1Y2 + Tay1 — Ta2y2

este negativ definita.

0.3 Spatii vectoriale euclidiene

Definitia 0.12. Fie V' un spatiu vectorial real si p : V XV — R o forma biliniara.
Spunem cd ¢ defineste pe V' o structurd euclidiand daca:

i) @ este simetrica, adica: ¢(u,v) = p(v,u), (Y)u,v€V

it) forma pdtratica asociatd f:V — R, f(v) = p(v,0) este pozitiv definitd.

(V, ) se numeste spatiu vectorial euclidian; se mai noteaza E = (V, p).

Observatia 0.3. Forma biliniara ¢ care defineste structura euclidiana se numeste produs
scalar pe spatiu vectorial V' gi se noteaza: < u,v >= ¢(u,v).

Definitia 0.13. Fie E = (V, ) un spafiu vectorial euclidian. Produsul scalar pe spatiu
vectorial euclidian E este o operatie externd pe E fata de R, care asociazd fiecdrei perechi
de vectorit u,v € E un numdr notat < u,v > care satisface conditiile:

i) <u,v>=<v,u>, (Y)u,veFE (proprietatea de simetrie).
i) < Uy 4 U, 0 >=< Uy, 0 >+ < U, 0 > (Y)uy, U, 0 € E.
i) < A\u, 0 >=< U, \o >= A< u,0>, (V)AeR,(V)u,veE.

w) <v,0>>0, (V)oeV,o#0 (pozitiv definitd)

Notatie pentru spatiul vectorial euclidian: E = (V, < -, - >)



Exemplul 0.13. Si se arate ca aplicatia g : R? x R? — R definitd pentru (V)z =
(515175172)7g - (ybyQ) - R2 prin:

9(Z,Y) = bxayr + 221y + 2241 + Ty
determind pe R? o structura de spatiu vectorial euclidian.

Exemplul 0.14. Sa se cerceteze daca
fRExR?* =R, f(Z,9) = x191 + 212 + 2T9y1 + 3221
este un produs scalar pe R2.

Exemplul 0.15. Aratati ca aplicatia h : R? x R*> = R, h(Z,¥) = 2191 + T2y determina,
pe R? o structura de spatiu vectorial euclidian . Aplicatia h se numeste produs scalar
canonic (standard).

Definitia 0.14. Se numeste lungimea sau norma vectorului v € E, numarul real pozitiv
notat ||v]] = /< 0,0 >.

Observatia 0.4.

i) Un vector se numeste unitar sau versor daca norma lui este 1.

‘ -

ii) Versorul unui vector oarecare v € F este 0° = - .

1

0]

Definitia 0.15. Fie £ = (V, < -,- >) un spatiu vectorial euclidian. Aplicatia
[-I:E—=R, o] =v<v,0>

este o norma pe E, numitd norma euclidiand, adicd ||0|| verifica proprietdtile:

7] > 0, [o]| = 0
Il = el
o+l < Jlall + o]

VA eR, (V)u,v € E.
Observatia 0.5. (E,| - ||) se numeste spatiu vectorial normat.

Exemplul 0.16. S& se scrie norma euclidiana generata de produsul scalar din spatiul
vectorial euclidian E, = (F,g) (o notam || - ||,), unde g aplicatia produs scalar data in
Exemplul 0.13.

Exemplul 0.17. Sa se scrie norma euclidiana generata de produsul scalar din spatiul
vectorial euclidian Fj, = (E, h) (norma o vom nota cu ||-||; $i 0 vom numi norma canonica),
unde gh aplicatia produs scalar data in Exemplul 0.15.

Exemplul 0.18. Fie u = (2,3), v = (4,1) € R% Sa se calculeze:

a) ||ullg, llalln

b) versorul lui @ in Ej si Ej,.
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c) < U,V >, <UD >y

Definitia 0.16. Fie E = (V, < -,- >) un spatiu vectorial euclidian real $i u,v € E, u,0 #
0. Numdrul real 6 € [0, 7] definit de egalitatea:

< U0 >
cosf = ETEErTE—T——

[l - f|o]

se numeste unghiul dintre vectorii u $i v.

Exemplul 0.19. Sa se calculeze cos(@, 0) in Ej,. Pentru ce vector @ avem cos(@, @) = 07

Definitia 0.17. Fie M o multime nevidd. Aplicatia d : M — R se numeste distantd sau
metricd pe M dacd verificd conditiile:

i) (V)z,y € M: d(z,y) > 0; d(z,y) =0 =y
i) (V)x,y € M : d(z,y) =d(y,x)
i) V)x,y,z € M : d(x,z) < d(x,y) + d(y, 2)

Definitia 0.18. Multimea M inzestratd cu o distantd sau metricd se numeste spatiu
metric.

Definitia 0.19. Fie (E,|| - ||) un spatiu vectorial normat. Functia d : E — R definita
prin d(u,v) = ||u — v|| este o distanta (o metrica pe E ), adica verifica conditiile:

i) d(u,v) = ||u—v| >0 pentru u # v si d(u,v) = ||u — || =0 pentru u = v

ii) d(u,v) =d(v,a), V)u,v€E

iii) d(u,w) < d(u,v)+d(v,w), (V)u,v,wekFE

st se numeste distanta euclidiand sau metrica euclidiand.

Exemplul 0.20. Explicitati metrica induséa de norma || - ||, din spatiul vectorial euclidian
E

g

Exemplul 0.21. Explicitati metrica induséa de norma || - ||, din spatiul vectorial euclidian
Ej. (Aceasta metrica se numeste metrica canonicé).

Exemplul 0.22. Sa se calculeze d(@,v) in Ej, si E,.

Exemplul 0.23. Sa se arate ca |[(6,6)| < |[(2,—=1)||+]|(1, 3)||+]|(3,4)]] in norma canonica.
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1 Spatii afine euclidiene

1.1 Spatii afine
1.1.1 Spatii afine asociate unui spatiu vectorial real
Fie V un spatiu vectorial real de dimensiune finita peste corpul Rgi A = {A, B,C, ..., P,Q, ...}

multime de puncte, nevida.

Definitia 1.1. Se numeste structurd afina pe multimea A, asociatd spatiului vectorial V,
aplicatia ¢ : A X A — 'V care satisface urmdtoarele conditii:

1) (V) A,B,C € A: (A, B) + ¢(B,C) = (4,0)
2) (V) 0 € A fizat, aplicatia po : A — V,po(A) = ¢(0, A) este bijectiva.

Multimea A, inzestratd cu o structurd afind, se numeste spatiu afin gi se noteaza (A; V., ).
Observatia 1.1.

1) Daca spatiul V' are dimensiune n atunci A este spatiu afin n-dimensional si se
noteaza A".

2) Elementele lui A se numesc puncte, iar multimea acestora se numeste spatiu baza
a spatiului afin.

3) Elementele lui V' se numesc vectori directori (exceptie vectorul nul 0), iar V se
numeste spatiu director al spatiului afin.

Consecinta 1.1. Elementele fundamentale ale unui spatiu afin (A;V, @) sunt punctele si
vectoris.

Consecinta 1.2. Imaginile perechilor de puncte (distincte sau nu) prin aplicatia structurd
afind @, sunt vectori din V:

i) ¢(A, B) = v, unde A este origine, B este extremitate;
ii) (B, A) = —7v;
iii) (A, A) = 0.
Observatia 1.2.
1) Un spatiu afin de dimensiune 0 este A° = {O} constituit dintr-un singur punct.
2) Un spatiu afin de dimensiune 1 este A! si se numeste dreapta afina.

3) Un spatiu afin de dimensiune 2 este A? si se numeste plan afin.

Exemplul 1.1. Fie A=V i ¢ : V xV — V,p(u,v) = v — u, operatia diferenta a doi
vectori. Axiomele structurii afine din definitia (1.1) sunt verificate, deci (V'; V, ¢) definegte
un spatiu afin numit spatiu afin canonic.
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1.1.2 Vectori liberi. Vectori legati

—

Fie (A;V, ¢) spatiu afin in care notam: ¢(A, B) = A—B>, 0(0,A)=0A

Definitia 1.2. Axiomele care definesc structura afind pe A, devin:

1) (V)A,B,C € A: AB + BC = AC
2) (V)O € A,(M)v eV, (A € A, astfel incait OA = 5.

Propozitia 1.1. Intr-un spatiu afin oarecare au loc relatiile:

1) (VA€ A: AA =0,
— —
2) (V)A,Be A: AB=—BA,
3) Daca (A,v) € AxV atunci (3)B € A astfel incit AB = v,
4) MAe€e A ps: A—V, pa(B) = AB este o bijectie.
Propozitia 1.2. Aplicatia structurd afind ¢ este surjectivd.

Observatia 1.3. Pentru ca ¢ nu este injectiva pot exista mai multe perechi de puncte

care au aceeagi imagine:p(A,B) = ¢(E,F) = ... = v € V. Doua astfel de perechi se
—_— =

numesc echipolente gi notam (A, B) ~ (E, F') sau AB = EF

Observatia 1.4. Relatia de echipolenta pe multimea A X A este o relatie de echivalenta.

Propozitia 1.3. Spatiul factor (spatiul cat) Ax A|_ poate fi inzestrat cu o structurd de
spatiu vectorial.

Intr-adevér, fie [(A,B)] clasa de echivalentd a lui (A, B), adicA multimea perechilor
echipolente cu (A, B).

= AxA|_ = {[(4,B)]|(A4,B) € A x A} este spatiu vectorial Impreuna cu adunarea
vectoriald si cu inmultirea cu scalar. Vectorii acestui spatiu se numesc wvector:i liberi.
Fiecare pereche de puncte determina un singur vector al spatiului, perechile de puncte
ne-echipolente definesc vectori liberi diferiti: vy, vs, ... .

Operatiile de adunare gi inmultire ale vectorilor liberi se numesc operatii afine.
Axiomele 1) si 2) din definitia 1.1 semnifica:

—_— — —
AB + BC = AC
fixand O € A, ¢o(A) = OA bijectie, se numeste vector legat.

Oricare ar fi un vector legat, exista un unic punct A care 1i serveste ca extremitate.
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1.2 Repere afine. Sisteme de coordonate carteziene
1.2.1 Repere afine

Fie A" = (A;V, ) un spatiu n-dimensional.

Definitia 1.3. Un sistem de elemente ale lui A™ de forma R, = {O;é1,és, ..., €, }, unde
O € A fixat, €1, és,...,6, € V sunt vectorii unei baze a spafiului V, se numeste reper afin.

Se spune ca O este originea reperului, B = {éy, €y, ..., €,} este baza reperului afin R,.
Fie R, un reper afin al lui A™ gi punctul O fixat. Asociem reperului R, spatiul tuturor
vectorilor legati in originea reperului O, notat V. Din axioma 2 a definitiei (1.1) stim
cé exista un singur vector @g(M) = O—J\>4 € Vo care este imaginea lui M prin aplicatia
bijectiva ¢y. Daca notam cu 7,; vectorul de pozitie al punctului M, atunci din teorema
unicitate a descompunerii, putem scrie expresia analitica a vectorului de pozitie astfel:

_ 1 - 2 _ _
FMu=x e +x°es+..+x"e,, (1)
unde numerele reale sau complexe x!, 22, ..., 2™ reprezintd coordonatele punctului M si se

noteazd M (x!, 2%, ..., x") sau M(z%), i = 1,n.

1.2.2 Repere carteziene

Fie R, = {0; ey, éy, ..., é,} un reper afin al lui A"

Definitia 1.4. Se numeste reper cartezian in A" asociat reperului afin R, un sistem de
n drepte concurente in originea O a reperului R, = {(0z")}, i = 1,n astfel tncat vectorul
director al dreptei (Oz') sd fie &;.

Dreptele reperului cartezian R, se numesc axe de coordonate.

Precizam ca prin ”directia” unei drepte A = A' definita de vectorul v € V'\ {0} intelegem
existenta a cel putin unei perechi de puncte (A, B) pe dreapta astfel incat segmentul

—
orientat AB sa fie un reprezentant al lui o; un astfel de vector director, ca v, se numeste
"vector director” al dreptei A.

A

Figura 1: Vectorul director al unei drepte
Definitia 1.5. Un sistem de n functii 2° : A — R, care asociazd fiecdarui punct M € A,

. e
numerele reale (z') din descompunerea (1) a vectorului sau de pozitie OM = 7, relativ la
reperul afin R,, se numeste sistem de coordonate carteziene.
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Figura 2: Sistem de coordonate carteziene

1.2.3 Schimbari de repere

Fie A™ un spatiu afin n-dimensional, R, = {O; é, és, ..., €, }, R, = {O'; €, é,, ..., €, } doua
repere i M € A.

Coordonatele punctului M in reperele considerate sunt: M € A, M(z' 22, ...,2") in
reperul R, si M(z"', 2%, ..., 2) in reperul R/,.

Trecerea de la un reper la alt reper se numeste ”schimbare de reper”, si se noteaza simbolic
prin R, — R.,.

Figura 3: Schimbarea de reper

Aceasta poate fi descrisa prin relatia vectoriala: OM = OO’ + O'M adica
Ty =To+ Ty (2)
unde % 7, sunt vectorii de pozitie ai punctului M relativi la reperele R, si R, iar
7o = OO’ este vectorul de pozitie al originii O’ a reperului R/, in raport cu reperul R,.
e =xhe+aei j="1n (3)

Pentru a putea stabili relatia directa intre sistemele de coordonate ale lui M trebuie sa
cunoagtem relatiile de tranzitie de la baza B a reperului R, la baza B’ a reperului R),. De
la Algebra liniara se stie ca schimbarea de baze B — B’ este data prin relatii de forma:

€; =a;-€,1,j=1n

sau prin matricea de trecere T = [a].
Deci,

de unde obtinem:



Descrierea algebrica a schimbarii de reper:

X=X+ T X' (5)
unde,

1 1 11 1
T x5 al o al
x? x3 a? ol a?

X=1 . Xo=1] . r=1{ . .

. ) 0 . ) .
n n n n n
T 0 al o an

Observatia 1.5. Relatiile (4) sau (5) se numesc transforméari afine de coordonate
(afinitati in A™.)

Caz particular: T = I,, adica bazele B, B’ sunt identice:

ot =a) + 2"
X=X+X' &< : (6)

" =y + ™

Acest caz particular de schimbare de reper se numeste translatie.

1.3 Spatii afine euclidiene. Produse cu vectori liberi sau legati.
1.3.1 Definitia spatiilor afine euclidiene

Definitia 1.6. Un spatiu afin (A;V, ) se numeste spativ afin euclidian daca spatiul sau
director V' este un spatiu vectorial euclidian.

Un spatiu afin euclidian de dimensiune n se noteaza £".

Daca (A;V,¢) = A" este un spatiu afin n-dimensional, atunci spatiul vectorial (V,+, )
dotat cu operatia de produs scalar (-;-), devine un spatiu vectorial euclidian, pe care il
notam: E™ = (V, (-;+)), daca V este de dimensiune n.

Notatie: Spatiul afin euclidian £" = (A; E", ¢)

Caz particular: Pentru n = 3, E? este un spatiu vectorial euclidian.
Daca B® = {e&V,e€9,e3} = {i,j,k} este baza canonica
(vectori ortogonali de lungime 1), atunci vectorul de pozitir

al punctului M (x,y, z) este:

fM:xE—l—yj—i—zl_ﬁ
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1.3.2 Produs scalar a doi vectori liberi sau legati

Fie V = E3 si £3 spatiu afin euclidian.

Definitia 1.7. Se numeste produs scalar pe spatiul director
V(C &3) aplicatia:

@ V % V—>R, (?_}1,1_}2) — <'l_}1,’l_)2>

definita prin:
(01,02) := [[o] - [[02]] - cos b, (7)

unde ||vy ], ||2]| sunt normele vectorilor in E3, iar 6 € [0, 7] este masura unghiului dintre
cei doi vectori.

Observatia 1.6. (v, 5) verifica axiomele produsului scalar(din algebra):

1) (v1,09) = (U2, 71)

3) (U1 +u,v2) = (U1,0s) + (U, Ua)

) {
2) (AT, T) = A (T, T)
) (v
4) (v,

) = [vl*>0,7#0

Egalitatea (7) se obtine usor din relatia care definegte unghiul 6 € [0, 7] a doi vectori din

E"\ {0} :

cos = _<Ul’v2_>
[l - o]l
Definitia 1.8. Fie u un vector liber unitar, ||u|| = 1 ce defineste directia unei drepte

A(C &3).

Definim proiectia ortogonald a vectorului v pe dreapta A ca fitnd vectorul:
Prav = (||| - cos0)

Scalarul real: pra®T = ||v]| - cos @ se numeste proiectie scalard a vectorului T pe dreapta A.

Figura 5: Proiectia unui vector pe o dreapta
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Propozitia 1.4. Aplicatia pra : V — R este o forma liniara:
pra(01 +02) = pravy + prav;
pra(a®) = aprav, (V)a € R
Observatia 1.7.
1) Produsul scalar a doi vectori poate fi exprimat in limbaj de proiectii:
(U1,02) = ||U1]| - pre, U2 sau ||vz|| - pry,vs
2) Conditia de ortogonalitate a doi vectori:
71T e (0,T) =0
adica, cosf =0« 0 = g
3) Fie B® = {i,7,k} baza canonica §i Uy = 211 +y1j + 21k, Uy = 290 +y2j + 20k

doi vectori. Pentru a stabili expresia de calcul direct al produsului scalar (v;, vs)
trebuie sa cunoasgtem produsele scalare ale vectorilor bazei:

() |

En NN B
O~ Ol
— O O X

S O = =

Astfel se obtine urmatoarea formula de calcul a produsului scalar al vectorilor dati:
(U1,02) = 1102 + Y1 Y2 + 21 22, (8)
Folosind relatia (8) se obtin relatiile:

ol = V{.9) = Va2 + 32 + 22,

T1T2 + Y1 Y2 + 21 22
Vi i+ 2t s+ 23
12+ Y1Y2 + 21 22
Pro, U1 = 2 7 . .2
VT3 + Y5 + 25

iar conditia de ortogonalitate a vectorilor nenuli v; si Vs devine:

cosf =

Ti1xa+y1y2at+2122=0
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1.3.3 Produsul vectorial a doi vectori liberi sau legati

Fie V = E3 spatiu director al spatiului afin euclidian £3.
Definitia 1.9. Se numeste produs vectorial pe spatiul director V(C E3) aplicatia:
\II:VXV—W/,(E,%)HE X Uy

definita prin:

U1 X Ty = [0y - [|O2| - sind - 0°,
unde ||v,]| si ||barvs|| sunt normele (in E®) wvectorilor v, si vs, 0 € [0,7] este masura
unghiului dintre cei doi vectori, iar v° este un vector unitar ortogonal atdt pe vy, cat si pe
Vo, avand sensul de inaintare al surubului drept, rotit dinspre primul vector spre cel de-al
doilea.

Observatia 1.8.

1) Sensul vectorului ?° este determinat de ordinea vectorilor din produs, adici daca
se va schimba ordinea atunci se va inversa sensul rotatiei si prin urmare, sensul
vectorului director: Uy X Ty = —Uy X U

Figura 6: Sensul vectorului 7°

2) Aplicatia U este aplicatie biliniara antisimetrica.

3) Aria paralelogramului determinat de vectorii v; si Uy:

Figura 7: Interpretare geometrica

1 . _ _ . -
ala08) = 5 l[0rll - [[v2l| - |sin 6] = ara0mm) = |02 - [0 - [sin 6] = |[o2 x 75
2

. . _
DGCI, Otriunghi — 5”“1 X UZH 81 Oparalelogram = Hvl X /U2H
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4) Conditia de coliniaritate a vectorilor: 7; x Ty = 0, (adica o = 0)

5) Expresia analitica pentru produsul vectorial n = 3, BY={i,j,k},iLj Lk |i=
17l = ll&l =1, I
U1 =$1i+y1j+21]€
Vg = $2€+y2;+22%

Figura 8: Versorii axelor

T~ = X
. | .
leo ~
O I

Astfel, putem calcula produsul vectorial al vectorilor dati:

Dy XTVy = TiYok—T122] — Yok + Y1200 +2102) — 21Yai =

= (mzm—ayp)i— (@ 2—22)j+ (@Y — a2k

Rezultatul obtinut mai sus se poate scrie sub forma unui determinant:

i 5k
Vi XU= |21 Y1 2 (9)
T2 Y2 22
Din proprietatile determinantilor rezulta imediat faptul ca: v, x vy = —vy X ;.

1.3.4 Produsul mixt a trei vectori liberi sau legati

Definitia 1.10. Se numeste produs mizt pe spatiul director V(€ E3) aplicatia:
P:VxVxxV-—->R
deﬁmtd prm @(51,62,@3) = <51,@2 X @3>

Observatia 1.9.

1) Produsul mixt este o operatie compusa dintr-un produs scalar si un produs vectorial
® = ¢ * 1) care asociaza fiecarui triplet (U1, 72, 73) un numar real (Uy, Ty X Ts).
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2) Expresia analiticd pentru produsul mixt: fie n = 3, BY={i,j,k},iLjLE, |il=
151 = Ikl = 1, -
=zt + )+ a0k
Vg = x25+y23+ ZQE
U3 = .CC35+ y33+ Zg%.
Calculam produsul vectorial al vectorilor vy si 73, cu formula (9), dezvoltand
determinantul dupa elementele primei linii,

17k
LV Y2 22| = Ty 22 | = To Y2 | 7
Vg XUz =| T2 Y2 22 |=
Ys =23 T3 z3 r3 Y3
T3 Y3 Zz3

iar apoi vom efectua produsul scalar al acestui vector cu primul vector, barvy, si

avem:
1 Y1 2
_ _ Y2 22 T Z2 T Y2
<U1,U2XU3>:CL’1 Y1 +Zl = | X2 Y2 29
Ys Zz3 T3 23 T3 Y3
xr3 Ys %3
Notatie:
T Y1 2
(01;02;73) = | X2 Y2 22
T3 Ys =3

Propozitia 1.5. Produsul mixt (01;72;73) satisface urmatoarele egalitati:

1) (U1;09;03) = (V2;U3;01) = (Us;01;02), (V) Uy, s, U3 € V;
2) (U1;U2;03) = —(Ua;01;03) = —(U1;02; U3) = —(01;U3; Va), (V) U1, Ua, 03 €V

8) (AU1;U2;U3) = (U1; Aa;03) = (V13025 AV3) = A (V13025 03), (V) U1, 02,03 € V, (V)A €
R;

4) (U1;U2;03 4+ Us) = (U1;02;03) + (013 09;04), (V) U1,02,03,04 € V;

5) (01,02 A0 + pvy) =0, V)N, u € R, (V)01,09,03 € V = E3.

Aceste egalitati pot fi verificate imediat pe baza proprietatilor determinantilor.
Consecinta 1.3.
(01, U2; A U3 + pu U3) = A (U1, 02,T3) + p (1, D2, 73)

Teorema 1.1. Modulul produsulut mizt a trei vectori reprezentati prin segmente orientate,
necoplanare cu originea comund, este egal cu volumul paralelipipedului avand aceste
segmente ca latur.
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Figura 9: Produsul mixt a trei vectori

— — —
Demonstratie. Fie 17 = OA, 15 = OB, v3 = OC.

Volumul paralelipipedului este: V = A, - h

Aria bazei: A, = ||Uy x T3|| = ||7]|

Inaltimea: h = pryv;

Dar |(7; 72:)]| = {51, 2 x T} = (@1, 73] = 7] - Ipretis| = B - Iproy 7] = Ay -

=V = |(U1;72; T3)|. -

Observatia 1.10.

1
1) Volumul unui tetraedru este dat de formula: Vi, = §|(61;62;63)\.

2) Conditia de coplanaritate: (U1;02;73) =0

1.3.5 Produsul dublu vectorial a trei vectori liberi sau legati

Definitia 1.11. Se numeste produs dublu vectorial pe spatiul director V(C E3) aplicatia:
UV:VxVxV-=V
deﬁmtd prm \11(61,@2,@3) =71 X (52 X 53).

Observatia 1.11. Produsul dublu vectorial este o operatie compusa dintr-un produs
vectorial cu un alt produs vectorial care asociaza fiecarui triplet (vy,Ta, T3) un nou vector
W =711 X (Vg X U3).

Teorema 1.2. Produsul dublu vectorial a trei vectori se poate exprima cu ajutorul a doud
produse scalare prin formula:

Ty T
<517 52> <61 ) 63>

(10)

V1 X (@2 X@g) =

Demonstratie. Prin calcul, exprimandu-se produsul vectorial si produsul scalar. O

Propozitia 1.6. Produsul dublu vectorial nu este asociativ:

V1 X (Ug X 53) 7& (51 X 62) X @3.
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1.4 Miscari in spatii afine euclidiene

Fie £" un spatiu afin euclidian.

Definitia 1.12. Se numeste miscare rigida (sau deplasare) intr-un spativ afin euclidian
E™ o transformare p a acestur spatiu pentru care are loc egalitatea:

d(p(My), p(Mz)) = d(My, Mz), (V) My, M € €
unde d(My, My) = ||[Fa, — Tary || este definita cu ajutorul normei euclidiene.

Observatia 1.12. Transformarea p : £" — £™ se numesgte deformare daca (3)M;, M, €
E™ astfel incat:

d(p(My), p(Ma) # d(My, My))

1.4.1 Translatia plana si spatiala

Fie £" spatiu afin euclidian.

Se gtie ca o translatie este o schimbare de reper afin R, = (O, B) — R! = (O', B) care
modifica originea reperului, dar 1i conserva baza:

T=To+T (11)

Figura 10: Translatia spatiala

Definitia 1.13. Transformarea i : E" — E™ este o translatie de vector U, notatd p = Ty

dacad oricare ar fi punctul M € E™, acesta are imaginea (M) "M cu vectorul de pozitie
r’ definit de ecuatia vectoriald:
T T =T 47, (12)

unde T este vectorul de pozitie al punctului M:; punctele M, M’ sunt raportate relativ la
acelast reper, R,.

Propozitia 1.7. Translatiile sunt miscari ale spativlui E™

Demonstratie. Fie My, My, € &E™ si M, M), imaginile lor prin 7. Folosind metrica
euclidiana gi relatia (12) obtinem:

d(My, M) = |7y =7y = [[F2 +0 = (T + D) || = |72 = || = d(My, Ms).
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Observatia 1.13.

1) Orice translatie p = 7 de vector 7 € E" este echivalenta cu o schimbare de
repere R, — R! care conserva baza daca vectorul de deplasare al originii este
To = 00" = —w.

2) In coordonate, ecuatiile translatiei 7 se obtin descompunand vectorii din relatia
(12) dupa baza B = {€;}, a reperului:
Tsia’ =2+ (i =1,n) (13)
Deoarece OO’ = —7 rezulta ca v are coordonatele lui —7, deci ecuatia de mai sus
devine: o = ' — z.
Ecuatiile scalare ale translatiei:

o /
{ ; B ;0 j__yx, (in planul £?) (14)
= Yo

r=x9+a
y=1yo+vy (in spatiul £%) (15)
2=z + 2

1.4.2 Rotatia plana si spatiala

Rotatii in plan

Definitia 1.14. Transformarea i : £ — E£? este o rotatie de unghi 0 si centru O, notatd
w = po, dacda (V)M € £\ {0}, imaginea sa M' = (M) satisface conditiile:

171 = 117l
m<(F, 7) =0 (16)
n(O) =0

unde T si 7 reprezintd vectorii de pozitie ai punctelor M si M.

Propozitia 1.8. Rotatiile sunt miscdri ale spatiului E2.

Demonstratie. Fie My, My € £ si M, M, imaginile lor prin py. Notdm o = m<(OM;, OM,) =
m<(OMY, OMY).

d(MYy, My) = |7y — Pyl = /(7 — 7,7 — 7)) = \/ (P, ) — 2(F), ) + (7, 7))
= VIR + 1712 = 201711 17] cos a = /(72|12 + |72 — 2(F1, 72)
= V(R — 71,72 — 1) = [Py — 71| = d(My, My).

]

Observatia 1.14. Rotatia actioneaza asupra punctelor lui £? cu exceptia originii,
miscandu-le pe toate in acelasi sens, care este sensul de miscare al acelor de ceasornic.
Schimbarea sensului rotatiei implica inlocuirea lui 6 cu —6.
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O( i
Figura 11: Rotatia plana in jurul originii

Observatia 1.15. Scrierea formulelor rotatiei plane py:

Fie reperul cartezian R = (O, B), B = {i,j}. Fie 7 si 7 vectorii de pozitie ai punctelor
M i M" = pg(M). Avem:

F=uxi+yj
T =ai+y;
Obtinem:
' = pr = ||| cos(a — 0) = ||7'|| cos acos O + ||7'|| sin asin 6 = x cos 6 + y sin 6
y' = pri7’ = ||7'|| sin(a — 0) = ||7'|| sin cwcos 6 — ||7'[| cos asinf = y cos  — wsinf
Formulele rotatiei de unghi 6 sunt:
@ cosfl sinf x
{y’}_{—sinH COS@:||:y:| (17)

cosf sind

_ind cosd } reprezinta matricea rotatiei de unghi 6.

unde matricea Ry = [

Rotatii spatiale

Prima si ultima dintre conditiile din definitia rotatiei plane se pastreaza iar conditia refer-
itoare la unghiul de rotatie se va inlocui prin conditii specifice tipului de rotatie.

Astfel, in £3 exista doua tipuri de rotatii:

- rotatii in jurul unei drepte A, numita ”axa de rotatie”;

- rotatii in jurul unui punct O, numit ”centru de rotatie”.

Un punct arbitrar M supus unei rotatii spatiale de centru O descrie un arc de curba situat
pe o sfera de raza R = d(M, O).

O rotatie de tip pa, adicd de axd A, se identificd pentru fiecare punct M € €2\ A cu o
rotatie plana de centru pra M, obtinut prin intersectia dreptei A cu un plan care contine
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punctul dat si este perpendicular pe axa de rotatie; unghiul de rotatie este acelasi pentru
toate punctele din spatiu.

O rotatie de tipul p(g,u ) de centru O, se identifica, pentru fiecare punct M € €2\ {O} cu
o compunere de rotatii (de unghiuri 6, ¥, ¢) in jurul axelor de coordonate (Ox), (Oy) si
respectiv (Oz), cu care A se identifica succesiv. Altfel spus, o rotatie spatiala de centru
O este produsul a trei rotatii in jurul unor axe avand ca punct comun pe O, centrul de
rotatie.

Matricele asociate acestor tipuri de rotatii sunt:

- pentru rotatiile in jurul axelor de coordonate, pa :

[ 1 0 0
1. cand A= (Ox) : Rgy=| 0 cosf sinf |;
0 —sinf@ cost

cosW 0 —sinV¥
2. cand A = (Oy) : Ry = 0 1 0 ;
sinvV 0 cosV¥

cosp singp 0
3. cand A = (0z): Rg= | —sing cosp 0
0 0 1

- pentru rotatiile in jurul originii axelor de coordonate, pg.v ), cele de centru O :
Rpw) = Ry - Ry - R,

Coordonatele punctului imagine, M'(2’,y/, 2’) printr-o rotatie arbitrara de centru O, in
functie de coordonatele punctului dat M (x,y, z), sunt:

/

xXr T
y/ = R(97\pv¢) : y Y (07 \Ij7 (IO E (_Tr? ﬂ-])
2 z

Observatia 1.16. Oricare ar fi ; una din aplicatiile descrise, aceasta invariaza produsul
scalar din V' = E", adica avem

{u(w), p(v)) = (u,v),Yu,v € B,

ceea ce duce la conservarea normelor vectorilor gi a unghiurilor dintre vectori. O astfel de
transformare pe E" se numeste izometrie.
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2  Varietati liniare (subspatii afine)

Fie spatiul afin (A;V, ) de dimensiune n; A".

Definitia 2.1. Un spativ afin A™ se numeste varietate liniard (subspativ afin) al
spativlui afin A" gi notam A™ < A", daca A™ = (S;U,pls) unde S € A, U <
V, (U = m dimensional, m < n) iar ¢|s este restrictia structurii afine ¢ la submulfimea
consideratd S.

Observatia 2.1. O dreapta afina A! poate fi subspatiu afin sau nu pentru un plan afin

A2

Observatia 2.2. Un plan afin A2 poate fi subspatiu afin sau nu pentru un spatiu afin

A3

2.1 Dreapta

Fie A" un spatiu afin avand dimensiunea n > 1.

2.1.1 Dreapta determinata de un punct si o directie

Definitia 2.2. O wvarietate liniara de dimensiune 1 intr-un spatiu afin A" se numeste
dreapta.

Fie My € A", al carui vector de pozitie raportat la un reper afin R, = {O; e, ..., €,} este
 —
7o = OMy, iar U un subspatiu de dimensiune 1 al spatiului director V. Relatia:

Li:r=ro+U (18)

defineste o dreapta ce trece prin M, si are directia subspatiului U. Deoarece U < V
si dimgU = 1 rezulta ca spatiul director al dreptei este generat de un singur vector
veV —{0},deci U= {tv|t € R} si

Ly:7=ry+tv (19)

Aceasta se numeste ecuatia vectoriala a dreptei determinata de un punct si de o directie,
si se noteaza D (M, v) .

D

T

Mg
Figura 12: Dreapta determinata de un punct si o directie
Scriind vectorii din (19) in baza {€;}, avem:
F=a'e; To=ape; v =g, (20)
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deci, . . .
Digery : @ =xy+ 1t Ji=1n (21)

numite ecuatiile parametrice ale dreptei determinate de un punct si o directie.
Daca se elimina ¢ din ecuatia (21) se obtin:

ot —x) 2 — 2k " —
D(MO,TJ) . ll = l2 = ... = l—n (22)

numite ecuatii canonice (carteziene) ale dreptei determinata de un punct si de o directie.

2.1.2 Dreapta determinata de doua puncte

Din geometria sintetica se stie ca doua puncte distincte determina o unica dreapta.
Fie My, My € A". Dreapta determinata de M; si My notata D (M, M,), va avea directia
U = 719 — 71 unde 75,7 sunt vectorii de pozitie ai punctelor M, respectiv M;.
Din (19) avem:

Doy T =71 4+ t(Ty — T1) (23)
care reprezinta ecuatia vectoriala a unei drepte determinata de 2 puncte. Trecand in
coordonate obtinem:

care reprezinta ecuatiile parametrice a unei drepte determinata de 2 puncte. Eliminand
parametrul ¢ obtinem:

1 1 2 2 n n
(M1, Mz) - PR 22— 2 T gn _gn
2 1 2 1 2 1

care reprezinta ecuatiile canonice a unei drepte determinata de 2 puncte.

n

1 1 n __
AT = o

Observatia 2.3. Directia dreptei este data de I' =z — 21, ... — .

2.2 Planul

Fie A™ un spatiu afin de dimensiune n > 2.

2.2.1 Planul determinat de un punct si doua directii

Definitia 2.3. O wvarietate liniara de dimensiune 2 intr-un spaliu afin A" se numeste
plan.

Fie My € A", al carui vector de pozitie raportat la un reper afin R, = {O; éy, ..., €,} este
—_—
7o = OM,, iar U un subspatiu de dimensiune 2 al spatiului director V. Relatia:

Ly:7T=7g+U (26)
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defineste un plan ce trece prin M, si are directia subspatiului U. Deoarece U < V
si dimpU = 2 rezulta ca subspatiul director al unui plan este generat de doi vectori
01,09 € V — {0}, deci U = {t'v; + t?vy | t',#* € R}.
Ecuatia (26) devine:

Ly 7 =7+t +t*0,, tHt*eR (27)

reprezentand ecuatia vectoriala a planului determinat de un punct si doua directii. Notam
aceasta prin: P(Mjy, vy, Us).

Pentru scrierea parametricd inlocuim expresiile analitice ale vectorilor: 7 = a'¢;; 7y =
zher; vy = lie;; vg = lhé;. si obtinem:

P(Mo,’(_Jl, 172) LT = I’B + tlli + tzlé tl,t2 eR (28)

Ecuatia carteziana a planului se obtine prin eliminarea parametrilor. De exemplu, in
cazul n = 3, avem urmatoarele ecuatii parametrice:

r =Xy + tlll + t2l2
Y=Y+ tlml + t2m2

2 =29+ t'ng + t*ny

din care elimindm parametrii ¢; si t5. Considerand variabilele t!,#? rezultd ca avem
3 ecuatii si 2 necunoscute; sistemul este compatibil determinat daca determinantul
caracteristic este nul adica daca

-~ P(MO, U1, 1_]2) : ll mq 1 =0 (29)

care reprezinta ecuatia carteziana a planului.

P(Mg; ¥,,1,)

Figura 13: Planul determinat de un punct si doua directii

Observatia 2.4. Ecuatia (29) poate fi scrisa gi ca produs mixt:

P(My, v1,03) : (T — To; 015 02) = 0. (30)

2.2.2 Planul determinat de trei puncte necoliniare

Din geometria sintetica se stie ca trei puncte necoliniare determina un plan.
Fie My, My, M3 € A3 si P(My, M, M3) planul determinat de cele trei puncte. Atunci
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. é — . % — . . . . . . . .
vectorii M3M, = vy si M3My = vy vor fi necoliniari, deci independenti, si pot fi luati
ca vectori directori pentru plan. Considerand M3 punctul curent, putem scrie ecuatia
vectoriala a planului:

P(Ml,MQ,M3) T = _3 + tl(fl - fg) +t2(f2 - ?:3> (31)

sau
P(My, My, M3) : (7 — 357 — 73,72 —73) =0 (32)

care este echivalent cu:

r—x3 Y—Ys Zz2—2Z3
P(My, My, M3) : | x1 —2x3 y1—ys 21 —23 | =0 (33)
Ty — T3 Y2 — Y3 22 — 23

sau
xr Yy z

1

S A | 1 .

P(Mi, My, My) - | 10 T =0 (34)
r3 Y3 23 1

In cazul particular in care M;(a,0,0) € Oz, M5(0,b,0) € Oy, M;3(0,0,¢) € Oz avem:

P(My, My, M3) : bex + acy + abz — abe = 0 sau

X Z
POMy, My, My): =7+ 2 =120 (35)

numita ecuatia planului prin taieturi.

2.2.3 Planul determinat de un punct si directia normala

Fie My € €3 si n(#£ 0) un vector al spatiului director £3.

Se stie ca existd un singur plan P € £ care trece printr-un punct si este ortogonal pe o
dreapta data. Notam cu P(M,,n) planul care contine My si este perpendicular pe 7.
Avem ca pentru orice M € P(Mjy,n), vectorul W este ortogonal pe n adica

< W ;n >=0.

Daca se considera reperul RY = {O; 1,9, E}, atunci ecuatia vectoriala a planului determi-
nat de punctul M, si de directia normala n este:

P(My,n) <7 —7o;n>=0 (36)

Figura 14: Planul determinat de un punct gi directia normala
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Daca descompunem vectorii avem:

<(z—20)i+ (y—vyo)j+ (2 —2)k; Ai + Bj + Ck >= 0 &

P(My,n) : A(x —x9) + B(y —yo) + C(2 — 29) =0 (37)

respectiv
P:Ax+By+Cz+ D =0, (38)

numita ecuatia generala a planului.

Observatia 2.5. Directia normala la plan este data de n(A, B, ().

2.3 Intersectii, proiectii si unghiuri ale varietatilor liniare
2.3.1 Intersectia a doua drepte

Consideram dreptele de ecuatie:

p, . tTm Y=y oA (39)

L my ni

si

T — Xg Y=Y Z— 29
Dll = = .
ly mo no

(40)
Intersectia acestor drepte este determinata de solutia sistemului format din ecuatiile lui
D1 §l DQ:

A1x+B1y+C’12+D1 =0

A2x+Bgy—|—ng+D2:0

A3$C+B3y+C3Z+D3:0

A4x+B4y+C’4z+D4 =0

Notand cu A matricea sistemului si cu A matricea extinsa, din studiul compatibilitatii
sistemului avem:

1. Daca rangA < rangA atunci sistemul este incompatibil (nu are solutie), rezulta

l m n
Dy N Dy = (), adica dreptele sunt paralele daca l_l = 2 = 2! sau sunt drepte
2 mo na

necoplanare.

2. Daca rangA = rangA = 3 atunci sistemul este compatibil determinat, adica avem
solutie unica, Dy N Dy = {M}.

3. Daca rangA = rangA < 3 atunci sistemul este compatibil nedeterminat; in acest
caz avem o infinitate de solutii care vor depinde de un parametru real, deci D1 = Dy
(este necesar sa fie indeplinita gi conditia de paralelism).
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2.3.2 Intersectia a doua plane

Consideram planele P;, P, date prin ecuatiile generale:

P A+ By+Ciz+ D=0 Py Asx + Boy + Coz + Dy = 0.
Directiile normalel ale celor 2 plane sunt: n1(A;, By, Ch) si na( Az, Ba, Cy).
Observatia 2.6.

A
1. Daca iy = Mg, A # 0, adica vectorii 1y §i 79 sunt colineari, atunci P || P, = A—l =
2
B, O A B G Dy
— = —. Daca in plus are loc gi egalitatea — = — = — = — atunci planele
B, O P 38 A, By C, Dy P
coincid.
A B C
2. Daci = = =1 = =L ogte falsd atunci planele nu sunt paralele iar intersectia celor
A2 BQ CQ

2 plane ete o dreapta D, a carei ecuatie carteziana este data de:

A1x+Bly+C12+D1:0
A2I+Bgy+CQZ+D2:O '

Sistemul este compatibil nedeterminat deoarece rangA = rangA = 2, iar multimea
solutiilor reprezinta dreapta de intersectie.

Pentru a determina ecuatiile canonice ale dreptei aflam: un punct oarecare My € D
(fixdm un z, Inlocuim in sistem si gasim y si z corespunzatori); directia v = 1y Xy =

i 7k
Ay By Cy |pentrucav L ngsiv L ng.
As By Oy

Definitia 2.4. Daca Py, P> sunt plane date a cdror intersectie este dreapta D, atunci
combinatia liniard

P)\ZA1I+Bly+C12+D1+)\(A2$+Bzy+CQZ+D2> =0

se numeste ecuatia fascicolului de plane care are ca baza planele Py, Ps.

Relatia de mai sus se poate scrie:
P+ AP, =0, A€ RU{xoo}

Observatia 2.7.

1. pentru A =0 = P, = 0, se obtine deci unul din planele de baza.

1
2. pentru A — 400, in acest caz daca inmultim relatia cu X se obtine P, = 0, adica

ecuatia celui de-al doilea plan de baza.

3. dreapta D = P; N P, este comuna tuturor planelor din familia (P)) si se numeste
axa fascicolului de plane.
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2.3.3 Intersectia unei drepte cu un plan
Fie planul P : Ax+ By+ Cz+ D = 0 gi dreapta D : :E_lxo Y7 _ 272 pentru a

m n
studia intersectia planului P cu dreapta D vom considera sistemul de ecuatii format din
ecuatiile parametrice ale dreptei D si ecuatia planului P:

$:$0+lt
Y = 1yo+ mit teR.
z2=2zy+nt

Ar+By+Cz+D =0

Inlocuind pe x,y, z din primele 3 ecuatii in ecuatia planului, se obtine ecuatia de gradul
I.
t(Al+ Bm + Cn) = —(Axo + Byy + Czy + D)

1) Ecuatia are solutie unica t; daca Al+ Bm+ Cn # 0 << (A, B,C); (I, m,n) ># 0. In
acest caz intersectia dreptei D cu planul P este un punct.

2) Daca Al+ Bm+Cn =0<<n,0 >=0 = n L v atunci dreapta D este paralela cu
planul P, DN P = 0.

3) Daca Al + Bm + Cn = 0 i in particular Azg+ By + Czy+ D = 0 atunci ecuatia este
verificata pentru orice t e R = D C P.

2.3.4 Proiectia unui punct pe o varietate liniara

Fie My € £3. Notam cu M} proiectia ortogonala a punctului dat fie pe o dreapta D, fie
pe un plan P.
Coordonatele (xy,yq, z5) ale punctului de proiectie My, in cazul proiectiei punctului M,
pe dreapta D sunt date de solutia sistemului de ecuatii liniare:

T—Zo Y—Y ~Z—%

ProMy = M) - { m n
I(x —x0) +m(y —yo) + n(z — 2) =0

adica, punctul M{ este determinat de punctul de intersectie dintre dreapta data si planul
ortogonal pe aceasta care contine punctul M.

a
Ml'f PryMg

Figura 15: Proiectia unui punct pe o dreapta
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Coordonatele (z(, yi, ;) ale punctului de proiectie Mj, in cazul proiectiei punctului M,
pe planul P sunt date de solutia sistemului de ecuatii liniare:

Ar+By+Cz+D =0
PrpMy = Mj :

T—To  Y—Y _ 22— %0

A B @ C

adica, punctul M este determinat de punctul de intersectie dintre planul dat si dreapta
ortogonala pe acesta care contine punctul M.

o
.

Mp=PrpMg

Figura 16: Proiectia unui punct pe un plan

2.3.5 Proiectia unei drepte pe un plan

r—x — z—z
Fie o dreapta D data prin ecuatiile canonice: D : 0 _ Y7 _ 0, un plan P
n

dat prin ecuatia generala P : Av+By+Cz+ D =0, si D’ proi@c@ia dreptei D pe planul
P notata D' = PrpD.

In general, proiectia unei drepte pe un plan se obtine proiectand doua puncte diferite
Mo(z0, Y0, 20), M1(x1,91, 21) ale dreptei D pe planul P. Proiectia dreptei D va fi determi-
nata de cele 2 puncte obtinute In urma proiectiei M (xy, v, 2o) = prpMo, M (2], y1, %)) =
prpM;.

Observatia 2.8.

1. Daca dreapta D este ortogonald pe plan, adica vectorii n,v sunt coliniari v = An
atunci proiectia se reduce la un punct care se va obtine prin simpla intersectie dintre
DsiP.

2. Daca dreapta D este paralela cu planul, adica < v, >= 0 atunci proiectia D" a
dreptei D se poate determina cu ajutorul proiectiei unui singur punct pe plan iar
ecuatia dreptei de proiectie se scrie ca fiind ecuatia dreptei determinata de punctul
te proiectie si directia dreptei D.

3. Daca D nu este ortogonala pe plan, si nu este paralela cu planul atunci se proiecteaza
un singur punct al dreptei pe plan, iar al doilea se va lua punctul de intersectie dintre
dreapta si plan.
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My v D M
L ~., Db

AM'=Pr, AM

Figura 17: Proiectia unei drepte pe un plan

2.3.6 Unghiul a doua varietati liniare

1. Unghiul a doua drepte

r—x — z—z r—x — z—z
Fie dreptele Dy : L_¥Y=u _ ! si Do : 2 V7% _ 2 Putem
1 my n l ms na

=

afla unghiul 6 € [0, =] al acestora, determinand mai intai unghiul 6’ € [0, 7| al vectorilor

ol \

,mi,n1) si Vg = (lz, ma,n) cu formula cunoscutd pentru unghiul a
< V1,02 >

[on -l ve |10
cazuri: daca cos® > 0 atunci #' = 0, iar daca cosf’ < 0 atunci ¢/ =7 — 6.

lor directori v, = (I

doi vectori Intr-un spatiu vectorial euclidian: cos#’ = Avem urmatoarele

b, v
\ 1
9
D )

Figura 18: Unghiul a doua drepte

2. Unghiul unei drepte cu un plan
=% _Y—Y% _ =~

Fie D : = ZO@iP:Ax+By+Cz+D:O.
[ m n
Calculam intai masura unghiului ¢ dintre vectorul director al dreptei D si vectorul
<v,n > o
normalei la planul P, folosind formula cos@ = % Masura unghiului dintre
vl || n

dreapta D si planul P este m(<D,P) =60 = g —¢

D
Pl
n ! n

8' |

il A

A M

~" DP-e 0=3-0

Figura 19: Unghiul unei drepte cu un plan Figura 20: Unghiul a doua plane

3. Unghiul dintre 2 plane

Fie P, : Ajx+ Biy+ Ciz+ D1 =01 P : Asx + Boy + Cyz + Dy = 0, cu normalele la
plan: ’f_Ll(Al, Bl, Cl) §1 ’T_LQ(AQ, BQ, CQ) Avem m(<IP1, PQ) = m(<&9), 0 S [0, g] Calculam
< Nnyi,Ng >

— —— gi obtinem unghiul dintre P; si P, 0 =7 — 0:
|7y [ - [ P |]

cos @ =
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2.4 Distanta de la un punct la o varietate liniara
2.4.1 Distanta de la un punct la o dreapta

Consideram in &2, R,{O;i,j,k} un punct M (x1,y1,21) §i o dreaptd data prin ecuatia
. r — X9 Y — Y zZ— 20
canonica D : = = .

[ m n

In cele ce urmeaza ne propunem sa calculim distanta de la M; la dreapta D. Notam
d(My,D) =d (d =0 < M; € D). Sa presupunem ca spatiul afin euclidian este dotat
cu metrica d(My, M) =|| M;M; || unde || - || este norma euclidiana asociata spatiului
vectorial asociat £3. Vom prezenta doud metode de calcul a distantei de la un punct la o
dreapta: metoda vectoriala si metoda analitica.

Metoda I (Metoda vectoriala) B ) ) B

Fie My € D; OMy = 79 = xot + yoJ + 20k 51 OM; = 71 = 19 + y1J + z21k. Vectorul

director al dreptei este dat de: v = [i + mj + nk. Fie MyM;, = 7, — ry si produsul
. % % . % .

vectorial: || MoMy x © ||=|| MoM; || - || © || -sinf. Dar d =|| MyM; || -sinf, de unde se

obtine distanta de la punct la dreapta:

(41)

Ecuatia de mai sus repezinta formula vectoriala a distantei de la un punct la o dreapta.

Metoda IT (Metoda analitica)
In acest caz, pentru determinarea distantei de la un punct la o dreapta se determina coor-
donatele proiectiei punctului M; pe dreapta D, punct pe care il notam cu M’ (2}, v}, 2}).
Aceste coordonate se determina rezolvand sistemul format din ecuatia dreptei D si ecuatia
planului perpendicular pe dreapta si care contine punctul M;(xy,y1, 21):

T—To Y—Y <2~ %

Mll(x/by,lazll) : { l m n
lz—x1)+m(y—wy1)+n(z—2)=0

Pentru rezolvarea mai simpla a acestui sistem se recomanda scrierea ecuatiei dreptei sub
forméa parametrica. Astfel, obtinem distanta de la un punct la o dreapta:

d(My,D) = d(My, M}) = /(21 — 24)* + (41 — 94)? + (21 — 21)% (42)
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2.4.2 Distanta de la un punct la un plan

Fie My(zo, 3o, 20) un punct din spatiul metric (£3,d) si P un plan arbitrar de ecuatie:
P:Ax+By+Cz+ D =0.

Daca M, € P atunci d(My, P) = 0.

Daca My ¢ P atunci pentru calculul distantei de la un punct la un plan vom folosi metoda
analitica, adica vom determina coordonatele punctului de proiectie a punctului M, pe
planul P, punct pe care il notam cu M, (M{ = prpM,). Aceste coordonate se determina
rezolvand sistemul format din ecuatia planului P gi ecuatia dreptei perpendiculare pe plan
si care trece prin punctul Mjy:

o Ar+ By+Cz+D =0
Mo (o, Yo, 20) T—To _Y—Y _Z" %

A B C
Pentru rezolvarea sistemului scriem ecuatia parametrica a dreptei D:
=% _Y~Y% _ =2~ %0
A B C

de unde scotand ty si inlocuind in ecuatia planului obtinem

_A$0+By0+CZQ+D:0
A2+ B% 4+ (2 '
Coordonatele lui M{ vor fi: M{(zo + toA, yo + toB, 20 + toC). Astfel,

tOI

A(Mo, P) = d(Mo, M) = /(o — 52+ (o — yo)? + (20 — 20)? = \J13(A2 + B2 4 C2) =

. |Al’0 + Byo + CZ(] + D|

VAZ ¥ B2+ (2
2.4.3 Ecuatia normala a planului

Fie P: Ax + By + Cz 4+ D = 0 un plan arbitrar. Ecuatia normala a planului se obtine
impartind ecuatia planului P cu || 7 ||= VA% + B% + C? care reprezinta norma directiei
normalei la planul P. Ecuatia normaléd a planului este data deci de ecuatia:

A B D
P4 x+ By+Cz+ 0

VA% + B? 4+ (C?
Observatia 2.9. Distanta de la un punct M, la planul P se calculeaza inlocuind
coordonatele punctului My in ecuatia planului.

Fie a, 3,7 € [0, 7], dati de relatiile:
A B
;cos ==+ ;cosy ==+ ¢
,/A2+BZ+CQ 1/1424,B2<|>C’2 ,/A2+BQ+C2

Se observa ca are loc relatia: cos? a + cos? 3 + cos?y = 1; cosa,cos 3, cosy se numesc
cosinusii directori ai directiei normale la plan.

coso = =+
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2.5 Perpendiculara comuna a doua drepte. Distanta dintre
doua drepte

2.5.1 Perpendiculara comuna a doua drepte
Perpendiculara comuna a doua drepte Dy si D5 este o drepta D care este ortogonala pe

ambele drepte, avand cate un punct de intersectie cu fiecare dintre ele.

Daca dreptele date nu sunt paralele, atunci exista o unica dreapta a spatiului care are
proprietatea: D L Dy, D L Dy, DN D; # 0, DN Dy # (. Existenta si unicitatea
perpendicularei comune vor rezulta implicit prin gasirea ecuatiilor sale pe cale analitica.

Daca dreptele sunt paralele atunci exista o infinitate de drepte care au proprietatea de
mai sus.

Vom studia analitic primul caz, cel al dreptelor neparalelele. Fie Dy }f D, date de:

Tr— T Yy—u Z—2 T — Xg Y—1Y2 Z— 29

D1 . = = §l D2 . = =
ll mi nq lg mo o
o h mi ny . cpe o N S .. . .
astfel incat — = — = — sa nu fie satisfacuta (aceasta inseamna ca vectorii lor directori

2 mg na
01(ly, M1, n1) si va(la, ma, ny) vor fi necoliniari, deci v7 x vy # 0). Vectorul v = v X 03 va
fi ortogonal pe D si Ds, iar directia perpendicularei comune va fi data de:

i 7k i
V= ll mi nq not li + mj + nk.
lo my my

Consideram punctele M;(z1,y1,21) € Dy s Ma(22,y2, 22) € Dy. (M, v,v;) determind un
plan P, = P(My,v,07), iar (Ms,v,03) determina un plan P, = P(Ms, v,0;). Ecuatiile
celor doua plane sunt date de:

r—1 Y-y 2—= rT—T2 Y—Y2 22— 22
Pli ll ma T =0 §1 PQI ZQ mo o =0
) m n l m n

Intersectia celor doua plane P; si P, este o dreapta D care reprezinta perpendiculara
comuna a celor doua drepte.

2.5.2 Distanta dintre doua drepte
Pentru calculul distantei dintre doua drepte prezentam doua metode: metoda analitica si
metoda vectoriala.

Metoda I (analitica)
Fie Dy, Dy doua drepte arbitrare si D perpendiculara comuna. Consideram ca DN D =
{A1} 5t DN Dy = {As}, Ay, Ay picioarele perpendicularei comune. Coordonatele acestor
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DLD,

7 D1D,

Figura 21: Perpendiculara comuna a doua drepte

puncte se pot determina rezolvand urmatoarele sisteme de ecuatii:

( T—T1 Y- zZ2—2
Pli ll maq nq =0
m n
AlszDli t=T2 Y=Y 2=
PQ' lQ mo o =0
l m n

Dli = —
\ ll my ny
si

( rT—T1 Y- 22

P1 ll mq sl =0
[ m n

Ay=DND,y: Tty Yy 22

PQ' lQ mo %) =0

[ m n

D2:$—IE2:?J_92 2= 22
\ lg mo o
Obtinem astfel Ai(x7,yt, 27) si As(zh,v3, 23), iar distanta dintre dreptele Dy si Dy va fi:

d(Dy, D) = d(Ar, As) = /(2] = 23)* + (yi — 93)* + (2 — 23)*

Metoda II (vectoriala)
Aceasta metoda se bazeaza pe constructia unui paralelipiped pentru care cele doua drepte
date Dy gi Dy sunt situate in plane paralele continand o pereche de baze opuse. In acest
fel d(Dy, Dy) = h reprezinta inéltimea paralelipipedului. Astfel, vom putea determina
distanta dintre cele doua drepte folosind formula de calcul a volumului paralelipipedului
V).
- =

Se stie ca V = Ay - h. Deoarece V = |(M;My; 01;05)| iar A, =|| v1 X 02 ||, avem ca
M, Ma; 015 05)|

| U1 % 72 ||

d(Dl,DQ) =h= |(
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3 Sfera. Conice. Cuadrice si suprafete speciale.

3.1 Sfera si cercul in spatiu
3.1.1 Sfera

Fie £3 spatiul afin euclidian, in care se considera reperul afin R, = {O;1, 7, k}.
Definitia 3.1. Se numeste sferd multimea punctelor spatiului £ situate la distantd

constanta de un punct dat.

Notam cu Sg(C) sfera de centru C' si raza R,
respectiv cu Sg sfera centrata in origine si raza

R.

Din definitia sferei, putem scrie:
Sr(C) ={M € & |d(M,C) = R}
sau, daca folosim norma:

Sr(C) = {M € €| |CM|| = R}.

Deoarece
- _ _
CM=7—-7¢

unde 7 = OM este vectorul de pozitie al unui Figura 22: Sfera
—

punct oarecare M de pe sfera, iar 7o = OC' este vectorul de pozitie al centrului sferei,
obtinem de aici ecuatia vectoriala a sferei:

Sr(C): <T—Te;T —T¢ >= R? (43)

Daca centrul sferei C' are coordonatele (a, b, ¢), iar punctul M coordonatele (z,y, z), atunci
putem scrie: _ _
Tec=at+bj+ck, r=xi+yj+zk,
T—Tc=(x—a)i+(y—>bj+(z— k.
Folosind definitia produsului scalar, rezulta urmatoarea ecuatie a sferei:
Sr(C): (x—a)+(y—b)?>+(z—c) =R (44)
numita ecuatia canonica a sferei. Ecuatia generala a sferei este:

Sp(C): 2+ y*+22+mr+ny+pz+q=0, (45)

de unde prin identificarea coeficientilor intre ecuatiile (44) si (45), obtinem:

m= —2a
n=—2b
p=—2c (46)

q=a*+v+c*— R?
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(55

(47)
1
R= 5\/m2+n?+p?—4q

Ecuatiile parametrice ale sferei pot fi obtinute plecand de la ecuatia vectoriala. Pentru
—
aceasta, consideram vectorul unitar w, coliniar cu CM, dat prin:

U= cosai+cos 3]+ cosyk.

a, B §i v sunt unghiurile pe care vectorul uw le face cu axele de coordonate Ox, Oy,
respectiv Oz; deci cos a, cos (3, cos~y reprezinta cosinusii directori si verifica egalitatea

cos® a + cos? B+ cos® y = 1. (48)
In aceste conditii, exista un numar real si pozitiv A , astfel incat
—
CM = \u. (49)
A . . A~ . H . .
Trecand la norma si tinand cont ca ||@|| = 1 si ||[CM]| = R obtinem A\ = £R, adica
—
CM = +Ru.

Deoarece N B - B
CM=(x—-a)i+(y—>b)j+(z—c)k

rezulta de aici ecuatiile parametrice ale sferei:

r=a=+ Rcosa
y=0b=+ Rcosf (50)
z=c=E Rcosvy

Observatia 3.1. Deoarece parametrii «, 3, v satisfac ecuatia (48), rezulta ca ei nu sunt
independenti, deci unul dintre ei se poate exprima in functie de ceilalti doi. De aici rezulta
ca ecuatiile parametrice ale sferei se exprima cu ajutorul a doi parametri independenti.
In concluzie, sfera este o varietate de dimensiune 2 in €3 (o suprafatd).

3.1.2 Coordonate sferice

Vom pune in evidentda un alt tip de ecuatii parametrice ale sferei de raza R. Pentru
aceasta, consideram sfera centrata in origine si scriem coordonatele polare ale unui punct
M (z,y, z) de pe sfera:

x = R sinf cosyp

y= R sinf sinp (51)

z =R cosf

unde 7 = 5]\7, 17l = R >0, 6 = T,/O\z, M'" = Prog,M, ¢ = OM’,\OQU, iar 6 € [0, 7],
@ € [0,2m).

Notand 6" = g — 0, avem ' € [—g, g] si sin® = cos 6, cos = sind.
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Prin urmare, pentru sfera centrata in origine si de

H .
raza R = [|[OM|| obtinem: z
r =R cosf cosp .
y= R cosf siny (52) "M
z=Rsind F :
0 |
Daca notam 0 = u, ¢ = v, atunci obtinem ecuatiile ol : v
parametrice pentru sfera centrata in origine: ® e L ’
_________ .
r = R cosu cosv
) T x
y= R cosusinv ,ue€ [_E’E] , v € [0,2m).
z = Rsinu Figura 23: Coordonate polare

(53)

Perechea (u,v) poarta numele de coordonate sferice ale punctului M € Sg (u si v dau
pozitia punctului M).

3.1.3 Cercul in spatiu

Definitia 3.2. Cercul in spatiu se defineste ca intersectia dintre o sfera si un plan aflat
la o distanta de centrul sferei mai mica decat raza sferei.

Fie Sg(C) sfera de centru C(a,b,c) si raza R > 0, si
P: Ar+ By+ Cz+ D = 0 un plan in £3. Notidm
Sr(C)NP =T.

Daca d(C, P) > R, atunci I' = (), adica planul si sfera
nu se intersecteaza.

Daca d(C,P) = R, atunci I' = {M,}, adica planul
este tangent sferei in punctul M,.

Daca d(C, P) < R, atunci I este o multime infinita de
puncte, caracterizata de ecuatiile carteziene:

Figura 24: Cercul in spatiu
(r—a)+(y—0>2+(z—c)?=R? (54)
Ar+By+Cz+ D =0

Vom determina in continuare coordonatele centrului C” al cercului I', precum si raza r a

acestuia. Astfel,
laA+bB + c¢C + D|

d(C, P) = CC' =

si din teorema lui Pitagora rezulta
r=vR?>—CC"2. (55)

Pentru calculul coordonatelor punctului C’, remarcam ca acesta este proiectia pe planul
P a centrului sferei C', adica va fi solutia sistemului:

{ Ar+By+Cz+D =0

r—a x—b x-—c

A B C
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adica,
C'la+t'A, b+t'B, c+t'C) (56)

unde
, Aa+ Bb+Cc+ D

RN

3.1.4 Planul tangent intr-un punct la o sfera

Ne propunem in acest paragraf sa determinam ecuatia planului tangent la o sfera intr-un
punct al acesteia.

Fie Sg(C) sfera de raza R, avand centrul C(a,b,c)
in spatiul afin &3 raportat la un reper afin ortonor-
mat RY = {0;i,7,k}. Consideram punctul
My(x0,y0,20) € Sr(C), planul tangent T (S) in
punctul M la sfera, si M un punct curent (oarecare)
R . _ —_— _ - _ —_—
in acest plan. Notam 7o = OM,, 7c = OC, 7 = OM.

Observatia 3.2. Oricare ar fi punctul M € T, (5),
—_—

—
proiectia lui CM pe directia vectorului C'M, este o
constanta pozitiva, si anume raza R a sferei.

Deoarece . Figura 25: Planul tangent
prC—MSCM =R

avem . N N )
< CM,CMy >= |CMy|| - prgzzCM = R- R = R™.

In consecinta, ecuatia vectoriala a planului tangent la sfera va fi:
<TF—Teo, To —Tc >= R2. (57)

Daca descompunem vectorii 7, 7y, 7¢, obtinem:

T—Te=(r—a)i+(y—0bj+(z—ck
To —To = (wg — a)i+ (yo — b)j + (20 — o)k
Inlocuind acestea in ecuatia (57) obtinem ecuatia carteziana a planului tangent:
Ta,(S) = (v —a)(wg—a) + (y —b)(yo — b) + (2 — ¢)(z0 — ¢) = R*. (58)
Daca sfera este data prin ecuatia sa generald atunci ecuatia (58) devine:

T+ X Y+ Yo Z+ 2
5 TNy TP

Observatia 3.3. Ecuatia (59) poate fi obtinuta si prin procedeul de dedublare, a carui

principiu este urmatorul
2% = T - 2
T+ g

Tao(S): x-xo+y-yo+2-20+m- +q=0 (59)

Xr —

Procedeul de dedublare poate fi extins la orice suprafata algebrica de gradul al doilea
(cuadrica).
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3.2 Conice si cuadrice
3.2.1 Conice date prin ecuatia generala

Conicele sunt curbe de gradul al doilea ale planului afin euclidian bidimensional. Ecuatiile
conicelor se obtin prin anularea unui polinom de gradul al doilea in doua variabile. Deci,
conicele sunt varietati patratice I'? ale unui plan afin sau euclidian, dar de dimensiune 1.
Ecuatia generala a unei conice in sistemul de axe ortogonal (Ozy) al spatiului euclidian
E? este de forma:

I? 0 a12? + asoy® + 2a102y + 20137 + 2a93y + ass = 0, (60)
unde coeficientii a;j, i, j = 1,3, sunt numere reale.
Ecuatia generala a conicei se obtine prin anularea unei forme patratice afine

H(z,y) = an2® + agy® + 2a122y + 20137 + 2a3y + as3

11 aiz2 A3
de matrice D = 12 G2 QA23

@13 Aag23 a33

. A L. . aix a1z
Consideram in cele ce urmeaza si matricea A = ( ae .
12 a2

Definitia 3.3. Invariantit ortogonali ai unei conice sunt:

a1 G122 Aa13
o discriminantul mare: A = det(D) = | aja ag a9

13 a23 33

@11 a2

o discriminantul mic: § = det(A) = te
12 022

o invariantul: I =Tr(A) = ai + az.

Cu ajutorul invariantilor ortogonali se poate stabili natura si genul unei conice. Astfel:

Natura unei conice este determinata de discriminantul mare:

e A # 0 - conica este nedegenerata (propriu-zisa)

e A =0 - conica este degenerata (o pereche de drepte)
Genul unei conice este determinat de discriminantul mic:

e § # 0 - conica cu centru

— 0 > 0 gen eliptic
— 0 < 0 gen hiperbolic

e ) =0 - conica fara centru - gen parabolic
Vom studia in continuare cateva proprietati ale conicelor.
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A. Conice nedegenerate (A #0)

A1l. Conice nedegenerate cu centru (J # 0)

Fie o conica de ecuatie generala (60) pentru care A # 0, § # 0. Pentru a o reprezenta
grafic, avem nevoie de ecuatia redusa (canonica) a conicei relativa la un nou sistem
de coordonate carteziene C' XY, avand originea in C' si axele de coordonate C'X, CY
suprapuse axelor de simetrie ale conicei. Ecuatia redusa are forma:

aX?+ BY? +4 =0, (61)

In continuare vom prezenta modul de calcul al ecuatiei reduse.
Coeficientii o si § sunt valorile proprii ale matricii A, adica radacinile polinomului
caracteristic

ap;; — A a2
12 age — A

p(\) = det(A — \I) = =N TA+0

Rezulta ca a = A\j si B = A\, satisfac relatiile: \y + o =1 si Ay - Ay = 0.
Coeficientul v se afla astfel: v = 5

Ecuatia canonica izometrica a unei conice cu centru este de forma

A
/\1)(2 + /\2Y2 + g - O (62)
sau
X? y?
——+—=-1=0. (63)
RSP YT}

Ecuatia (63) reprezintd ecuatia unei elipse dacd numitorii ecuatiei sunt pozitivi, adica
radacinile A; si A2 au semn contrar cu A. Dacé alegem coeficientii A astfel incat |A;| < |Aql,
adica primul numitor sa fie mai mare in modul, atunci C'X va fi axa mare a elipsei. Rezulta
ca o elipsa va fi caracterizata de

0>0
{ I-A>0 (64)
Ecuatia (63) reprezintd ecuatia unei hiperbole dacd numitorii ecuatiei (63) au semne
contrare, adicd A; si Ay au semne contrare. Daca I = 0 (adicd [A\;| = |Ag]), atunci

hiperbola este echilatera. Axa transversala (axa C'X) a hiperbolei corespunde termenului
cu coeficient pozitiv, deci A\; trebuie sa aibe acelagi semn ca si A. Rezulta ca o hiperbola

va i caracterizata de 5
<0
{ M-A>0 (65)

Definitia 3.4. Centrul (centrul de simetrie) unei conice este acel punct al planului *
care are proprietatea de a fi mijloc al tuturor coardelor conicei care trec prin el.

Propozitia 3.1. Centrul unei conice se noteaza C(xo,vo) §i se obtine ca solulie a
sistemului:

(66)

a1xr —+ a1y + a13 = 0
a12% + gy + azz = 0.
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Figura 26: Elementele elipsei Figura 27: Elementele hiperbolei

Demonstratie. Fie C(xg,10) centrul conicei. Facem o translatie a reperului ortonormat
Ozy in C' si obtinem:
X =x—x
67
{ Y=y—1y (67)

Ecuatia conicei (60) devine atunci:
CL11(X+JIQ>2+CL22 (Y+y0)2+2a12(X+x0)(Y+yo)+2a13(X+xo)+2a23 (Y+yo)+a33 =0 (68)

sau.
[CLHX2 + a22Y2 + 2&12XY] +

+2 a1 Xxo + aY yo + a12Xyo + arpxoY + a1z X + axY ]+ (69)
+ [ClniU% + @22y3 + 2a12%0Y0 + 2a1370 + 2a23yo + azz] =0

Fie M(Xy,Yy) un punct de pe conica. Atunci M'(—Xy, —Y;) va apartine si el conicei,
deci cele doud puncte vor verifica ecuatia (69):

[CLHXS + a221/b2 + 2(112X0YE)] +
+2 [a11 Xoo + a2 Yoyo + a12Xoyo + a1220Y0o + a13Xo + az3Yo] + (70)
+ (a2 + a2yg + 2a1220Yo + 2a13%0 + 2a23Y0 + ass] =0

i
[a11 X3 + aY{ + 2a12XYo] +
—2[a11 Xozo + a2 Yoyo + a12Xoyo + a1220Yo + a13Xo + azsYo| + (71)
+ [an12d + a2yg + 2a1220Yo + 2a13%0 + 2a23y0 + azs] = 0

Scazand ultimele doua ecuatii, obtinem:
a11XoTo + aYoyo + a12Xoyo + a1270Yo + a13Xo + az3Yy =0 (72)
pentru orice punct M (X, Yy) de pe conica, deci centrul conicei va verifica ecuatiile:

a11xo + aiyo +aiz =0 (73)
a12%o + ayo + azs = 0.

]
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Observatia 3.4. Observam ca

0H
— =2(anxr +apy+a 74
o ( 11 12Y 13) ( )
0OH
Sy 2(a127 + agy + as) (75)
Y
unde H (z,y) este forma patratica afina care definegte conica. Inseamna ci punctul critic
0 0H
al formei patratice H, adica (xo, yo) care verifica a—(xo, Yo) = a—(xo, yo) = 0, reprezinta
x Y

coordonatele centrului conicei.

Deoarece prin centrul C' al unei conice trec atat axele cat gi asimptotele (daca ele exista),

0H
aceste drepte apartin fascicolului de drepte cu bazele d; : % O0sids: By 0:
T Y

oH . oH B

ox dy
In continuare, ne propunem si determinim coeficientii unghiulari & astfel incat ecuatia
(76) sa reprezinte ecuatiile axelor de coordonate C' X, respectiv C'Y.

0. (76)

Reducerea la forma canonica se face printr-o translatie de ecuatie (67) urmata de o rotatie
de unghi 6, astfel incat noile axe de coordonate sa devina axele de simetrie ale conicei.
Directiile noilor axe C'X si CY, sunt date de vectorii

{ €1 =cosfi+sinfj (1)

€y = —sinfi +cosfj

care reprezinta vectorii proprii corespunzatori valorilor proprii Ay, As. De aici rezulta:

(a1 — A1) cos@ + ajasinf =0 (78)
a2 cos 6 + (a22 — )\1) sinf =0
si
—(a11 — A2)sinf + a3 cosf =0 (79)
—a12 sin 0 + (CL22 - )\2) cosf = 0.
Eliminand pe A; din primul sistem, obtinem succesiv:
>\1 = algth + a1y
si
algtg20 + (CLH — agg)tgé — Q19 = 0 (80)

sau, daca notam tgf = k, obtinem coeficientii unghiulari ai axelor conicei ca solutii
ale ecuatiei
a12k2 + (CLH - a22>k — Q12 = 0. (81)
Coeficientii unghiulari k; ; ai asimptotelor unei hiperbole se obtin ca solutii ale
ecuatiei:
a22k2 + 2@12143 + a1 = 0. (82)

Observatia 3.5. Pentru determinarea ecuatiei reduse a unei conice cu centru, in afara
metodei valorilor proprii, se mai poate folosi si metoda roto-translatiei, care presupune
transformarea reperului Ozy in C XY, unde C(zy, o) este centrul conicei, dupa ecuatiile:

T =20+ Xcosf —Ysinb (83)
Yy =1yo+ Xsinf+Y cosé.
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A2. Conice nedegenerate fara centru (6 =0)

Daca sistemul liniar (66) care defniegte centrul conicei este incompatibil, adica 6 = 0,
atunci vorbim de o conica fara centru. Deci, conditia pentru ca o conica nedegenerata sa
fie parabola este:

AAD
{ 5= 0. (84)

Figura 28: Elementele parabolei

Forma redusa a parabolei este
Y? =2pX (85)

unde dreapta VX : Y = 0 reprezinta axa de simetrie a conicei, dreapta VY : X =0
este tangenta dusa prin varful V' al conicei, iar p este parametrul parabolei raportat la
reperul (VXY).

Deoarece 6 = 0, rezulta a%Q = ay11a92, SAU a19 = \/ajia. Ecuatia (60) devine:
(Vanz £y GQQQ)Q + 2a137 + 2a93y + azz =0 (86)

Ecuatiile axei de simetrie i ale tangentei in varf se obtin egaland cu 0 cele doua polinoame
de gadul intai care apar in ecuatiile (85) si (86), facand in prealabil o corectie cu un termen
aditiv A:

(Vanz £ agy +N)? = A+ 2X\(Vanr + Vaxny) — 2(a13r + ay) — ass
Y? = X

Astfel, ecuatia axei de simetrie, Y = 0, va fi:

Vanr £ \/apny + =0 (87)

iar ecuatia tangentei in varf, X =0, va fi

)\2 + 2)\(\/61111' + \/aggy) — 2(&131’ + aggy) — a3z = 0. (88)

Pentru a gasi parametrul A\, se pune conditia de ortogonalitate a celor doua axe, adica:

Varr(Aan = aiz) + \/ag(AV/az F azs) =0 (89)

de unde rezulta

v/ x ./
\ = 11413 a22a23. (90)

a1l + ag9
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Varful parabolei se obtine intersectand dreptele VX si VY. Parametrul p al parabolei

este
A
P=%\—7 (91)

Rezulta ca ecuatia redusa a parabolei in sistemul VXY este:

A
2 _

B. Conice degenerate (A =0)

B1. Conice degenerate cu centru (J # 0)

Conicele degenerate cu centru sunt constituite dintr-o pereche de drepte imaginare (pentru
d > 0), sau dintr-o pereche de drepte reale (pentru 6 < 0). Dreptele imaginare se
intersecteaza dupa un punct ale carui coordonate sunt reale, iar dreptele reale sunt
concurente in centrul conicei, gi coincid cu asimptotele conicei.

B2. Conice degenerate cu o infinitate de centre (J =0)

Conicele degenerate cu o infinitate de centre corespund conicelor degenerate de tip
parabolic, adica ecuatia lor se poate scrie:

Dy, -Dy =0 (93)

unde D; si D, sunt dreptele in care degenereaza conica. Sistemul care da centrul conicei
este compatibil nedeterminat, deoarece § = 0. Rezulta ca dreptele care formeaza conica
sunt paralele (D] Dy ) daca:

a1 Q12 ?é 13
12 22 23

sau sunt identice (D; = Dy ) daca:

ai;  aiz2 a3

Q12 a2 @23

In concluzie, conica are o infinitate de centre colineare (linie de centre).
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3.2.2 Cuadrice date prin ecuatia generala

Definitia 3.5. Cuadricele sunt suprafete algebrice de gradul al doilea, adicd suprafete ale
spativlui afin euclidian 3-dimensional a cdror ecuatie se obtine prin anularea unui polinom
de gradul al doilea in trei variabile.

Observatia 3.6. Cuadricele sunt varietati patratice de dimensiune 2.

Ecuatia generald a unei cuadrice in raport cu un sistem de axe de coordonate (Ozyz) al
spatiului £3 are forma:

Y2 ana? +agey® +assz 420102y + 201372 + 2003y 2 + 20147+ 2004y + 20342 +agy = 0 (94)
si se obtine egaland cu zero forma péatratica afind in £3:
H(z,y,2) = F(z,y,2) + 2G(x,y, 2) + ay (95)
unde
F(x,y,2) = ana® + any® + assz” + 2012y + 201302 + 20392
este o forma patratica afina pe R3 x R3, iar
G(z,y,2) = a14% + ag4y + G342
este o forma liniara pe R3.
Observatia 3.7. Matricea asociata formei patratice H este:
apipr Gz Qi3 Ay
D— iz G2z Q23 Az (96)

13 Aag23 33 (34
14 Q24 A34 Q44

iar cea asociata formei patratice F' este:

11 a2 13
A= Q12 dg22 (23 . (97)
13 dg23 (33

Definitia 3.6. Invariantii ortogonali ai unei cuadrice sunt:

e A =detD;
e ) =det A;
e p=rang D;

e r =rang A;
e p = numdrul de pdtrate pozitive.

Observatia 3.8. Numarul de patrate pozitive este mai mic sau egal cu rangul matricei
A:
p<r.

Invariantii ortogonali sunt utili in clasificarea cuadricelor.
In continuare, prezentam o clasificare a cuadricelor date in forma lor normala.
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A. Cuadrice nesingulare (propriu-zise) (A #0)

Cuadricele nesingulare pot fi cu centru unic sau fara centru (cu o infinitate de centre).

A1l. Cuadrice cu centru unic (0 # 0, adica r = 3)

Daca p = 3, cuadrica este un elipsoid. Ecuatia sa redusa este de forma:
(V1) + (V) + (Vo) = 1.

De exemplu, cuadrica

LIZ‘Q y2 22

ﬁ + == + g =1
este un elipsoid. Intersectiile sale cu axele de coordonate sunt punctele de coordonate
A(a,0,0), B(0,b,0), C(0,0,c). Intersectiile sale cu planele Ozy, Oxz, respectiv Oyz sunt
elipse. In cazul particular a = b = ¢ obtinem o sfera.

Figura 29: Elipsoidul

Daca p = 2, cuadrica este un hiperboloid cu o panza. Ecuatia sa redusa este de forma:
(Y1) + (Y2)* = (¥3)* = 1.

De exemplu, cuadrica

.CL’2 y2 22

e ]
este un hiperboloid cu o panza. Intersectiile sale cu axele de coordonate sunt punctele
A(a,0,0) si B(0,b,0). Intersectiile sale cu planele Oyz si Oyz sunt hiperbole, iar
intersectia cu planul Oxy este elipsa.

Figura 30: Hiperboloidul cu o panza

Daca p = 1, cuadrica este un hiperboloid cu doua panze. Ecuatia sa redusa este de forma:

(V)2 — (¥2)? - (¥y)* = 1.
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De exemplu, cuadrica

este un hiperboloid cu doua panze. Intersectia sa cu axele de coordonate este punctul
A(a,0,0). Intersectiile sale cu planele Ozxy si Ozz sunt hiperbole, cu planul Oyz nu se
intersecteazd, iar intersectiile sale cu plane de forma x = m (m? > a?) sunt elipse.

Figura 31: Hiperboloidul cu doua panze

A2. Cuadrice fara centru (0 =0gir =2)

Daca p = 2, cuadrica este un paraboloid eliptic. Ecuatia sa redusa este de forma:
(Y1)* + (Ya)” = 25,

De exemplu, cuadrica
2 2

¥y _
2 + T 2pz
este un paraboloid eliptic. Intersectia sa cu axele de coordonate este punctul O(0,0,0).
Intersectiile sale cu planele Oxzz si Oyz sunt parabole, intersectia sa cu planul Ozy este
punctul O (originea reperului), iar intersectiile sale cu plane de forma z = const sunt

elipse.

Figura 32: Paraboloidul eliptic

Daca p = 1, cuadrica este un paraboloid hiperbolic. Ecuatia sa redusa este de forma:

(Y1)” — (Y2)® = 2V
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De exemplu, cuadrica
2 2

T Y

e R
este un paraboloid hiperbolic. Intersectia sa cu axele de coordonate este punctul O(0, 0, 0).
Intersectiile sale cu planele Oxz gi Oyz sunt parabole, iar intersectia sa cu planul Ozy

este o pereche de drepte concurente.

Figura 33: Paraboloidul hiperbolic

B. Cuadrice singulare nedegenerate (A =0, p=3si0 #0)

Cuadricele singulare nedegenerate pot fi cu centru unic, cu o infinitate de centre, sau fara
centru.

B1. Cuadrice cu centru de unic (r = 3)
Centrul cuadricei este si centru de simetrie.

Daca p = 3, cuadrica este un punct dublu. Ecuatia sa redusa este de forma:

(Y1)? + (Y2)? + (Y3)* = 0.

Daca p = 2, cuadrica este un con. Ecuatia sa redusa este de forma:
(Y1)? + (Y2)* = (¥3)* = 0
sau
(1) + (Y2)* = (Y3)".

De exemplu, cuadrica

22 2 22

2T eT 2

a b c
este un con. Intersectia sa cu axele de coordonate este punctul O(0,0,0), punct care se
numeste varful conului. Intersectia sa cu planele Oxy, Oyz, Oxz este punctul O(0,0,0),
iar intersectiile sale cu plane de forma z = const sunt elipse.

Daca p = 1, ecuatia redusa a cuadricei este de forma:
(Y1)* = (Y2)* = (¥3)* = 0

ceea ce se mai poate scrie si
(Y2)* + (¥3)* = (V1)

deci cuadrica va fi un con.
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Figura 34: Conul

B2. Cuadrice cu o infinitate de centre (§ =0 sir = 2)

Daca p = 2, cuadrica este un cilindru eliptic, si are ecuatia redusa de forma:
(Y1)* + (Y2)* = L.

De exemplu, cuadrica
2 2
Z )
2 et
este un cilindru eliptic. Degi aceasta ecuatie pare ecuatia unei elipse in planul Ozy, totusi

in spatiu ea are urmatoarea semnificatie:

2 2
: Yy
”pentru orice z, are loc — + = =17
a

b2
Intersectiile cilindrului eliptic cu axele de coordonate sunt punctele A(a,0,0) si B(0,b,0).
Intersectia sa cu planul Oxy si cu orice plan de forma z = const este o elipsa, iar intersectia
sa cu planul Oxz, respectiv Oyz, reprezinta o pereche de drepte paralele.

Figura 35: Cilindrul eliptic

Daca p = 1, cuadrica este un cilindru hiperbolic, a carui ecuatie redusa este:
(Y1)* = (Yz)* = L.

De exemplu, cuadrica



este un cilindru hiperbolic. Desi aceasta ecuatie pare ecuatia unei hiperbole in planul
Ozy, totusi in spatiu ea are urmatoarea semnificatie:

2 2

7 : y
pentru orice z, are loc— — —=
a2 b?

— 177
Intersectiile cilindrului hiperbolic cu axele de coordonate sunt punctele A(+a,0,0).
Intersectia sa cu planul Oxy si cu orice plan de forma z = const este o hiperbola, iar

intersectia sa cu planul Oxz, respectiv Oyz, reprezinta o pereche de drepte paralele.

Figura 36: Cilindrul hiperbolic

B3. Cuadrice fara centru (§=0sir=1)

Deoarece 6 = 0 i r = 1 avem ca p = 1, iar cuadrica se va numi cilindru parabolic. Ecuatia
sa redusa este:
(Y1)* = 2(Y2).

De exemplu, cuadrica
y? = 2px

este un cilindru parabolic.

C. Cuadrice singulare degenerate (A =0sip=2)

Cuadricele singulare degenerate pot sa nu aibe centru de simetrie, sau pot avea o infinitate
de centre de simetrie.

C1l. Cuadrice fara centru de simetrie sunt acele cuadrice singulare degenerate
pentru care d =0 gi r = 2.

Daca p = 2 atunci ecuatia redusa a cuadricei este de forma
(Y1)? + (Y2)* =0
adica se obtine o dreapta dubla.
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Daca p = 1 atunci ecuatia redusa a cuadricei este de forma
(Y1)* = (Y2)* =0

adica se obtine o pereche de plane secante.

C2. Cuadrice cu o infinitate de centre de simetrie sunt acele cuadrice singulare
degenerate pentru care 6 =0 gi r = 1. Deci, p = 1.

Daca p # 1, atunci ecuatia redusa va fi ecuatia unei perechi de plane paralele:

(¥1)* = 1.
Daca p = 1, atunci ecuatia redusa va fi ecuatia unei perechi de plane confundate:

(¥1)? = 0.

3.2.3 Cuadrice ovale si cuadrice riglate

Definitia 3.7. Se numeste cuadrica ovald acea cuadricda pe care nu pot fi asezate in
intregime segmente de dreaptd sau drepte.

Elipsoidul, paraboloidul eliptic, hiperboloidul cu doua panze sunt cuadrice ovale.

Definitia 3.8. Se numeste cuadrica riglata o cuadrica pe care pot fi asezate segmente de
dreapta sau chiar drepte in intregime.

Definitia 3.9. Dreptele situate pe cuadricele riglate se numesc generatoare rectilinii.

Hiperboloidul cu o panza si paraboloidul hiperbolic sunt cuadrice riglate.
Determinarea generatoarelor rectilinii

Cazul hiperboloidului cu o panza Consideram hiperboloidul cu o panza de ecuatie

22 2 2 X
a> b
a carui ecuatie o mai putem scrie si
2 2 2
A i
a2 2 b2

sau
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Rezulta de aici ca printr-un punct de coordonate (x,y, z) de pe cuadrica pot trece doua
drepte, de ecuatii generale

a ¢ W

unde A, 1 sunt parametri reali. D) se numeste prima familie de generatoare, iar D, se
numeste a doua familie de generatoare.

Cazul paraboloidului hiperbolic Consideram paraboloidul hiperbolic de ecuatie

a carui ecuatie o mai putem scrie si

o) G- -

Rezulta de aici ca printr-un punct de coordonate (x,y, z) de pe cuadrica pot trece doua
drepte, de ecuatii generale

T Yy r oy
7. )
PR o Ty TP
D,y : siD, :
+y 1 g rx y 1 ;
“ad ., 2 _Jd_ =
b A a b u

unde A, u sunt parametri reali. D) se numeste prima familie de generatoare, iar D, se
numeste a doua familie de generatoare.

Exemplul 3.1. Determinati generatoarele rectilinii ale cuadricei
92% — 4y* +3622 —36=0

care trec prin punctul M (2,3,1).

Solutie: Din ecuatia cuadricei rezulta
922 — 4y* = 36 — 3622

sau
(3x — 2y)(3z + 2y) = (6 — 62)(6 + 62).
De aici rezulta ca prima si a doua familie de generatoare au forma:
3x — 2y = \(6 — 62) 3z + 2y = pu(6 — 62)

D, : 1 siD,: 1
31+ 2y = (6 + 62) 3x—2y=;(6+62)
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Pentru a determina parametrii A, u, sa observam ca punctul M de pe cuadrica va verifica
ecuatiile pentru prima, respectiv a doua familie de generatoare. Avem astfel:

3.2—-2-3=\(6-6) 3-2+2-3=pu(6-06)
D,y : 1 siD,: 1
3-2+2-3:X(6+6) 3-2—2-3:;(6—1—6)

De aici rezulta A = 1, iar sistemul D, este incompatibil. Pentru a rezolva sistemul D,,,
renotam generatoarele, si obtinem:

1 1
32+ 2y = —(6 — 62) 3.2+2.3=—(6-06)
D, : a & D, a & =0.
3z — 2y = (6 + 62) 3:2—2-3=pu(6+6)

Rezulta de aici ecuatiile generatoarelor:
3r —2y=6—06z 6—-6z=0
Dy : siD,: )
3xr + 2y =6+ 62 3r—2y =20

Observatia 3.9 (proprietatile generatoarelor).

1. Pentru fiecare punct My(zo, yo, 20) € 22 trece cate o generatoare din familiile Dy si
D

e

2. Orice pereche de generatoare apartinand uneia dintre familiille Dy sau D, este
formata din drepte disjuncte.

3. Orice pereche de generatoare apartinand la familii diferite are un punct comun.

3.3 Suprafete speciale: cilindrice, conice, de rotatie
3.3.1 Suprafete cilindrice

Definitia 3.10. Se numeste suprafata cilindrica o suprafatd generatd de o familie de
drepte avand o directie fixa si satisfacand una din urmdtoarele conditii:

a) se sprijindg pe o curba datd,

b) sunt tangente unei suprafete date.

Determinarea ecuatiei unei suprafete cilindrice care se sprijina pe o curba data
In acest caz se cunosc (se dau):
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Figura 37: Suprafete cilindrice

e ccuatiile dreptei D:

D' Pl(xayaz):()
| Py(z,y,2)=0

unde Py (z,y,2) = Ajx+ Byy+ Cy 2+ Dy iar Py(x,y,2) = Asx + Boy+ Cy 2+ Do,

e ccuatiile curbei I':

oo { v =0

g(x,y,2) =0

Ecuatiile generatoarelor rectilinii paralele cu dreapta D sunt

iar conditia ca aceste generatoare sa intersecteze curba I' se reduce la compatibilitatea
sistemului de 4 ecuatii si 3 necunoscute:

Pl(x7y7 Z) =A
P2(£7ya 2) =K
f(x,y,2) =0
g(x,y,z)=0.

adica se reduce la o relatie intre A si p, (A, £) = 0 pentru care sistemul de mai sus sa fie
compatibil. De aici, inlocuind A si p, se obtine ecuatia suprafetei cilindrice, ¢(x,y, z) = 0.

Exemplul 3.2. Sa se scrie ecuatia suprafetei cilindrice care se sprijina pe curba

202+ 32 —1=0
I':
r—y+z—-1=0

si are generatoarele paralele cu dreapta

Jx—y=0
D'{2x+3z:0
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Solutie: Ecuatiile generatoarelor sunt

rT—y=A
20+ 3z =p
iar conditia de compatibilitate se pune pentru sistemul

(1) z—y=2A

(2) 2z4+3z=1p

(3) 222432 —1=0
4) z—y+2z—-1=0.

Din ecuatiile (1) si (4) rezultd z = 1 — A. Inlocuind aceasta valoare in ecuatiile (2) si (1)
3\ —3 A—3
obtinem x = p ) siy= %, iar din ecuatia (3) va rezulta o relatie intre A
s p 2 2
3\ —3 A—3
e =2 (BE2AZ2) g (BEAZ2) g
2 2
sau

0\, 1) = 5% + 18\ — 30u + 210 — 54\ +41 =0

de unde, inlocuind A = x — y, 4 = 2z + 3z, obtinem ecuatia suprafetei cilindrice:

452% — bdyz + 114wz — 902 + 21y* — T8xy + 5dy + 772* — 114x + 41 = 0.

Determinarea unei suprafete cilindrice tangente la o suprafata data In acest
caz se Cunosc

e ccuatiile dreptei D:

D- Pi(z,y,2) =0
| Pax,y,2)=0

unde Py(z,y,2) = Ajx+ B1y+Ciz+ Dy iar Py(x,y,z) = Asx + Boy + Cy 2z + Do,

e ccuatiile suprafetei 32
Y2 F(x,y,2) = 0.

Ecuatiile generatoarelor rectilinii paralele cu dreapta D sunt
Pi(z,y,2) = A
P2 (l’, Y, Z) =K

iar conditia ca aceste generatoare sa fie tangente la suprafata Y2 se reduce unicitatea
solutiei ecuatiei
F(z,y,2)=0

adica discriminantul acestei ecuatii trebuie sa fie zero.

Exemplul 3.3. Sa se scrie ecuatia cilindrului tangent sferei a2 + y? + 22 = 4 si care are
generatoarele paralele cu dreapta




Solutie: In acest caz, doua plane care intersectate dau dreapta D sunt:

—r—2+2=0
y—2z=0.

De aici rezulta ca sistemul in A si p va fi

(1) —z—2+2=2\
(2) y—2z=p
(3) 22 +y*+22=4.

Din ecuatiile (1) i (2) rezultd x = —z — A+ 2 g1 y = u + 2z, ceea ce, inlocuit in ecuatia
(3) da:
(—2 = A+2+ (u+22)2+ 22 =4

sau
62+ 2N+ 21 —2) 2z + (N2 — 4\ +p?) = 0.

Conditia de tangenta se reduce la existenta unei solutii unice a ecuatiei anterioare, adica:
A=2A+2u—2)> —4-6- (N —4\+ %) =0
adica

—52% + (4y — 22)2 — 2y — 4oy — 5x* + 24 = 0.

3.3.2 Suprafete conice

Definitia 3.11. Se numeste suprafatda conica o suprafata generatda de o familie de drepte
avand un punct fir V' si satisfacand una din urmdtoarele conditii:

a) se sprijind pe o curba datd;

b) sunt tangente unei suprafete date.

Figura 38: Suprafete conice
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Determinarea ecuatiei unei suprafete conice care se sprijina pe o curba data
In acest caz se cunosc (se dau):

e ccuatiile varfului V:

Pi(z,y,z) =0
D : Py(z,y,2) =0
Py(z,y,2) =0

unde Py (z,y,2) = Ajx+ Biy+ Cyz+ Dy, Po(z,y,2) = Ayx + Boy + Cy z + Do,
iar P3(x,y,z) = Asx + Bsy+ C3 2z + D3. Daca se dau coordonatele varfului, atunci

r—x9=0
V(20,90,20) & § Y=Y =0
z—290=0

e ccuatiile curbei I':

 fr,y,2) =0
F'{M%%@ZU

Ecuatiile generatoarelor rectilinii care au un punct fix V' sunt

{ Pl(l',y, Z) = >‘P3(x7y7 Z)
PQ(ZL‘,y, Z) - ,ng(x,y, 2)

iar conditia ca aceste generatoare sa intersecteze curba I' se reduce la compatibilitatea
sistemului de 4 ecuatii si 3 necunoscute:

Pi(z,y,z) = APs(z,y, 2)
P2<x7yv Z) - ,LLP3(.Z', Y,z
f(z,y,2) =0
g(x,y,z) =0.

~—

adica la o relatie intre A si 1, (A, 1) = 0, pentru care sistemul de mai sus sé fie compatibil.
De aici, inlocuind A si u, se obtine ecuatia suprafetei conice, ¢(x,y, z) = 0.

Exemplul 3.4. Sa se scrie ecuatia suprafetei conice avand varful V' (0,1,0) si care se
sprijina pe curba
I { 24+ 22=1

y=20

Solutie: Avem:

rx=0
V(0,2,0) < y—2=0
z=0.

Ecuatia fasciculului de drepte care trece prin V este:

{sz@—m
z=p(y —2)
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Ecuatia conicei se determina din conditia de compatibilitate a sistemului

x=MNy—2)
2=y —2)
2?+22=1
y=0

ceea ce se reduce la
AN+ 42 —1=0

sau
4o +42° — (y — 2)* = 0.

Determinarea unei suprafete conice tangente la o suprafata data In acest caz
se cunosc

e ecuatiile varfului V:

Pi(z,y,z) =0
D:< Pyx,y,2)=0
Py(z,y,2) =0

unde Py (z,y,2) = Ajx+ Biy+ Cyz+ Dy, Po(x,y,2) = Ayx + Boy + Cy z + Do,
iar Py(z,y,2) = Az + By + C3 2 + Ds.

e ccuatiile suprafetei 32
Y2 F(x,y,2) = 0.

Ecuatiile generatoarelor rectilinii care au un punct fix V' sunt

{ Pl(.flf,y, Z) = )\Pg(l’,y, Z)

~—

PQ(xaya Z) = MP3(x7yJZ

iar conditia ca aceste generatoare sa fie tangente la suprafata Y2 se reduce unicitatea
solutiei ecuatiei
F(z,y,2) =0

adica discriminantul acestei ecuatii trebuie sa fie zero.

Exemplul 3.5. Sa se scrie ecuatia suprafetei conice avand varful V' (0,0, —2) si care este
tangenta sferei cu centrul in origine si de raza 1.

Solutie: Avem:

=20
V(0,0,-2) & y=20
z2+2=0.

Ecuatia fasciculului de drepte care trece prin V este:

{x:A@+m

y=p(z+2)
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iar ecuatia sferei centrata in origine si de raza 1 este:
o+ 422 =1
Conditia de tangenta se reduce la compatibilitatea sistemului

r=Az+2)
y=pu(z+2)
P+ yt 422 =1

deci discriminantul ecuatiei
Mz +2)2 + [u(z +2)]* + 2% =1,
trebuie sa fie nul:
A=A+ =40+ p+1D)(EN + 4 —1) =0

adica
2244z —3y* — 322 +4=0.

3.3.3 Suprafete de rotatie

Definitia 3.12. Se numeste suprafata de rotatie suprafata generata de o curbda I' ale cdres
puncte descriu cercuri cu centrele situate pe o dreaptd fixa in plane ortogonale pe aceasta.

Figura 39: Suprafata de rotatie

Determinarea unei suprafete de rotatie In acest caz se cunosc:

e ccuatia dreptei D
T—To Y~ Y% _ 2~ %0

l m n

e ccuatia cercului cu centrul pe D si de raza variabila, data ca intersectia dintre o
sfera cu centrul pe D, de raza variabila, si un plan ortogonal pe D in centrul sferei

(x—x0)* +(y—yo)*+ (2 — 20)> = N?
lx +my+nz=p

in functie de parametrii \, u
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e ccuatia curbei I

. f(:v,y,z):()
I { g(x,y,z) =0.

Din compatibilitatea sistemului de 4 ecuatii cu 3 necunoscute

(x—20)® + (Y —yo)? + (2 — 20)2 = N\?
lx +my+nz=p

f(z,y,2) =0

9(z,y,2) =0

se obtine o relatie p(A, ) = 0 din care, inlocuind A, p, rezultd ecuatia duprafetei de
rotatie: ¢(x,y,z) = 0.

Exemplul 3.6. Sa se determine suprafata obtinuta prin rotirea dreptei D in jurul dreptei

A, unde:

1= —1 1
D r+y—1=0 A:x :y+ _ .
z—1=0. 2 —1

Solutie: Avem 29 =1, yp = =1, 20 = 0sil = 2, m = —1, n = 1. Atunci ecuatia
suprafetei se determina din conditia de compatibilitate a sistemului:

(=12 +(y+1)2+22=N

2t—y+z=p
r+y—1=0
z—1=0.

Din ultimele 3 ecuatii se obtine x = %, y=1-— g, z = 1, iar din prima ecautie rezulta

conditia de compatibilitate:

(%—1)2+<2—%>2+1:)\2.

Inlocuind acum A2 = (. —1)2+ (y 4+ 1)2 4+ 22 i = 2z — y + 2, obtinem ecuatia suprafetei
de rotatie:

20 — 2 20 — 2
(xTW—1> +(2—xTW> +1=(z—-1)>%+ (y+1)*+ 2

sau
82° + (2y — 4z + 9)z + 8y + (4= + 9)y + 52° — 18 = 0.
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4 Geometria diferentiala locala a curbelor plane si a
curbelor spatiale

4.1 Geometria diferentiala locala a curbelor plane
4.1.1 Curbe plane. Reprezentari. Elemente de arc.
Definitia 4.1. Se numeste curbd pland o aplicatie v : I C R — &2 de clasi C*, k € N,

definita pe intervalul real I.

Observatia 4.1.

1. Daca v € C°(I) vom spune ci v este o curba continua.
2. Daca v € C*(I), k > 1 vom spune ci v este o curba diferentiabila de clasa C*.

3. Daca v € C*(I), adica y este o curba ce admite derivate continue de orice ordin,
atunci vom spune ca 7y este o curba neteda.

Multimea T' 22" (1) = Im(y) = {7(¢)|t € I} se numeste imaginea geometrica a curbei, i
este o submultime de puncte din plan:

I={Me&3tel: M=~()}.

In practica, aceasta multime de puncte imagine se numeste curba.

Reprezentari ale curbelor.

Pentru a obtine diferite reprezentari ale unei curbe plane, consideram un reper afin al
—
spatiului euclidian £2, R, = {O;é1,&}. Fie M € I'(C &2),Ff = OM,t € I. Atunci
—
71— &% 7(t) = OM este numita o reprezentare parametrica a curbei I'. Ecuatia

r=7r(t), tel (98)

se numeste ecuafia vectoriald a curbei.
Daca descompunem vectorii din ecuatia (98): 7 = xe; +yeéq si 7(t) = x(t)e; +y(t)és atunci
obtinem
{ v=olt) o (99)
y=yt)
numite ecuafii parametrice ale curbei plane I'.
Prin eliminarea parametrului ¢ se obtine o ecuatie cateziana de forma

F(z,y)=0 (100)

numita ecuatie carteziand implicitd a curbei.
Daca putem exprima z = g(y) sau

y = [f(x) (101)

atunci spunem ca am obtinut ecuafia explicitd a curbei.
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Elementul de arc

Fiind data I o curba plana data de reprezentarea vectoriala 7 = 7(t), ¢t € I, consideram
o noua valoare a parametrului ¢ = ¢+ h € I, h € R. Obtinem astfel doua puncte ale
curbei I': M(7(t)) si M'(7(t + h)). Lungimea arcului I'jsp,” cuprins intre punctele M si
M’ se aproximeaza prin

UTaar’) =l 7t + h) — () [|=I| ML |

)
it

Figura 40: Elementul de arc

Elementul de arc ds este dat de relatia:

ds = }Lin% | 7(t + h) —7(t) ||=| dr || . (102)

In continuare vom exprima elementul de arc pentru diferite reprezentari ale curbei I'.

e Daca curba I' este data sub forma parametricd, adica

x = x(t)
{y=y® tel,

atunci elementul de arc este:

~ dx
ds =l dr | =]

N0 RO

e Daca curba I' este reprezentata prin ecuatia cateziand, atunci pentru scrierea
elementului de arc vom face o parametrizare naturala, gi anume:

r=1t
{y—mw tel.

Inlocuind in relatiile de mai, obtinem pentru elementul de arc urmatoarea relatie:

ds = +/1+ [y (z)]?dz.
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Observatia 4.2. Pentru a obtine o reprezentare polard a elementului de arc, trebuie sa
exprimam coordonatele carteziene in coordonate polare, in urmatorul mod:

{wzp(w)cosso p>0
y=np(p)sing ¢ €l0,2r]

Elementul de arc in coordonate polare este:
ds = \/p* + [p]*dep.

In toate cazurile, lungimea unui arc finit de curbd corespunzator punctelor My (7(to)), My (7(t1))
se calculeaza cu formula:

I(Taons,) = / " s (103)

to

Exemplul 4.1. Fie curba plana data prin ecuatia vectoriala

D:7=(t—1)i+(t*+2)]

Ecuatiile parametrice asociate curbei sunt:

r=t—1

iar ecuatia carteziana asociata curbei este:
2
y=(r+1)"+2
Elementul de arc in cazul parametric este:

ds = \/[2/()]2 + [y (t)]2dt = V1 + 4t2dt

iar in cazul cartezian:
ds = /1 +4(x+ 1)%dx

Dacé comsideram punctele My(tg = 0) i M;(t; = 1) de pe curba, atunci lungimea arcului
cuprins intre punctele M, si M; este:

t1 1 7
to 0
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4.1.2 Tangenta si normala intr-un punct regulat la o curba plana.

Definitia 4.2. Un punct M(7(t)) € T, corespunzdtor valorii t € I, se numeste punct
regulat al curbei dacd satisface conditia 7(t) # 0.

Daca 7(t) = 0 atunci punctul M se numeste punct singular al curbe.

Observatia 4.3. O curba se zice requlatd daca toate punctele sale sunt regulate.

Fie M(7(t)) un punct regulat al curbei I' si 7(f) = OM vectorul de pozitie al punctului
M in reperul RY = {O;1,j}, iar M'(F(t + h)) un alt punct de pe curba (vezi figura).
Dreapta determinata de punctele M si M’ este o secanta pentru I'.

Definitia 4.3. Tangenta la I' in punctul M este dreapta obtinutd ca limita a pozitiilor
secantelor D(M, M') cand cel de-al doilea punct M’ tinde spre primul punct M pe I':

Tyo(T) = lim D(M, M), (104)

i.e. dreapta Ty (I') va intersecta curba in doud puncte confundate.

)
(t+h)

Figura 41: Tangenta intr-un punct regulat al unei curbe plane

e
Deoarece MM’ = 7#(t+h)—7(t) este vector director al secantei D(M, M'), prin amplificare
f

t+h)—7(t
(t+h) —r) este tot vector director al secantei D(M, M'). Trecand

1
cu — obtinem ca
la limita, deducem ca vectorul
r(t+h) —7(t)

i h = 7(0)-

este vector director al tangentei Ty, (T").

Scriem in continuare diferite reprezentari pentru ecuatiile tangentei la curba I' intr-un
punct regulat My (7(tg) # 0) al curbei:

e Bcuatia vectoriald: Ty, (D) : B = 7(to) + A (to), AER

B 1 trice: Thy, (I') : : AeR
e Ecuatiile parametrice: Ty, (I") { Y = ylto) + Ai(to)
X —z(t Y —y(t
e Ecuatia carteziana: Ty (I') 1 — z(to) = y(to)
i (to) y(to)
/(¢
sau Y — y(to) = kr[X — z(to)] unde kr = ygtog este panta tangentei.
Z(lo
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Observatia 4.4. Panta k7 a tangentei Ty, (I') se mai poate exprima astfel:

e daca curba I' este data prin ecuatia carteziand implicita F(x,y) = 0, atunci
_ F é(ﬁoayo)_
kp = ————;
F y(ﬂfoayo)

e daca curba I este data prin ecuatia carteziana explicitda y = y(x), atunci kr = y(xo).

Exemplul 4.2. Fie o curba plana data prine ecuatia vectoriala:
F(t) = (t—1)i+ (t* +2)j

Ecuatiile tangentei la curba in punctul M (¢t = 1) (adica M (0, 3)) sunt:

e Ecuatia vectoriala: R = 7(t) + Mi(t) & R= (t — 1+ \)i + (2 + 2 + 2Xt)J.

Deoarece t = 1 pentru punctul M, obtinem: R = X\i + (3 + 2)\)j

X=X

e Ecuatiile parametrice: { Y =342\

e Eliminand A, obtinem ecuatia carteziana: ¥ = 3 + 2.X.
Definitia 4.4. Dreapta normala la curba I' in punctul My , notatd Ny, (I') este dreapta

ortogonald in punctul My pe tangenta Ty, (I') la curbd in acel punct.

Ecuatia normalei la curba I' in punctul M, se scrie punand conditia de perpendicularitate

intre tangenta si normala: produsul dintre pantele celor doua drepte sa fie egal cu —1.
& (to)

y(to)
Nap(T) Y —y(to) = kn[X — z(t0)]

De aici, deducem ca panta normalei Ny (I') este ky = — Ecuatia carteziand a

normalei este deci:
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4.1.3 Puncte singulare ale curbelor plane.

Fie ¢ o curbd parametrizatd definita astfel: ¢: I C R — R? ¢(t) = (z(t),y(t)). Coditiile
de regularitate pentru curba c sunt sintetizate prin urmatoarele:

i) c este o aplicatie injectiva.
i) ce CF(I), k> 1sgi¢(t)#0,Vtel.
adica c este o curba regulata daca orice punct de pe curba c este regulat. Avem regularitate

de ordinul I daca i numai daca k = 1. Pentru a avea regularitate de ordinul II se cere in
plus ¢(t) # 0, Vt € I.

Definitia 4.5. Daca exista puncte pe curba ¢ astfel incdat conditiile i) si i) nu sunt
indeplinite, atunci aceste puncte se numesc puncte singulare.

Punctele singulare, daca exista, corespund acelor valori ale parametrului real ¢ care sunt
solutii ale sistemului
{ (t) =0
y(t) =0

In general acest sistem este incompatibil, dar vom analiza cazurile in care acest sistem
are solutii. Fie ¢ty € I o solutie a sistemului de mai sus. Rezulta ca punctul My(t = to) =
My (g, yo) este un punct singular al curbei I

Daca se cunoagte o reprezentare carteziana a curbei: F(z,y) = 0, atunci My € T' =
F(z(to),y(to)) = 0. Prin derivarea in raport cu ¢, se obtine:

F (w0, 90) - 2(to) + £y (20, y0) - (to) = 0

de unde:

y(to)  Fi(xo,90) I
v = — — hT

o (to) F (o, 0)
va reprezenta panta tangentei la curba in punctul singular My. Dar avem o nedeterminare

de tipul 0 ceea ce ne conduce la:

F (w0,10) = 0 si F;(iﬁ'o,yo) =0

Concluzie: Pentru a afla coordonatele carteziene ale punctelor singulare este suficient sa

rezolvam sistemul:
F(z,y) =0

F (20, 90) = 0 (105)
F (20,10) = 0
Sistemul are 3 ecuatii si 2 necunoscute, ceea ce inseamna ca este posibil ca el s nu aiba
solutii. In acest caz, curba ¢ nu are puncte singulare (toate punctele sunt regulate). In
caz de compatibilitate pot exista mai multe solutii, ceea ce Inseamna ca ¢ are mai multe
puncte singulare.
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Natura punctelor singulare. Tangenta in punctele singulare.

Fie My(xo,70) € I' un punct singular pentru curba I'. Ecuatia tangentei in acest punct

se scrie:
TMO (F) . Y — y() = ]{ZT(X — [Eo)

unde kr este panta tangentei. Panta tangentei se poate exprima prin una din urmatoarele
expresii:

o kr =y'(xy) daca curba I' este data prin ecuatia carteziana explicita y = y(z);

le(ﬁoayo)

; daca I' este data prin ecuatia carteziana implicita F(z,y) = 0.
F y(%’ Yo)

.kTI—

Daca My(o,yo) este un punct singular, atunci: F7,(zo,y0) = 0 si I, (70, yo) = 0.

In cazul in care curba I este daté rin ecuatia carteziana implicita, in conditiile teoremei
functiilor implicite, determinarea lui y/'(zg) se face derivand in raport cu z, in punctul
(20, Yyo), identitatea F(z,y(z)) = 0. Obtinem:

F (0, 90) + F (w0, 0)y (w0) = 0,

insd, nu putem rezolva aceasta ecuatie pentru a obtine y/(xg), deoarece in punctul (xg, yo),
derivatele F” (xq,yo) i F'.(x0, yo) se anuleaza.

In acest caz, derivam de 2 ori relatia F(z,y(z)) = 0 si obtinem:

F' 5 (0, y0) + 2F", (20, o)y (x0) + F'2 (20, Y0)y' (x0)” + F' (0, y0)y" (z0) = 0.

Deoarece ultimul termen este identic nul, pentru determinarea lui ¢’ () ramane sa folosim
ecuatia:
F'o (20, y0) + 2F", (20, y0)y (20) + F2 (0, o)y (20)? = 0. (106)

Un punct singular M, este punct singular dublu, daca in ecuatia (106), cel putin unul
dintre coeficienti este nenul.

In raport cu natura radécinilor ecuatiei (106), care depinde de valoarea discriminantului

A=4|(F" y)2 o /; ) F/; 2] ( , avem urmatoarea clasificare a punctelor singulare duble:
%0,Y0)

a. Punctul singular dublu se numeste nod, daca A > 0 = ki 5 € RU{xoo} cu ky # ko,
i.e. avem 2 tangente distincte la curba in M.

b. Punctul singular dublu se numeste punct de intoarcere, daca A = 0 = ki €
R U {£o00} cu ky = ko, i.e. avem 2 tangente nedistincte la curba in M.

c. Punctul singular dublu se numeste punct izolat, dacd A < 0 = k5 € RU{zxo0} cu
k1 # ko, i.e. nu avem tangente reale in My (cele doua tangente sunt imaginare).
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a b C

Figura 42: Clasificarea punctelor singulare
4.1.4 Curbura unei curbe plane.

Fie I' C £? data prin reprezentarea vectoriala:
r=r7(s), s e [0, L]

Fie M € T" un punct regulat de pe curba al carui vector de pozitie este 7(s) pentru care

7(s) # 0, cu s = [(Tqyr), unde Q € T este "punctul origine” al curbei corespunzator lui
s=0.

Fie M’ € T' un punct din vecinatatea lui M avand vectorul de pozitie 7(s’) astfel incat
|s" —s| < e, Ve>0 fixat.

Consideram tangentele la curba in punctele M gi M’, care formeaza cu axa Ox unghiurile
0 respectiv #'. Aceasta Inseamna ca unghiul ¢ dintre cele doud tangente va fi: o = 6 — 6.

¥

Figura 43: Curbura unei curbe plane

Definitia 4.6. Numarul real _7
(Carar)
lui M.

Observatia 4.5. Lungimea arcului de curba [(T"ysp/) = const, iar ¢ descreste sau creste
dupa cum I' este mai putin curbata respectiv mai mult curbata.

/
Definitia 4.7. Dacad limita k(s) = lim p(s, 8/)

s'—s § —

se numeste curbura medie a lui I in vecinatatea

existd, atunci aceastd limitd se numeste

curbura curbei I' in punctul M.

Daca exprimam prin 6 = 6(s) dependenta unghiului facut de tangenta la curba in punctul
M cu axa Oz, atunci in M avem 0’ = 0'(s') = ¢(s,s") = 0'(s') — 0(s), de unde:

de
k(s) = —
() = —
1
Raportul Ry; = —— se numeste raza de curbura in punctul regulat M.

k()]

Observatia 4.6. Daca k& = 0 atunci curba I" este o dreapta.
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Expresii ale curburii unei curbe plane pentru diferite reprezentari ale acesteia.

e Daca curba plana este data prin reprezentarea parametrica:

{ v = () (107)

y = y(t)

iar M(z(t),y(t)) este un punct pe curba I', atunci panta tangentei in M este

kr = tanf = y(t) de unde avem: 6 = arctan M Calculam derivata lui 6 in

i(t)’ a(t)

raport cu s si obtinem:

o dodt  §i(t)i(t) — E(t)g(t) dt
ds dtds  a(t)2+gt)? ds

1

unde ds = \/2(t)2 + y(t)%dt = — = —= —.
#(t)* + y(t)?

Astfel, formula curburii pentru o curba plana este:

_do g)a(t) — 2@0)y(t)
/2

108
ds (1) + y(t)?)° o)

e Daca curba plana este data prin ecuatia carteziana explicitd: y = y(z), atunci

trecand la parametrizarea naturala: { ;j i Z ) calculand derivatele de ordinul I:
{ r=1 si cele de ordinul II : { r=0 si inlocuind pe acestea in relatia
y=1y() Sl i=u)
(108) obtinem:
i
o ) (109)

1+ g2(t)]*?

e Daca curba plana este data prin ecuatia carteziana implicita F(x,y) = 0 atunci
/ 1/

avem F, + F -y =0 = g = —F—f sig = ﬁ; inlocuind acestea in (109)
. y2
obtinen: IN2 M o I AV 2Tl
L (Fz) FyQ 2 Fx Fy ny + (Fy) Fa:2 (110)
- 3/2
[(F2)? + (F)?]
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4.2 (Geometria diferentiala locala a curbelor spatiale
4.2.1 Reprezentari ale curbelor spatiale

Definitia 4.8. Se numeste curbd spatiald o aplicatie v: I C R — &£ de clasd C*, k € N
pe intervalul I.

Observatia 4.7.

1. Daca k = 0 atunci v € C°(k), deci 7 este o curba continua.

2. Daca k > 1, atunci ~ este o curba diferentiabila de clasa C*.
Daca k = 2 atunci spunem ca vy este o curba neteda.

Pentru a obtine diferite reprezentari ale curbei spatiale I' se considerd un reper afin
ortonormal al spatiului %, RY {O;1, j,k}. Asociem fiecariui punct M = ~(t) vectorul de
pozitie ¥ = OM. Ecuatia

L:7r=r(t) (111)

se numeste ecuatia vectoriald (ecuatia parametrica vectqrialé) a curbei spatiale. Daca
descompunem vectorii din ecuatia (111): 7 = xi +yj + zk i 7(t) = x(t)t + y(t)j + z(t)k
atunci obtinem ecuatii parametrice (scalare) ale curbei spatiale I':

x = xz(t)
I:q v=y()
z = 2z(t)

tel (112)

Prin eliminarea parametrului ¢ din sistemul anterior, se obtin ecuatiile carteziane implicite

ale curbei spatiale:
f(l', Y, 2) =0
r: 113
{g(w,y,Z)ZO (113)

Daca putem exprima y si 2z in functie de x, sub forma:

T { y=ylw) (114)

z = z(x)

atunci obtinem ecuatiile carteziene explicite ale curbei spatiale.

4.2.2 Elementul de arc. Lungimea unui arc de curba.

Din capitolul curbe plane se stie ca elementul de arc notat ds este dat de: ds =|| dr ||, si
defineste lungimea arcului elementar. Deoarece dr = rdt, in cazul curbelor spatiale avem:

dr = [2(t)i + y(t)j + 2(t)k]dt.

Daca curba spatiala este data prin reprezentarea ei parametrica, atunci elementul de arc
este:

ds = /[£(t)]2 + y(t)]2 + 2(t))2dt. (115)
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Daca A(tg) si B(t;) doua puncte de pe curba I', atunci lungimea arcului de curba situat
intre cele doua puncte este dat de:

uB=[1m=["¢w@P+me+amwt

Daca curba este data prin ecuatia carteziana explicita, atunci facand o parametrizare

r=t
naturala: y = y(t) , obtinem pentru elementul de arc relatia:
z = z(t)

ds = /1 + [(x)]? + [¢(x)]2d.

4.2.3 Dreapta tangenta si planul normal

Fie I' : 7 = 7(t), o curba spatiala, My = 7(ty) € I, gi dreapta tangenta la curba I' in
punctul M definita ca in cazul curbelor plane (vezi Definitia (4.3)).

Reprezentarile tangentei la o curba spatiala in punctul M, se obtin la fel ca si in cazul

curbelor plane:

e ecuatia vectoriala:

TM()(F) . R = f(t()) + >\7:(t0), A S R

e ccuatiile parametrice:

X = x(to) + Ai(to)
Twp(T): { Y =y(ty) + Mi(to) AR
7 = =(to) + Ni(to)

e ecuatiile carteziene se obtin din cele parametrice eliminand parametrul A:

& (to) y(to) Z(to)

TMO (F) :
Observatia 4.8.

1. Daca se cunosc ecuatiile vectoriale sau parametrice ale curbei I', atunci vectorul
director al tangentei la curba este: 7(to) = (@(to), y(to), 2(to))-

2. Daca se cunosc ecuatiile carteziene explicite ale lui I' atunci facand o parametrizare

=t
naturald { y = y(t) , obtinem vectorul director al tangentei: (1,9(xg), 2(x)).
z = z(t)
3. Daca se cunosc ecuatiile carteziene implicite ale curbei I : { gg’g’j)) f 8 , atunci

prin diferentiere avem:
Jodx + fidy+ fldz=0
grdz + g,dy + g.dz = 0,
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Figura 44: Dreapta tangenta si planul normal

Parametrii directori pentru tangenta Ty (I') sunt dati de coeficientii marimilor
(dz, dy, dz) obtinuti din dezvoltarea dupa prima linie a determinantului:

de dy dz
fo Iy L
9. 9, 9.
Notam:
fy I ’:D(ﬁg) L f :D(ﬁg) fe 1y :D(fvg)
9y 9-| Dl(y,2) 9. 9| D(zx) 9o 9y | D(z,y)
D(f,g9) D(f.g

Astfel, vectorul director al tangentei la curba I este: (D(y, %) D(z, x;’ D l’,z

iar ecuatia tangentei se scrie in acest caz:
X — Qi(to> _ Y — y(to) _ Z — Z(to)
D(f.9) D(f.9) D(f.9)
D(y, z) D(z,z) |y,  D(z,y)

TMO (F) .

Mo MO

Definitia 4.9. Planul normal in punctul requlat My la curba I, notat Py (I'), este planul
ortogonal pe tangenta la curba in punctul M.

Ecuatia vectoriala a planului normal este:

Py (T) i< R—F(t); #(t) >= 0, (117)

Explicitand vectorii care intervin in ecuatia vectoriala se obtine ecuatia carteziana a

planului normal:

P (D) = [X = z(to)] - @(to) + [Y — y(to)] - §(to) + [Z — 2(to)] - £(t0) = 0; (118)
echivalenta cu:
Ph0): X ot G|+ i) |+ (2] 5G|
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Observatia 4.9. Deoarece tangenta este perpendiculara pe planul normal in My, vectorul
director al tangentei coincide cu vectorul normal al planului normal, astfel ca, daca se
cunoaste ecuatia planului normal la curba in punctul regulat Mj:

Py, () s A(x — x9) + B(y — yo) + C(2 — 20) + D =0
atunci ecuatia tangentei la curba in acelasi punct este:

X—Io_y—yo_Z—ZO
A B C

TMO (F) .

4.2.4 Plane tangente si planul osculator

Fie o curba spatiala data prin ecuatia ei vectoriala: I' : 7 = 7(t), My(to) un punct regulat
de pe curba gi Ty, (I') dreapta tangenta la curba in punctul Mj.

Definitia 4.10. Un plan care contine dreapta tangentd Ty, (I') se numeste plan tangent
si se noteazd my (I).
Fie un punct M{(ty+ k) de pe I', vecin cu My, k fiind o cregtere mica astfel ca to+ k € I.

Fie D(My, M}) dreapta determinata de aceste puncte, secanta pentru curba T

Observatia 4.10. Dreapta obtinuta ca limita a pozitiilor secantelor D(My, M{) cand
My — Mj, (adica k — 0) este tangenta la I' in punctul Mj.

Definitia 4.11. Planul determinat de dreapta Ty, (I') si de un punct M{, de pe curba T
din vecinatatea lui My, se numeste plan osculator al curbei I' in punctul My, st se noteazd
Piy (T).

. —_
Planul osculator este determinat de My, directia tangentei 7(to) si de directia MyM| =

1 S —
7(to+k)—7(tp). Remarcam ca vectorul % [7(to+k)—7(to)] este coliniar cu vectorul MyMj,.

(1]
PraT")

X

Figura 45: Planul osculator la o curba spatiala
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Fie t; un punct intermediar din intervalul (¢o,%y + k). Conform ipotezei ca 7(t) este o
functie de clasia C? pe intervalul real I, putem considera aproximarea de ordinul II a
expresiei 7(ty + k):

2
F(to+ k) = 7(to) + k - 7(to) + o r(te)  tk € (to,to + k)
care se obtine din formula lui Taylor cu restul Lagrange aplicata functiei vectoriale 7.

In plus, in baza continuitatii functiei 7, avem Er% r(t;) = r(tg). Obtinem astfel:

Flto k) =7lto) _ sy 4 ; 7 (t)-

—
Cum membrul drept al egalitatii de mai sus este un vector coliniar cu MyMj, rezulta ca
vectorul 7(¢;,) apartine planului osculator, pentru orice k. Trecand la limita pentru k& — 0,
obtinem ca vectorul 7(¢y) apartine planului osculator.

Asadar, cunoastem doi vectori directori ai planului osculator: 7(ty) si 7(ty). Ecuatia
vectoriala a planului osculator este:

Py (D) = (R —7(to); 7(to); 7(to)) = 0
iar ecuatia carteziana a planului osculator este:

X —alt) Y —ylts) Z— =(ty)
Pry, () : i (to) y(to) (o) |=0
E(to) ii(to) Z(to)

Daca curba I' este data sub forma parametrica, atunci ecuatia planului osculator poate fi
scrisa sub forma:

I(to) + o $<t0) + ﬁ : x(t0>
y(to) + a - y(to) + B - §i(to) a, f — parametrii

X
P]‘\J/[O(F) : Y
Z
Py, (T) + Alz — z(to)] + Bly — y(to)] + Clz — 2(to)] =0
o(to) y(to) Z(to)

E(to) i(to) Z(to)

Observatia 4.11. Planul osculator al unei curbe plane este chiar planul curbei.

unde A, B, C' sunt complementii algebrici ai matricei

Observatia 4.12. Directia normald a planului osculator Py, (I') este vectorul

ik
F(to) % F(to) = | @(to) ulto) %(to) | = Ai+Bj+ Ck
E(to) ij(to) Z(to)

Dreapta normald pe planul osculator (adica dreapta de directie 7(¢g) X 7(fg)) in punctul
My se numeste binormala, si se noteaza cu By, ().
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4.2.5 Triedrul si reperul Frenet asociate unei curbe spatiale
Triedrul Frenet

Fie I' : 7= 7(t) o curba spatiala si My € I" un punct regulat si neinflexionar.

Definitia 4.12. Triedrul Frénet este un triedru mobil de varf My, format din 3 plane
care trec prin My si care sunt ortogonale doud cate doud.

Ny(T)

/

Figura 46: Triedrul lui Frenet asociat unei curbe spatiale

Elementele triedrului Frénet sunt:

e Muchiile triedrului Frénet sunt:

— Dreapta tangenta Ty, (I') data de (Mo, t);

— Dreapta normala principala Ny, (T') data de (Mo, 72), fiind dreapta de intersectie
dintre planul normal si planul osculator;

— Dreapta binormala By, (I') data de (Mo, b), fiind dreapta perpendiculara pe
planul osculator in punctul Mj.

e Fetele triedrului Frenet sunt:

— Planul osculator Py (I');

— Planul normal Py, (T');

— Planul rectificator notat Py, (I'), fiind planul perpendicular pe normala prin-
cipala in punctul M.
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Au loc urmatoarele relatii:

o ¢ = 7(tg) este vectorul director al dreptei tangente Ty, (T');

o b =i (ty) x 7(ty) este vectorul director al dreptei binormale By, (T), fiind vectorul
normal planului osculator Py, (I');

e 7 = b x t este vectorul director al normalei principale Ny, (T).

Cunoscand vectorii directori ai muchiilor Triedrului Frénet, putem deduce cu usurinta
ecuatiile planelor (fetelor) Triedrului Frenet, dupa cum urmeaza:

o Py (I) este planul determinat de punctul My si directia normala ¢;
o Pp, (I') este planul determinat de punctul M, si directia normala b;

e Pj, (I') este planul determinat de punctul M, si directia normala 7.

x = xz(t)
Daca curba I' este data prin ecuatii parametrice I' : ¢ y =y(t) si Mo(ty) € I' atunci:
z = z(t)

X —a(ty) Y —ylte)  Z—=2(to)
Do) =0 = i) )

Py () o a(to) - [X —a(to)] + y(to) - [Y — y(to)] + 2(t) - [Z — 2(t0)] = O

By (T) X —j(to) _ Y —g(to) _ 7 _Oz(to)

Py o A X —a(to)] + B-[Y —y(to)] + C - [Z = 2(t)] = 0

X —Sl}(to) _ Y—y(t0> . Z-Z(to)

l m n

NMO (F)

Py, L [X —az(to)] +m-[Y —y(to)] +n-[Z — 2(to)] = 0

unde A, B, C' sunt componentele scalare ale vectorului
, ik
b=17(ty) x 7(to) = | ©(to) y(to) 2(to)
E(to) ij(to) Z(to)

iar [, m,n sunt componentele scalare ale vectorului

?
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Reperul Frénet

Definitia 4.13. Reperul Frenet este un reper ortonormat mobil, avand originea in punctul
My € T, iar vectorii unitari sunt cei ce definesc directitle muchiilor triedrului Frénet:
directia tangentei , directia normalei principale si directia binormales.

Notand cu ¥ versorul tangentei, n° versorul normalei principale si cu b° versorul binor-
malei, reperul lui Frénet poate fi scris astfel: Ry = {My; %, 7% 0°}.

]

Reamintim c&, un versor 7" oarecare este dat de: 7" = ”

ail
Fie My(tp) € I' un punct regulat si neinflexionar al curbei. Obtinem versorul tangentei:

t r(to) @i+ ylte)i +2M0)k _ dr

P T T VRGP f BT fE@E 4l

Versorul binormalei este:

ol lIr(te) x (b))l VAZ+ B>+ C?

Pentru a deduce formula versorului binormalei " in functie de derivatele in raport cu s
ale functiei 7, vom utiliza urmatoarele relatii:

dr dr dr dr d*r dr  d*r
I Hds” <ds’ds> <ds’ds2> ds ~— ds?
. dr _dr ds
TS T ds dt
. d. & [ds 2+df d?s
r=—7T=—- |— _—
dt ds? dt ds dt?
Din aceste relatii rezulta ca:
S s (ds o rdr y 27
rxr=(—| | — x—
dt ds  ds?
deci ] . , 2 - 27
= T(to) X (to) T xS _Z_ZXZTQ
ROELOINTETE- I,

Versorul normalei principale este:

o n ldit+m-j+n-k  %F
n = — = = —
Inll VP +m?+tn? 145 |
ds to
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4.2.6 Curbura si torsiunea unei curbe spatiale

Consideram un punct regulat si neinflexionar M = 7(t) € I Vom nota in continuare
versorii reperului Frénet in punctul M cu (), 7i(t) si b(t). Are loc urmatoarea teorema:

Teorema 4.1 (Formulele Frénet-Serret).
tt) = k®v(t)n)
t) = —k(t)v(t)t

@) = —7(Ov(

unde v(t) = \/i(t)? + y(t)> + 2(t)? = % este viteza curbei I, iar k(t) siv(t) sunt curbura

st respectiv torsiunea curber I' in punctul M.

Pentru curbura k(t) avem urmatoarele formule:

|7(t) x r(t)]| VA2 + B? +(C?

IF@F - [ /Eor+ Gor+ EoP]
i J k
unde A, B, C sunt componentele scalare ale vectorului | #(t) y(t) 2(t)
B(t) ) ()
1
Raza de curburd a curbei I' in punctul M este R(t) = oI

Pentru torsiunea 7(t) avem formulele:

N GORAG0) B
[7(e) < FOIF ~ A+ B2+ O

w(t) yt) =)
unde A = | Z(t) §(t) Z2(t)
T(t) y(t) =()
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5 Geometria diferentiala locala a suprafetelor

5.1 Definitie. Reprezentari.

Definitia 5.1. Se numeste suprafatd o aplicatie o : D C R? — &% de clasd C*, k € N.
Observatia 5.1.

1. Dacd k = 0, atunci 0 € C°(D) se numeste suprafatd continua.
2. Daca k € N*, atunci o € C*(D) se numeste suprafatd diferentiabil.

3. Dacéa k = oo, atunci o € C*°(D) se numeste suprafata neteda.

Definitia 5.2. Multimea > = o(D) se numeste imaginea geometricd a suprafetei.

v 2 T
L] M
0
9 Y riul, 4?)
O 14
X

Figura 47: Suprafata in &3
Observatia 5.2. ¥ = {M € & |3(uv',u?) € D, o(u',u?) = M}
Reprezentarea vectoriald a unei suprafete este:
Y 7=7(u,v), V(u,v) € D

Ecuatiile parametrice ale suprafetei sunt:

= z(u,v)
¥ Yy = yéu,v; V(u,v) € D

Prin eliminarea lui u gi v din ecuatiile parametrice, se obtine o ecuatie carteziana (explicita
sau implicita) a suprafetei. Fcuatia carteziand implicita a unei suprafete este de forma:

Y: F(x,y,2)=0
Ecuatia carteziand explicitd a unei suprafete este de forma:

X oz=f(z,y)

Un punct My de pe suprafata ¥ poate fi dat fie prin coodonatele sale carteziene (xg, yo, 20),
fie prin parametrii de suprafata (ug,vo), care verifia relatiile:

zo = x(ug,v0) ; Yo =1y(uo,v0) ; 20 = 2(uo,vo)
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5.2 Curbe coordonate

Prin orice punct My(ug,vy) € ¥ trec doué curbe particulare ale suprafetei, care se obtin
facand constante valorile parametrilor: u = ug sau v = vy. Aceste curbe se numesc curbe
coordonate.

Fie I si J doua intervale reale cu proprietatea ca (ug,vg) € I x J C D. Considerand
u = up(=const), putem sa alegem ca si parametru al curbei coordonate parametrul v = ¢
si obtinem ecuatia vectoriala a a primei curbe coordonate prin Mjy:

L(v): 7 =r7(uo,t), vVteJ

Analog, reprezentarea vectoriala a celei de-a doua curbe coordonate prin My, ce se obtine
considerand v = vo(=const), este:

C(u): 7=7(t,v), Vtel

Figura 48: Curbe coordonate pe o suprafata

5.3 Plan tangent si dreapta normala la o suprafata
5.3.1 Plan tangent la o suprafata intr-un punct regulat

Fie suprafata > data prin

r = x(u,v)
Y. 7=7(u,v) & y—ygu,vi , Y(u,v) € D

si reperul RO = (04,7, k).

Definitia 5.3. Un punct My(ug,vg) € ¥ se numeste punct requlat al suprafetei daca

/ / !/

x z

rang [ h y}‘ b ] =2
ajU y’U Z’U (UOJJO)

In caz contrar, My se numeste punct singular.
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Propozitia 5.1. Vectorii 7, (uo.vo) = (2, i+, J+ 20 k) (uo.wo) $i T(u0,v0) = (@, i+y, j+
20 k) (wowo) SUNt tangenti in punctul Mo(ug,vo) € X la curbele coordonate T'(u), T'(v) ale
lut 3 prin My, unde

F(u)i{u:t F(v):{uzuozconst

v = vy = const v =1.

Demonstratie. Se foloseste faptul ca 7(t,) este vectorul director al tangentei unei curbe
[': 7 =7(t) in punctul My(ty) € T. O

Definitia 5.4. Se numeste varietate liniara tangentd la o suprafata > multimea vectorilor
lui £ tangenti tuturor curbelor suprafetei care trec prin punctul My, si se noteazd cu

T, (%).

Propozitia 5.2. Varietatea liniara tangentd la o suprafata > intr-un punct regulat
Moy (ug,vo) este un plan determinat de punctul My si cei doi vectori tangenti T, (o, Vo)
§1 7 (ug,vo) ai curbelor coordonate ce trec prin M.

Figura 49: Planul tangent la o suprafata intr-un punct regulat

Demonstratie. Fie II planul determinat de punctul M, si vectorii 7., (ug, vo) si 7, (ug, vo) ai
curbelor coordonate ce trec prin M. Trebuie sa aratam ca acest plan contine toti vectorii
tangenti la toate curbele de pe suprafata ¥ ce trec prin puntul M. Fie I' o asemenea
curba, ecuatia ei vectoriala fiind:

I 7=7(u(t),v(t))
unde u(ty) = ug §i v(ty) = vo. Vectorul tangent la curba I' in punctul M, este

dr or du or dv

E(to) = %(an vp) - a(%) + %(Uo, vp) * E(to) = u'(to)7, (o, vo) + v'(to)T,, (1o, v0o)

Obtinem ca vectorul tangent al curbei I' este o combinatie liniara a vectorilor 7 (1o, vo)
si 7 (ug,vp), deci este coplanar cu acestia, aflanduse in planul II. In concluzie, II =
T, (2). m
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Deducem cé ecuatia vectoriala a planului tangent la o suprafata ¥ intr-un punct My(uo, vo)
al suprafetei este:

T (2) 1 (R —7T(ug,vo); 7, (o, vo) ; T, (ug, o)) = 0

unde 7(ug, vg) este vectorul de pozitie al punctului Mo, 7, (ug, vo) = (2%, i4Y,, T+ 24 k) (uo v0)
si 7, (uo, vo) = (), i+ Yo j+ Z, k)(uo,vo)'

Ecuatia carteziana a planului tangent este deci:

X—I‘O Y—yo Z—ZO

Ty (%) - Iy Yo %y =0
/ / /
x'U y'U Z’U (u(),'l)())

unde (zo, Yo, 29) sunt coodonatele carteziene al punctului My iar z,y., 2, §i x.,y., 2. se
calculeaza in (ug, vp).

Mai putem scrie ecuatia carteziana a planului tangent in punctul My(ug,ve) si prin
utilizarea directiei normale la acest plan, data de vectorul normal

v gk
— —/ ) / /
n = Tu(u()?UO) X Tv(u()? UO) = Ty Yu "y
/ / /

Ty Yy 2y (u0,v0)

in cazul in care suprafata X este data vectorial sau parametric.

Daca suprafata 3 este data prin ecuatia cartezianad explicita z = f(x,y), atunci, prin
parametrizarea naturala © = u, y = v, z = f(u,v), pe baza celor de mai sus obtinem ca
vectorul normal este

= —f1(z0,y0)i — [y (0, y0)j + K

— O .
Shoh o

3
Il
S — <

(w0,y0)

Daca suprafata > este data prin ecuatia carteziana implicitda F'(x,y,z) = 0, atunci din
teorema functiilor implicite rezulta ca, daca punctul My(xo,yo, 20) este regulat, atunci
intr-o vecinatate a lui (zg, yo), putem exprima z = f(z,y). Au loc formulele:

F', F
fro(z0,90) = T f;,(%’yo) = —F—?,J
2 1(20,y0,20) z | (x0,40,20)

deci vectorul normal este dat de

n = F! (20, Y0, 70)i + F;(flfo, Yo, 20)J + F. (20, Yo, 20)k

Ecuatia carteziana a planului tangent in punctul My(zo, yo, 20) al suprafetei 3 se scrie:
T (2) 0 ni(X — ) +n2(Y —yo) +n3(Z — 20) =0

unde nq, n9, n3 sunt componentele scalare ale vectorului normal 7.
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5.3.2 Dreapta normala unei suprafete intr-un punct regulat

Definitia 5.5. Dreapta spatiului afin euclidian £ ce contine un punct requlat My al
suprafetei 3 si are directia definitd de vectorul perpendicular pe planul tangent al suprafetei
Y in My, se numeste dreaptda normald la X2 in My si se noteazd Ny (2).

Vectorul director al dreptei normale Ny (3) este vectorul normal 7 determinat in
paragraful precedent.

Dreapta normala Ny, (3) la suprafata 3 in punctul regulat My(ug,v9) € X (cu coordo-
natele carteziene (xg, yo, 20)) poate fi data prin:

e ccuatia vectoriald Ny, (X): R = TF(ug,vo) + M7, AeR

X =x0+ Iy
e ccuatiile parametrice: Ny, (2) : Y =y + Ang AeR
Z = Zo + /\n3
X — Y — Z —
e ccuatiile carteziene: Ny (X) : Yo _ o _ = (daca nq,ng, ns # 0)
s N9 ns

Observatia 5.3. 1. Campul gradient in M, pe suprafata X : F(z,y,z) = 0 este
campul vectorial definit de

8_F
ox

2. In fiecare punct al suprafetei, vectorul VF este perpendicular pe planul tangent la
suprafata in acel punct.

or) or
o OV, 0%

My

) = (VF) (M) 2 grad F|,, .
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5.4 Prima forma fundamentala. A doua forma fundamentala.

Oricérei suprafete Y € £3 i se asociazd doua forme fundamentale I si I care, in fiecare
punct M, € ¥ sunt forme patratice diferentiabile de variabile du, dv. Acestea sunt utile
in studiul local al proprietatilor geometrice ale lui ¥ in vecinatatea punctului M.

5.4.1 Prima forma fundamentala

Fie suprafata ¥ de clasd C', a carei ecuatie vectoriala este ¥ : 7 = 7(u,v). Avem
dr =7, du + T, dv
si
(dr,dF) = (7, du + 7, dv , 7, du + 7, dv) = (¥, 7,) du® + 2(7,,7.) du dv + (7,7 ) dv*.

Prima forma fundamentala asociata suprafetei Y este
T = Edv® +2F dudv + G dv*

not ,_, _ not ,_, _— not ,_, _, . .o . .
unde £ = (7,7), F = (7,7), G = (F,,7,) se numesc coeficientii primei forme

uru ur v vt v

fundamentale. Matricea primei forme fundamentale este

E F
F G
iar determinantul primei forme fundamentale este

E F

AF%P’G

‘:EG—W
Prima forma fundamentala ne oferd ”informatia intrinseca” despre suprafata X, adica

infomatia pe care o obtinem daca "ne-am plimba” pe suprafata si am face masuratori.

Expresii analitice pentru coeficientii primei forme fundamentale

In cazul in care suprafata Y este data parametric, coeficientii E, F', G se exprima astfel:

E=FF)=ao"+y +2>

u 't u

=t =N I 1o
F_<Tu»rv>_xuxv+yuyv+zuzv

S A A N '/ /2 12
G_ <Tv77nv> =Ty +yv +Zv
In cazul in care ¥ este data cartezian explicit prin ecuatia z = f(z,y), facem o
parametrizare naturala © = u, y = v, z = f(u,v), si pe baza relatiilor de mai sus,
avem

2 2

E=1+(f2) F=f.-f, G=1+(f)
Daca suprafata ¥ este data prin ecuatia carteziana implicita F(x,y,z) = 0 ¢i F’, # 0,
atunci, din relatiile anterioare i din teorema functiilor implicite rezulta ca

F' 2 ' Jad 2
E=1+(=-= F=_2"Y G=14(2
" (F) (F)? - (F)
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5.4.2 A doua forma fundamentala

Consideram o suprafatd ¥ de clasa C?, a carei ecuatie vectoriala este Y :

Avem
dr =7, du+T, dv
92— I 7 _n
AT =T, du+ 27, dudv 4T, dv
Notam vectorul unitar normal cu:
—/ ==/ —/ -/
T, X T T, X T

7 <7 VA

A doua forma fundamentald asociata unei suprafetei 3 este

vV =

IT = —(dv, dF)

Deoarece 7_Ldr, rezulta ca
(v,dr) =0

Diferentiind aceasta relatie, obtinem
(U, d°7) + (dv,dF) = 0

sau
(0, d*T) = —(dv, dr)

Astfel, expresia celei de-a doua forme fundamentale devine:

T, X T

VA

17 = (7,d*F) = < Ty du + 27, dudv + T dv>

sau
IT = Ldu® + 2M dudv + N dv?

unde coeficientii sunt dati de

1 " (rl sl y)

L=—= (T, XT,, Tp)=—"—Fp=""
AI< u v ’LL2> AI

1 " (rtsr )

M — F/ XT’ F — u ) v uv
\/A_I< u v U/l)) \/A_I

L=y = L )

VA7

Matricea celei de-a doua forme fundamentale este

(3 %)

iar determinantul sau este

M

_| L _ 2
AII—‘M N‘—LN—M.
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Expresii analitice pentru coeficientii celei de-a doua forme fundamentale

Daca suprafata X este data parametric, atunci

! / ! / /
L= T, Y, 2z, M= T, Y,
A 1 12 1 A 1 1
VEL g z VEIL g
u2 yu2 u2 uv yuv

z
z

/
u
/
v
11

uv

N = x !
JAag |ty
w2 Y2

Daca suprafata ¥ este daté cartezian explicit prin ecuatia z = f(z,y) avem

Ap= L+ (L7 + ()

si
" 1"
L = x2 _ Ty

VA7 VA7

5.4.3 Aplicatii ale formelor fundamentale

Elementul de arie. Aria.

Elementul de arie asociat unei suprafete 3 de clasa C* este

do =vVEG— F?2dudv

unde F, I, G sunt coeficientii primei forme fundamentale asociate suprafetei.

Aria suprafetei X se calculeaza cu formula:

£

~ VA

Ag://Ddcr://Dmdudv

unde D C R? este domeniul céruia i apatin parametrii de suprafati u, v.

Natura unui punct de pe o suprafata.

Fie M, un punct de pe suprafata ¥ de clasa C?. Daca:

e Az7(My) > 0, atunci spunem ca M este punct eliptic;

o Az7(My) = 0, atunci spunem ca M este punct parabolic;

o Az7(My) < 0, atunci spunem ca M este punct hiperbolic;

FE F G
'AII(M0)>O§132M:N’
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Curburile unei suprafete.

Fie curba ¥ de clasa C?. Consideram ecuatia
(EG — F*)k* — (EN + GL —2FM)k + (LN — M?*) =0

cu solutiile reale k; si ko astef incat ky < ko. Spunem ca ky, respectiv ko sunt curburile
principale ale curbei ¥ (minima, respectiv maxima).

Curbura medie se defineste ca fiind

ky+k 1 EN+GL-2FM

H pr— pr—
2 2 EG — F?

iar curbura lui Gauss: IN AP

K=k ky=—"—"—

LT EG - F?

Daca H = 0 atunci suprafata se zice minimald, iar daca K = 0 suprafata se zice
desfasurabild.
Exemple.

Exemplul 5.1. Calculati aria unei sfere de raza R, stabiliti natura punctelor de pe sfera
precum si curburile sferei.

Solutie: Ecuatia parametrica a sferei de raza R este

z = Rcosucosv

. T
y = Rcosusinv u € [——,—] , v € 0,2m).
. 272
z = Rsinu
Obtinem
xl, = —Rsinucoswv xl, = —Rcosusinv
Y, = —Rsinusinv Y, = Rcosucosv
2l = Rcosu 2 =0

de unde, prin calcul, rezulta

E=R’ F=0, G=Rcos’u, do=R*cosu.

21 g
A:// daz/ / R%cosu = 47 R>.
D 0 -

s
2

Aria sferei va fi:

Pentru a determina natura punctelor de pe sfera, calculam

1! 1!

z"”, = —Rcosucosv z” = Rsinwusinv ", = —Rcosucosv

u2 uv 2
/! _ s /! _ s /" :
Y. = —Rcosusinv Y, = —Rsinucoswv y", = —Rcosusinv
"o : 7 "o
2", = —Rsinu 20, =0 20, =0
de unde

L=R, M=0, N=Rcos’u.
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De aici rezulta
Aj;=LN— M?=R3cos®>u >0

deci orice punct de pe sfera este eliptic. In plus,

R? 0 R? cos®u

R 0 Rcostu
deci toate punctele de pe sfera sunt puncte circulare.

Curburile sferei se obtin rezolvand ecuatia
R*K*+2Rk+1=0.

De aici, gasim valoarea pentru curbura principala:

1
=R
curbura medie {
=7

si curbura Gauss:
K=o

Aceste rezultate arata ca sfera nu este nici suprafata minimala, nici suprafata desfagurabila.

Exemplul 5.2. Calculatia ria laterala si studiati natura punctelor de pe un cilindru
circular de inaltime h.

Solutie: Ecuatia parametrica a unui cilindru circular de inaltime A este

xr = Rcosu
y = Rsinu u € [0,2m), v € [0,h).
z=u
De aici rezulta
x,, = —Rsinu x, =0
y,, = Rcosu Y =
2 =0 2 =1

deci
E=R* F=0 G=1 A;=R?

si aria laterala a cilindrului:

2 h
A—//da—/ /R2—27TRh.
D o Jo

Deoarece
"o "o /-
1, =—Rcosu T =0 e =
/! : 1/ /!
y'.=—Rsinu Y = yi.=0
1! _ 1! _ 1 _
2= 2w =0 2=



rezulta ca

L=-R, M=0, N=0

si deci Arr = 0, adica orice punct de pe un cilindru circular e parabolic.

Curburile cilindrului se obtin din ecuatia

R*E*+ Rk =0.
De aici rezulta valorile pentru curburile principale:
1
]{31 — 0, ]{72 — —E
curbura medie ]
H=—-——
2R
si curbura Gauss
K =0.

Rezulta de aici ca cilindrul e suprafata desfasurabila.

Exemplul 5.3. Caracterizati elicoidul, de ecuatie

= —UCcosv
= —usinv

T = U COSV
Yy = usinv
Z2=0
Solutie: Avem:
! ! s 1! _ 1! _ s 2
Z, = COSU T, = —Uusinuv 2,=0 T, = —sinv '
. !/ /! _ 1! _ /!
Y, = Sinv Y, = UCOSV Yo = Y iy = COSUV Yo
! !/ 11 _ 1! _ 1
2z, =0 z, =1 22=0 2 =0 2 =
si
1
E=1 F=0, G=u*+1, L=0, M=———, N=0
V1+u?
De aici rezulta
A[:1+u2
si
! 0
= - <
1+ u?

deci orice punct de pe elicoid e hiperbolic.

Curburile elicoidului sunt radacinile ecuatiei

(1+u*)k* =0
deci
k=0.
Curbura medie este
H=0
deci elicoidul e o suprafata minimala, iar curbura Gauss este
B 1
(1 u2)?
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6 Curbe si suprafete Bézier

Scopul de baza al graficii asistate de calculator este de a construi imagini cat mai apropiate
de realitate. Pentru a desena un obiect real, suprafata sa trebuie mai intai calculata si
stocata in memoria calculatorului ca obiect matematic.

O prima metoda, recursiva, de a construi curbe cat mai aproape de realitate, pornind
de la un numar finit de puncte, numite puncte de control, a fost data de de Casteljau
(inginer la Citroén) in 1959.

In 1962, Bézier (inginer la Renault) da ecuatiile parametrice ale acestor curbe.

O alta metoda, de aceasta data non-parametrica de a genera suprafete cat mai reale este
metoda liniilor de nivel, dezvoltata de Sethian i Osher.

In acest capitol ne propunem sa prezentam pe scurt cateva aspecte legate de curbele si
suprafetele Bézier.

6.1 Curbe Bézier

Fie Py, Py, ..., P,, n + 1 puncte distincte din spatiul £2, numite puncte de control
sau controale. Poligonul care se formeaza unind punctele de control incepand cu F
si terminand cu P, se numeste poligon de control sau poligon Bézier. Poligonul de control
nu este unic.

Definitia 6.1. Curba Bézier de grad n corespunzatoare controalelor Py, Py, ..., P, este:
B(t) =Y Pibia(t)
k=0

unde by, (t) sunt polinoamele Bernstein de grad n si sunt date de:
bin(t) = Coth (1 — )",
t€10,1].

Exemplul 6.1. Pentru n = 1 (doua controale: Fy si P;) obtinem o curba Bézier liniara,
definita astfel:
B(t)=(1-t)Phb+tP tel0,1]

ceea ce este echivalent cu:
z(t)=(1—t)zp, +txp
y(t) = (1 =t yr, +typ
2(t)=(1—t)zp, +tzp.
Exemplul 6.2. Pentru n = 2 avem 3 controale, care definesc o curba Bézier patratica:
Bt)=(1—t)*Py+2t(1 —t) P, +1*P,, te]0,1].
Exemplul 6.3. Pentru n = 3 (4 controale) obtinem o curba Bézier cubica:
Bt)=(1—-t)*Py+3t(1—t)> P+ 3t°(1 —t) B, +t* P5, t€[0,1].
Observatia 6.1. B(0) = Py si B(1) = P,.
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Interpretare grafica Pozitia punctului B(ty), pentru tg € (0, 1) se obtine grafic astfel:

e se considera punctele care impart fiecare segment P;_; P; in raportul ¢y : 1 — ¢y

e se considera drept controale aceste noi puncte si se repeta punctul anterior pana
cand ramane un singur punct. Acest punct este punctul B(ty).

Exemplul 6.4. Fie punctele P,(0,0), Pi(0,2), P(2,2), P3(4,0). Sa se scrie ecuatia
parametrica a curbei Bézier definita de aceste 4 controale i sa se determine pozitia

1
punctului corespunzétor lui ¢ty = B (grafic).

Solutie: Cele 4 controale definesc curba parametrica

{ z(t) = 6t*(1 — t) + 4¢°
y(t) = 6t(1 — ) + 6t2(1 — t)

1
Pentru a afla pozitia punctului corespunzator lui tq = 2 putem inlocui direct in relatia

1 10 1 12
(===, yl=z)=—.
2 8 2 8

Grafic, acest rezultat se obtine astfel: Se considera punctele aflate la mijlocul fiecarui
segment. Vom obtine astfel punctele: @Q(0,1), @Q1(1,2), @Q2(3,1), apoi, unind aceste
puncte si considerand mijloacele segmentelor obtinem un nou set de puncte, Ry(0.5,1.5) si
R1(2,1.5). Unind aceste doua puncte si considerand mijlocul segmentului Ry Ry, obtinem

1 1
punctul Sp(1.25,1.5), ale carui coordonate sunt tocmai (5) siy (§>

de mai sus, si obtinem

15

05

Figura 50: Curba Bézier

Proprietati ale curbelor Bézier

1. Capetele curbei sunt tangente segmentelor Py P; respectiv P,_1P,;
2. In orice punct al sau, o curba Bézier poate fi impartita in doua curbe Bézier;

3. Curba Bézier este inclusa in intregime in acoperirea convexa a punctelor sale de
control;

4. Prin translatia sau rotatia unei curbe Bézier se obtine tot o curba Bézier.
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6.2 Suprafete Bézier

Suprafetele Bézier au fost descrise de catre autor in 1972. Fie (n 4 1)(m + 1) puncte de
control P ;,i=0,....,n, j =0,...,m.

Definitia 6.2. Suprafata Bézier de ordin (n,m) corespunzatoare controalelor P, ;, i =
0,....n, 7 =0,...,m este:

P(u,v) =Y Y bin(u) bim(v) Py

i=0 j=0

unde b; ,(u), respectiv b;,,(v) sunt polinoamele Bernstein de grad n, respectiv m gi sunt
date de: o . o .
bin(u)=Cpu'(l—u)"", bjm(v) =Cl v (1 —v)",

u,v € [0,1].

Exemplul 6.5. Suprafata Bézier de ordin (1,1), generatd de punctele de control Fyp,
P071, Pl’(], Pl,l are ecua‘gia:

P(u,v) = (1 —u)(1 —=v)Poo+ (1 —uw)vPyi +u(l —v)Pog+uvP

adica ecuatia parametrica a unui paraboloid hiperbolic.

De exemplu, pentru controalele Fy(0,0,0), Fy1(1,0,0), Pio(0,1,0), P11(0,0,1) ecuatia
parametrica a suprafetei Bézier se scrie:

r=(1—-u)
x=u(l—wv)

r = uv.

Figura 51: Suprafata Bézier

Observatia 6.2. P(0,0) = Py si P(1,1) = Py .

Observatia 6.3. Orice suprafata algebrica polinomiala este o suprafata Bézier.
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Proprietati ale suprafetelor Bézier

1. O suprafata Bézier se transforma in acelasi fel ca si punctele sale in urma unei
translatii;

2. O suprafata Bézier este inclusa in intregime in acoperirea convexa a punctelor sale
de control;

3. P(0,0), P(0,1), P(1,0), P(1,1) sunt puncte de control;

4. Curbele pe suprafata u = const si v = const reprezinta curbe Bézier.
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