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Bei dem in das Netz gestellte Material handelt es sich in der Regel lediglich um ein grobes Geriist, das in
den Lehrveranstaltungen wesentlich ergénzt und verfeinert wird. Dies betrifft insbesondere auch eine Reihe
grundlegender Formeln und Beispiele.

An anderer Stelle wurden jedoch im Hinblick auf eine Abrundung des Stoffes (Erleichterung weiterfithrender
Studien) sowie die bessere Einbindung in weiterfithrende Theorien und Anwendungen auch Fakten angedeu-
tet, die nicht Gegenstand der schriftlichen Priifung sind.

Achten Sie hier bitte auf die entsprechenden Informationen in den Lehrveranstaltungen.

Auswahl von an der Universitétsbibliothek vorhandenen Lehrbiichern und Formelsammlungen
(Lehrbuchsammlung)

Siehe Literaturverzeichnis:

51, 6], [111, 21, (3], [14], @1, [17), 8], [12], [13], [15], [7], [} und [@].

Internetskripte:
Mathematik-Online : Vergleiche [10]
In http://mo.mathematik.uni-stuttgart.de/kurse/ finden Sie

e Broschiire zur Analysis einer Verdnderlicher,
Broschiire zur Analysis mehrerer Verénderlicher
(beziiglich der Integration gibt es dort einige irritierende Formulierungen, die Grafiken sind jedoch
recht anschaulich)
und den Link Differentialgleichungen

e Formelsammlung als Broschiire

e Link zur Fourier-Analysis

e Lineare Algebra als Broschiire

e Mathematische Grundlagen als Broschiire

e Numerik als Broschiire (Abschnitt Differentialgleichungen)
e Vektorrechnung als Broschiire

e Vorkurs Mathematik (Analysis sowie Lineare Algebra und Geometrie)

Quelle zur Schulmathematik: [16]

Man beachte, dass fiir die Vorlesung nur Teile der obigen Manuskripte und Internetquellen relevant sind.
Weitere Hinweise innerhalb des Manuskripts.



Notationen

C*(R)

CH(I)

Xa

Re(f) , Im(f)

(f,9)

IFIF= 11l

Le]

Menge der komplexen Zahlen
Menge der natiirlichen Zahlen, N={1,2,---}
Menge der reellen Zahlen

Menge der ganzen Zahlen

Raum der in R k-mal stetig differenzierbaren
Funktionen

Raum der auf einem Intervall Z k-mal

stetig differenzierbaren Funktionen

f€LP(R), wenn [ [f(t)[Pdt existiert

o0
[ t"f(t)dt, stetiges Moment n-ter Ordnung
— 00

Trager der Funktion f
Delta-Distribution (Diracstof})

Kroneckersymbol

oo

F(f)w)=fw)= [ f(t)e ™*dt, Fourier-Transformation

Kreisfrequenz : w = 27¢
Frequenz

n-te Ableitung einer reellen Funktion

z € C, Laplace-Transformation

L(f)(z) = 7‘° (et dt,

charakteristische Funktion der Menge A

Real- bzw. Imaginérteil von f

(f,g) = 70 f(t)g(t)dt Skalarprodukt in L% (R)

Il =/(f.f), Normin L?(R)

grofites Ganzes einer reellen Zahl ¢ (engl. : floor),
grofite ganze Zahl, die kleiner oder gleich ¢ ist (GauBklammer)

ganzzahliges Aufrunden einer reellen Zahl ¢ (engl. : ceil),
kleinste ganze Zahl, die gréfler oder gleich c ist



Vector Sets

R’I’L
C’I’L
Z’n

u, v, w

Set of Matrices

set of n-dimensional vectors with real components

set of n-dimensional vectors with complex components

set of n-dimensional vectors with whole-numbered components
vectors

(n,m)-matrix | a matrix with n rows and m columns
R™™) | set of (n,m)-matrices with real entries
Cm™) | set of (n, m)-matrices with complex entries

A,

Z(™) | set of (n,m)-matrices with whole-numbered entries
B, C' | matrices
a;; | entry from row ¢ and column j regarding matrix A

det(A) | determinant of the matrix A

other Notions

Vu € C™ | for all n-dimensional vectors with complex entries
A€ RM™™ | A is areal (n,m)-matrix

Lower case Greek alphabet

name character | name character | name character
alpha @ iota L rho p
beta I6] kappa K sigma, o
gamma 7y lambda A tau T
delta ) mu I upsilon v
epsilon € nu v phi ¢
zeta ¢ xi 13 chi X
eta n omicron o psi P
theta 0 pi T omega W




1 Funktionen und Abbildungen

1.1  Uberblick

Definition 1.1. Ausgehend von zwei gegebenen Mengen D und Y wird eine Vorschrift f, die jedem x € D
genau ein Element y € Y zuordnet, eine Funktion (oder Abbildung) von D nach'Y genannt.
Schreibweise:

y:f(x)7 [:D—=Y
oder z+— f(z), f:D-Y (1.1)

Formal kann eine Funktion f als Teilmenge der Produktmenge
fFCDXxY ={(z,y) |z €eD,yeY}

charakterisiert werden, wobei jedes x € D in genau einem Paar als erste Komponente vorkommt. Es muss
also immer
(z,y)ef wd (@) ef = y=73

gelten. Nur dann ist die Schreibweise (|1.1)) gestattet. Insbesondere wird D stets ausgeschopft.
Die Menge Y in (|I.1]) muss nicht unbedingt ausgeschépft werden. Der Wertebereich
W = f(D) (die Menge aller Bilder von D) ist also eine echte oder eine unechte Teilmenge von Y.

WwcCcy

Grundlegende Eigenschaften von Funktionen (Abbildungen):
injektiv, surjektiv, bijektiv

Komposition (Verkniipfung) von Funktionen, inverse Funktionen (Umkehrfunktionen)
Vergleiche:
http://mo.mathematik.uni-stuttgart.de/kurse/kurs9/kurs9_broschuere.pdf

und http://de.wikipedia.org/wiki/Umkehrfunktion

Beispiele:

1. f(z)=22-1
Wegen

1
y=2rx—-1 <+ x:&

folgt f~'(z) == .

2
2. f(x) =53+, f:(0,00) =R
Wegen

2
z©—1
Yy = <— x:y+‘/y2+1

2z
folgt f~'(x) =z ++22+1, 1R — (0, o) .

1.2 Reelle Funktionen

Identische Abbildung :
I,:D—D bedeutet z+—a firalle ze€D

Reelle Funktionen :
ffD—=Y mit DCR und YCR
oder in kiirzerer Form ausgedriickt
fi:D—-R mit DCR

Oft sind die Definitionsbereiche reeller Funktionen Intervalle. In den Anwendungen sind sie meist zumindest als
Vereinigungsmenge von endlich oder abzédhlbar unendlich vielen Intervallen darstellbar.
Mit a < b wird

[a,b] = {ze€R|a<z<b} ein abgeschlossenes,
[a,b) = {zx€R|a<xz<b} ein halboffenes,
(a,b] = {z€R|a<xz<b} ein halboffenes und
(a,b) = {zeR|a<z<b} ein offenes



Intervall endlicher Linge. Intervalle unendlicher Lénge kennzeichnet man analog wie folgt.

[a,00) = {ze€R|a<z}
(a,0) = {zeR|a<z}
(—o0,a] = {zeR|z<a}
(—00,a) = {zeR|z<a}l

Ublich sind auch die folgenden Schreibweisen

[a,b] = {z€eR]a<z<b}
Ja,b] = {zeR|a<z<b}
Ja,b[ = {zeR|a<z<b}
[a,00 ] {zreR|a<z}
la,00] = {zeR|a<a}
]—00,a] = {zeR|z<a}
]—o0,a] = {zeR|z<al,

die wir in der Regel nicht verwenden.

Inverse Funktionen (Umkehrfunktionen)

Auch fiir eine reelle Funktion f: D — Y gilt :

f besitzt genau dann eine inverse Funktion f~', wenn die beiden folgenden Bedingungen erfiillt sind.
1. Y =W ist der Wertebereich von f (Surjektivitit geht aus der Nutzung des Symbols W hervor)
2. Aus f(z1) = f(z2) folgt stets x1 = x> (Injektivitit) .

Fiir die inverse Funktion f~!: D—W gilt stets D=W und W=D.
Dies ist mfiir beliebige inverse Abbildungen, also nicht nur fiir reelle Funktionen giiltig.

Monotonieeigenschaften
Gegeben : Reelle Funktion f: D — W und beliebige =, x> € D
Dann heifit f
monoton wachsend, wenn

1 ST = f(xl) < f(x2)
streng monoton wachsend, wenn

T <z = f(z1) < f(=2)
monoton fallend, wenn

<a = f(z1) > f(z2)
streng monoton fallend, wenn

T < Ta - f(l'1) > f(fl‘z)

Eine reelle Funktion f: D — W heifit monoton, wenn sie auf ganz D entweder monoton wachsend oder monoton
fallend ist.

Eine reelle Funktion f: D — W heifit streng monoton, wenn sie auf ganz D entweder streng monoton wachsend
oder streng monoton fallend ist.

Satz 1.2. Fine reelle Funktion, die sowohl monoton wachsend als auch monoton fallend ist, nimmt auf ihrem ihrem
Definitionsbereich tberall denselben konstanten Wert an.
Nur die konstanten Funktionen erfillen also diese beiden Monotonieeigenschaften.

Satz 1.3. Jede streng monotone Funktion f: D — W besitzt eine Umkehrfunktion f~' .
Ist f streng monoton wachsend, dann trifft dies auch fiir die Umkehrfunktion f~' zu.
Ist f streng monoton fallend, dann auch die Umkehrfunktion f~'.

Satz 1.4. Fiir reelle Funktionen f: D — R, ¢g: D — R wund reelle Zahlen a gilt stets :

f und g monoton wachsend = f+g monoton wachsend
a >0 und f monoton wachsend = «f monoton wachsend
a <0 und f monoton wachsend =— «f monoton fallend

f streng monoton wachsend und g monoton wachsend
= f+g streng monoton wachsend



a >0 und f streng monoton wachsend == «af streng monoton wachsend

a <0 und f streng monoton wachsend = af streng monoton fallend

flz)>0 wund g(x) >0 firalexeD
= fg monoton wachsend
f und g monoton wachsend

fx) >0 wund g(x)>0 firalexeD
[ streng monoton wachsend = fg streng monoton wachsend

g monoton wachsend

f(x) >0 firallexeD 1
= - streng monoton fallend

f

[ streng monoton wachsend

Im Gegensatz dazu :

[ streng monoton wachsend — f_1 streng monoton wachsend

f Symbol fiir reelle Funktion : Interpretation von % und f71!

Wie dndern sich die obigen Aussagen, wenn in den Pramissen (linken Seiten) jeweils ”wachsend” durch ”fallend”

ersetzt wird.

Komposition von Funktionen, auch Verkettung oder Hintereinanderausfithrung genannt
Komposition zweier Funktionen hund g : goh

(g0 h)(z) = g(h(x))
h wird dabei als innere und ¢ als duflere Funktion bezeichnet.
Beachte : Wenn f = goh existiert, dann gilt fiir die Wertebereiche i.a. nur Wy CW, .

Satz 1.5. Fiir reelle Funktionen h: D, — Wh , g: Dy — W, mit Wi C D, und der Komposition goh: D, — W,

gilt
g und h monoton wachsend =— goh monoton wachsend

g und h streng monoton wachsend =—- goh streng monoton wachsend
g und h monoton fallend = goh monoton wachsend
g und h streng monoton fallend =— goh streng monoton wachsend
g monoton wachsend und h monoton fallend =—> goh monoton fallend

g streng monoton wachsend und h streng monoton fallend
—> goh streng monoton fallend

Man gewinne weitere Aussagen durch Vertauschen von ” wachsend ” und ”fallend” in den obigen Pramissen.

Siehe Monotoniekriterien in Abschnitt 2.9]
Definition 1.6. Eine reelle Funktion f heifit konvex auf einem Intervall Z, wenn
fiir alle z1,xz2 €T und alle t€ (0, 1)

fltor+ (L=t)az) <t f(z) + (1 —t) f(a2)
gilt. Sie heifst streng konvezx auf Z, wenn an Stelle von sogar

f(thl + (1 — t) xz) < tf(an) + (1 — t) f(:L'Q)

gilt.

(1.2)
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yfy)

t f(x) + (1-t) f(y)

f(xt + y(1-t))

f(x)

X xt + y(1-t) y

Hinweis: In der Abbildung x durch z; und y durch x> ersetzen.
Abbildung aus http://de.wikipedia.org/wiki/Konvexe_Funktion

Satz 1.7. FEine reelle Funktion f wird genau dann konver auf einem Intervall T, wenn aus x1, r, x2 € T und

r1 < x < T2 Stets
Xo — T

Fl@r) + ——2L f(ws)

T2 — 1 T2 — T1

fz) <

folgt. Strenge Konwvezitit liegt genau dann vor, wenn stattdessen sogar

XTo — T T — T

flz) < flx1) +

T2 — T1 T2 — T1

f(z2)

gilt.

Man interpretiere den auf den rechten Seite der Ungleichungen stehenden Ausdruck (Geradengleichung in Zweipunk-
teform).

Ersetzt man in Definition [[.6] die Relation < durch > bzw. die Relation < durch >, dann erhilt die Definitionen
zur Konkavitédt bzw. strengen Konkavitét.

Entsprechend sind die beiden Ungleichungen in Satz zu &ndern, um Kriterien zur Konkavitédt zu erhalten.
Bemerkungen zur Notation:

An Stelle von konvex nutzen einige den Begriff konvex von unten.

An Stelle von konkav nutzen einige den Begriff konvex von oben.

f(z) konvex <= —f(z) konkav.

f(z) streng konvex <= —f(z) streng konkav

Jede streng konvexe Funktion ist auch konvex, aber nicht jede konvexe Funktion ist streng konvex.

Satz 1.8. FEine auf einem Intervall T definierte Funktion f:Z — R |, die sowohl konvex als auch konkav ist, nimmt
die Gestalt f(x) =axz+b an.

Satz 1.9. Fiir auf einem Intervall T definierte Funktionen f: 7 — R, g:Z — R und reelle Zahlen o, 3 gilt :
f und g konver — f+g konvex
a>0 und f konvex — «af konvex
a>0, 8>0und f, g konver — af+ [Bg konver
a <0 und f konver — af konkav

f streng konvex und g konver = f+g streng konvex
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a >0 und f streng konver = af streng konvex
a>0, >0, f streng konver und g konvex — «af + Bg streng konvex

a <0 und f streng konvex = af streng konkav

fiZy—1Iy, g:Zg—R
u= f(z) konvex
=  g(f(z)) konvez

g(u) konvex

g(u) monoton wachsend

Iy =1y, 9g:I4—R

u= f(x) streng konvex
= g(f(z)) streng konvex
g(u) streng konvex

g(u) streng monoton wachsend

Kriterien fiir Konvexitéit bzw. Konkavitdt mit Hilfe der Differentialrechnung im Abschnitt

Spezielle Beispiele fiir reelle Funktionen:

1. Potenzfunktionen, vgl. Abb.[I]
Vgl. Abbildung aus http://de.wikipedia.org/wiki/Potenzfunktion
und www.stem.de/index.html?/html/schule/mathematik/potenzfunktionen.htm

2. Absolutbetrag
fTR—=R, z+—|z|

Er ist bekanntlich definiert durch
| = x fir >0
I = fir <0

und besitzt fiir beliebige A, x,y € R mit

lzf > 0
2] =0 <= z2=0
Al = Dl
le+yl < x|+ ]yl (Dreiecksungleichung)

die Eigenschaften einer Norm, vgl.
http://de.wikipedia.org/wiki/Normierter_Raum
Unmittelbare Folgerungen sind

|z = |-z

lz—yl = |le] =yl
3. Charakteristische Funktion einer Menge A C D

. 1 falls z€ A
Xa: D= R mit xH{o falls © ¢ A

4. Heaviside-Funktion
0 falls <0

1 falls >0

oder kiirzer
0 falls <0

H(m):{l falls = >0



y=x°

y=x2

y=xo

y=x1
_l..
_2__
-3+

y #x!
-+
_5..

Abbildung 1: Potenzfunktionen

12



5. Gauflklammern:
auch Ganzzahl-Funktion, Abrundungsfunktion (engl. floor(z) )

10.

11.
12.

13.

lz] = r]£1<a>.<{k € Z} fir reelles

A

14 F—

X

Entsprechend: Aufrundungsfunktion (engl. ceiling function, ce:l(x)

Signumsfunktion

sgn(x) =

1
0
-1

0 1
[z] :== gg{k €Z}
fir >0
fir z=0 , D=R
fir z<0

Y

13

Polynome, gebrochen rationale Funktionen, trigonometrische Funktionen, Arcusfunktionen, Exponential- und

Logarithmusfunktionen, Hyperbelfunktionen
Vergleiche :
http://mo.
http://mo.
http://de.
http://de.
http://de.
http://de.
http://de.
http://de.
http://de.
http://de.
http://de.

mathematik.uni-stuttgart.de/kurse/kurs9/kurs9_broschuere.pdf
mathematik.uni-stuttgart.de/kurse/kursl/kursl_broschuere.pdf

wikipedia

wikipedia.
wikipedia.
wikipedia.
wikipedia.
wikipedia.
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.org/wiki/Potenzfunktion
org/wiki/Lagrange-Polynom
org/wiki/Polynomdivision

org/wiki/Rationale_Funktion
org/wiki/Trigonometrische_Funktion
org/wiki/Formelsammlung_Geometrie
org/wiki/Exponentialfunktion
org/wiki/Logarithmus
org/wiki/Kreis-_und_Hyperbelfunktionen

f(x)

1

= Tra

D = D(f) =R\ {0}

D =D(f) =R\ {1}

D=D(f)=R

Stiickweise konstante Funktionen (Treppenfunktionen)

Lineare Funktionen und stiickweise lineare Funktionen
Unterschied zu linearen Abbildungen

n-te Wurzelfunktion,

neN
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1.3 Reellwertige Funktionen

Reellwertige Funktionen
fD—=Y mit YCR

oder in kiirzerer Form ausgedriickt
f:D—-R

Jede reellwertige Funktion ist eine (spezielle) komplexwertige
f:D—C.

Wenn wir (im engeren Sinne) von reellwertigen Funktionen sprechen wird in der Regel
D C R"™ oder D C C" vorausgesetzt. Bei andersartigen Definitionsbereichen wird von reellen Funktionalen gesprochen.

Beispiele fiir reellwertige Funktionen :

1. Euklidische Norm im R"

Il R* =R, x= (1,

Fiir den ersten Teil kann auch
-1, : R" =Ry mit Ry ={yecR]|y>0}

geschrieben werden.

2. Maximumnorm im R"

[ lloo: R* =Ry, x= (21, @) — max (|za],..., |za])

3. Summennorm R"™

n
HHl RRHR+7 X:(x1>"'7$n)'_>2|xi‘-
i=1

1.4 Komplexwertige Funktionen

Komplexwertige Funktionen
f:D—-C

Wenn wir von komplexwertigen Funktionen sprechen, dann wird D C R™ oder D C C" vorausgesetzt. (Den Begriff
komplexe Funktion verwenden wir nicht. Bei diesem werden D C C und W C C fiir f: D — W vorausgesetzt.
Siehe Differenzierbarkeit im Komplexen)

Wichtige Beispiele fiir uns sind von der Form f: R — C wie etwa

f(t)=Ae P = A cos(at + B) + i A sin(at + 8),
und .
g(t) = A exp(—yt+i(at+3)=Ae Ve @A = Ae T cos(at + B) +iAe " sin(at + B)
mit A o, B,y €R.

1.5 Funktionale und Operatoren

1. Beispiel fiir einen linearen Operator :
Es sei C*(Z) der Raum aller reellen Funktionen, die auf einem Intervall Z C R k-mal stetig differenzierbar
sind. Mit C°(Z) oder auch C(Z) wird dann die Menge aller auf dem Intervall Z stetigen Funktionen bezeichnet.
Differentiationsoperator D
D: CY(T) - C(Z) mit
D: g(t) — ¢'(¢), D:igr— g oder D:g|—>E
2. Beispiel fiir ein lineares Funktional :
Eine bestimmte Integration
Jo04: C(0,1]) =R mit
1
T 90— [ o)

0
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oder knapper und mathematisch exakter
1
T 9— /g(t)dt mit g € C([0,1])
0

3. Beispiel fiir einen linearen Operator :
Eine Integration mit variabler oberer Grenze x € [0,1]

3: C([0,1]) — C'([0,1]) mit

J:g+—> /g(t)dt
0

1.6 Vektor- und matrixwertige Funktionen

1. Vektorwertige Funktionen einer reellen Variablen
- Schrager Wurf
- Parameterdarstellung von Kreis, Ellipse und Hyperbel,
Vergleiche
http://mo.mathematik.uni-stuttgart.de/kurse/kurs9/kurs9_broschuere.pdf
Vergleiche auch Quadriken/Kegelschnitt in
http://mo.mathematik.uni-stuttgart.de/kurse/kurs10/kurs10_broschuere.pdf
- Schraubenlinie der Ganghthe h (Kurve im R?)
- Kérper auf Bahnkurve im R?

2. Matrixwertige Funktionen einer reellen Variablen
Beispiel: Wronski-Matrix und Wronski-Determinante
Vgl. http://de.wikipedia.org/wiki/Wronski-Determinante
und
http://de.wikipedia.org/wiki/Fundamentalsystem_(Mathematik) Mit Hilfe der Wronski-Determinante kann
man ein System reeller Funktionen auf lineare Unabhéngigkeit testen, wenn diese hinreichend oft differenzier-
bar sind. Dies spielt in der Theorie gewohnlicher Differentialgleichungen eine Rolle. Fiir n reelle Funktionen

Y1,...,Yyn auf einem Intervall Z ist die Wronski-Matrix definiert durch
yi(z) Yn(2)
D(z) =
L S C)

3. Vektorwertige Funktionen mehrerer reeller Variabler
Kraftfelder, Stromungsfelder in der Mechanik
http://de.wikipedia.org/wiki/Kraftfeld_%28Physik%29

4. Matrixwertige Funktionen mehrerer reeller Variabler
Verzerrungs- und Spannungstensoren
http://de.wikipedia.org/wiki/Kontinuumsmechanik
http://de.wikipedia.org/wiki/Str’C3%B6mungsfeld

1.7 Uberblick zu stetigen Funktionen

Von einer stetigen Funktion oder Abbildung
f:D—=Y

ist grob gesprochen dann die Rede, wenn verschwindend kleine Anderungen des Argumentes = € D nur zu verschwin-
dend kleinen Anderungen des Funktionswertes 3y € Y fithren. Diese Anderungen werden in metrischen Raumen mit
Hilfe von Absténden gemessen. Ein derartiges Konzept ist erforderlich, denn Argumente und Funktionswerte miissen
nicht unbedingt reelle Zahlen sein. Dies zeigen bereits die obigen Beispiele. Bei reellen Funktionen bedeutet Stetig-
keit insbesondere, dass im Funktionsverlauf (im Graphen der Funktion) keine Spriinge auftreten diirfen. Funktionen
koénnen natiirlich nur dort stetig sein, wo sie definiert sind. Das Gegenteil von stetig ist unstetig.

Beispiele fiir stetige reelle Funktionen:



16

exp (2) / -

0,5

Y
=

1.8 Topologische Grundbegriffe

(In dieser allgemeinen Form nicht relevant fiir die Priifung)
Um Definitionsbereiche und Grenzwerte reellwertiger Funktionen systematisch untersuchen zu konnen, werden ein
Umgebungsbegriff sowie einige (topologische) Punkt- und Mengencharakterisierungen benétigt. Dabei interpretieren
wir Zahlenmengen als spezielle Punktmengen und setzen Punkte in Beziehung zu gegebenen Definitionsbereichen.

Begonnen wird mit der Einfithrung der Begriffe in R. Diese werden zur Charakterisierung reeller Funktionen benutzt.
Dann erfolgt die Verallgemeinerung der Begriffe auf den R™ und ihre Nutzung zur Charakterisierung von Funktionen
mehrerer reeller Verdnderlicher

f: X—=R mit X CR"

Definition 1.10. Offene ’Kugelumgebung’ eines Punktes p € R :

U(p,e) ={z€R : |z —p|<e} wobei 0<e¢

U(p,€) wird hiufig benutzt und als e-Umgebung des Punktes (der Zahl) p bezeichnet.
Verallgemeinerung:
U(P,¢) als e-Umgebung eines Punktes P € R™ definieren, Offene Kugel mit dem Radius € und dem Mittelpunkt P

Definition 1.11. Fine nichtleere Menge X C R heifst offen, wenn zu jedem p € X eine e-Umgebung U (p, €) existiert,
die in X enthalten ist.

Definition 1.12. FEs sei X C R. Dann heifit a € R ein Hdaufungspunkt (Hdufungswert) von X, wenn in jeder
Umgebung von a unendlich viele Punkte von X liegen.

Fiigt man zur Menge X alle Hiufungspunkte von X hinzu, dann erhdlt man den Abschluss von X. Dieser wird durch
X gekennzeichnet.

Im Falle X = X nennt man X eine abgeschlossene Menge (abgeschlossene Teilmenge von R)

e Ein Haufungspunkt der Menge X muss nicht unbedingt zu X gehoren.
e X ist genau dann abgeschlossen, wenn alle Haufungspunkte von X zu X gehoren.

e g € R ist genau dann ein Hiufungspunkt von X C R, wenn es eine Folge

(zn)nen mit  x, € X\ {a} gibt, fiir die lim z, =a gilt.

n—o0

Satz 1.13. Jeder Haufungspunkt von X ist bereits in X enthalten. Ausgehend von X konnen demzufolge keine neuen
Hiufungspunkte gebildet werden. X ist also stets eine abgeschlossene Menge, d.h. es gilt immer {X} = X
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Satz 1.14. In einer abgeschlossenen Menge X folgt aus x, € X und z,, — q stets ¢ € X.

Bemerkung 1.15. Reelle Funktionen der Analysis besitzen in der Regel Definitionsbereiche, die entweder offene
Mengen sind oder die durch Hinzunahme von Hdufungspunkten aus offenen Mengen konstruiert werden konnen. Da-
bei treten insbesondere Definitionsbereiche auf, die als Abschluss offener Mengen interpretierbar sind (alle Héiufungs-
punkte werden hinzugenommen). Letzteres sind spezielle abgeschlossene Mengen.

All diese genannten Mengen enthalten keine isolierten Punkte.

Definition 1.16. p € X heifst ein isolierter Punkt von X C R, wenn es ein & > 0 gibt,so dass U(p,e) N X = {p} gilt.

Definitionsbereiche mit isolierten Punkte spielen im folgenden Text keine Rolle. Sie werden oft bewusst ausgeschlossen,
um Grenzwert- und Stetigkeitsaussagen fiir Funktionen klarer formulieren zu kénnen. Jeder Punkt p einer Menge X
(d.h. p € X ) ist entweder ein isolierter Punkt oder ein Hiufungspunkt von X. Alle Punkte der in Bemerkung [1.15
charakterisierten Mengen X sind deshalb Haufungspunkte dieser Mengen.

Definition 1.17. FEin Punkt a wird als Randpunkt der Menge X bezeichnet, wenn in jedem U(a,e) mit & > 0
mindestens ein zu X gehoriger und ein nicht zu X gehoriger Punkt liegen. Die Menge aller Randpunkte von X wird
der Rand von X genannt.

Obige Definition sagt nichts dariiber aus, ob der Randpunkt a selbst zur Menge X gehort oder nicht. Ein Haufungs-
punkt a von X, der nicht zu X gehort, ist immer ein Randpunkt von X.

Definition 1.18. FEin Punkt a € X der kein Randpunkt von X ist, wird als innerer Punkt von X bezeichnet.

Ist a innerer Punkt von X, dann gibt es eine e-Umgebung U(a, ¢), die in X enthalten ist.
Offene Mengen enthalten nur innere Punkte.

e Nach oben beschrinkte Mengen, nach unten beschrankte Mengen, beschrinkte Mengen
e Maximum, Supremum (obere Grenze), Minimum, Infimum (untere Grenze),

e Kine abgeschlossene beschriankte Menge wird kompakt genannt.

e Zusammenhingende Menge

e Konvexe Menge

Die Verallgemeinerung der obigen Begriffe auf den R"™ (speziell fir n = 2 und n = 3) erfolgt in der Vorlesung.
Insbesondere betrachten wir dort folgende Definitionen und Aussagen.

Definition 1.19 ( Konvexe Menge). Eine Menge X C R™ wird konvex genannt, wenn mit je zwei Punkten P,Q € X
immer auch deren Verbindungsstrecke ganz in X liegt.

PQ:={AP+(1-2)Q|0<A<1}CX
Weitere Begriffe

e Eine Teilmenge X des R™ heifft zusammenhéingend, wenn sich zwei beliebige Punkte P und @Q aus X durch
eine Kurve verbinden lassen, die ganz in X liegt .
(Korrekter wiren die Bezeichnungen: wegzusammenhéngend, pfadzusammenhéngend oder kurvenweise zusam-
menhingend)
Weg von P nach @ im R" ist als stetige Abbildung

z:[0,1] = R" mit z(0)=P und =z(1)=Q
definierbar.
e Nicht zusammenhéngende Mengen

e FEine zusammenhingende Menge kann mehrfach zusammenhéngend sein.

e Einfach zusammenhéngende Menge X :

X ist zusammenh#ngend und jeder geschlossene (doppelpunktsfreie) Weg in X ldsst sich innerhalb von X stetig
zu einem Punkt zusammenziehen.

Beispiele, Definitionsbereiche reellwertiger Funktionen f:R" — R
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1.9 Grenzwerte reeller Funktionen

Definition 1.20. (Grenzwert einer reellen Funktion)
Es sei f: D — R eine reelle Funktion, a ein Hiufungspunkt des Definitionsbereiches D und ¢ € R U {400, —oo}.
Wenn dann aus

(Tn),ey mit xn € D\ {a} wund nan;O Tn=a (1.3)

stets  lim f(z,) =c folgt,

schreibt man kurz lim f(z) =c¢ (1.4)
und nennt ¢ im Falle ¢ € R den Grenzwert der Funktion f an der Stelle a.
In den Fillen ¢ = oo und ¢ = —oo wird von uneigentlichen Grenzwerten oder auch von bestimmter Divergenz
gesprochen.
Lésst man in der Voraussetzung ( [1.3]) auch die uneigentlichen Haufungspunkte a = +o0o bzw. a = —oco zu, dann

kann man fiir Funktionen mit nicht beschrinkten Definitionsbereichen analog zu (1.4)) die Grenzwerte

lim f(z) =c bzw. lim f(z)=c (1.5)

T — 00 T — —00

definieren.

1. Ob die Grenzwerte ([1.4)) oder (1.5) existieren, héingt natiirlich nicht nur vom Definitionsbereich D sondern auch
von der Funktion f ab.

2. Die mit den uneigentlichen Hiufungspunkten a = 400 bzw. a = —oo verbundenen Grenzwerte (1.5) sind
einseitige Grenzwerte.
lim f(x) ist ein linksseitiger und

Tr—00

lim f(z) ein rechtsseitiger Grenzwert.

3. Auch bei reellem (eigentlichem) a in ( muss @ nicht unbedingt zum Definitionsbereich D gehoren.

4. Ist a in Definition ein linker Randpunkt des Definitionsbereiches D, dann kann man (|1.4) als rechtsseitigen
Grenzwert interpretieren und schreibt

lim f(z)=c.
T—a-+
Ist a ein rechter Randpunkt des Definitionsbereiches D , dann wird (1.4) ein linksseitiger Grenzwert und es
kann
lim f(z)=c

T—a—

geschrieben werden.
Einseitige Grenzwerte sind jedoch auch von Interesse, wenn der Grenzpunkt a des Argumentes ein innerer Punkt des
Definitionsbereiches ist.

Definition 1.21. (Einseitige Grenzwerte reeller Funktionen)
FEs sei f: D — R eine reelle Funktion, a ein Hdufungspunkt von
DN (a,00) und c € RU {400, —oo}. Wenn dann aus
zn € DN (a,00) und lim z,=a (1.6)

stets  lim f(zn) =c folgt,
schreibt man kurz lim f(z)=c (1.7)
r—a+

und nennt ¢ den rechtsseitigen Grenzwert der Funktion f an der Stelle a.
Ist a dagegen ein Hiufungspunkt von D N (—oo,a) und folgt aus
zn € DN (—00,a) wund lim z, =a (1.8)

stets  lim f(zn) =c,
n—0o0

dann schreibt man kurz lim f(z)=c (1.9)

und nennt ¢ den linksseitigen Grenzwert der Funktion f an der Stelle a.
In den Fillen ¢ = oo und ¢ = —oo wird von uneigentlichen Grenzwerten oder auch von bestimmter Divergenz beztiglich
dieser Grenziberginge gesprochen.

Satz 1.22. Falls a sowohl ein Hiufungspunkt von D N (a,0) als auch von DN (—oo,a) ist, dann gilt:
Der (zweiseitige) Grenzwert ezistiert genau dann, wenn die beiden einseitigen , @ existieren und tber-
einstimmen. In diesem Fualle gilt

lim f(z) = lim f(z)= lim f(x)

Tr—a+ Tr—a— Tr—a



Elementare Beispiele : Vergleiche Grenzwert(Funktion) in
http://de.wikipedia.org/wiki/Grenzwert_(Funktion)

Funktion

rechtsseitiger Grenzwert

linksseitiger Grenzwert

beidseitiger Grenzwert

lim sin(x) _1 lim sin(x) 1
z—0+ xX z—0— X
x+1 1 r+1 1
li == =__
e——1+ 22 — 1 2 zo—1- 22 —1 2
zli%l+ sgn(z) = +1 zlir& sgn(z) = —1
lim — = 400 lim — = -
1 1
lim — =400 — = 400
=0+ |z 2—0- |z

lim sin(x)

x—0 €T

=1

z+1
1m =
z——-1712 —1

existiert nicht

unbestimmt divergent

1

2
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Grenzwerte von differenzierbaren reellen Funktionen kénnen oft mit der Regel von I’Hospital berechnet werden.
Darauf gehen wir im Abschnitt genauer ein.

Man vergleiche auch

http://de.wikipedia.org/wiki/Regel_von_L%E2%80%99Hospital

Sehr grundlegend ist die Vertrédglichkeit der Grenzwertbildung mit den arithmetischen Operationen.

Satz 1.23. Die reellen Funktionen f:D — R und g : D — R mdgen die Grenzwerte

lim f(x)=p wund

Tr—a

besitzen. Dann gelten die Aussagen

lim (f(2) + g(z)) = lim f(x) % lim g(z) = p+ g

Satz 1.24.

Gilt

r—a

lim af(x) = ap fir beliebiges

T—a

lim (/(@) - 9(@)) = lim () - lim g(a) = p-
lim f(z)

r—a

f(z)

lim ——= =

i—ag(z)  lim g(2)

|f(@)] < lg(@)|
lim g(z) =0

r—a

r—a

in einer Umgebung von a,

ste

lim g(z) = g

r—a

aeR

r—a

=P wusq#0
q

ts lim f(z)=0.

q

dann folgt aus

Bemerkung 1.25. Fir linksseitige und rechtsseitige Grenzwerte reeller Funktionen gelten analog zu Satz[1.23 und
Satz[1.2]] formulierte Grenzwertsitze.

Bemerkung 1.26. Die Aussagen der Sitze und [I-27) bleiben fiir reellwertige Funktionen f : D — R und
g : D — R giiltig (Zur Erinnerung : Jetzt wird D C R™ vorausgesetzt).

1.10

Stetigkeit reeller Funktionen

Bei den folgenden Betrachtungen wird vorausgesetzt, dass der Definitionsbereich D C R keine isolierten Punkte
enthélt. Praktisch kann man dies immer so einrichten.

Definition 1.27. FEine reelle Funktion

f[:D—-Y

(DCR

und Y CR)

heift stetig in a € D, wenn fiir jede Folge x, mit dem Grenzwert a die Funktionswerte f(zy) gegen f(a) konvergieren.

Andere Schreibweisen:

Kurz: Tn — Q

lim =, =a

n— oo

oder kiirzer

=

=

lim_f(za) = f(a)
lim f(2) = f(a)

T—a

f(xn) — f(a)
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e Stetigkeit in a bedeutet also, dass dort Grenziibergang und Funktionswertbildung vertauscht werden kénnen.

o Stetigkeit an der Stelle a liegt vor, wenn der Grenzwert (|1.4) existiert und mit dem Funktionswert f(a) iiber-
einstimmt.

(e-9)-Definition der Stetigkeit einer Funktion f an einer festen Stelle a:
Zu jedem (beliebig kleinen) € > 0 existiert ein 6 > 0 mit

|t —a| < ¢ = |f(x) = f(a)| <e (1.10)

Die Auswahl eines derartigen § hiingt im Regelfall von € ab, d.h. § = §(g). Je kleiner € ist, um so kleiner muss 0 i.a.
gewahlt werden.

Abschwichung dieses Stetigkeitsbegriffes: Einseitige Stetigkeit

e Linksseitige Stetigkeit an der Stelle a:

lim f(z)= f(a) vergleiche linksseitigen Grenzwert (1.9)) (1.11)

r—a—

e Rechtsseitige Stetigkeit an der Stelle a:

lim f(z) = f(a) vergleiche rechtsseitigen Grenzwert ( [1.7)

rT—a+

e In einem inneren Punkt a von D ist f : D — Y genau dann stetig, wenn f dort linksseitig und rechtsseitig
stetig ist.

e Eine Funktion ist stetig auf ihrem Definitionsbereich D, wenn sie in jedem Punkt a von D stetig ist.
f:D —Y wird dann kurz eine stetige Funktion genannt.
Schreibweise: f € C(D)
Jetzt gilt fiir alle a € D, wobei bei der Auswahl von § i.a. aber § = d(¢,a) beriicksichtigt werden muss.
Kann jedoch fiir eine stetige Funktion f die GréBe 6 = §(¢) unabhiingig fiir alle a € D gewiihlt werden, dann
nennt man f gleichméfig stetig auf D.

e (Satz von Cantor) Jede stetige Funktion f: [, 8] — R ist gleichmiBig stetig.

e Eine Funktion f ist stetig auf einem Intervall Z C D, wenn sie in jedem Punkt von 7 stetig ist.
Der Graph von f ist dann iiber diesem Intervall zusammenhéngend.
Die Funktion f besitzt dann keine Sprung- oder Polstellen in Z.

e Anschauliche Bilder: http://www.mathematik-online.org/
Genauer: Abschnitt Stetigkeit in
http://mo.mathematik.uni-stuttgart.de/kurse/kursi/kursl_broschuere.pdf

Bemerkungen zu einseitiger Stetigkeit, einseitigen Grenzwerten und stiickweise (abschnittsweise) definierten Funk-
tionen

Fiir in einem Punkt zo oder in einem Intervall Z stetige Funktionen f undg gilt :
Addition, Subtraktion und Multiplikation,

Division bei nicht verschwindendem Nenner

sowie Komposition (Verkettung) f(g(z))

fithren auf in z¢ oder Z stetige Funktionen

Stetigkeit der sinc-Funktion :

sinc (x) = MY vy #0 ist stetig fortsetzbar mit sinc (0) :=0

LT ]

0.8 = -
0.6 I *
O.4a — =
0.2 — =

(@] = .|
—0.2 — =

— 37 — 27T — 7T o 7T 27T 37

Satz 1.28 (Zwischenwertsatz von Bolzano). Fine auf einem abgeschlossenen Intervall [a, b] stetige reelle Funktion
f nimmt jeden zwischen f (a) und f (b) liegenden Wert an.
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Algorithmus 1.29 (Bisektionsverfahren, Intervallhalbierungsverfahren oder Halbierungsmethode). Es handelt sich
um ein numerisches Verfahren zur Nullstellenbestimmung. Dabei wird eine Folge von Intervallschachtelungen, die
sich auf eine Losung von f(x) =0 zusammenzieht, erzeugt.

Ausgangspunkt : Stetige Funktion f: [a, b =R mit f(a) f(b) <0 .

Yy

Vgl. Grafik in
http://mo.mathematik.uni-stuttgart.de/kurse/kursl/kursl_broschuere.pdf
Algorithmus 1.30 (Sekantenverfahren). Bei dem Sekantenverfahren handelt es sich um ein numerisches Verfahren

zur niherungsweisen Lisung einer reellen Gleichung des Typs f(z) = 0.
Das Verfahren verwendet folgende Iterationsvorschrift:

z =z, — Tp — Tn—1
T fwa) = f(@aa)

Dabei wird mit zwei Niherungswerten xo,x1 begonnen.
Vgl. http://de.wikipedia.org/wiki/Sekantenverfahren

Satz 1.31 (Fixpunktsatz). Bildet eine stetige reelle Funktion f das Intervall [a,b] in [a,b] ab, so existiert ein x. mit

fa.) = .

Satz 1.32 (Extrema stetiger Funktionen). FEine auf einem abgeschlossenen Intervall [a,b] stetige Funktion hat dort
mindestens ein Minimum und mindestens ein Maximum.

Definition 1.33 (Lipschitz-Stetigkeit). Eine Funktion f : I — R heifst Lipschitz-stetig auf einem Intervall T,
wenn
|f(z1) = flz2)| S K |21 — 32| Va2 €71

mit einer Konstanten K gilt.

Beispiele priifen :

T=01;  f@: @b Ve

Jede auf einem Intervall 7 Lipschitz-stetige Funktion ist dort gleichmé&Big stetig.
Satz 1.34 (Banachscher Fixpunktsatz). Bildet eine Funktion f das Intervall [a, b] in sich ab und gilt
|f(x1) — f(z2)| < Koy —x2|  Vai,zs € [a, b]

mit einer Konstanten K < 1 (von x1, x2 unabhdngig), so existiert ein eindeutig bestimmter Fizpunkt x. . Jede
Tterationsfolge

$¢+1:f(l'i), t=0,1,2,---, $0€[a7 b]
konvergiert dann gegen diesen Fizpunkt.
Fehlerabschdtzungen:
|zn — 2] < T % |z1 — o apriori
1
|n — 2] < T & |Zn+1 — Tn| aposteriori

Definition 1.35 (GleichmiBige Stetigkeit). Fine Funktion f heifit gleichmdfig stetig auf einem Intervall T |
wenn fir jedes >0 ein () >0 existiert,

so dass fir alle x,a €Z mit |z —al <d(e)
die Ungleichung |f(z) — f(a)| <€ gilt.



Bemerkung 1.36. Wenn f stetig, aber nicht gleichmdf$ig stetig auf 7 ist, dann gilt

0 =4d(g,a)

Satz 1.37. Wenn Z ein abgeschlossenes Intervall ist, dann gilt :
Gleichmafige Stetigkeit <= Stetigkeil

Satz 1.38. Jede auf einem offenen Intervall T konvere Funktion f : T

ist dort stetig.
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2 Differentialrechnung einer reellen Veridnderlichen

2.1 Grundbegriffe und ihre Interpretation

e Ableitung einer reellen Funktion y = f(z), f:D — R an der Stelle z, € D :
Der Grenzwert des Differenzenquotienten
ay _ f(@o+ ax) — f(wo)

= fii 0 2.1
AT (xo + AZ) — z0 uroar (2.1)

wird im Falle seiner Existenz die Ableitung von f an der Stelle z, genannt.
Schreibweise :

Y (1) = f(20) = lim L (Zot2) = f(zo) (2.2)

dx az—0  (xo + AT) — To
Az in (2.1) heifit Zuwachs der unabhéngigen Verdnderlichen x.

Tangente

Funktionsgraph

f(x ot AX)
| A o
o) AX
A x
/
Xq K thX
Aanine
Abbildung aus http://de.wikipedia.org/wiki/Differentialrechnung
Andere Darstellungsweise fiir :
2, dy bzw. af — 4 fiir ar — 0 (2.3)
AT dx AT dx
oder P p
W hm 2 b, Yo gy A
dx  az—0 Ax dr az>0 Az
Die Ausdriicke df, dy und dr nennt man Differentiale. Sie werden oft als infinitesimal kleine Gréflen inter-
pretiert.

Die Ableitung an einer Stelle z, ist dann (nach Leibniz) der Proportionalitétsfaktor zwischen infinitesimalen
Anderungen dz des Eingabewertes und den daraus resultierenden infinitesimalen Anderungen df des Funkti-
onswertes. df entspricht dabei der infinitesimalen Anderung dy der abhingigen Variablen.

Einer verschwindend kleinen Anderung dz der unabhingigen Variablen & wird damit eine verschwindend kleine
Anderung df des Funktionswertes f zugeordnet.

dy = f'(zo) dx, dx — dy bei festgehaltenem z, (2.4)

Zwischen dem Differential dz und dem Differential dy besteht also eine lineare Beziehung. Ublich ist anstelle
von natiirlich auch die Schreibweise df = f'(x,) dz.

Die lineare Beziehung zwischen den Differentialen ist abhingig von der Auswahl des Argumentes z,, in
dessen Umgebung die Funktion betrachtet wird.

e Veranschaulichen ldsst sich der Grenziibergang zur Ableitung an einer Stelle z, als Ndherung der Tangenten-
steigung durch eine Folge von Sekantensteigungen, siche Formel (2.1) und die zugehorige Abbildung. Dort ist
eine positive Ableitung an einer Stelle z, veranschaulicht.

e Anwendungen :
In mathematischen Anwendungen (z.B. Kettenregel, Integration von Differentialgleichungen, unbestimmte und
bestimmte Integration durch Substitution) rechnet man mit Differentialen fast wie mit normalen Variablen. Bei
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der Modellierung in Mechanik, Physik und anderen angewandten Gebieten geht man #hnlich vor. Die Ableitung
von physikalischen Gréflen ist ihre momentanen Anderungsrate. In den Wirtschaftswissenschaften spricht man
auch hiufig von Grenzraten (z. B. Grenzkosten, Grenzproduktivitéit eines Produktionsfaktors etc.).

e Wie z.B. in der Fehlerrechnung ist es oft sinnvoll, df bzw. dy und dz als kleine (nicht unbedingt infinitesimal
kleine) GroBen zu interpretieren.
Bei der mathematischen Definition der Differentiale geht man sogar davon aus. dass dy und dx beliebige Gréflen
sind, die lediglich durch die lineare Abbildung (2.4) aneinander gebunden sind. Jedem f’(z,) wird also eine
lineare Abbildung zugeordnet.

e Fiir den Neigungswinkel a der in z, angelegten Tangente gilt:
tana = f'(z,). (2.5)

Wird er von der positiven x-Achse aus zur Tangente im entgegengesetzten Uhrzeigersinn (positive Orientierung)
gemessen, dann ordnet man ein « > 0 zu. Bei negativer Messorientierung entsteht demzufolge ein o < 0. Hier
reicht es sich auf —5 < a < 50 zu beschrénken.

e Die Ableitung der Funktion f an der Stelle z, beschreibt das Verhalten dieser Funktion in einer kleinen
Umgebung von x,.
af = fzo+az) = flwo) = af m f'(zo) sz

oder

F(o + 22) & f(20) + F(z0) - AT
Mit x = x, + Az entsteht

f@) = f(zo) + f' (o) - (x — o) (2.6)
Die Approximation der Funktion f durch diese Tangentenfunktion liefert eine lokale Charakterisierung von f
in einer hinreichend kleinen Umgebung U(z,, €).

e Genauer :
Uber die Ableitung in einem Punkt x, wird eine lineare Funktion definiert:

T(x) = f(wo) + f'(xo) - (x — wo)

Unter allen moglichen linearen Funktionen g¢g(x) = ax + b approximiert T'(x) die Funktion f(z) lokal am
besten.

Bezeichnet man eine Funktion als differenzierbar, ohne sich auf eine bestimmte Stelle z, zu beziehen, dann bedeutet
dies die Differenzierbarkeit an jeder Stelle x des Definitionsbereiches D. In jedem Punkt des Graphen kann dann eine
eindeutig bestimmte Tangente angelegt werden. Entsprechend ist die Formulierung

differenzierbar auf einer Menge A C D
zu interpretieren.
In den Formeln bis wird dann oft o durch = ersetzt, um die Abhéngigkeit der definierten Gréflen und
Beziehungen von der unabhéngigen Variablen z deutlich zu machen. (Schreiben Sie diese Formeln auf!)
Fiir die Beziehung zwischen den Differentialen einer differenzierbaren Funktion f: D — R gilt dann allgemein

dy = f'(z) dz, dx — dy fiir jedes feste x € D

y

Ay

x+Ax x
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Abbildung aus http://de.wikipedia.org/wiki/Differential_(Mathematik)

In der oberen Abbildung steht ay fiir die Differenz der Funktionswerte. Sie veranschaulicht den Zusammenhang
zwischen Ay und dy.

Beispiel 2.1. (Elementare Berechnung einer Ableitungsfunktion)
Vgl. http://de.wikipedia.org/wiki/Differentialrechnung
Gesucht sei die Ableitung von f(x) = 2* — 3z + 2. Dann berechnet man den Differenzenquotienten als

ay  _ f(@o+az) — f(xo)
AT AT
B ((wo + az)? = 3(zo + az) + 2) — (x5 — 320 + 2)
B AT
B a:(2)+2onx+A12—Smo—SAm—i—Q—m%—i—Smo—Q
AT

2zoax + ax? — 3ax
AL
= 2x0+ azx — 3.

und erhdlt im Grenziibergang ax — 0 die Ableitung
f(zo) = A111“110(2230 + az —3) = 2x0 — 3.

Also gilt : f'(x) =2z — 3.

Elementare Funktionen sind in der Regel auf Intervallen Z oder allgemeiner auf Mengen der Gestalt

U Tk (alle Zj sind Intervalle)
k

differenzierbar.

Bemerkung 2.2. FEine differenzierbare Funktion f:D — R, D CR ist immer stetig. Die Umkehrung gilt jedoch
nicht, d.h. es gibt stetige Funktionen, die an einer oder an mehreren Stellen nicht differenzierbar sind.

Bemerkung 2.3. Es sei D ein Intervall T der Gestalt [a,b], (a,b] oder [a,b).
Wenn man eine Funktion f:7Z — R in diesen Fdllen differenzierbar nennt, dann muss die Ableitung in den zu T
gehorigen Randpunkten natirlich als einseitige Ableitung interpretiert werden.

Im Falle T = (a,b] geht es somit um die linksseitige Ableitung von f im Randpunkt b

dx r—b— x—b

Alle anderen Punkte sind hier innere Punkte, in denen Differenzierbarkeit als zweiseitige Differenzierbarkeit zu in-
terpretieren ist.
Im Falle T = [a,b) geht es entsprechend um die rechtsseitige Ableitung von f im Randpunkt a

dx T—a+ r—a

Im Falle T = [a,b] gibt es dagegen zwei Randpunkte, in denen die Ableitungen als einseitige Ableitungen zu ermitteln
sind.

Wenn Randpunkte zum Definitionsbereich gehdren und in ihnen Differenzierbarkeit vorliegt, dann kénnen die tiblichen
Bezeichnungen f'(a) bzw. f'(b) fiir die obigen einseitigen Ableitungen benutzt werden.

Im Falle eines inneren Punktes muss jedoch zwischen einseitiger Differenzierbarkeit und Differenzierbarkeit unter-
schieden werden, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 2.4. (Fine stetige aber nicht iberall differenzierbare Funktion)
f(z) =|z| ist an der Stelle 0 nicht differenzierbar:
Fiir alle x > 0 gilt namlich f(z) = = und damit

n
df, _ . fl@-f0 _ . -0 _
dx(O)—lerng x—0 _xlir&:rfO_l'

Fiir alle x < 0 gilt dagegen f(z) = —x und folglich

T )= tim @ =SO _y, m2 =0

dx z—0— x—0 z—0- x—0
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Rechts- und linksseitige Ableitung existieren. Sie stimmen aber nicht iberein. Die Funktion ist an der Stelle 0 also
nicht differenzierbar. Die Differenzierbarkeit der Funktion an allen anderen Stellen liegt dagegen vor.
Insbesondere gilt

d'f
F04) = lim f'(z) = lim 1 =1 = —-(0) = f'(0+) (2.7)

Die rechtsseitige Ableitung an der Stelle 0 stimmt hier mit dem rechtsseitigen Grenzwert f'(0+) der Ableitungen f'(x)

n
uberein. Damit wird % an der Stelle O rechtsseitig stetig.
Analog gilt
&
0o = i fO)= tm (-13=-1 = “Lo)=r0-). (2.8)

Die linksseitige Ableitung an der Stelle 0 ist hier also gleich dem linksseitigen Grenzwert f'(0-) der Ableitungen
f'(z). Damit wird % an der Stelle O linksseitig stetig.

Aus der Existenz einseitiger Ableitungen folgt jedoch nicht immer ihre einseitige Stetigkeit. Ebenso ergibt sich aus
der Existenz der Ableitung f’(x) nicht zwingend ihre Stetigkeit oder einseitige Stetigkeit in jedem Punkt z, ihres
Definitionsbereiches.

Bemerkung 2.5. Es gibt also insbesondere Funktionen, die differenzierbar aber nicht stetig differenzierbar sind. Es
kann also die Ableitung f'(x) in einem Intervall existieren, ohne dass sie in jedem Punkt stetig ist. Das folgende
Beispiel mdge dies etwas illustrieren.

Beispiel 2.6. Die Funktion f: R — R

B JL'ZCOS(%) x#0
O R

st in jedem Punkt, den Nullpunkt x = 0 eingeschlossen, differenzierbar. Deshalb ist f(z) auch diberall stetig. Die
Ableitung ergibt sich zu
, 2xcos(%)+sin(%) x#0
fz) =
0 z=0
Diese Ableitung ist an der Stelle x = 0 nicht stetig. Sie ist dort nicht einmal einseitig stetig (weder linksseitig noch
rechtsseitig), denn

+

keine der beiden Gleichungen %(0) = f'(0+) und %(0) = f'(0-)

ist erfiillt. Die einseitigen Grenzwerte der Ableitungen f’(0+) und f’(0-) existieren ndmlich beide nicht. Fiir die
einseitigen Ableitungen gilt natiirlich

Trotz der angedeuteten Probleme wird manchmal davon abgesehen, Bezeichnungen wie in (2.7]) und (2.8) zu nutzen,
um einseitige Ableitungen mathematisch korrekt von den entsprechenden einseitigen Grenzwerten der Ableitungen
zu unterscheiden. In theoretisch anspruchsvolleren Ingenieurmodellen wird dies unter Umsténden problematisch.

Fiir uns wird beziiglich der Anwendungen die folgende Definition grundlegende Bedeutung haben.

Definition 2.7. (Stetige Differenzierbarkeit)  FEine reelle Funktion f : D — R heifit stetig differenzierbar, wenn
ihre Ableitung f' iiberall auf D existiert und stetig ist.

Mit C*(D) als dem linearen Raum der in D (mindestens) einmal stetig differenzierbaren Funktionen kennzeichnet
man dies mit f € C*(D).

Ist Z ein halboffenes oder ein abgeschlossenes Intervall, dann folgt aus f € C* (Z) die einseitige stetige Differenzier-
barkeit in den zum Definitionsbereich gehérigen Randpunkten.

Das letzte Beispiel [2.6] zeigt :

Selbst wenn eine Funktion iiberall differenzierbar ist (f’ also auf dem Definitionsbereich D existiert), muss die Ab-
leitung nicht stetig sein. Es gilt dort insbesondere

f¢C (D) wesn D=R
fec (D) wenmn D=R\{0}
Differenzierbarkeit einer auf einem Intervall definierten reellen Funktion bedeutet anschaulich :
Der Graph der Funktion ist zusammenhéngend und verlduft knickfrei. Auflerdem gibt es keine vertikale Tangente.

Bei der Betrachtung praktischer Beispiele liegen Stetigkeit und Differenzierbarkeit von f(z) sowie die Stetigkeit von
f'(z) abgesehen von isolierten Punkten des Definitionsbereiches vor.
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2.2 Elementare Differentiationsregeln

Mit den folgenden Regeln kann man u.a. die Differentiation zusammengesetzter Funktionen iiber die Differentiation
einfacherer Funktionen realisieren. f, g und h seien in ihrem Definitionsbereich differenzierbare Funktionen.

e Konstante Funktion f(z) = a = const

(a) =0 (2.9)
e Potenzregel
(wn)/ _ nCCn_l fir n c 7, (2.10)
(xa)’ =az® ! fir >0 und ac€R (2.11)
(q;o‘)' =az® ! fir >0 undreelle a>1 (2.12)

0° ist i.a. nicht definiert, soll hier jedoch ausnahmsweise als 1 interpretiert werden.

e Faktorregel (konstanter Faktor)

(@ f)=a-f (2.13)
e Summenregel
(g£h) =g +h (2.14)
e Produktregel
(9-h)' =g -h+g-h (2.15)
e Quotientenregel
9\ _ g h—g-I
(9) =+ (2.16)

o Kettenregel

oder
dg _ dg dh

dr ~ dh dz

e Logarithmische Ableitung
Aus der Kettenregel folgt fiir die Ableitung des natiirlichen Logarithmus einer Funktion

(In(f))" ==

Ein Bruch der Form fTI wird logarithmische Ableitung genannt.

e Ableitung einer verallgemeinerten Exponentialfunktion (Basis g(z) > 0 nicht konstant)
Um f(z) = g(x)h(z) zu differenzieren, nutzt man, dass Potenzen mit positiver Basis und reellen Exponenten
iiber die Exponentialfunktion e" = exp(u) dargestellt werden kénnen

f(@) = exp([Ing(z)] - h(z))

wegen P = ()’ und y=¢"" mit a=In~.

Die Anwendung der Kettenregel und der Produktregel ergibt

"(x) = ") In(a(z xg/(m) )@
7@ = (W) + 10 L) g(o)



2.3 Differentiation einiger elementarer Funktionen

Funktion Ableitung
flz)=c f'x) =0
fl@)=ax+0b f(x)=a
fo)=an | fa)=ne
fl@)=vE | fa@-5=
f@=e | f@=e
f(z)=a" f'(x)=a"Ina (a>0,a#1)
F@) =z Fla) = i (x> 0)
f(z) =log, © f’(w)zélogaezxﬁla (a>0,a#1,2>0)
f(z) =sinz f'(z) = cosx
f(z) =cosz f(x) = —sinz
f(z) =tanz fllx)= @ =1+tan’x (x# 2k +1)5)
f(z) =cotz fl(z) = —= 12 = —(1+ cot’z)
sin® x
Funktion Ableitung
f(z) =sinhz f'(z) = coshz
f(z) =cosha f(z) =sinhz
f(z) =tanhx flx)= % =1 —tanh’z
cosh” z
f(x) = cothx flx)= —% =1 —coth’z
sinh” x
f(z) = arcsinz fl(x) = \/11_7 (Jz| < 1)
f(x) = arccosx flz)=— ! ‘ (lz] < 1)
-2
f(x) = arctan flx)= 1+le
f(x) = arccot x flx) = 1 —&-1902
L oy 1
f(z) = arsinhx flx)= el
f(z) = arcoshz fl(x) = 21 (x>1)
x*—1
fle) = artanhz | () =< _1$2 (2| < 1)
f(x) = arcothx fl(x) = 1 —1.r2 (lz| > 1)
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2.4 Differentiation der Umkehrfunktion

Existiert zu f: Dy — W, die Umkehrfunktion
F7HiDy =Wy,
so ist diese bekanntlich durch
y=/fle) = w=["@) wd [T WD,
charakterisiert.

Satz 2.8. (Differentiation der inversen Funktion)

Zur reellen Funktion f: Dy — W, existiere die Umkehrfunktion
f -1, Dy = Wy,

Dann gilt fiir jeden inneren Punkt x, von Dy :
Ist f in x, differenzierbar mit f'(x,) # 0, dann wird auch die Umkehrfunktion f~' an der Stelle yo = f(2o)
differenzierbar mit

Y (yo)) = 2.17
U™ @) = 55y (27)
Eine andere Schreibweise fiir (2.17) wire
dx 1
—(Yo) = ——— mit yo = f(xo)
dy 2 (20)
Betrachtet man in Satz alle Differenzierbarkeitspunkte = mit Z—Z = f'(z) #0 , so gilt fiir diese stets
dz = i, dy = S beziehungsweise dy  dv =1
dy & do 4 dz dy

Bemerkung 2.9. Werden die Voraussetzungen in Satz dahingehend abgeschwdcht, das nur die rechtsseitige
Ableitung f'(zo+) mit f'(xo+) # O exzistiert, dann gilt an Stelle von noch

(F ) (o) = falls  f'(z0+) > 0

1
f'(@o+)
_ 1
Y (o) = 57— Jalls f'(z0+) <0
U™ o) = (20+)

fiir die fallweise existierende einseitige Ableitung der Umkehrfunktion.

Ezistiert die linksseitige Ableitung f'(zo—) mit f'(xo—) # 0 , dann gilt entsprechend

—1y/ _# alls /13—
U o) = Frgry Jolls F'(o-) >0

-y - alls  f'(zo—
G ot) = gy Jalls F(wo) <0

Damit kann die Formel insbesondere auf Randpunkte der Definitionsbereiche von f und f~1 dbertragen werden.

2.5 Berechnung von Grenzwerten mit der Regel von de I’Hospital

Mit der Regel von de I’'Hospital kénnen unbestimmte Ausdriicke der Form

i ElEEED s
[0-(£00)], [o0o—o0], [-oo+oc], [0°], [oc°], [1]

berechnet werden (nicht in allen Spezialfillen moglich, nicht immer vorteilhaft). Diese unbestimmten Ausdriicke
charakterisieren das asymptotische Verhalten von Teilausdriicken bei Grenziibergéngen in zusammengesetzten Funk-
tionen.

Beispiele:
3
— 2 — 2
lim s lim ( - m) lim (m — z) sind von der Form 9 ,
z—0 z—m+  sinx z—r— tanx 0
1 l _ -1 _ -1 _ -1
fim 22 gy ey Emm o e, @
e—0+ z=17 20— gl zort+  cot(x) z—or—  cotx z—m  cotx
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+oo
sind von der Form {—}
+o0
lim zlnz, lim zln|z|, lim (x—m)cotz, lim (z—m)cotz, lim (z— m)cotx
x—0+ r—0— T— T+ T—T— T—T

sind von der Form [0 - (f00)]

. 1 . 1 . -1 . -1
zlin&{;-l-lnx}, zli%l,{ﬁ—i_ln('x‘)}’ zliIEJr {(z—m)"" —cotz}, im {(z—m)"" —cota}

sind von der Form [co —oo] bzw. [—o00+ o9

Die eckigen Klammern in (2.18]) wurden benutzt, um zu unterstreichen, dass diese Ausdriicke an sich nicht existieren.
Sie représentieren lediglich bestimmte Formen von Grenziibergéingen.

Verhalten von Zéhler und Nenner und der entsprechenden Tangenten beim Grenziibergang fiir

(¢ —m)+2-10° (%7)°

i
Fs sin(7x)

sind in der unteren Abbildung veranschaulicht.

Abbildung aus http://de.wikipedia.org/wiki/Regel_von_L}E2%80%99Hospital

Der folgende Satz kann in seiner allgemeinen Form mit dem Satzw (kommt spéter, verallgemeinerter Mittelwertsatz
der Differentialrechnung) bewiesen werden. Setzt man zusétzlich die Differenzierbarkeit in den Randpunkten voraus,
dann ergibt sich die dortige Behauptung unmittelbar aus der Definition des Differentialquotienten [2.2|

Satz 2.10. (Regeln von de I’Hospital)

Die Funktionen f wund g seien differenzierbar auf einem offenen Intervall T = (a,b), wobei ¢'(x) #0 fiir alle
x € T erfillt sei.

Dann gelten die folgenden Aussagen:

1. In den Fidllen

oder
lim f(z)= +o0, lim g¢(z) = oo,

z—b— z—b—

folgt fiir den linksseitigen Grenzwert von J;E;g an der Stelle b

1) _ o 1@
z—b— g(g;) _ml_,b7 g’(x)’ (2.19)

falls der entsprechende Grenzwert von f,/%z existiert.

«Q
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2. In den Fillen
lim f(z) = lim g(z) =0

r—a+ r—a+
oder
lim f(z) = oo, lim g(z) = £o0
r—a+ T—a+
f(x)

folgt fiir den rechtsseitigen Grenzwert von o(z) an der Stelle a

f@) o @)

lim —+% = , 2.20
c—at g(x) z—a+ g'(z) ( )
falls der entsprechende Grenzwert von g:éi; existiert.
Bemerkung 2.11. (Folgerungen aus der Regel von de I’Hospital)
Die Aussagen von bleiben giiltig, wenn im Falle 1 b durch +oco ersetzt wird:
!/
fim L@ g L@ (2.21)
s—+oo g(x) a—+oo ¢'(z)
Die Aussagen von bleiben giiltig, wenn im Falle 2 a durch —oo ersetzt wird:
!
fim 28 gy L@ (2.22)

em—oo g(x) a—-co g'(z)

Folgerung 2.12. Die Funktionen f und g seien differenzierbar auf (a,c)U (¢,b) mit a < ¢ <b, wobei dort
g (z) #0 erfillt sei.
Dann folgt aus

lim f(z) =1lim g(z) =0

oder aus
lim f(x) = o0, lim g(z) = o0

fiir den Grenzwert von zéig an der Stelle ¢

!
fim @) i f/(“:), (2.23)
a=e g(z)  e—e g'(2)
falls der entsprechende Grenzwert von 5:83 existiert.

Bemerkung 2.13. Die Regeln kénnen unter Umstinden mehrfach angewendet werden. Es ist jedoch stets (natiirlich
auch schon bei der erstmaligen Anwendung) darauf zu achten, dass ein unbestimmter Ausdruck der Form
vorliegt.

Bemerkung 2.14. Unbestimmte Ausdriicke deren Grenzwerte formal die Gestalt
[0-%oc], [oo—oc], [09], [o0"], [1%]

haben, koénnen eventuell nach Uberfihrung in Quotientenform auf obige Weise berechnet werden. Bei den letzten drei
Formen erfolgt dies so:
1. Anwendung der Logarithmusfunktion
2. Grenzwertbestimmung des entstandenen Ausdrucks
3. Grenzwertbestimmung des urspriinglich gegebenen Ausdrucks
a=lim {f(@)}"® <= §=In()=lim {g(@) Inf(z)}

T—cC

8 berechnen, dann folgt o = €°

Beispiele 2.15.

G1 = lim x(211w) ist von der Form [OO}
x—0+

= InG; = lim 1 Inz :1 = Gi=c¢
z—0+ 2Inz 2

Warum existiert lim m(%w) nicht?

=
I
B

Auch

G2 = lim (mQ)(ﬁ) ist von der Form [OO}
x—0

= InGs = lim b Inz?} = lim L21n|a:| = Gy =
—0 | \ In |z| z—0 | In|z|

FEntsprechend zeigt man ohne Nutzung des letzten Resultates

lim (xQ)(ﬁ) =e 2.

x—0



32

2.6 Hohere Ableitungen

Ist die Ableitung einer Funktion f : D — R wiederum differenzierbar, so lisst sich die zweite Ableitung von f als
Ableitung von f’ : D — R definieren. Auf dieselbe Weise kénnen dann auch dritte, vierte und héhere Ableitungen
definiert werden. Eine Funktion kann dementsprechend einfach differenzierbar, zweifach differenzierbar, sein. Ist die
n-te Ableitung f™ : D — R stetig, so schreiben wir f € C™(D).

Die zweite Ableitung hingt z. B. mit der Kriimmung des Graphen von f : D — R zusammen. Sie besitzt auch
weitreichende physikalische Anwendungen. Zum Beispiel ist die erste Ableitung des Weges z(t) nach der Zeit ¢ die
Momentangeschwindigkeit v(t) = #(¢) und die zweite Ableitung die (momentane) Beschleunigung a(t) = #(¢). Die
Schreibweise #(¢) fiir Ableitungen einer beliebigen Funktion nach der Zeit ist in der Physik iiblich.

Hohere Ableitungen kénnen auf verschiedene Weisen geschrieben werden:

fr=1=

= f(s) = %, usw.

dz2’

Im Falle der Beschleunigung :
Z(t) = @
dt?
Bemerkung 2.16. Produktregel und Hdéhere Ableitungen - Leibnizregel
Die Ableitung n-ter Ordnung fiir ein Produkt aus zwei n-fach differenzierbaren Funktionen f und g ergibt sich aus

(f9) (n)_z<> (k) (n k)

k=0

n

Die hier auftretenden Ausdriicke der Form (k

) sind wie iblich die Binomialkoeffizienten.

2.7 Differentiation komplexwertiger Funktionen

Mit konstanten Parametern A, a, 3, v € R werden folgende Beispiele differenziert.
ft) =A@ = A cos(at + B) +i A sin(at + B)
Ft)=iaAe @ —iaq A cos(at+ ) +iaiAsin(at+ B)
Ft)=iaAe @™ —iq A cos(at+ f) — aAsin(at+ 3)
und ‘
gt) = Aexp(—yt+i(at+3)=Ae 7 e @B = A cos(at + B) +iAe " sin(at + B)
g(t) = (-7 +ia)Aexp(—yt+i(at+p)) =(—y+ia)Ae " e @)

2.8 Differentiation vektorwertiger Funktionen

Mit

(t) = (21(t),22(1)"  baw. z(t) = (21(t), z2(t), 23(1)"
werden zusammenhéngende ebene bzw. rdumliche Kurven beschrieben, wenn alle Komponenten z;(t) stetige reelle
Funktionen sind. In technischer Mechanik und Physik werden diese Kurven meist in Abh#ngigkeit von der Zeit ¢
durchlaufen. Existieren die Zeitableitungen

i(t) = (&1(t), #2(6))"  baw. @) = (&1(t), #2(¢), @3(t))"

() = (&1(1), @2(t))"  bzw. (1) = (&1(t), E2(1), #3(t))"
dann sind v(t) = z(t) bzw. a(t) = Z(¢) als (momentaner) Geschwindigkeits- bzw. Beschleunigungsvektor zu interpre-
tieren.
Es muss zwischen
Geschwindigkeitsvektor = Geschwindigkeit und Bahngeschwindigkeit
Beschleunigungsvektor = Beschleunigung und Bahnbeschleunigung
unterschieden werden.
Bahngeschwindigkeit im R? :

()] = V(O] + [2(0)]* + [#3(1)]2

d|v(®)|

dt
Die Bahnbeschleunigung ist die Komponente des Beschleunigungsvektors, die in Richtung der Tangenten zeigt. Das
ist die Projektion des Beschleunigungsvektors auf die Tangentenrichtung, die mit der Durchlaufrichtung des Massen-
punktes iibereinstimmt.

Bahnbeschleunigung im R?

ar =



33

2.9 Funktions- und Kurvendiskussion
2.9.1 Monotonieverhalten

Das offene Intervall Z im folgenden Satz kann auch nicht beschrénkt sein.
Beschrinktes offenes Intervall : 7 = (a,b) mit —co < a < b < 0o
Nicht beschrénkte offene Intervalle : 7 = (—o00,00), I = (—o00,b), I = (a,o0)

Satz 2.17. Fir jede auf einem offenen Intervall T differenzierbare Funktion f gilt :
1. f wird genau dann monoton wachsend auf T, wenn f'(xz) >0 auf (a,b) ist.
2. f wird genau dann monoton fallend auf T, wenn f'(z) <0 auf (a,b) ist.
Satz 2.18. Fiir jede auf einem Intervall [a,b] stetige und auf (a,b) differenzierbare Funktion f gilt :

1. f wird genau dann monoton wachsend auf [a,b], wenn f'(z) >0 auf (a,b) ist.

2. f wird genau dann monoton fallend auf [a,b], wenn f'(x) <0 auf (a,b) ist.

Die Folgerungen fiir Intervalle vom Typ Z = [a, 0c0) und Z = (—o0, b] liegen auf der Hand.

Offensichtlich gilt :

Ist f auf (a,b) monoton wachsend und auf [a,b] stetig, dann wird f auch auf [a,b] monoton wachsend.

Ist f auf (a,b) streng monoton wachsend und auf [a, b] stetig, dann wird f auch auf [a, b] streng monoton wachsend.
Analoge Aussagen hierzu erhélt man bei durchgehendem Ersetzen von wachsend durch fallend.

Satz 2.19. Fir jede auf einem Intervall I differenzierbare Funktion f gilt :

1. f wird genau dann streng monoton wachsend auf I, wenn die beiden folgenden Bedingungen erfillt sind.

f'(x) >0 fiir alle x € T
und
auf keinem Teilintervall (o, B) CZ gilt f'(x) =0 fir alle = € (a, B).

2. f wird genau dann streng monoton fallend auf I, wenn die beiden folgenden Bedingungen erfiillt sind.

f'(x) <0 fiir alle x € T
und
auf keinem Teilintervall (o, B) CZ gilt f'(x) =0 fir alle = € (a, B).

Strenge Monotonie liegt also genau dann vor, wenn die strengen Ungleichungen f'(x) > 0 oder f’(z) < 0 héchstens
in isolierten Punkten verletzt werden.

Folgerungen : f'(x) >0 firalle r€Z = f streng monoton wachsend auf 7

fl(r) <0 firalle r€Z = f streng monoton fallend auf 7

2.9.2 Konvexitit und Konkavitét

Satz 2.20. Fir jede auf einem Intervall I differenzierbare Funktion f gilt :

1. f wird genau dann konvezr auf T, wenn die Ableitung f dort monoton wachsend ist.
2. f wird genau dann streng konver auf I, wenn die Ableitung f' dort streng monoton wachsend ist.
3. f wird genau dann konkav auf T, wenn die Ableitung f' dort monoton fallend ist.
4. f wird genau dann streng konkav auf I, wenn die Ableitung f' dort streng monoton fallend ist.
Satz 2.21. Fir eine auf einem Intervall T differenzierbare Funktion f gilt :
1. f wird genau dann konvex auf I, wenn fir jede in einem beliebigen Punkt x, € Z angelegte
Tangente To(x) = f(x,) + f'(zo)(x — x0) die Ungleichung
To(x) < f(x) firalle €I erfallt ist.
2. f wird genau dann streng konver auf T, wenn fiir jede dieser Tangenten

To(z) < f(xz) firalle ze€Z\{xo} erfillt ist.

Die Umkehrung der obigen Ungleichungen liefert entsprechende Aussagen fiir die Konkavitét bzw. strenge Konkavitét.
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Satz 2.22. Die reelle Funktion f sei zweimal differenzierbar auf dem Intervall . Dann gilt

1. f ist genau dann konvex auf T, wenn f’(x) >0 Vx eI gilt

2. f ist genau dann streng konvex auf I, wenn wenn die beiden folgenden Bedingungen erfullt sind.

f"(z) >0 fiir alle © €T und
auf keinem Teilintervall (o, 3) CZ gilt f'(z) =0 fir alle z € (a, B)

Interpretation der Bedingung zur 2. Aussage :
Die Ungleichung f"(x) > 0 darf nur in isolierten Punkten verletzt werden.

Auch hier gilt: Die Umkehrung der Ungleichungen liefert entsprechende Kriterien fiir Konvexitit bzw. strenge Kon-
vexitét.

Strenge Konvexitét (strenge Konkavitit) auf Z liegt also genau dann vor, wenn dort die strengen Ungleichungen
f"(z) >0 ( f’(x) < 0) hochstens in isolierten Punkten verletzt werden.

Folgerungen :
f’(z) >0 firalle x€Z = f streng monoton wachsend auf 7

f"(z) <0 fiir alle x € mathcall = f streng monoton fallend auf 7

Nachweis von Konvexitidt und Konkavitdt unter abgeschwichten Voraussetzungen :

(von Ingenieurstudenten selten benutzt )

Eine iiberall links- und rechtsseitig differenzierbare Funktion f:Z — R ist genau dann konvex, wenn ihre ” Ablei-
tung” monoton wachsend ist. Diese Monotonieeigenschaft ist folgendermaflen zu interpretieren :

- + - +
d d d d
Aus x, <z, folgt stets Tg(xl) < d—a{(xl) < d—a{(xz) < d—gf(:cg)
Bei rechtsseitigem Fortschreiten eines Kurvenpunktes dreht sich die (einseitige) Tangente nur nach links (Anstieg
kann sich héchstens vergrofiern). Sie kann natiirlich stiickweise ihre Richtung beibehalten (nur Konvexitét).

Die Konkavitédtsbedingung ergibt sich wie tiblich.

Bemerkung 2.23. (Krimmung s fiir ebene Kurven)

1. Ebene Kurve sei in der Gestalt y = f(x), f: D — R gegeben f'(z) existiere auf D:

[ (@)
k(r) = ———— (2.24)
[T+ [ (@)]2]2

2. Kurve sei in Parameterdarstellung #(t) = (z(t), y(t))T t € T gegeben, x”(t) existiere auf T
£(1) (1) — #(0) 9(0) (2.25)
(@] +y@®)*)?

Der Parameter t muss hier nicht unbedingt die Zeit sein. Oft wird als Parameter die Bogenlinge s verwendet.
Dann ist in der Parameter t durch s zu ersetzen.

k(t) =

Elastostatik des schlanken Balkens : Durchbiegung w mit y = w(z), w: [0, L] — R
|w'(z)] << 1 auf [0, L] = Approximation x(z)~ f"(zx)

Bemerkungen zu (2.24)) :

[f"(z)| > 0 positive Kriimmung, Kurve links gekriimmt, strenge Konvexitiit
[f"(z)] <0 negative Kriimmung, Kurve rechts gekriimmt, strenge Konkavitét
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2.9.3 Extremwerte

[
. global maxirmurm i
local maximum

2 ™ -

- -
-7 -

local rrimirmurs
-4 "
glabal rmirirmurm
-6 ] ] ] ] 7
a 0.2 0.4 0& 0.8 1 1.2

Abbildung aus http://en.wikipedia.org/wiki/Maxima_and_minima
Extrema von

fy =0T 01 1) R

Begriffe kldren:

Extremum : Minimum oder Maximum,

inneres Extremum, Randextremum,

inneres Minimum, Randminimum, inneres Maximum, Randmaximum,
lokales Extremum und globales Extremum,

lokales Minimum und globales Minimum=Minimum,

lokales Maximum und globales Maximum=Maximum.

Echte Extremwerte (auch eigentliche genannt) :
echtes lokales Minimum und echtes (globales) Minimum,
echtes lokales Maximum und echtes (globales) Maximum

15

0.5

0 1 2 3 4

Abbildung aus http://en.wikipedia.org/wiki/Maxima_and_minima
y = f(z) = ¢z mit maximalem Definitionsbereich
An der inneren Stelle x, = e wird ein echtes globales Maximum angenommen.

Existenz globaler Extremwerte:

Satz 2.24. Jede stetige Funktion f : [a, b] — R ist beschrdankt. Sie nimmt fiir mindestens ein Argument x, ihr
Minimum und fiir mindestens ein Argument x» ihr Maximum an.

Unter den Voraussetzungen des obigen Satzes existieren also Punkte z., z» € [a, b] mit
f(z1) < f(z) < f(=2) fir alle « € [a, b].

= f(z1) Minimum der Funktion

= f(z2) Maximum der Funktion
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Dabei gibt es Funktionen,

fiir die das Minimum an mehreren Stellen angenommen wird oder

fiir die das Maximum an mehreren Stellen angenommen wird.

Ob der jeweilige Extremwert in einem Randpunkt oder in einem inneren Punkt angenommen wird, hdngt ebenfalls
vom ausgewihlten Beispiel ab.

Satz 2.25. (Extrema von konvezen und konkaven Funktionen)
1. FEin lokales Minimum einer konvexen Funktion ist auch ein globales Minimum.

2. Besitzt eine streng konvexe Funktion ein Minimum, so wird dieses an nur einer Stelle angenommen.

3. Fine streng konveze Funktion f : [a, b] — R besitzt ein Minimum, das an genau einer Stelle angenommen
wird.

4. Fin lokales Maximum einer konvexen Funktion ist auch ein globales Maximum.
5. Besitzt eine streng konvexe Funktion ein Maximum, so wird dieses an nur einer Stelle angenommen.

6. Eine streng konvexe Funktion f: [a, b] — R besitzt ein Mazimum, das an genau einer Stelle angenommen
wird.

Anwendung der Differentialrechnung zur Berechnung von Extremwerten :
(Vgl. http://de.wikipedia.org/wiki/Extremwert und Literatur)

Satz 2.26. Fiir eine differenzierbare Funktion f: D — R erhdlt man die folgenden Aussagen, falls xo ein innerer
Punkt von D ist.

1. Nimmt f einen lokalen Extremwert an, dann folgt f'(zo) = 0. (Notwendiges Kriterium)

2. Es sei f zweimal differenzierbar. Dann gilt
f(x0) =0, f"(x0) >0 = inxzo wird ein echtes lokales Minimum angenommen,

f(x0) =0, f"(z0) <0 = inx, wird ein echtes lokales Mazimum angenommen.

3. Andert f'(x) beim Durchgang durch x, sein Vorzeichen, so wird in zo ein echter lokaler Extremwert angenom-
men.
f besitzt dort im Falle

xy, Tr € U(wo,€), me <xo <z = [f(x2) <0< f () (2.26)

ein echtes lokales Minimum
und im Falle
x, Tr € Ulmo,€), xe <z <xr = f'(x0)>0> f'(2r) (2.27)

ein echtes lokales Mazimum.
Die e-Umgebung U(C,e) kann dabei entsprechend klein gewdhlt werden.

4. Ist der Definitionsbereich der Funktion f ein Intervall (D = T ) und gelten die Vorzeichenbedingungen
bzw. ohne die Finschrinkungen ¢, x» € U(xo,€), dann besitzt f an der Stelle x, das einzige echte
Minimum bzw. das einzige echte Maximum. Im ersten Fall ist die Funktion streng konvex , im zweiten Fall
streng konkav.

2.9.4 Charakteristika zum Funktionsverlauf

(Vgl. http://de.wikipedia.org/wiki/Kurvendiskussion und Literatur)

Maximaler Definitionsbereich, Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen, Symmetrieeigenschaften, gerade und un-
gerade Funktionen, Periodizitét,

Flachpunkt, Wendepunkt, Sattelpunkte (Wendepunkt mit horizontaler Tangente), Nullstelle, Polstelle, Liicke(hebbare
Unstetigkeit),

Abbildung aus http://de.wikipedia.org/wiki/Wendepunkt
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Beispiel 2.27. Verhalten im Unendlichen (asymptotisches Verhalten):

3 2 3 2
_x—x"+5 x—x 1 15 1
J@) = =55 = %s—5 Tz-1-5° ta-1
hat eine Polstelle bei xo = 1. Die Parabel p(x) = %xz charakterisiert als Asymptote das Verhalten von f im Unend-

lichen (hier sowohl fiir x — 400 als auch fir x — —o0).

lim [f(z) —p(z)] =0 wnd lim [f(z)—p(z)] =0,

T—00 T——00

-4

e L. T ——

Abbildung aus http://de.wikipedia.org/wiki/Asymptote

y = ) (=]

3 ') =2x-4

Hochpunkt von f(x)
2t

Wendepunkt von f(x)
. I|

1

0 .,‘.._\.\\ 1 9 N H\\ X

Nullstelle yon f(x) \
Tiefpunkt von f(x)

/ f'(x)=x2-4x+3
Nullstelle von f(x)

Abbildung aus http://de.wikipedia.org/wiki/Differentialrechnung
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flx) =32 —522+8
ki

Hochpunkt

w

Abbildung aus http://de.wikipedia.org/wiki/Kurvendiskussion

V1

)= 33-4x2 +4x
Ax2_Bx+4
2l
fig)= X2
4(%- 1]

Asymptote

Wendepunm

2lle

Mullstelle

Abbildung aus http://de.wikipedia.org/wiki/Kurvendiskussion

Hochpunkt +—  echtes lokales Maximum
Tiefpunkt +——  echtes lokales Minimum
Die Begriffe Hochpunkt und Tiefpunkt benutzen wir nicht.

2.10 Newtonsches Niaherungsverfahren

Vergleiche Animation in http://de.wikipedia.org/wiki/Newton-Verfahren

(mn)
f'(zn)

~

Tnil = Tpn — mit Startwert x,

Newtonsches Verfahren - ziellos und endlos:
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y=1+2?

Zo

Aber die folgende Anwendung des Newtonverfahrens wird sinnvoll:
Gesucht ist fiir a > 0 die Nullstelle von

a , 2a
f@)=1-%  Jw=1g
Newton-Iteration: "
1- 2 xf’L T Tn 3 mi
xn+1—xn_i?—xn—%+?—? —7
. 1+a . .
Mit dem Startwert =z, := —5 konvergiert das Verfahren gegen die Nullstelle.

Satz 2.28. FEs existiere eine Nullstelle & von f(z) und in einem Intervall [a, b] mit a < Z <b seien die folgenden
Bedingungen erfillt :
feC®(a, b)), f(z)#0 auf [a,b].

Liegt dann der n,-te Niherungswert x,,, hinreichend nahe bei der Nullstelle T, dann gilt mit einer Konstanten C' > 0

|Z — xni1| < C T — xn|2 fiir alle n > n,

Anschauliche Interpretation ab n,-tem Schritt :

Bei jedem weiteren Schritt der Newton-Iteration verdoppelt sich etwa die Anzahl der giiltigen Dezimalstellen.

Das Newton-Verfahren ist unter obigen Voraussetzungen ein lokal konvergentes Verfahren. Konvergenz der in der
Newton-Iteration erzeugten Folge zu einer Nullstelle ist also nur garantiert, wenn der Startwert x, schon ausreichend
nahe an der Nullstelle liegt. Ist der Startwert zu weit weg, kann alles mogliche passieren.

2.11 Lokale Existenz einer stetig differenzierbaren Umkehrfunktion

Jetzt geht es um eine Modifikation von Satz mit gréBerer Bedeutung fiir die Anwendungen. Im Kapitel [3] werden
die folgenden Aussagen dann auf Abbildungen f: D — R™ mit D C R" verallgemeinert (Satz zur Existenz der
stetig differenzierbaren Umkehrabbildung). Vorerst jedoch der Fall n = 1.

Die Existenz der Umkehrfunktion f~! wird im Gegensatz zu Satz nicht mehr vorausgesetzt. Es werden stattdessen
Bedingungen formuliert, unter denen eine auf einem offenen Intervall Z definierte Funktion f: Z — R in einer offenen
Umgebung Uys C Z eines Punktes x¢ invertierbar und stetig differenzierbar ist.

Beispiel 2.29.
T

575)3 WO:f(UO):(_171)a
also  f: Uy — Wy, feC'(Uo) wobei f'(xo)=1%#0 gilt

y= f(z) =sinz, zo=0, U= (—

!
z=f""(y)=arcsiny oder f'(z)=arcsinz, f':Wo—Uy, [ 'eC (Wo)
Mit dem zugehirigen abgeschlossenen Intervall Ug = [—% %] bleibt die Fortsetzung

f:Uo — Wy invertierbar mit f;l(ac) = arcsinx. Diese auf dem abgeschlossenen Intervall W definierte Funktion
ist aber in den Randpunkten von Wo nicht mehr differenzierbar.
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Nachzuweisende Aussage oberhalb des Beispiels also folgendermafien konkretisieren:
Zu einer geeigneten Einschrankung f: Uy — f(Uy) existiert die inverse Funktion

71 f(Uo) — Uo.

Der Wertebereich Wy = f(Up) der Einschriinkung von f, also der Definitionsbereich von f~', ist dabei ebenfalls ein
offenes Intervall. Die Voraussetzungen des folgenden Satzes werden so gew#hlt, dass f~! stetig differenzierbar wird,

vgl. Beispiel 2:29]

Satz 2.30. (Existenz einer stetig differenzierbaren Umkehrfunktion)
Es sei x, ein festgehaltener innerer Punkt eines offenen Intervalls Z C R . Dann gilt :
Ist eine Funktion f:7Z — R stetig differenzierbar mit

Yo = f(xo) und y,= f(x,)#0, (2.28)
so existiert ein offenes Intervall Uy CZ mit x, € Uy . Die Einschrinkung
f: U() — Wo mat WO = f(Uo) (2.29)

wird dabei streng monoton und invertierbar mit einem offenen Intervall Wy als Wertebereich. Fir die zu
gehorige Umkehrfunktion gilt

f7' s Wo — Uy st stetig differenzierbar. (2.30)
Mit beliebigen x € Uy und mit y = f(x) folgt
—1 dﬂ: N 1 1
= _— = = = = . 2. 1
v=f7w, g, =)W F@) - @ (2.31)
Aus den speziellen Vorgaben erhdlt man
-1 dx 1y 1 1 1
To=[f""(Y) und ——(yo)=(f"")(¥)= 47—~ = == 2.32
(o) dy( )= (") (") P~ Ty w (2.32)

Ist f'(z0) >0 in (2.28), dann werden die in und definierten Funktionen streng monoton wachsend.
Ist f'(wo) <0 in (2.28), dann werden diese beiden Funktionen streng monoton fallend.

Folgerung 2.31. Unter den Bedingungen des letzten Satzes folgen aus und die linearen Approzimatio-
nen
f(@) = T(x) = f(zo) + f(20)(x — %0) = Yo + yo(x — o) in der Nihe von x,

und L

RO =T7 W) = o) + () W)y = yo) = 0 + o W= o), (2:33)
Letztere kann in einer hinreichend kleinen Umgebung von y, genutzt werden.
Auch fiir diese linearen Approrimationen gilt :
T~ ist die 2u T inverse Funktion (nicht der Kehrwert). Die Gleichung
Y = Yo + Yo(x — x0) ist nimlich eindeutig nach x auflosbar mit © = z, + yi,(y —Yo) -

Hier wurde bisher davon abgesehen beim Ubergang zur Umkehrfunktion die Variablen z und y zu vertauschen. In
spiteren Verallgemeinerungen wird dies auch nicht geschehen (z. B. Koordinatentransformationen im R? und RB),
Damit kann man dort direkt an diese Betrachtungen ankniipfen.

Die grafische Darstellung reeller Funktionen wird jedoch anschaulicher, wenn man z als unabhéngige Variable und y
als abhéngige Variable betrachtet.

Bemerkung 2.32. Das Festhalten von x als unabhdngiger Variabler und y als abhdngiger Variabler, also die Nutzung
von y = f~1(x) kann in Satz durch gewisse Modifikationen ab Formel plausibel gemacht werden. Die vor
stehenden Formulierungen bleiben giiltig.

Ausgehend von y = f(x) entsteht nach Vertauschen von x undy in

_ dy —1\/ 1 1
yelUp und x=f(y o y:fla:, — = (f x) = = —
Aus den speziellen Werten in folgt mit
j0 = %Yo , go = o
~ 1/~ dy ~ —IN/ s~ 1 1 1
Jo=f (Zo) und —=(ZTo)=(f To) = =g =
(Fo) und gy (F) = @) = 0y = B " w
Die Approzimation bekommit fiir f~*(x) die Form



41

Bei der in Beispiel realisierten lokalen Invertierung von f(z) = sinz konnte die Umkehrfunktion f~* durch den
einfachen analytischen Ausdruck f~!(z) = arcsinz angegeben werden. Oft ist man jedoch nicht in der Lage f~* in
analytisch geschlossener Form darzustellen. Wenn es eine derartige Darstellung gibt, die zu kompliziert ist, hilft dies
in der Regel auch wenig. In solchen Fillen ist der obige Satz hilfreich :

Nach Berechnung von f und f’ an einer einzigen Stelle x,

kann die Existenz einer lokalen Inversen f~! von f schnell gezeigt werden,

kann die Art der strengen Monotonie dabei verifiziert werden,

kénnen lineare Approximationen von f und f~! aufgestellt werden.

Das obige Prinzip der lokalen Invertierbarkeit verbunden mit der Berechnung der Ableitung

(f 7Y (yo) wird in Kapitel [3| verallgemeinert. Angewandt wird es z.B. in der technischen Mechanik (nichtlineare
Materialgesetze, Koordinatentransformationen) und Physik. Die lokalen linearen Approximationen von f und f~!
sind dabei vielseitig nutzbar.

2.12 Mittelwertsitze der Differentialrechnung

Die folgenden Mittelwertséitze konnen benutzt werden, um viele der obigen Sitze exakt zu beweisen. Sie besitzen
jedoch auch vielfiltige praktische Anwendungen (z. B. Fehlerabschitzung von Approximationspolynomen).

Satz 2.33. (Satz von Rolle)
Ist eine reelle Funktion f im offenen Intervall (a,b) differenzierbar, im abgeschlossenen Intervall [a,b] stetig und

gilt - f(a) = f(b),

dann muss die Ableitung im Intervall (a,b) mindestens eine Nullstelle haben.

f(a) = #(b)

S A

Abbildung 2: Satz von Rolle
Abb. aus http://de.wikipedia.org/wiki/Satz_von_Rolle

Anschaulich bedeutet dies: Auf dem Graphen der Funktion f gibt es zwischen zwei Kurvenpunkten mit iibereinstim-
menden Funktionswerten mindestens einen Kurvenpunkt mit waagrechter Tangente.

Folgerung 2.34. Zwischen zwei Nullstellen einer differenzierbaren Funktion liegt eine Nullstelle der Ableitung.

Der Satz von Rolle ist ein Spezialfall des folgenden Mittelwertsatzes.

Satz 2.35. (Mittelwertsatz der Differentialrechnung)
Ist eine reelle Funktion f im offenen Intervall (a,b) differenzierbar und im abgeschlossenen Intervall [a,b] stetig, dann
gibt es mindestens ein

f(b) = f(a)

Zo € (a,b) mit fl(zo) = . (2.34)

Folgerung 2.36. Stetig differenzierbare Funktionen sind lokal Lipschitz-stetig.

Satz 2.37. (Verallgemeinerter Mittelwertsatz der Differentialrechnung)

Die reellen Funktionen f und g seien im offenen Intervall (a,b) differenzierbar und im abgeschlossenen Intervall [a, b]
stetig. Auferdem gelte fiir x € (a,b) stets g'(z) # 0.

Dann ezistiert mindestens ein z, € (a,b) mit

= (2.35)
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(b)

fa)

Abbildung 3: Mittelwertsatz der Differentialrechnung
Vgl. http://de.wikipedia.org/wiki/Mittelwertsatz_der_Differentialrechnung

Bemerkung 2.38. Wegen g'(z) # 0 folgt strenge Monotonie und damit g(b) — g(a) # 0. Der Beweis des verallge-
meinerten Mittelwertsatzes ergibt sich unter Anwendung des Satzes von Rolle auf die Funktion

2.13 Taylorformel mit Lagrangeschem Restglied

Vorerst folgende Voraussetzungen :
1. Es sei Z C R ein Intervall mit a € 7 .
2. f:Z — R sei eine stetig differenzierbare Funktion.

3. In allen inneren Punkten von 7 sei f zweimal differenzierbar.

Falls 7 ein offenes Intervall ist, folgt die 2. Voraussetzung aus der Existenz von f”(x) auf Z. Nur in dem Fall, das der
obige Punkt a ein Randpunkt ist, muss in den Anwendungen von einem halboffenen Intervall ausgegangen werden.
Dann ist die stetige Differenzierbarkeit von f im Randpunkte a zusétzlich zu fordern.

Satz 2.39. Unter den obigen Voraussetzungen gilt fiir die Taylor-Entwicklung 1. Ordnung von f an der Stelle a
Ti(z) := f(a) + f'(a)(z —a) .
mit
f(z) =Ti(z) + Ri(z) := f(a) + f'(a)(z — a) + Ri(x) (2.36)
die die Restgliedabschdtzung

_ 2@ > .
Ri(z) = @) (z—a) (Lagrangesche Form des Restgliedes),

wobei & = &(a,z) im Falle x # a eine echte Zwischenstelle von a und x ist.

a<r = a<éf<zoder x<a = z<{<a

Das Taylorpolynom 1. Ordnung von f liefert eine Linearisierung von f, die in einer Umgebung von a genutzt werden
kann. Dabei ist eine Abschitzung des Fehlers Ry (z) hilfreich.
Jetzt zu Taylorpolynomen beliebiger Ordnung
Satz 2.40. (mit Definition)
1. Es sei T C R ein Intervall mit a € T .
2. f:Z — R sei eine n mal stetig differenzierbare Funktion.

3. In allen inneren Punkten von T sei f eine (n + 1) mal differenzierbare Funktion.
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n= 1 ]
_2-
n= 35 ]
n=15 -3
n=0o
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Abbildung 4: Taylorpolynome der Sinusfunktion
Abb. aus http://de.wikipedia.org/wiki/Taylor-Formel

Dann gilt fiir die Taylor-Entwicklung n-ter Ordnung von f an der Stelle a

L ek) (g .
Tu@) = S LW _q (2.37)

oS
’ % (n)
= fla)+ fl(!“)( —a)+ fQ(!a)(x—a)2+ L+ n!(a)(a:—a)"
mit
f(z) = Ta(z) + Rn(x) (2.38)
die Restgliedabschdtzung
Rn(z) = w(m —a)"! (Lagrangesche Form des Restgliedes) (2.39)
" )] grang greaes), '

wobei & = &(a,x) 9m Falle x # a eine echte Zwischenstelle von a und x ist.

Der Fehler, der beim Ersetzen von f(z) durch T,(z) in einer Umgebung von a entsteht, kann iiber (2.39) durch
Ungleichungen der Gestalt |Rn(z)| <--- abgeschitzt werden.

Beispiel 2.41. FEinige Taylorpolynome der Sinusfunktion an der Entwicklungsstelle a = 0 sind in Abb. |Z| dargestellt.

Folgerung 2.42. Gilt mit einem s > 0
1F" @) < M firalle @ mit |z —al <s
dann kann das Restglied durch

M n+1
(n+1)!

|Rn(z)| < fir alle z €la—s,a+s|NT (2.40)
abgeschitzt werden. Dies ist eine Abschitzung durch eine Konstante. Whit man speziell s = |x—a| fir alle méglichen
s, so folgt
|R,(z)| < M |z —a|"! fir alle €T (2.41)
(n+1)!
Dies ist eine Abschdtzung mit einer variablen rechten Seite. Sie liefert im Regelfall kleinere relative Fehler in gewissen
Umgebungen von a.

Hinweis zur allgemeinen Bestimmung von M :
Obige Schranke M mdoglichst klein wihlen. Der kleinste mogliche Wert fiir M in (2.40) und (2.41]) ist

M= max|f("+1)(x)\ mit z €[a—s,a+s|NT
Korrekter wire die Verwendung von sup statt die von max.

Beispiel 2.43. Das Taylorpolynom 8. Ordnung Ts(z) der Sinusfunktion an der Entwicklungsstelle a = 0 hat die

Gestalt
23

sin(z) = Ts(z) = x — 3
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Liegt x # 0 zwischen =" und 7, dann gilt fiir die relative Abweichung der Approximation

‘Tg(ﬂ?) — sin(z) <5.10°3

sin(zx)

Weitere Taylorpolynome von y = sinz an der Entwicklungsstelle a = 0 sind
T4(x)=a:——3, T5(x)=x—§—::+%?, Tﬁ(x):a:—z—j—i—z—j, ’ ’ '
Da hier fiir alle Ableitungen |f™* (z)| < 1 gilt, folgt
[Ra(@)| = [sin(z) - Ts(@)] < g lol°
T5(x) und Te(x) stimmen hier iiberein, so dass auch
|Rs (z)| = [sin(z) — T5(x)| < = |z|
gilt. Diese Abschétzung ist fiir |z| < 5 deutlich besser. Vgl. Abb.

Folgende Niherungsformeln werden hiufig verwendet:

Vitzr ~ 1*% fitr ¢ << 1

1
~ 14+z furz<<l1
1—=x
1 ..
~ l—z firz<<l1
1+
In(l+z) = =z fir z << 1

2.14 Taylorreihen

Definition 2.44. Es seien T ein reelles Intervall und
f:IT—R

eine beliebig oft differenzierbare Funktion. Mit a € T heifst die formal gebildete Potenzreihe

0 (n)(g
an!( )(:c—a)n: (2.42)
"(a "a ) (n)a "
@)+ Ty Ty LD gy

die Taylor-Reihe von f im Entwicklungspunkt a. Im Spezialfall a = 0 wird die Taylor-Reihe auch MacLaurinsche
Reihe genannt. Vgl. http://de.wikipedia.org/wiki/MacLaurinsche_Reihe

Bemerkung 2.45. Die Taylor-Reihe konvergiert fiir ein x € T gegen die Funktion f(x), wenn das in
definierte Restglied Ry (x) fir dieses x konvergiert. Mit einer geeigneten Restgliedabschitzung fiir allgemeines n kann
also versucht werden, die Konvergenz nachzuweisen.

Bemerkung 2.46. Die Taylor-Reihe konvergiert gleichmdfig auf einem Intervall
Is=[a—s,a+s] CZ, s>0

gegen die Funktion f(x), wenn das Restglied Ry (x) dort gleichmifSig gegen 0 konvergiert. Mit einer geeigneten Rest-
gliedabschdtzung die fir allgemeines n und alle x € Zsp, gilt, kann also versucht werden,diese gleichmdflige Konvergenz
nachzuweisen.

Bemerkung 2.47. Die Taylor-Reihe konvergiert demzufolge gleichmdfig auf dem Intervall
Igp=la—s,a+s]CT
gegen die Funktion f(z), wenn die durch

n+1
an:m3x|f<n+1)(x)|h z €la—s,a+ 9
definierte Folge a, gegen 0 konvergiert. Das Restglied kann dann gemdf
|Bn ()] < an

abgeschdtzt werden.



45

Satz 2.48. Wenn zur Funktion f eine Abschditzung der Gestalt
1f™ (@) < C-M™ firale n>no undalle x€a—s,a+s| (2.43)

gefunden werden kann, wobei die Konstanten C und M von n und x unabhingig sind, dann konvergiert die Taylorreihe
auf diesem Intervall absolut und gleichmdjig gegen die Funktion f(x).

flx) = i %(m —a)" firale z€la—s,a+ s (2.44)
n=0 :

Proof. Ersetzt man in Formel (2.40) M durch C' - M™* so folgt

|Rn(a:)|§ﬁ(M-s)"+l fiir alle @ € [a— s,a+ s].

Aus der Taylorreihe der Funktion e an der Stelle = M -s folgen die gleichméfiige Konvergenz des Restgliedes
gegen 0 und die Konvergenzaussagen beziiglich der Reihe. O

Satz 2.49. Der Konvergenzradius einer Taylorreihe als spezieller Potenzreihe

Zf '( ) (x—a)":z cn - (x—a)”

n!
n=0
wird durch
1 . n! ) ™ (a)
= ——— = lim {/|—— mait Cp = 2.45
lim "/lcn‘ n—oo f(”)(a) n n! ( )
beziehungsweise durch
= lim = i [t 1)L@) (2.46)
0= n—oo | Cp41 - n—oo f<”+1)(a) ’ :
wenn die Grenzwerte auf den rechten Seiten existieren.
Die Taylorreihe
konvergiert absolut fir |z —al < o.

Sie ist divergent fir |t —a] > 0.
Fir jedes feste r mit r < o konvergiert sie absolut und gleichmdf$ig auf dem durch
lx—al <r<p

definierten Intervall.

Im uneigentlichen Fall o = +oo gilt :

Die Taylorreihe konvergiert absolut fiir alle x € R. Sie konvergiert gleichmdfig auf jedem abgeschlossenen Intervall
[773 T} .

Bemerkung 2.50. Bei endlichem Konvergenzradius ¢ kann die Taylorreihe in den Randpunkten des Konvergenzin-
tervalls a — o und in a + o entweder konvergent oder divergent sein. Dies ist allgemein nicht entscheidbar, d.h. hier
missen gesondert Untersuchungen des jeweiligen Spezialfalls durchgefiihrt werden.

Bemerkung 2.51. Erwdhnt werden soll hier auch, dass es im letzten Satz nur um die Konvergenz der Taylorreihe
geht. Es sind jedoch Funktionen f(x) konstruierbar, deren Taylorreihen zwar einen Konvergenzradius o > 0 besitzen,
die aber innerhalb des Konvergenzradius nicht gegen die gegebene Funktion f(x) sondern gegen eine andere Funktion
konvergieren. Derartige Taylorentwicklungen sind jedoch nicht mit Standardanwendungen des Ingenieurs verbunden,
so dass dieses Problem hier nicht niher untersucht werden muss. Wenn die Funktion f(z) als analytische Funktion
fortsetzbar ist (vgl. Komplexe Funktionentheorie, nicht Gegenstand der Vorlesungen), dann kann dieser pathologische
Fall ohnehin nicht eintreten. Dann konvergiert die Taylorreihe zu f(x) innerhalb ihres Konvergenzradius absolut und
gleichmifig gegen f(x). Dies soll hier stets vorausgesetzt werden. Durch eine geeignete Restgliedabschitzung ist dies
gegebenenfalls nachweisbar. Bei den von uns untersuchten Beispielen ist diese Voraussetzung stets erfillt.

Unter obiger Voraussetzung gilt folgende Aussage.

Bemerkung 2.52. Taylorreihen konnen innerhalb ihres Konvergenzradius gliedweise differenziert und integriert
werden. Man vollziehe dies an den folgenden Beispielen.
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Beispiel 2.53. Hdufig verwendete Taylorreihen sind

oo wn
r o= — ir all R
e HZ:O ] fiir alle x €
o x2n+1
. _ 1 . R
sin(x) ,;)( ) @nr) fiir alle =z €
@ = Yy
cos(z) = -1)" fiir alle © € R
— (2n)!
In(l+2z) = Z(—l)”"'1 % fiir alle z € (-1,1)
n=1

oo 2k+1
1n(1+x> = 222: fir alle =€ (—1,1)

11—z

Wiahlt man x = Zy’—_ﬂ fir ein y >0, dann erhdlt man mit der letzten Formel In(y). Die letzte Reihe konvergiert

schneller als die dariiber stehende und ist somit fiir praktische Rechnungen besser geeignet. Man beachte :

In(z) .
log, (z) = n(b) fir 5>0
Weitere Taylorreihen siehe http://de.wikipedia.org/wiki/Taylorreihe und [10],
vgl. auch http://de.wikipedia.org/wiki/Potenzreihe

Bemerkung 2.54. Taylorreihen sind spezielle Potenzreihen

Z cn(x — z0)". (2.47)

Hinsichtlich der Konvergenz sind drei Fille zu unterscheiden:
Die Reihe konvergiert

1. nur fir = x0, Konvergenzradius o =0, praktisch uninteressant
2. auf einem endlichen Intervall (xo — o, ®o + 0) mit dem Mittelpunkt xo, d. h. endlicher Konvergenzradius

3. auf ganz R, also unendlicher Konvergenzradius

Der Konvergenzradius o lisst sich allgemein mit mit der Formel von Cauchy-Hadamard berechnen (Oben sind nur
Spezialfille fir die Ermittlung von o angegeben.)

. 1

e lim sup( ¥/|cnl)

n—o0

Limes superior ist dabei der grifite Hiufungspunkt einer Folge, hier der Folge {/|cn|. Derart allgemeine Berechnungen
werden wir nicht durchfihren. Die Konvergenzradien der oberen Beispiele sind angegeben. Bei konkreten Anwendungen
entnehme man sie der Literatur. Grundsdtzlich gilt

lz —z0| <0 = ist absolut konvergent
|z —zo| >0 = ist divergent

|z — a0l =0 = Konvergenz von allgemein nicht entscheidbar

Auf jedem abgeschlossenen Teilintervall von (xo — o, xo + 0) liegt gleichmifige Konvergenz vor. Bei unendlichem
Konvergenzradius ist dies als gleichmdffige Konvergenz auf jedem abgeschlossenen Intervall zu interpretieren.

Satz 2.55. Sind die Potenzreihen

Z ap (x — xo)k und Z b (x — xo)k
k=0

k=0

absolut konvergent in (zo — o, o + 0) (kleineres o von beiden Konvergenzradien wdihlen), dann gilt

(io S xo)j) (gob’“ (- wo)k) = gocn (¢ — z0)"
mit

Cn = aibn (2.48)
=0
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Die Rethe -
Z cn (= 20)"
n=0

ist dabei ebenfalls absolut konvergent in (xo — o, o + 0) -

Die Berechnung der Koeffizienten ¢, gemif (2.48), d. h. unter Anwendung der diskreten Faltung (auch Cauchy-
Faltung genannt), ist verbunden mit einer speziellen Anordnung der zu summierenden Produkte

aobo aobi aopbz aobs

aibo aibi aibz aibs

a2bo  a2b1 a2b2  az2b3

NN N
NN N
NN N

Mit Hilfe des letzten Satzes kénnen Quotienten von Potenzreihen zumindest ndherungsweise berechnet werden.

Beispiel 2.56. Vgl. http://en.wikipedia.org/wiki/Taylor_series
Man berechne an der Stelle x, = 0 das Taylorpolynom 4. Ordnung von

e
g(x)icosx
Wegen
ex—i£—1+x+x—2+m—3+x—4+0(x5)
=l 20 31 4!
und ) .
x x
cosle—a—i—I—I—O(xG)

folgt mit dem Ansatz

xT
2 3
=ao+a1x +axx” +azxr” +---

cos T
nach Multiplikation mit dem Nenner

2 3
e’ = (ao + a1z + asz” + asx” +--+) cosx

2 4
:(ao—|—a1x+a2x2—|—a3m3+a4a)4+~~~)(1—2—'—1—%—---)
_ ao\ 2 a1\ 3 Qo a2\ 4 5
—a0+a1$+(a2—2)x —‘,—(ag Z)x +(a4+4! 2)$ +O0(z”).

Der Koeffizientenvergleich bis zur 4. Ordnung liefert schlieflich

T 3 4

2x T 5
=1 2L 4T 10>
cos T taodat 3 + 2 +0()

e
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3 Funktionen mehrerer reeller Verianderlicher

3.1 Uberblick und Grafische Darstellungen

Vergleiche
http://mo.mathematik.uni-stuttgart.de/kurse/kurs15/kurs15_broschuere.pdf

http://statmath.wu.ac.at/"leydold/MOK/HTML/,

andere Quellen (siehe Einleitung) und Abschnitt

3.2 Grundbegriffe

Norm :
In einem Vektorraum V' iiber dem Korper der reellen Zahlen R hat eine Norm ||-|| : V' — R fiir beliebige z,y €V
und beliebige « € R die folgenden Eigenschaften

el = 0 (3.1

|z = 0 <« a2=0 (Definitheit) (32)
la-all = lal-fe] (3:3)
lz+vyl| < |lz||+|lyll (Dreiecksungleichung) (3.4)

Wir werden vorerst nur den Vektorraum V = R" also den n-dimensionalen Vektorraum betrachten. Ein Vektorraum
mit einer Norm heifit normierter Vektorraum oder normierter Raum. Der R"™ mit der Euklidischen Norm ist also ein
(spezieller) normierter Vektorraum.

Euklidische Norm :  |a] = [[z]l> = /% + - + 42 =

Abstand :

Im zwei- und dreidimensionalen Raum stimmt der Euklidische Abstand mit dem anschaulichen Abstand iiberein.
Im allgemeineren Fall des n-dimensionalen Euklidischen Raumes ist er fiir zwei Punkte oder zwei Vektoren definiert
durch die Euklidische Norm des Differenzvektors zwischen den beiden Punkten. Sind die Punkte x und y gegeben
durch die kartesischen Koordinaten

x:(x1,~~~,mn) und y:(ylf“vy’ﬂ)?

dann gilt

d(z,y) =z =yl =llz =yl = V(@1 —y1)2 + - + (20 —yn)? =

Da der Euklidische Abstand iiber eine Norm definiert wird, ist er translationsinvariant.

Neben dem Euklidischen Abstand gibt es eine Reihe weiterer Abstandsmafe, die fiir uns hier jedoch nicht von Interesse
sind.

Fin Abstand besitzt folgende Eigenschaften :

d(z,y) > 0 Vz,yeR" (3.5)
d(z,y) = 0 < x=y (Definitheit) (3.6)
d(z,y) = d(y,x) (Symmetrie) (3.7)
d(z,y) < d(z,z)+d(z,y) (Dreiecksungleichung) (3.8)

(3.9)

Als e-Umgebung eines Punktes ©z € R™ | kurz U(x,¢) , wird jede offene Kugelumgebung von z bezeichnet (z ist
Mittelpunkt, siehe Skizze). Im R? ist dies speziell eine offene Kreisumgebung.

Nimmt man die Randpunkte hinzu, so entsteht eine abgeschlossene Kugelumgebung (abgeschlossene Kreisumgebung)
von z, die mit U(x,€) gekennzeichnet wird. .

e Konvergenz von Vektorfolgen (Punktfolgen) bzw. Grenzwerte im R" iiber den Euklidischen Abstand definieren
Tn — y genau dann, wenn d(xn,y) — 0
beziehungsweise fiir Punkte

P, — @ genau dann, wenn d(P,,Q) — 0
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Abbildung 5: e-Umgebung

Diese Konvergenz liegt genau dann vor, wenn jede Komponente der Vektorfolge (Punktfolge) konvergiert.
Im R? bedeutet dies mit P, = (zn, y») und Q = (z, y)

P, — @ genau dann, wenn x, — T, Yp — Y
Im R3 gilt mit P, = (zn, Yn, 2») und Q = (z, y, z) entsprechend
P, — @ genau dann, wenn T, — T, Yn — Y, 2Zn — 2

e Definitionsbereiche fiir Funktionen mehrerer reeller Veranderlicher :
f:D—R, DCR"

Der Definitionsbereich ist hier also eine echte oder unechte Teilmenge des R™. Man geht wiederum davon aus,
dass D keine isolierten Punkte enthlt.

Ein Haufungspunkt des Definitionsbereiches D ist ein innerer Punkt von D oder ein Randpunkt von D. Ein
innerer Punkt gehort stets zu D.

Ein Randpunkt von D kann zu D gehoren oder auch nicht. Dies hdngt vom gegebenen Definitionsbereich ab.
Enthélt D alle seine Randpunkte, dann heifit D abgeschlossen.

Ist jeder Punkt von D ein innerer Punkt, dann nennt man D eine offene Menge.

Definition 3.1. (Grenzwert einer reellen Funktion)
Es seien
f:D—=R, DCR"

eine reellwertige Funktion und Q ein Hdufungspunkt des Definitionsbereiches D. Wenn dann aus

P, mit P,eD\{Q} und lim P,=Q (3.10)
stets  lim f(P,) =g folgt,
schreibt man kurz };irn(’2 f(P)=g (3.11)
und nennt g den Grenzwert der Funktion f an der Stelle Q.
In den Fillen g = oo und g = —oo wird von uneigentlichen Grenzwerten oder auch von bestimmter Divergenz
gesprochen.

Definition 3.2. FEine reellwertige Funktion
fiD>R (DCR")

heifst stetig in Q € D, wenn fiir jede Folge P, mit dem Grenzwert Q die Funktionswerte f(P,) gegen f(Q) konver-

gieren.
Kurz: P, —Q == f(Pn) — f(Q)
Andere Schreibweisen:

lim P, =P = lim f(P,) = f(P)

n—oo n—oo

oder kiirzer : Pli_{nQ f(P) = f(Q)

e Stetigkeit in ) bedeutet also, dass dort Grenziibergang und Funktionswertbildung vertauscht werden kénnen.

e Stetigkeit im Punkte @ € D liegt vor, wenn der Grenzwert (3.11) existiert und mit dem Funktionswert f(Q)
iibereinstimmt.
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3.3 Charakterisierung von Definitionsbereichen

Charakterisierung von Mengen D C R"™ und von Punkten P beziiglich ihrer Lage zu D
(Topologische Begriffe):

e Offene Kugelumgebung von P

e abgeschlossene Kugelumgebung von P
e Offene Menge

e Abgeschlossene Menge

e Innerer Punkt einer Menge D

e Randpunkt einer Menge D

e Rand 9D einer Menge D

e Abschluss D einer Menge D

e Beschriankte Mengen

e Kompakte Mengen

Zusammenhang: Eine Menge D heifit zusammenhéngend, wenn sich zwei beliebige Punkte P und @ aus D durch
eine Kurve verbinden lassen, die ganz in D liegt.

e Beispiele fiir nicht zusammenhéingende Mengen
e Eine zusammenhingende Menge kann mehrfach zusammenhéngend sein.

e Einfach zusammenhingende Menge D :
Jeder geschlossene Weg in D lasst sich innerhalb von D stetig zu einem Punkt zusammenziehen.

Gebiete und Bereiche im R™ :
e Gebiet : Offene und zusammenhéngende Menge

e Bereich :  Abschluss eines Gebietes

Definition 3.3 ( Konvexe Menge). FEine Menge D C R™ wird konvex genannt, wenn mit je zwei Punkten P,Q € D
immer auch deren Verbindungsstrecke ganz in D liegt.

PQ:={AP+(1-2)Q|0<A<1}CD

Funktionen und Abbildungen :
e Reellwertige und vektorwertige Funktionen

e Parameterdarstellung Flichen im R?

4 Differentialrechnung mehrerer reeller Verdnderlicher

4.1 Partielle Ableitungen erster Ordnung

Definition 4.1. Gegeben seien D CR"™ und f:D — R.

U C D sei eine offene Umgebung eines festen Punktes x € D, ( x ist damit innerer Punkt des Definitionsbereiches)
z = f(x), x = (T1, "+ ,Tn), xeD

Falls fiir die natiirliche Zahl k mit k =1,--- ;n der Grenzwert

af o fln, et b an) = f(o, . T, D)
Bay ) = im h

existiert, dann nennt man ihn die partielle Ableitung von f nach der k-ten Variablen im Punkte x. Die Funktion f
heifst im Punkt x partiell differenzierbar, wenn alle n partiellen Ableitungen existieren.

Existiert eine partielle Ableitung fiir alle x € D (oder auf einer Teilmenge von D) , so ist sie dort eine reellwertige
Funktion.
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Schreibweise :
;mi s fuy, 0o f oder O f
857(:()’ fo, (%), O f(x) oder O f(x)
) g ), 0 flone o)
Falls die unabhéngigen Variablen nicht mit &1, 2,---,---,2n sondern mit z,y,z,¢,--- usw. bezeichnet werden ,

nutzt man die in den folgenden Beispielen dargelegte Notation fiir die partiellen Ableitungen nach x ,y, ---.
Im Falle

u= f(z,y) , x=(x,y) erhélt man eine der 3 Varianten:
of
a Ty az
L fe 0
of
87:[/7 fy7 ayf
oder bei Angabe des variablen Aufpunktes x € R?

U ¢ (), Buf(x)

ox
af (x
o0, 169, 8,100
bzw. bei Angabe der unabhéngigen Variablen

z,y € R der Funktion f

UL - fay), o)

UL fywn), duf(an)

Im Falle von drei und mehr Verénderlichen gilt beispielsweise

u:f(ac,y,z7t) ) X:(mvy,zat)
of of of of
ox’ Oy 0z ot
fI7 fya fza ft
az,f’ ayfa azfv 8tf
bzw.

af(x7 y7 Z’ t) af(x7 y7 Z’ t) af(x7 y7 Z’ t) af(x7 y7 Z’ t)
Ox ’ Oy ’ 0z ’ ot '




4.2 Grafiken zu Stetigkeit und Differenzierbarkeit

Bereichsweise stetige Funktion

25 y=2, parallel zufxy-Ebene

parallel zur
yz-Ebene..

1.5 e

0.5+ Ja——

0.5
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Bereichsweise stetige Funktion Hohenlinien

Partielle Ableitung fX(x,y) Partielle Ableitung fy(x,y)

y-Achse x-Achse y-Achse ' x-Achse



Eine nicht iberall stetige Funktion

x-Achse

1.5

54
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Bereichsweise stetige Funktion Hohenlinien

y-Achse

T 15 2
X-Achse

Partielle Ableitung fX(x,y) Partielle Ableitung fy(x,y)
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Eine unstetige Funktion

y—Achse

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 1.6 1.8
x-Achse



1.5

0.5+

Eine auf [0 2] x [0,2] stetige Funktion

In anderer Perspektlve
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Bereichsweise stetige Funktion Hohenlinien

y-Achse

0 05 1 15 2
x-Achse

Partielle Ableitung fy(x,y)




y—Achse

Eine Pyramidenfunktion, bereichsweise definiert f(x,y) = ...

y-Achse x-Achse

Hohenlinien der Pyramidenfunktion

07060 5]0.4]

15

00 0.5 1
x—Achse
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y—Achse

y—Achse

Pyramidenfunktion — Zerlegung des Definitionsbereiches

2 0 '$Q v
1.8} .
0 :
1.6f x' :
1.4} )
L2p o0 fxy) =xoyrL b f(xy) = 3-x-y
1fieccceemnnnaaaaas s
0.8F . f(xy)=x+y-1 1 f(xy) = -xty+l
0.6} :
0.4f x‘ E
0 :
0.2} '
% 0.5 1 15
x—Achse
Pyramidenfunktion — Partielle Ableitung fX(x,y)
2 —r-
1.8} i
0 !
1.6F ’o' :
1.4f ] )
12p L, fxy)=1 v fxy)=-1
1 ELECEEEEEEeS S
ogft .. foy)=1 1 fxy)=-1
0.6} :
0.4}
0 :
0.2} '
0 N Q:O’ M
0 0.5 15
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Pyramidenfunktion — Partielle Ableitung fy(x,y)

1.8f e

1.6 e

1.4} R : . -
L

y—Achse
l_\
s

o8f . fy(X,y):l
0.6} .

0.4f S

T
4

0.2 .

4.3 Partielle Ableitungen héherer Ordnung

Ausgehend von einer offene Menge
DCR?® und f:D—R

sollen zu z = f(xz,y) stetige partielle Ableitungen erster Ordnung auf D existieren:
fz :D— R, fy:D—R

Wenn diese Funktionen wiederum partiell differenzierbar sind, gilt

0 (of O’f 0 [(of
fro _%(a?) w*a(z)
_ 0 ﬁ) ﬁ._i<ﬁ
fw =73, (3y 9y Oy 32/)
5o 2 (8f) o ) (af)
T gy \ox )’ dydzr ~ Oy \ Oz
._ﬁ<ﬁ> 0%f _Q(Q
Fua 1= 0z \ 0y )’ Oxdy =~ Ox 8y>

fiir die zweiten Ableitungen von f.
Im Falle z = f(z1,22) werden die Bezeichnungen

_ o (of P _ 0 (of\
Joven = Ozy (3$z> ’ OxiOx; = Oz \ Om; kel 2}

benutzt. Eine entsprechende Notation gilt fiir die Kennzeichnung hoherer Ableitungen, also fiir Ableitungen dritter,
vierter und allgemein fiir Ableitungen n-ter Ordnung. Der Fall n > 4 ist jedoch praktisch nicht von Interesse.

Hinsichtlich der Reihenfolge der partiellen Differentiation gilt der Satz von Schwarz :
Fiir zweimal stetig differenzierbare Funktionen ist die Reihenfolge der partiellen Differentiation nicht entscheidend
fiir das Ergebnis.

Satz 4.2 (Satz von Schwarz). Sei D C R? eine offene Menge und f:U — R . Die Funktion z= f(z,y) besitze
stetige partielle Ableitungen fr(z,y) wund fy(z,y). Wenn die eine zweite partielle Ableitung

i (5)
9z \ 9y
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ezistiert und stetig ist, dann existiert auch die andere zweite partielle Ableitung
o (of
oy \ oz )~
9 (of\_ 9 (of
oy \ox/) ox\oy/)’

4.4 Gradient, Richtungsableitung , totales Differential

Diese ist dann ebenfalls stetig und es gilt

Definition 4.3. Den Vektor

of af \"
= =, ..., = 4.1
i ((%1, ,axn) (4.1)
bezeichnet man als Gradienten der Funktion
U:f(xl,"',ll?n),

wenn die aufgefithrten partiellen Ableitungen existieren. Bei Anwendung von werden kartesische Koordinaten
T1, -+ , Ty VOTAUSGESELZE.
Alternative Schreibweise : grad f

Der Gradient einer Funktion f (eines Skalarfeldes f) ist definiert als ein Vektor von partiellen Ableitungen. Er existiert
daher nur an den Stellen, an denen f beziiglich aller unabhingigen Variablen (Koordinaten) partiell differenzierbar
ist.

Der Gradient ist also ein mathematischer Operator, der auf (reellwertige) Funktionen (Skalarfelder) angewandt werden
kann. Dabei erhélt man ein Vektorfeld, welches die Richtung

B
DT
TN

O\
W }\ﬁ*}& 'fﬂ ?
wf-%"i’i’!
A "“:"
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Graph der Funktion z = sin(z-y)

Hohenlinien zu 2z = sin(z - y)

des grofiten Zuwachses der Funktion angibt. Der Betrag des Gradienten liefert die maximale Zuwachsrate selbst. Im
Falle zweier unabhéngiger Verdnderlicher ist dieser der Anstieg der in Gradientenrichtung angelegten Tangenten.
Liegt ein lokales Maximum oder ein lokales Minimum der Funktion f in einem Punkte

Po = (zo1, -, Ton)

vor, so gilt
grad f(Po) =0

Fiir den Fall einer reellwertigen Funktion in zwei unabhéngigen Verénderlichen (eines ebenen Skalarfeldes)
z=f(x) = f(=z,y)

ist der Gradient in kartesischen Koordinaten definiert als

of

B _gﬂ gﬂ_ oz
gradf—Vf—ax ez—l—ay €y = of (4.2)

%y

Hohenlinien (Niveaulinien) werden in Karten benutzt, um in einer ebenen Abbildung des Geldndes die Héheninfor-
mationen darzustellen. Hierzu werden Punkte gleicher Hohe durch eine Kurve verbunden, die dann in die zy-Ebene
projiziert wird.

Interpretiert man die Hohenkarte einer Landschaft als eine Funktion z = f(x,y), die jedem Ort die Hoéhe z an dieser
Stelle zuordnet, dann ist der Gradient von f an jeder Stelle (z,y) (wo er definiert ist) ein Vektor der zy-Ebene in
Richtung des steilsten Anstieges. Seine Lénge ist ein Maf} fiir die Steilheit dieses Anstieges.

Der Gradient zeigt immer in die Richtung einer Normalen der jeweiligen Hohenlinie. Dabei ist der Gradient so
orientiert, dass er in die Richtung wachsender Funktionswerte des Skalarfeldes weist. (Es geht momentan auf dem
steilsten Weg bergauf, wenn man in die durch den Gradienten vorgegebene Richtung marschiert). Diese Richtung
kann sich von Punkt zu Punkt dndern.

In der Abbildung Gradientenfelder stellen die Grauschattierungen zwei Skalarfelder z = f(x,y) dar, wobei schwarz
dem ho6chsten Funktionswert entspricht. Die Pfeile reprisentieren die zugehorigen Gradientenfelder.

Fiir den Fall einer reellwertigen Funktion in drei unabhéingigen Verédnderlichen (eines rdumlichen Skalarfeldes, z. B.
eines rdumlichen Temperaturfeldes)

u:f(X):f(x,y,z)

ist der Gradient in kartesischen Koordinaten definiert durch

of

Ox

of ., ,of .  Of . 0
gradf:Vf:a—iez+a—£ey+8—J;ez: a—g . (4.3)

of

9z
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Abbildung 6: Gradientenfelder
aus http://de.wikipedia.org/wiki/Gradient_%28Mathematiky29

Niveauflichen zur Funktion u = f(z,y, z) sind die durch
f(z,y,2z) = C = const

entstehenden Flichen im R3. Der Cradient von f an der Stelle (z,v, ) ist jetzt ein Vektor des R?® in Richtung des
groften (differentiellen) Zuwachses (z. B. der Temperatur). Seine Linge ist ein Ma8 fiir die GroéBe dieses maximalen
Zuwachses.

Der Gradient zeigt immer in die Richtung einer Normalen der Niveauflidche, die den betrachteten Aufpunkt (z,vy, z)
enthélt. Dabei ist der Gradient, wie gesagt, so orientiert, dass er in die Richtung wachsender Funktionswerte des
Skalarfeldes weist. Er gibt die Richtung maximalen Wachstums an.

Definition 4.4 (Richtungsableitung). Unter einer Richtungsableitung versteht man die Ableitung, also den Anstieg
eines Skalarfeldes

u=fX)=f(1,"-2n)

in Richtung eines Einheitsvektors €
also €= (e1,--- ,en)T mit Zei =1.

Das bedeutet o . . .
of _ o IE418) ~ fR)
86 t—0 t

Wenn die Richtung durch einen beliebigen Vektor ¥ # 0 vorgegeben ist, so ist oben

|«

6:

<\

zu setzen.

Der Betrag des Gradienten stimmt mit der Richtungsableitung der Funktion in Gradientenrichtung iiberein. Allge-
meiner gilt :

Ist f in einer Umgebung von X differenzierbar und existieren stetige partielle Ableitungen in einer Umgebung von X
, dann kann man die Richtungsableitung als Skalarprodukt berechnen

of _ .
% = (gradf, e),
was ausmultipliziert
L _of | of of
(grad f, €) =¢€ gradf_8x161+8x262+ +8mn6n

bedeutet.

Fiir die folgenden Betrachtungen soll vorausgesetzt werden das die Funktion v = f(x) in einer Umgebung eines
Punktes stetige partielle Ableitungen erster Ordnung besitzt. Dann ist die Funktion in diesem Punkte total differen-
zierbar (oder kurz differenzierbar, vgl. [5], S. 479 f.f.). Diese Eigenschaft soll hier nicht niher erliutert werden. In
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diesem Falle existieren die oben erkldrten Richtungsableitungen. Sie konnen wie angegeben mit Hilfe des Gradienten
berechnet werden.
Weiterhin sind die Begriffe totales oder vollstéindiges Differential und Tangentialebene dann sinnvoll bzw. erklirbar.

Fiir eine Funktion z = f(x,y) von zwei unabhéngigen Variablen versteht man unter dem totalen Differential den
linearen Differentialausdruck

dzzdfzgdx—i—gdy

ox dy
Fiir eine Funktion v = f(z,y, z) von drei unabhéingigen Variablen ist das totale Differential entsprechend durch
af af af
du=df = =d ——d —d
u=df oz “* + Oy vt 92 ¢
erklirt. Allgemein gilt fir u = f(z1, -+ ,2n)
du=df = ﬁd:vl—i—---—%ﬁdavn
axl axn

Das totale Differential df (hier auch dz und du) beschreibt ndherungsweise
die Anderung der gegebenen Funktion f und damit die Anderung der abhingigen Variablen
bei kleinen Anderungen dz,dy bzw. dz,dy,dz oder dwxi,--- ,dxn
der unabhéngigen Verédnderlichen
r,y bzw. x,y,z oder xi,- - ,Tn.

Differenzen von Funktionswerten kénnen bei vielen Problemen praktisch durch die Differentiale dz bzw. du der
abhiingigen Verdnderlichen (siehe oben) bzw. durch das Differential df der Funktion f ersetzt werden.

Wenn alle partiellen Ableitungen erster Ordnung von z = f(z,y) in einer Umgebung von (xo,yo) stetig sind, dann
gilt:
Die zugehérige Tangentialebene T4 (z,y) in einem Punkte (zo, yo, z0) mit 20 = f(zo,yo) existiert und kann durch

Ti(x,y) = f(xo,y0) + fu(wo,y0)(x — x0) + £y (x0,y0)(y — o) (4.4)

bzw.
T1(x,y) = 20 + fo(®0,yo)(® — x0) + fy(xo,y0)(y — Yo)

beschrieben werden. T in (4.4) ist das zu f gehorige Taylorpolynom erster Ordnung (hier zwei unabhéingige Variable)
im Punkte (2o, yo0). In einer hinreichend kleinen Umgebung dieses Punktes gilt

f(xvy) ~ Tl(xvy)

Das Taylorpolynom zweiter Ordnung zu f im Punkte (xo, yo) hat die Form
Ta(z,y) = f(zo,90) + fa(wo,yo)(x — o) + fy(xo,y0) (¥ — yo) +
1
3 [foz(z0,Y0)( — 20)° + 2fzy (0, y0)(x — 0) (¥ — Y0) + Fyy(z0,y0)(y — ¥0)?] ,

vorausgesetzt alle partiellen Ableitungen existieren und sind stetig in einer Umgebung von (zo,yo) -

Das zu u = f(z,y, z) gehorige Taylorpolynom erster Ordnung (drei unabhéingige Variable) im Punkte (zo, 3o, 20)
lautet
Ti(z,y,2) = f(20, Y0, 20) + fa(0, Y0, 20)(x — T0) + fy (%0, Yo, 20)(y — yo) + f= (20, Yo, 20) (2 — 20)

vorausgesetzt alle partiellen Ableitungen existieren und sind stetig in einer Umgebung von (zo, Yo, 20)
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4.5 Jacobi-Matrix und Verallgemeinerte Kettenregel
4.5.1 Allgemeines

Vergleiche
http://de.wikipedia.org/wiki/Jacobi-Matrix und
http://de.wikipedia.org/wiki/Verallgemeinerte_Kettenregel

Ausgehend von einem Gebiet DCR", x€D mit x=(z1,...,2,) und
fi(x)
Ja2(x)
f(x) = .
Jm(x)

soll f eine stetig differenzierbare Abbildung f: D — R™ sein.

Das bedeutet :

Jede Komponente fj(x) besitzt stetige partielle Ableitungen nach allen Variablen (Koordinaten) xz;, j=1,---,n.
Die Jacobi-Matrix oder Funktionalmatrix Jr der Abbildung f ist dann wie folgt definiert :

ofi . . .
Jr = ( / ) , 1 Zeilenindex, j Spaltenindex
i=1,....,m; j=1,....n

8I]’
Anschaulicher
9f1 9f1 9f1
of dxq Odxo e Oxn
Je= 2 — . . : 4.5
7 ox : . . : (4.5)
Bf”". Bf’fn. af’fil
Oxq Oxo e Oxn

In einer kleinen Umgebung eines Punktes

p=(p1,-..,Pn), peD

kann die Jacobi-Matrix zur Approximation der Abbildung (hier vektorwertige Funktion) verwendet werden

1 — Pp1
f(z1,...,2zn) = f(p1,...,0n) + Je(p1,-- -, Pn) (4.6)
Tn — Pn
Kiirzer :
f(x) ~ f(p) + J¢(p) (x — p) (4.7)
An Stelle von J¢(p) wird oft auch f'(p) geschrieben.

'(p) = Je(p)

Mit dieser Bezeichnung wird unterstrichen, dass es sich bei der Jacobi-Matrix um eine Ableitungsmatrix handelt.
Damit geht (4.7)) iiber in
f(x) ~ f(p) +f'(p) (x — p).

Um die rechte Seite fiir festes p zu berechnen muss vorab durch Differentiation die Jacobi-Matrix f'(x) ermittelt
werden. Dann ist in ' der gegebene Vektor x = p als Argument einzusetzen.

Die durch die rechte Seite von (4.6)) bzw. erklirte affine Abbildung

x — f(p) +J¢(P) (x — )

bzw.
x — f(p) +f'(p) (x — p)

entspricht der Taylor-Approximation erster Ordnung fiir eine vektorwertige Funktion.

Die formale Analogie zu der frither betrachteten Taylorentwicklung fiir reelle Funktionen ist offensichtlich

(Fallm =1, n=1).

Fiir m = 1 und allgemeines n € N entspricht die Jacobi-Matrix dem transponierten Gradienten einer reellwertigen
Funktion f.

Das totale Differential df einer vektorwertigen Funktion f an der Stelle p ist definiert durch
df1 dz,

df = =f'(p)dx =J¢(p1,...,0n) mit dx=x—p
dfm dxy,



Wegen gilt
df = f(x) — f(p) = Af.

Af ist dabei der Differenzvektor der Funktonswerte (vektorwertige Funktion!).

Ersetzt man in x durch x + Ax und p durch x, so geht diese Formel in die hdufig benutzte Gestalt
f(x + Ax) = f(x) + f'(x) Ax = f(x) + f'(x) dx

iiber. Fiir die Differentiale gilt entsprechend

df1 dzy
df = =f'(x)dx = f'(x1,...,2,) mit dx = Ax
dfm dzn

Totales Differential fiir Vektorfunktionen :
Taylor-Approximation erster Ordnung fiir eine vektorwertige Funktion
Fiir m = 1 wird die Jacobi-Matrix der transponierte Gradient von f.

4.5.2 Beispiele fiir die Jacobi-Matrix (Funktionalmatrix)

Beispiel 4.5. Vektorwertige Funktion mit 2 unabhdngigen Variablen und 2 Komponenten
f: D—R? (z,y) € D C R?

sei differenzierbar in einem Gebiet D

Jacobi-Matriz :

J(f) = 9(u,v) _ a%“(%y) a%u(x,y)
8(13, y) {‘%U (CC,y) %'U (m7 y)
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Beispiel 4.6. Jacobi-Matriz (Funktionalmatriz) fir eine vektorwertige Funktion mit 3 unabhingigen Variablen und

3 Komponenten

f: D — R (z,y,2) €D CR?
sei differenzierbar in einem Gebiet D
u(z,y,2)
f(z,y,2) = | v(z,y,2)
w (2,y,2)
Jacobi-Matriz J(F) :
%U(%yvz) (%u(x,y,z) %u ($7y,z)
O(u, v, w) e o 2
—12 L = =v(x,y,2 Zu(z,y,2) =v(z,y,z
a(z,y,2) e (z,y,2) dy (z,y,2) 92 (z,y,2)
%w (QHZ/,Z) aiyw (iE,y,Z) %w ($7y7z)

Beispiel 4.7. .
f: D—R3 DCR?

u(z,y,2) T’y + 2z
v(z,y,z) | = s’ +2
w(z,y,2) xy + 2°

Jacobi-Matrix :
2zy a2 1
rs a(uy v, ’I_U) 2
Jf) = —F—— = y 2zy 1
0= 3av.2)
Y T 2z
Jacobi-Determinante:

det(J) = 62°y*z — 2y — zy?

Beispiel 4.8. Vektorfunktion und totales Differential :
2 unabhdngige Variable und 2 Komponenten
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Approzimation von £ in kleiner Umgebung von Py :

£(z,y) ~ F(z0,y0) + I(F) (20, 90) - (z - Zg)

f(x,y) ~ f(z0, yo) + df

mit dem Differential

-,

o = 3w, ) () = 3(P0) - aF

Beispiel 4.9. Vektorfunktion und totales Differential :
2 unabhdngige Variable und 3 Komponenten

= 2 O(u,v,w)

J(E)(Po) = I(£)(z0,90) = 9. 1) (w0, %0)

Approzimation von f in kleiner Umgebung von Py :

-

f(z,y) ~ f(zo, yo) + df

df = J(F)(z0, o) - (ZZ;) =J()(P) - dF

wu(z,y)  Zulz,y)
uvw) | 24(ay) Lo(ey)
O(z,y) ‘:” ’ v

ww(z,y) Zw(z,y)
Beispiel 4.10. Polarkoordinaten in kartesische Koordinaten :

r,p) =1 cos (p) (4.8)

—~

xr = X

y = y(r,p)=rsin(p)

mit 0<r und —7 << (oft auch 0 < ¢ <27)
Die Jacobi-Matriz dieser Koordinaten- Transformation

I = A(x,y) _ ( cos () —rsin(p) >
sin (¢)  rcos(p)

mit  det(J) =71 > 0.

Interpretation der Spalten von J !
Kartesische Koordinaten in Polarkoordinaten, also Umkehrtransformation von (@)

r = r(z,y) =+vz%+y?, Abstand vom Nullpunkt im R?

p = ¢,y = der Fall —nm<@<m
—arccos(aC) fur y <0

arccos <w> fir y>0

are) (8(x,y))_l _ ( cos (p)  —rsin () )1

A(z,y) a(r,¢) sin(p) 7 cos ()
cos (¢) sin (¢) % %
T\ Lsin(@ sl [T -y =

Analog fiir Zylinderkoordinaten : Jacobi-Matrix mit Interpretation der Spalten, Jacobi-Determinante
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Beispiel 4.11. Kugelkoordinaten in kartesische Koordinaten (Standard 1a) :
Vergleiche Abbildung in http://mo.mathematik.uni-stuttgart.de/kurse/kurs8/seite3.html

x = rsin(9)cos(p) mit —nmT<e<T (4.9)
= rsin(9)sin (p) und 0< 9 <
z = rcos(9) Nordpol : 9 =0, Sidpol: V=

Jacobi-Matriz :
sin () cos (p) —rsin(F)sin(p) rcos () cos (p)

J=_——"""2=| sin(¥)sin(y) rsin(Jd)cos(p) rcos(I)sin(p)
cos (1) 0 —rsin (¢)

Jacobi-Determinante :
det(J) = —sin(d) > < 0
Interpretation der Spalten von J.

Kartesische Koordinaten in Kugelkoordinaten (Standard 1a):
Umkehrtransformation von (@

r = r24+y?+ 22 ist jetzt Abstand vom Nullpunkt im R?

arccos | ——e—— fir y>0
/.’132 + ,y2

p = mit —mT<e<m

—arccos | ——m fir y<O0
/ZC2 + y2

z

z s
19 = arccot —_— = — — arctan —_—
( /$2+y2) 2 ( /$2+y2

Jacobi-Matriz dieser Umkehrtransformation :

> mit 0<dv<m

cos (¢)sin(9)  sin(p)sin(9)  cos(9)

a(r, v, 1) Aw,y, 2) -1 _ sin (¢) cos (¢) 0
oey.2) (a@«, " ﬁ)) =| Trsm@ @) -

cos () cos (¥)  cos (¥)sin(p)  sin(9)

T r r
e S
Vet e VEret2  JRigta

v oz 0
332 =+ y2 3:2 + y2

2T Zy ~ /‘,1:2_|_y2
Va2 +y? (@2 +y?+22) a2+ y? (22 +y? + 2?) x? +y? + 22

Jacobi-Determinante dieser Umkehrtransformation :

or,p,9) 1 _ 1 <0

Az,y,z)  r2sin(P¥)  pr2 — 22

Beispiel 4.12. Jacobi-Matriz fiir Kugelkoordinaten (Standard 1b) :

Nur die Reihenfolge der Koordinaten r, p, ¢ beim Aufbau von J wird gegeniiber dem vorigen Beispiel geindert. Diese
Koordinatenwahl ist tiblich in der Physik.

det

x = rsin (¥) cos (¢) , y = rsin (9) sin (¢) , z =rcos (¥) > 0.

Jacobi-Matriz :
cos (¢)sin (9) rcos (@) cos(¥) —rsin(p)sin ()
J= % = | sin(p)sin(¥) rsin(p)cos(P) 7cos(p)sin (F)
cos (1) —rsin (¢) 0
Jacobi-Determinante :
det(J) = sin (9) r*> > 0

Fahren Sie analog zu Beispiel [{.11] fort.
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Beispiel 4.13. Geographische Koordinaten : 2. Variante der Kugelkoordinaten
(Erde als Kugel approzimiert)
r : Abstand vom Erdmittelpunkt

¥ : geographischen Breite (nach Umrechnung in Grad)
¥ = const : Breitenkreis (nach Umrechnung in Grad)
9 >0 : Nordlicher Breitengrad (Breitenkreis), ¥ <0 : Sidlicher Breitengrad

¢ : geographischen Linge (nach Umrechnung in Grad)
¢ = const : Lingenkreis (Verlduft von Pol zu Pol)
@ >0 : Ostlicher Lingengrad (Lingenkreis), @ <0 : Westlicher Lingengrad

Beispiel Lingenkreis 13,5° Ost. Dort liegen z. B. Greifswald, Berlin, Passau.
Vergleiche Abb. in http://de.wikipedia.org/wiki/Geographische_Koordinaten
Man beachte: Dort Verwendung anderer Parameter A — ¢ und ¢ — 9.

xz = rcos(9)cos(p) r ist Abstand vom Nullpunkt im R®
y = rcos(?)sin(p) mit —m<e<T
T T
= sin (¥ d —=<9< =
z rsin (¢) un 5 SV 5

Nordpol : 9 = g, Aquator : 9 =0, Sidpol : 9 = —g

Jacobi-Matrizen :
cos (@) cos (9) —rcos(p)sin(¥) —rsin(p)cos (V)
Jg, = o(@,y,2) =] sin(p)cos(¥) —rsin(p)sin(?) 7cos(p)cos(P)
sin (9) rcos (9) 0
mit
det(J,,) = —cos (9) > < 0.

Anderung der Reihenfolge der krummlinigen Koordinaten :

o : cos (@) cos () —rsin(p)cos(¥) —rcos(p)sin ()

. €T,Y,2) . . .

Jg, = Ao 0) sin (¢) cos (9)  rcos(p)cos(¥)  —rsin(p)sin (V)
sin () 0 7 cos (9)

mit
det(J4,) = cos (9) > > 0.
Fahren Sie analog zu Beispiel [{.11] fort.

4.6 Taylor-Formel mehrere unabhingige Variable

Vergleiche

http://de.wikipedia.org/wiki/Taylor-Formel#Taylor-Formel_im_Mehrdimensionalen
http://de.wikipedia.org/wiki/Multiindex

Die Thematik wird in dieser allgemeinen Form in der Vorlesung nicht behandelt.

Lediglich spezielle Varianten der unten stehenden Formel werden im n#chsten Abschnitt diskutiert und dort
in einfacherer Form eingefiihrt.

Multiindizes
Aus notationstechnischen Griinden (knappe und iibersichtliche Darstellungsweise von mathematischen Formeln und
Zusammenhiingen) fasst man hiufig mehrere Indizes zu einem Multiindex zusammen.
Ein Multiindex wird hier als ein n-Tupel nichtnegativer ganzer Zahlen definiert, n € N. a ist also ein Multiindex,
wenn gilt

a=(ai,az,...,an), ar € NU{0} 1<k<n
Mit

x = (x1,T2,...,Tn), ar € R

sollen hier n-Tupel von reellen Variablen xj bezeichnet werden.
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Es gelten die folgenden Vereinbarungen

la|] = Zai=a1+a2+~--+an (4.10)
i=1

a! = Hai!:all»aglw'an! (411)
=1

2% = H L CL (4.12)

1

Dabei wird (4.10)als Lénge (nicht mit der Linge eines Vektors verwechseln) und (4.11]) als Fakultéit des Multiindexes
bezeichnet. Durch (4.12)) wird ein Monom definiert.

.
Il

Mit diesen Vereinbarungen lésst sich der verallgemeinerte binomische Satz in der Form :

!
(:v1+-~~+mn)k: Z %ma,kEN

|la|=k

schreiben. Die Summe lduft dabei iiber alle Multiindizes a der Lénge k.

Ordnet man den Multiindizes der Form
j = (j17j27 s 7]m)
die Differentialoperatoren
9l
oxit - ... Ozl

der Ordnung |j| zu und verwendet man die von (4.12)) abgeleiteten Formeln

Dlf .= (4.13)

71
J2
T ZC(l)
) 0 , ) .
(z —zo)! = T2 | _ | X2 = (z1 — xtl))n (22 — xg)“ T — m?ﬂ)]m
fiir
zo = (25,9, ... ,xom)T (0 ist Index, keine Potenz)

dann kann eine Taylor-Formel in Multiindex-Darstellung formuliert werden.

Satz 4.14 (Taylor-Formel mit Restglied). Es sei D C R™ eine offene und konveze Menge, k € No = NU {0}
und xo € D.

Die Funktion f:D — R besitze mindestens bis zur Ordnung (k + 1) stetige partielle Ableitungen in D.

Dann gibt es fir jedes x €D ein z€D mit

flay= 3 DI G a5 PUE gy (4.14)

|
g<k =kt

Fiir z gilt insbesondere
z=z0+ ¥ wo,z) (x—x0) mit 0<I<1

Bemerkung 4.15. Das stets zwischen 0 und 1 liegende ¥ im vorigen Satz hingt dabei wie formuliert vom Entwick-
lungspunkt ©o € D und vom Aufpunkt x € D (in dem f(z) durch die Taylorformel approzimiert werden soll) ab.
Der Punkt z liegt also immer auf der Verbindungslinie zwischen xo und x. Das Restglied

Rk(:zj) _ Z D]f(z) (l’ _ ZCO)j

i
[§l=k+1 J:

kann oft wie im Falle einer Verdnderlichen betragsmdfig abgeschitzt werden (Mazimum des Betrages)

4.7 Lokale Existenz und Differenzierbarkeit der impliziten Funktion

Einfiihrendes Beispiel :
2 +3yP=7 = F(z,y) =2°434°-7=0

An der Stelle (z0,vy0) = (2,1) gilt F(zo,y0) = 0. Der Punkt P, = (z,,¥,) liegt also auf der durch F(z,y) = 0
definierten Kurve des R%. Es handelt sich hier um eine Ellipse.
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In diesem Beispiel gibt es eine Umgebung U(P,) € R?, in der F(x,y) = 0 eindeutig nach y auflésbar ist (eindeutige
lokale Auflosbarkeit). Es existiert hier also genau eine auf einem Intervall Z definierte Funktion

y=g(x), ¢g:Z—R mit F(z,9(z))=0 und (z,9(z)) €eU(P,) firalle z€Z

Fiir diese Funktion gilt natiirlich g(z,) = yo, wobei z, ein innerer Punkt des Intervalls 7 ist.

Sind obige Voraussetzungen erfiillt, so sagt man, dass die Funktion y = g(z) implizit durch die Gleichung F(x,y) = 0
gegeben ist. In unserem speziellen Beispiel ist die Gleichung F(z,y) = 0 geschlossen auflésbar, d.h. man kann g(x)
durch eine bekannte elementare Funktion darstellen

g(z) = %\/21 —3x2.

Dies ist jedoch nicht immer so. Oft ist eine existierende implizite Funktion nur ndherungsweise in einer Umgebung
von z, darstellbar.

Besitzt F(z,y) stetige partielle Ableitungen erster Ordnung, dann kann die Gleichung F'(z,y(z)) = 0 unter Nutzung
der verallgemeinerten Kettenregel differenziert werden

Fuz,y) + Fy(z,9)y' =0 (4.15)

Fiir y = g(x) gilt also Falong) Fu(e,g(s)
(z) = -2 DY) ZeAl, 98 alls z,g(z .

Ist y = g(z) nicht geschlossen darstellbar, dann kann wegen yo, = g(z,) mit

Fz(mlh yo)
Fy(xm yo)

zumindest die Ableitung an der Stelle x, berechnet werden. Bezogen auf unser Beispiel folgt

Y (x0) = —

F.(2,1) 4 2
F, =2 F, = "(2) = — L

Damit haben wir den Anstieg der in der unteren Abb. skizzierten Tangente berechnet, ohne die Auflésung y = g(x)
zu benutzen.

0

Besitzt F(z,y) stetige partielle Ableitungen zweiter Ordnung, dann liefert eine weitere Differentiation von (4.15)
unter Nutzung der verallgemeinerten Kettenregel

Fow(z,y) + 2 Fuy(z,y) y, + Fyy(z,y) [3/}2 + Fy(z,y) Z/N =0. (4.16)

Kennt man y = g(z) und ' = ¢'(z), dann kann im Falle Fy(x,y) # 0 die zweite Ableitung "' = ¢g”(x) berechnet
werden. Speziell fiir y, = g(z,) wird nach Bestimmung von y, = ¢'(x,) die Ermittlung von y, = ¢"'(z,) moglich,
wenn Fy(Zo,yo) 7# 0 ist :

’ 2
Fro(To,Yo) + 2 Fry(To, Yo) Yo + Fyy (To, Yo) (Y]~ + Fy(Tos Yo) yo =0
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Besitzt F(x,y) fiir n > 2 stetige partielle Ableitungen bis zur Ordnung n, dann erhélt man aus (4.16) durch sukzessive
Differentiation Formeln zur Berechnung von 3™ = ¢(™ () beziehungsweise yi = g™ (x,). Dabei ist die verallge-
meinerte Kettenregel anzuwenden. Fiir die eindeutige Berechnung von yﬁ,”) ist stets Fy(zo,yo) # 0 erforderlich.

(n)

Die sukzessive Berechnung von ., v, -+, Yo

impliziten Funktion. Beispielsweise

ermoglicht die Approximation der durch y» = g(x,) gegebenen

g(z) = T1(x) = Yo + Yolz — o) ,
1

Yo

9 (x - $0)2

g(x) = Ta(x) = Yo + Yo (z — @0) +

Satz 4.16. (Lokale Existenz und Differenzierbarkeit der impliziten Funktion, zweidim. Fall)
Es sei

F(z,y),

eine stetig differenzierbare Funktion zweier reeller Variabler. Fiir einen Punkt (zo,yo) € D gelte

F:D—R, Definitionsbereich D offene Menge

F(z0,y0) =0 und Fy(zo,yo) # 0. (4.17)

Dann folgen die Aussagen:

1. Es gibt ein offenes Intervall T mit x, € T und ein offenes Intervall J mit yo € J, so dass zu jedem x € T
genau ein y € J existiert, so dass
F(z,y) =0

erfillt ist. Die dadurch definierte Funktion g : T — J gentigt also der Gleichung
F(z,g(z)) =0 firalle zeZ.

Insbesondere gilt yo = g(xo).

2. Die Funktion g : T — J st stetig differenzierbar. Fir jedes x € T gilt
/ Fo(z,9(2))
g (x) =—
Fy(z, 9(2))

Dieser Satz sichert also die lokale Existenz der impliziten Funktion und die stetige Differenzierbarkeit.
Verallgemeinerung auf mehr als zwei Variable siehe [5], S.516, Satz 6.15. Aus dieser Verallgemeinerung folgt der
héufig benutzte Satz iiber die lokale Existenz einer stetig differenzierbaren Umkehrabbildung. Dieser Satz ist eine
Verallgemeinerung von Satz der fiir reelle Funktionen formuliert wurde.

Satz 4.17. Der Definitionsbereich D C R™ einer stetig differenzierbaren Abbildung £ : D — R"™ sei eine offene

Menge. Fiir alle x €D mit  x= (x1,...,2,)"  existiert zur Abbildung
fi(x)
f2(x)
y=£fx)=1] .
fm(x)
also die Jacobi-Matrix
g@ g@ gL
x T
5. OfF _ I ,
= 9x : : :
Ofn  Ofn dfn
oxq dxo Oy

aus D regulir, dann gilt :

mit stetigen Elementen. Ist diese Jacobi-Matriz in einem Punkte p = (p1,...,pn)"

1. Es gibt eine offene Umgebung U wvon p, die durch £ umkehrbar eindeutig auf eine offene Umgebung V' wvon

q = f(p) abgebildet wird. Zu y = f(x), f:U — V existiert also x=f"'(y), f1:V —TU.
Mit der Vereinbarung g = £~ kann dies durch
Y1 fi(x) T 91(y)
Y2 f2(x) T2 . 92(y)
y=1|.|=fx=[ . = x= =ty =ey)=| .
Yn fn(x) Tn gn(y)
oder
vi f1(91(y), 92(y); -+ gn(¥))
Y2 f2(91(¥), 92(y), -+, gn(¥))
= , o kure y =1f(g(y))
Yn I (91(¥)s 92(y), -+ gn(¥))
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und
T g1 (fl(xgv fQ(X§7 ) fn(x))

T2 g2 (f1(x), f2(x), -+, fn(x))
| = : , kurz x = g(f(x))

v0)  \aw (A0, o), - . fu(20)
ausgedriickt werden.

2. Diese Umkehrabbildung f~':V — U st stetig differenzierbar. Fiir die zu g = f~' und f gehérigen Jacobi-
Matrizen gilt

—1 -1
a;y (y) = (g—i(x)) fir alle y=1£f(x) mit xeU

oder ausfiihrlicher

991 991 991 9f1 9f1 9f1 -1
dy1 dy2 U Oyn 9z dxo " Oxn

: : . . = . . . : )
9gn 9gn 9gn Afn Afn Afn
9y dya T Oyn Oz dxa Tt Oz,

wobei unter Beriicksichtigung von y = f(x) die linke Matriz an der Stelle y und die rechte Matriz an der Stelle
x zu berechnen ist. Die linke Funktionalmatriz bleibt also in der Umgebung V wvon q requldr. Fir die rechte
trifft dies in der Umgebung U von p zu.

Hinweis: Regularitit einer Jacobi-Matrix in einem Punkte bedeutet, dass dort die zugehérige Determinante (Jacobi-
Determinante) verschwindet.

4.8 Freie Extremwertaufgaben

Satz 4.18. (mit Definition) Ausgehend von D CR™ sei eine Funktion
Z:f(x17x27"'71'n)7 fDHR

gegeben, die stetige partielle Ableitungen erster Ordnung in allen inneren Punkten von D besitzt (d. h. f ist in allen
inneren Punkten von D total differenzierbar).

Fiir einen inneren Punkt Po = (zo1, Zo2, - ,Zon) von D gilt dann die folgende Aussage:

Besitzt f in Py ein lokales Extremum, so folgt

f'(Po) = grad f(Po) =0 (4.18)
FEin Punkt Py, in dem gilt, wird ein kritischer Punkt genannt.

Bemerkung 4.19. Mit Hilfe von , kann man in der Regel nur die lokalen Extrema finden, die zu inneren
Punkten des Definitionsbereiches D gehéren. Ob in den durch Losung des Gleichungssystems gefundenen in-
neren Punkten, dann wirklich lokale (oder gar globale) Extrema angenommen werden, muss gesondert untersucht
werden (siehe Satz . Bei Randpunkten von D ist das Kriterium jedoch nicht anwendbar.

Letzteres bedeutet :

Mit werden Randextrema in der Regel nicht entdeckt.

Falls man Randextrema finden will, so missen detailliertere Untersuchungen angestellt werden. Diese enthalten Be-
trachtung zu Ableitungen in tangentialen Richtungen des Randes und Vorzeichenuntersuchungen von Richtungsablei-
tungen. Im Rahmen dieser Vorlesung konnen wir auf die diffizile Frage der Randextrema in allgemeiner Form nicht
eingehen. In speziellen Fdllen, d. h. bei entsprechend einfach strukturierten Zielfunktionen, kann man jedoch Rand-
extrema durch elementare Betrachtungen ermitteln.

Bemerkung 4.20. In vielen Anwendungen spielt die Frage der Randextrema eine grundlegende Rolle.

Vgl. http://de.wikipedia.org/wiki/Optimierung und http://de.wikipedia.org/wiki/Operations_Research
Insbesondere in den Wirtschafts- und Ingenieurwissenschaften ist dies im Zusammenhang mit Optimierungsverfahren
und Operations Research der Fall. (Optimierung von Prozessen oder Verfahren, lineare Optimierung, Entscheidungs-
probleme, optimale Lisungen im Rahmen zuldssiger Entscheidungsalternativen,)

Zuriick zu lokalen Extrema in inneren Punkten des Definitionsbereiches :
Satz 4.21. Es seien die Bedingungen des Satzes[[.1§ erfillt. Py ist damit ein kritischer Punkt von
Z:f($17127"',$n), f’D*)R

Besitzt f stetige partielle Ableitungen bis zur zweiten Ordnung in einer Umgebung eines kritischen Punktes Py, dann
gilt:
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Hinreichend fiir ein lokales Extremum in einem kritischen Punkt Py ist die Definitheit der Hesse-Matriz H(Py) =
H(f, Po) -

ok e . 9%
dx10xy dx10x2 x0Ty
9% f 2% f L 2%
H= Oxodxy Oxodxo Oxo0T .y, (4 19)
Oxpdx1 Oxpdxo Oxp 0Ty,

Insbesondere gilt

e Ist H(Po) positiv definit, d. h. sind alle Eigenwerte von H(Py) positiv (Ax > 0), dann liegt ein Minimum vor.
e Ist H(Py) negativ definit, d. h. sind alle Eigenwerte von H(Po) negativ, dann liegt ein Maximum vor.
(Fo)

o st H(Py) indefinit, d. h. es gibt mindestens einen positiven und mindestens einen negativen Figenwert von
H(Py), dann spricht man von einem Sattelpunkt der Funktion (der Fliche). In diesem Fall liegt kein Extrem-
punkt vor.

(Die Zahl 0 ist weder positiv noch negativ!)

o Wenn H(Py) semidefinit und nicht definit ist, dann kann ohne zusitzliche Betrachtungen keine Entscheidung
getroffen werden. Dieser Fall liegt vor, wenn mindestens ein Eigenwert 0 ist und die von 0 verschiedenen
FEigenwerte das gleiche Vorzeichen besitzen.

Zur Erinnerung :
Eine reelle symmetrische Matrix A und die zugehdrige quadratische Form o7 A4 ist

e positiv definit, wenn fiir all ihre Eigenwerte Ar die Relation Ay > 0 erfiillt ist,

e negativ definit, wenn fiir all ihre Figenwerte \; die Relation Ax < 0 erfiillt ist,

e definit, wenn sie positiv oder negativ definit ist,

e positiv semidefinit, wenn fiir all ihre Eigenwerte A; die Relation Ay > 0 erfiillt ist,
e negativ semidefinit, wenn fiir all ihre Eigenwerte A\, die Relation \; < 0 erfiillt ist,

e semidefinit, wenn sie positiv semidefinit oder negativ semidefinit ist.

FEine Matrix, die sowohl positiv semidefinit als auch negativ semidefinit ist, muss die Nullmatrix sein.

Die Aussagen von Satz gewinnt man prinzipiell, indem die Aufgabe der Extremwertbestimmung fiir eine gegebene
Funktion
z = f(x15x27"' 7:1;”1)

auf die entsprechende Aufgabe beziiglich eines zugehorigen Taylorpolynoms
T>(P) = Ta(x1,22 -+ ,Tn)

von zweiter Ordnung zuriickgefithrt wird. Dieses Taylorpolynom entsteht durch Entwicklung der Funktion f in einem
Punkt Fp.

Mit P = (x1,22--- ,xn)T, Py = (zo1, Toz, - - ,:E()n)T und dem Differenzenvektor
h=P—- P, =(z1 — zo1, T2 — o2, - - ,wn—l’On)T
(hier alles Spaltenvektoren) gilt fiir das im Punkte Py entwickelte Taylorpolynom zweiter Ordnung die Formel
1
Ta(P) = f(Po) + f'(Po)-h + 5 h" - f"(P) - h, (4.20)
wobei die Kurzbezeichnungen

f(Po) = (grad f(Ro))" . f"(Po) = H(P), (4.21)

benutzt wurden, vgl. (4.19).
Py ist genau dann ein kritischer Punkt von f, wenn er kritischer Punkt von T>(P) ist, vgl. (4.18) und (4.20). In

diesem Fall geht (4.20)) iiber in
1
To(P) = f(P) + 5 h” . f’(Py)-h, P, kritischer Punkt (4.22)
Besitzt dieses Taylorpolynom im kritischen Punkt Py einen eigentlichen Extremwert oder einen Sattelpunkt, so trifft

dies auch auf die Funktion f zu (Umkehrung gilt nicht). Eigenwertbetrachtungen der Matrix f”(Py) = H(P) fithren
schlieBlich auf Satz 4211
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Werden in (4.20) die Linearform und die quadratische Form ausmultipliziert, so erhalten wir die Summendarstellung
fiir ein Taylorpolynom 2. Ordnung

T(P) = f(R)+ Z %ﬂf) (zi — z0:) (4.23)

+ %Z L(PO) (mi—mOi)(mj—-'KOj)

Andern wir im Falle zweier unabhéngiger Veréinderlicher
n=2, P= (xl,xg)T, Py = (mm,xog)T, h=P—- Py = (z1— 201, x2 — {B()Q)T
die Bezeichnungen fiir die Variablen
(z1,22) = (2,y), (w01, T02) = (w0, ¥o0)
so entsteht die bekannte Formel
Ta(z,y) = f(zo,90) + fa(zo,y0)(z — o) + fy(x0,%0) (¥ — o) (4.24)
+ % [foa(0,90)(x = 20)” + 2fay (20, y0) (& — 20)(y = Y0) + fyu (20, y0)(y — y0)”]

Geben Sie analog fiir n = 3, also fiir den Fall dreier unabhéngiger Verdnderlicher z, y, z, die Taylorformel zweiter
Ordnung in einer derartigen Gestalt an.

T2($7y72) = f($07y0720) + -

4.9 Extremwertaufgaben mit Nebenbedingungen

Geméf Vorlesungen ergénzen.

4.10 Anwendungen

Newtonverfahren zur Losung nichtlinearer Gleichungssysteme
Die Methode der kleinsten Quadrate
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5 Integralrechnung einer reellen Verdnderlichen

5.1 Unbestimmte Integration

Vergleiche

http://de.wikipedia.org/wiki/Integralrechnung
http://de.wikipedia.org/wiki/Integralrechnung#Eigenschaften_von_Stammfunktionen
http://de.wikipedia.org/wiki/Tabelle_von_Ableitungs-_und_Stammfunktionen

e Als Stammfunktion einer reellen Funktion f auf einem Intervall 7 bezeichnet man eine zumindest auf diesem
Intervall differenzierbare Funktion F, deren Ableitung F’ auf Z mit f {ibereinstimmt.

e Man kann zu einer Stammfunktion eine Konstante addieren und erhéilt wieder eine Stammfunktion
e Jede auf einem Intervall Z definierte stetige Funktion f hat unendlich viele Stammfunktionen.

e Ist F eine Stammfunktion von f, so ist fiir jede beliebige reelle Konstante C auch die durch
G(z)=F(z)+C

definierte Funktion G eine Stammfunktion von f.
Bei Existenz unterscheiden sich zwei verschiedene Stammfunktionen zu gegebenem f nur um eine Konstante.

e Als unbestimmtes Integral bezeichnet man die Menge aller dieser Stammfunktionen.
/f(x)d:r:F(m)—i—C (5.1)
e Analytische Auswertung des unbestimmten Integrals bedeutet, unter Anwendung von Regeln die Gesamtheit

dieser Stammfunktionen zu finden.

e Die unbestimmte Integration ist die Umkehrung der Differentiation.

4 ( / (@) da:)
/ (@) do

5.1.1 Einige Grundintegrale und Beispiele fiir unbestimmte Integrale

I
=
8
2

I
~
&
+
Q

Vergleiche

http://de.wikipedia.org/wiki/Tabelle_von_Ableitungs-_und_Stammfunktionen

Aus der Kenntnis von Ableitungen kann sofort auf Formeln fiir unbestimmte Integrale geschlossen werden. Die unten
aufgefiithrten Beispiele gewinnt man so durch Differentiation der angegebenen Stammfunktionen (rechte Seiten).
Einige Integrale sind so genannte Grundintegrale, andere gewinnt man aus diesen durch direkte Interpretation.

Bei Anwendung der in den néchsten Unterabschnitten aufgefithrten Integrationsregeln kénnen einige Beispiel auf
Grundintegrale zuriickgefiihrt und damit berechnet werden (zur Ubung der unbestimmten Integration empfohlen).

Potenzfunktionen:
Funktion f(x) = Zugehorige Stammfunktionen F(z)
0 = C (Konstante Funktionen)
k (Konstante Funktion) = kxz+C
‘,L,n+1
z" = n+1+C wenn n # —1

falls dabei n=0,1,2,--- : xz€R
falls dabei n=-2,-3,—4--- : x#0

falls dabei n nicht ganzzahlig: = >0

T = Inlz|+C, z#0



Beispiele:

nz" ' = 2" +C siehe oben
1 = JVz+C x>0
2z ’
-2 1
-1 1
x
/ 1 2
w(z) uz) = S(u(@))
Exponential- und Logarithmusfunktionen:
Funktion f(z) = Zugehorige Stammfunktionen F(z)
e’ = e +C
1
ekm — Eekz + C
a®lna = a” + C, a>0, a#1
a” S L C, a>0, a#1
Ina
In(z) = zln(z) —z+C fir >0
In |z| = zlnjz| —xz+C fir =<0 oder fir

Letzteres F(x) ist ~ Stammfunktion  auf (0, 400),
Stammfunktion  auf (—o00),0),
keine Stammf.  auf (—o0,00),
keine Stammf.  auf (—1,2)

li > loga|$|+c, :I:?éo
z Ina
1
log,, |z| == —(xln|z| —z) + C, z#0
Ina
Beispiele:
|2|* (In || + 1) == |z|” + C, =z #0, |z|* = e mlel
o' () — In|u(z)| + C () £ 0
u(z) ul® ;o u(w
' (2) In fu(z)| = w(z) In|u(z)] —u(z) + C, u(z)#0
! " ntl
~ (nfz)", (n # ~1) — n+1(1n|x\) +C, x40
Sina"), (n#0) — L 40, w40
. z"]), (n 5, (e 7 "
1
== In(In |z]) + C, z#0

x1n|z|



Trigonometrische und inverse trigonometrische Funktionen:
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Funktion f(x) == Zugehorige Stammfunktionen F'(z)

sinx =— —cosz+C
cosr —> sinx+C

tanz = —In(cosz)+ C, x#g—kk-m

kel

cotx = In(sinz)+ C, x#k-m, kelZ

cos? x

-1
= —(+ct’s) = cotw+C o# kem KeZ
sm- xr

arcsint — x arcsinz ++v1—22+C, x €

arccos —> x arccosx —\/1—xz2+C, T €

1
arctanxr = zarctanx — 5 In (1 + x2) +C,
1 = arcsinz +C z € (—1,1)
/1 — wz ) 7
S = arccosz + C z e (—1,1)
/1 — IQ b b
1
511 = arctanz + C, zeR
T
22
511 — z —arctanz + C, zeR
x
1 1 T
W — 5 (Tﬂ + arctanx) + C, T

5.1.2 Partielle Integration

Die Regel zur partiellen Integration fiir unbestimmte Integrale

/ (@) ¢ (@) de = f(z) - g(z) — / f(@) - g(@) de

erhélt man aus der Produktregel zur Differentialrechnung.

=1+tan’z = tanxz+ C, x#%—i—k‘-ﬂ, ke

(_17 1)

(717 1)

z € R

eR

Mit partieller Integration kénnen Rekursionsformeln zur Berechnung von Stammfunktionen aufgestellt werden.

Beispiel: Fiir n > 2 folgt mit

unter Nutzung von (5.2])
1 © 22°
/7dx = #-F(n—l)/%dm

(1’2 + 1)1171 (%2 + 1)71,71 1.2 + 1)n

= w20 ([ g [ )

Kiirzen und entsprechende Auflésung liefert die Rekursionsformel

/ 1 dr — 1 T +2n—3/ 1 dx
J @24+ T 2n—2 (2241t 2p—2 ) (224 1m0

n>2
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Beginnend mit n =2 und

1
/ CE) dz = arctan(z) + C

konnen die Integrale sukzessive berechnet werden.

5.1.3 Substitutionsregel

Die Substitutionsregel der unbestimmten Integration ist das Gegenstiick zur Kettenregel der Differentialrechnung.
Mit stetig differenzierbarer Funktion

u=g(z)
gilt

[ fata) g @ e = [ fwdu

e Bei strukturellem Vorliegen der linken Seite :
Rechte Seite berechnen und dann u = g(x) einsetzen.

e Rechte Seite mit Hilfe der linken berechnen:
Hier muss fiir die Substitution u = g(x) auf dem zugrunde gelegten Intervall 7
g’ (x) #0 gefordert werden. Man erhlt

ﬂw+0=/fM@%dew

Einsetzen von
=g *(u) liefert die Stammfunktion

e Fiir die beteiligten Differentiale gilt:

5.2 Bestimmtes Integral
5.2.1 Definition

Ist f eine auf dem kompakten, (also endlichen und abgeschlossenen) Intervall [a,b] stetige Funktion, so kann man mit
einer beliebigen Stammfunktion F von f das bestimmte Integral von f {iber [a, b] definieren :

b
/ F(@)dz = F(b) — F(a) (5.3)

Das bestimmte Integral ist hier lediglich als formale Gréfle definiert. Seine Bedeutung erschliefit sich erst mit der
Interpretation als Riemann-Integral.

5.2.2 Partielle Integration

Die Regel zur partiellen Integration fiir bestimmte Integrale ist damit

/?uwyqu:wuyamm—/f@rﬂwm: (5.4)

5.2.3 Substitutionsregel

Die Substitutionsregel der bestimmten Integration kann mit stetig differenzierbarer Funktion
u=g(x) und du = ¢'(z) dz fir z € [a,b]

in der Gestalt
b g(b)

[ fa@) g @z = [ sw)au
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formuliert werden. Hiermit wird versucht, die linke Seite (nach dem Erkennen der Struktur) mit Hilfe der rechten zu
berechnen.
Schreibt man die Substitutionsregel in der Gestalt

g LB) B
o)) - ¢ (z) do = / F () du
Y a

auf, dann dient sie der Berechnung der rechten Seite mit Hilfe der linken, wobei eine geeignete Substitution u = g(z)
gefunden werden muss. Erlaubt ist dieses Verfahren, wenn auf dem offenen Intervall (a,b) die Ungleichung g¢'(z) # 0
erfiillt ist, denn dann existiert die inverse Funktion g~'. Wegen der Stetigkeit von g bedeutet g¢'(x) # 0 auf dem
Intervall (a,b), dass g’'(z) dort iiberall positiv oder dort iiberall negativ ist.
Fiir die gegebenen Grenzen a, 3 gilt
a=gla) wnd B=gb),

damit folgt fiir die Grenzen im links stehenden Integral

a=g '(a) und b=g'(p),

womit etwas verkiirzt

geschrieben werden kann.

5.2.4 Anwendung - Orthogonalitit von Funktionensystemen

Die Basisfunktionen der Fourierreihe fiir das Intervall [0,2 7]
{cos(nz)}n, {sin(mz)}m, n=0,1,2,---, m=12,---, z€[0,27]

bilden das bekannteste Beispiel fiir ein orthogonales Funktionensystem. Unter Nutzung der Additionstheoreme

sin(nz) sin(mz) = %(cos(nx —maz) —cos(nx + mzx)) (5.5)
cos(nz) cos(mz) = %(cos(nm —mux) + cos(nz +mz)) (5.6)
sin(nz) cos(mz) = %(sin(nm —ma) +sin(nz +mz)) (5.7)

lassen sich die unteren Orthogonalitéitsrelationen berechnen. Dabei ist (5.6 wegen
sin(a + g) = cos(a)

eine unmittelbare Folgerung von (5.5). Ersetzen Sie einfach nx durch nz 4 3 und mx durch mx + 7. Danach ist
cos(a + ) = — cos(a) anzuwenden. Die obigen Additionstheoreme kénnen auch schnell aus der Eulerschen Formel

e'™ = cos(a) + i sin(a)

geschlossen werden.
Die Orthogonalitétsrelationen ergeben sich dann in Gestalt von

2 m fir n=m, m=12,---
sin(nz) sin(mz) de = (5.8)
o 0 fir n#m, n,m=12---

T fir n=m, m=1,2,---

cos(nz) cos(mz)de =< 27 fir n=m=0 (5.9)

o\;;

0 fir n#m, n,m=12,-.
27
/cos(n z) sin(mz) dr =0 fiir alle ganzzahligen n, m (5.10)
0

Formel (5.10) gilt also auch im Falle m=n.

Héufig werden in den Anwendungen komplexe Fourierentwicklungen durchgefiihrt, um schwingende Systeme zu ana-
lysieren (z. B. Baudynamik). Dabei kommen das komplexwertige Funktionensystem

{exp(inz)},, n=---,-2-101,2,--- x€[0,27] (5.11)
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sowie daraus resultierende Varianten zum Einsatz. Eine andere Schreibweise fiir das Funktionensystem ([5.11]) wiére
{einz} , TLGZ, (L‘G[O,Qﬂ'] (512)

Der Index n durchlduft hier die Menge der ganzen Zahlen. Es werden also auch negative Indizes zur Kennzeichnung der
Funktionen dieses Systems verwendet. Die zu oben analogen Orthogonalitétsrelationen sind einfacher zu berechnen

und lauten

2 27 fir n=m, m=---,-2,-1,0,1,2,---

/emz eime dy = (5.13)
0 0 fiir TL#TI’L, n7m:"'5727717071725"'

Man beachte :

In (5.13)) konnte kiirzer m € Z bzw. m, n € Z geschrieben werden. Die obigen Funktionensysteme charakterisieren
harmonische Schwingungen mit

1 2 n
den F L 14
en Frequenzen £ 5’ o 5 (5.14)
den Kreisfrequenzen w=12+--n--- (5.15)
und der
zugehorigen Schwingungsdauer T =2, 27”, UL
n
Bekanntlich gilt
1 2
w =27 &, T=-= &
13 w

Mit dem obigen Funktionensystem kénnen Schwingungsvorginge einer Grundperiode T = 27 bzw. einer Grund-
frequenz & = i analysiert werden. Das Frequenzspektrum einer periodischen Schwingung mit Grundkreisfrequenz
w = 1 enthilt stets nur die in bzw. angefithrten Frequenzen. Die Berechnung der Intensitdt, mit der
diese verschiedenen Vielfachen der Grundfrequenz auftreten, ist Gegenstand der mathematischen Fourieranalyse.

In der Regel sind periodische Schwingungsvorgénge mit einer beliebigen Grundkreisfrequenz w1 = w, bei der (5.14)
und (5.15) durch

Frequenzen &n = M, n=1,2, - (5.16)
s
Kreisfrequenzen wn=n-w, n=1,2, - (5.17)
. 27
Schwingungsdauer Th=——, n=1,2, .-
n-w

zu ersetzen sind (Notation angepasst) zu untersuchen. Dazu miissen die obigen Orthogonalitéitsrelationen modifiziert

werden. Setzt man jetzt

w 2
w = w1, 5:51:7’ T=T = —
21 w

fiir Grundperiode und Basisfrequenz, so erhilt man die erforderlichen Formeln durch Substitution

r=w-t, dr =wdt

in den Integralen (5.8)), (5.9) (5.10) (5.13). Es entstehen

Nl

A fir n=m, m=12,---
/sin(nwt) sin(mwt) dt = (5.18)
0 0 fir n#m, n,m=12,---

NIl

fir n=m, m=1,2,---

T

/cos(nwt) cos(mwt)dt=¢ T fir n=m=0 (5.19)
0

0 fir n#m, n,m=12---

T
/cos(nwt) sin(mwt) dt =0 fiir alle ganzzahligen n, m (5.20)
0
T T fir n=m, m=---,-2-1,0,1,2,---
/e””’te“"“’tdt: (5.21)
0 0 fir n#m, n,m=---,-2,-1,0,1,2,---
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5.3 Riemann-Integral
5.3.1 Definition und Approximationseigenschaften

Die Riemann-Integration liefert eine Methode, die anschauliche Vorstellung des (orientierten) Flicheninhaltes zwi-
schen der x-Achse und dem Graphen einer Funktion prézise zu fassen.

Dieser gesuchte Flacheninhalt wird mit Hilfe des leicht zu berechnenden Flicheninhalts von Treppenfunktionen ap-
proximiert.

Vorgehensweise:

1. Definition von Treppenfunktionen als Summe von Rechtecksfunktionen.

./bf(a:)dm

fiir Treppenfunktionen iiber einem gegebenen kompakten Intervall [a,b].

2. Definition des Riemann-Integrals

3. Approximation einer auf [a,b] beschrinkten Funktion f durch Treppenfunktionen bei vorgegebener Zerlegung
Z: a=20<T1<T2< . ..yuiiyer,Tp_1<Tp=2>0 (5.22)

des Intervalls [a, b]. Die Grofle
AZ = max (ke — TR—1) (5.23)

heifit dabei die Feinheit der Zerlegung Z.

Die Funktion f wird bei gegebener Zerlegung Z durch Treppenfunktionen eingeschlossen. Das bedeutet:
In jedem Intervall der Zerlegung Z wird eine entsprechende Rechtecksfunktion mit dem

dortigen Supremum (grob gesprochen: Maximalwert von f)

bezieungsweise

dem dortigen Infimum (grob gesprochen: Minimalwert von f)

als Funktionswert konstruiert.

Es werden Ober- Untersummen gebildet, die den gesuchten orientierten Fldcheninhalt einschlielen.

Die Obersumme entsteht dabei als Riemann-Integral der Treppenfunktion

Tz0(x) mit f(z) <Tzo(x), € ]la,lb]
und die Untersumme als Riemann-Integral der Treppenfunktion mit
Tzu(x) mit Tz.(z) < f(z), z€]la,b

Offensichtlich gilt fiir die Riemann-Integrale der einschliefenden Funktionen

b

/szu(:v) dr <

a

Tz,0(x) dx (5.24)

g\c-

und ein sinnvoll definiertes Riemann-Integral fiir f

b
/ f(z)dx
a
miisste zwischen diesen beiden Werten liegen.
Ausgehend von Z gemif (5.22)) werde jetzt durch sukzessive Hinzunahme von Zerlegungspunkten eine standige
Verfeinerung der Zerlegung

Z=Z(1)CZ(2)C---C---CZ(m)C Zmy1 C--- (5.25)

mit
Z(m): a=xzo(m) <zi(m) <z2(m) <...... Trpm—1(m) < Tp,, (M) =b
d. h. eine Folge Z(m) von Zerlegungen erzeugt, deren Feinheiten, vgl. (5.23)), beliebig klein wird.

AZ(m) = max [k (m) — zK—1(m)] — 0 fiir m — 0, 1<k<nnm (5.26)

nm ist hier die Anzahl der Teilintervalle der Zerlegung Z,,, die mit zunehmendem m wéchst.
Fiir jede Zerlegung aus (5.25|) folgt fiir die im obigen Sinne zugeordneten Treppenfunktionen, vgl. auch (5.24]),

b b
J(m) := /Tz(m)ﬂl(m) dz < 3(m) := /Tz(m)p(a:) dx
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Fiir die den einschachtelnden Treppenfunktionen zugeordneten Integrale gilt
J(1)<I(m) <I(m+1)<T(m+1) <T(m) <J(1) firalle meN

Aus der Monotonie und Beschrénktheit der Folgen erhélt man

m—oo m— oo

lim J(m) < lim J(m)
Falls fiir solch eine Folge einschachtelnder Treppenfunktionen

lim J(m) = lim J(m)
m—00 m— 00

nennt man die beschrinkte Funktion Riemann-integrierbar iiber dem Intervall [a,b] und definiert das
Riemann-Integral tiber f durch

m— oo m— oo

b
/f(ac) dz := lim J(m)= lim J(m).
Die Bezeichnung der Integrationsvariablen, hier x ist dabei unerheblich.

Hinsichtlich der grafischen Darstellungen und weiterer Erlduterungen vergleiche:
http://de.wikipedia.org/wiki/Integralrechnung
http://www.rsg.rothenburg.de/schulleben/fs/mathe/cimu/riemann-integral.htm

5.3.2 Numerische Integration

Bei Existenz des Riemann-Integral kann dieses als Grenzwert sogenannter Zwischensummen (Riemannsche Summen)
erkldrt werden, wenn die Feinheit der Zerlegung beliebig klein wird.

Z f(é'k)(xk_xk—l) Tk—1 S&k Sl’k, a = o, b:l’n,
k=1

Vergleiche: http://archives.math.utk.edu/visual.calculus/4/riemann_sums.4/index.html
Im praktisch wichtigen Falle dquidistanter Zerlegung mit

Ax =z, — T)—1 = const fiir alle k

folgt mit hinreichend kleinem Ax
b n
/f(x) de~ )" f(&) - Ax (5.27)
o k=1
Bei Einsetzen von
§k = Tk—1
erhilt man daraus eine erste Quadraturformel, die linksseitige Rechteckformel.

b

/f(:r) dz = Az - ( ni: fla+k- Ax)) +EL(f) (5.28)

a k=0

Das Fehler- oder Restglied E,S“( f) ist von der Anzahl n der Teilintervalle abhéngig. Analog entsteht beim Einsetzen
von

e =k

die rechtsseitige Rechteckformel.

b

/f(x)dm:A:v~ (if(aJrk-A:c)) +E(f) (5.29)

a k=1

Das Fehler- oder Restglied E{ (f) ist wieder von der Anzahl n der Teilintervalle abhéngig. Fiir die Restglieder in

(5.29) und (5.28) gelten mit

die Fehlerabschétzungen

h (5.30)

B0 ()| < map ©2

e |EOD)] < My
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mit
o /
My = aré]j%(b }f (a:)|
Fir M kann (abschwiichend) eine beliebige obere Schranke von |f’(z)| in dem angegebenen Intervall eingesetzt
werden.

Besser ist es jedoch in ((5.27))

f(&k) durch J@e—1) + f(zx)

2
zu ersetzen. Man erhélt dann die zusammengesetzte Sehnentrapezformel
b n—1
1 1 (n)
f@)dr=Ac- | 5 fla) + > flatk-Az) + 5 fO) ) +EM() (5.31)
. k=1
Sie ist als Mittelwert der beiden Rechtecksformeln interpretierbar. Eine Fehlerabschétzung fiir das Restglied ist durch
(b - a) 2 "
< —2 .
Bl < T h? max | @) (5.32)

oder durch

(b—a) 2 . (b—a)
< —2 ” = =
[E(f)] < 3 Mg h mit h= Az p—

gegeben, wenn fiir My eine obere Schranke von f”(z) im Intervall [a, b] eingesetzt wird. Voraussetzung ist natiirlich,
dass f hinreichend regulér ist. Die zusammengesetzte Sehnentrapezformel konvergiert mit héherer Ordnung als die
Rechtecksformeln.

Vergleiche http://de.wikipedia.org/wiki/Trapezregel

5.3.3 Weitere Eigenschaften des Riemann-Integrals

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

(auch Fundamentalsatz der Analysis genannt) :

Riemann-Integrale iiber stetige Funktionen auf [a, b] kénnen mit Hilfe von Stammfunktionen berechnet werden, denn
es gilt:

Satz 5.1. Es sei [ eine stetige Funktion auf einem Intervall [a,b]. Dann gelten die folgenden Behauptungen

1. Ist F auf [a,b] eine Stammfunktion von f. Dann ist f Riemann-integrierbar auf [a, b] und es gilt
/ Fz)dz = F(b) — F(a). (5.33)

2. Das durch .
F(z) = / F(6) de (5.34)

definierte Riemann-Integral mit variabler oberer Grenze x ist eine Stammfunktion von f iber dem Intervall
[a, b].

Fir jede andere zugehirige Stammfunktionen G(x) gilt dort

G(z) = F(z) + C mit geeigneter Konstante C.

Dies bedeutet :

Zu jeder stetigen Funktion auf [a, ] existiert eine Stammfunktion.

Riemann-Integrale stetiger Funktionen kénnen als bestimmte Integrale interpretiert werden. Diese wurden frither nur
auf formale Weise definiert.

Damit sind die oben erklédrten Integrationsregeln anwendbar.

Bemerkung 5.2. Bei der Darstellung muss im Hinblick auf die korrekte Definition und Ausfihrung kompli-
zierterer Ausdriicke, die spiter auftreten, in der Bezeichnung strikt zwischen der Integrationsgrenze (hier x) und der
Integrationsvariablen (hier &) unterschieden werden. Abgesehen davon ist die Bezeichnung der Integrationsvariablen
etgentlich gleichgiiltig. In hdtte man beispielsweise die Integrationsvariable x durch & oder durch t ersetzen
konnen, ohne denn Sinn zu dndern. Beispielsweise gilt

5

5
/52—3£+2d§:/t2—3t+2dt
2

2
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Wegen der Aussage in folgt
d
[ 1@ =r@

Bemerkung 5.3. Jede auf [a,b] definierte stiickweise stetige und beschrinkte Funktion f ist dort Riemann-
integrierbar. Bei geeigneter Zerlegung in n Teilintervalle kann die Integration durch

/bf(x) dmzi

realisiert werden. Insbesondere Treppenfunktionen, die den Ausgangspunkt bei der Einfiihrung des Riemann-Integrals
bildeten, konnen auf diese Weise integriert werden. Hierbei erhdilt man wieder ihre friiher festgelegten anschaulichen
Integraldefinitionen.

Tk
/ f(:E) d.:C, a = To, b:x'ru
k—1

T

Satz 5.4 (Verallgemeinerter Mittelwertsatz der Integralrechnung). Sind
f:la,b) = R und g¢g:[a,b] = R

stetige Funktionen und gilt g(x) >0 auf [a,b], dann ezistiert ein £ € (a,b)
(Zwischenstelle), so dass

/bf(w)g(x) dx = f(£) /bg(w) dzx

erfillt ist. Speziell im Falle g(x) =1 erhdlt man

b
/f(x) dx = f(§) - (b—a) fir mindestens ein £ € (a,b)

Dies ist der Mittelwertsatz der Integralrechnung. Der integrale Mittelwert einer stetigen Funktion

b

[ f(z)dx

a

b—a

wird also an einer Stelle & angenommen. Mit

mit —oo<a<é<b<+oo

m = min f(z), M = max f(z)

folgt insbesondere

m-(b—a)g/f(x)dng-(b—a)

Wenn f nicht stetig ist, gilt der Mittelwertsatz im Allgemeinen nicht.

Bemerkung 5.5. Im Beweis des verallgemeinerten Mittelwertsatzes wird beispielsweise die Monotonie des bestimm-
ten Integrals bendtigt.

Regeln und Figenschaften des bestimmten Integrals, wie Monotonie, Linearitdt usw.

Vergleiche:

http://de.wikipedia. org/wiki/Integralrechnung

http:/ /www.rsg.rothenburg.de/schulleben/fs/mathe/cimu/riemann-integral. htm

[3], [11], [13)], [8] und andere

5.4 Uneigentliche Integrale

1. Integrale iiber unbeschriankte Integranden auf Intervallen endlicher Lénge
(a) Singularitét beziiglich des rechten Randpunktes

b b—e
/f(a:) dz = liII(l) f(z) dz
(b) Singularitit beziiglich des linken Randpunktes

b b

/f(m) dz = 213}) f(z) dz

a a+te
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(c) Singularitéit beziiglich eines inneren Punktes ¢

b c—e b
/f(x)dm:zéli_r% /f(:c)dm-l—}/lﬂ% /f(:c)dav7 a<c<b

ety
2. Integrale iiber Intervalle unendlicher Linge

(a) Intervalle der Gestalt [a,+00)

oo b
/f(x) dz = blirlloo /f(m) dz
(b) Intervalle der Gestalt (—oo,b]
b b
/ f(z) dz = lim f(z) dx

(c) Intervalle der Gestalt (—oo, +00)

e’}

/f(z:) dz:= lim lim /bf(x) da

a——00 b——+4o0
—o0

Vergleiche http://mo.mathematik.uni-stuttgart.de/kurse/kurs29/seite20.html
Eines der am h#ufigsten verwendeten uneigentlichen Integrale ist durch

oo

/ e dr =/ (5.35)

gegeben. Ausgehend von diesem Ergebnis (wird spéter bewiesen) kann man zeigen, dass fiir die durch

1 ICE
=———&e€ 202 | o >0, eR 5.36
— jz (5.36)

definierten Gaufy’schen Dichtefunktionen gilt

Juo(x)

7 fuo(z)dz=1

(iiberpriifen!) Es handelt sich um die Dichtefunktionen der Gaufischen Normalverteilungen.
Genauer :

Eine stetige Zufallsvariable X mit ((5.36) als Wahrscheinlichkeitsdichte, heifit y-o-normalverteilt oder (u, o2 )-normalverteilt.
Der Parameter p entspricht bei diesen speziellen Verteilungsfunktionen dem Erwartungswert E(X) und der Parameter

o der Standardabweichung
o = +/Var(X)

mit der Varianz oder Streuung Var(X). Fiir die diesbeziiglich auszuwertenden Integrale gilt

E(X) = 127T70x exp (—%) do = p (5.37)

g

Var(X) = 1 +oo(x—u)2 exp —M dz =o" (5.38)
Gm_w 20

Mit 4 = 0 und ¢ = 1 erhélt man in (5.36]) die Dichtefunktion der Standardnormalverteilung (Erwartungswert 0 und
Standardabweichung 1).
1 a2
)= —c¢€ 2

Diese Wahrscheinlichkeitsdichte wird auch Gauf-Funktion, Gauf-Kurve, Gau3-Glocke oder Glockenkurve genannt.
Die folgenden Bilder sind aus
http://de.wikipedia.org/wiki/Normalverteilung
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Abbildung 7: Standardnormalverteilung

Dichtefunktionen von normalverteilten ZufallsgrofRen
mit unterschiedlichen Parametern

Verschiedene Parameter p und o

88



89
6 Reelle und komplexe Fourier-Entwicklungen

6.1 Trigonometrische Polynome und Frequenzspektren

Vergleiche

http://de.wikipedia.org/wiki/Fourierreihe

http://de.wikipedia.org/wiki/Trigonometrisches_Polynom

Als Fourierreihe einer periodischen Funktion f(x) bezeichnet man die Entwicklung dieser Funktion in eine Funktio-
nenreihe aus Sinus- und Kosinusfunktionen.

Die Basisfunktionen der Fourierreihe bilden das bekannteste Beispiel fiir ein orthogonales Funktionensystem. Im
Rahmen der Theorie der Hilbertrdume werden auch Entwicklungen nach einem beliebigen vollstdndigen Orthonor-
malsystem als Fourierreihe bezeichnet. Fourierreihen im klassischen Sinne (solche werden hier betrachtet) entstehen
durch Approximation von Funktionen mit trigonometrischen Polynomen.

Ein trigonometrisches Polynom (eine trigonometrische Summe) ist ein Polynom, welches trigonometrische Ausdriicke
enthélt. Es hat folgende Gestalt

U, (t) = % + Z ay cos(k wt) + by sin(k wt), ak, bk €R, w=— (6.1)

k=1

n ist der Grad des trigonometrischen Polynoms.

T ist die Periode von W¥,,.

Interpretation im Sinne der Schwingungs- und Signalanalyse :

w ist die zu T gehorige Kreisfrequenz.

Fiir die Basis- oder Grundfrequenz ¢ gilt w = 2w €.

In treten die vielfachen Frequenzen bzw. die vielfachen Kreisfrequenzen

gk:kgv Wk:kl'w, k:1727"'n

der Grundfrequenz ¢ (Grundkreisfrequenz w) auf, sobald a} + b7 # 0 ist. ¥, besitzt ein spezielles Spektrum
(diskretes und endliches Frequenzspektrum), das durch

a(&k) =ag, b)) =br bzw. a(wr)=akr, blwk)="bk (6.2)

gegeben ist, da alle anderen Spektralwerte 0 sind (aufler & = k - £ sind in dem Signal/der Funktion keine weitere
Frequenzen enthalten).

Der Koeffizient
ao

2
représentiert den Mittelwert der Funktion W, (¢), der als zur Frequenz 0 zugehériger Spektralwert interpretierbar ist.

Speziell fiir 27r-periodische Funktionen, d.h. fir 7 =27, entsteht
ao < .
5+ ; ax cos(kt) + by sin(k t). (6.3)

Die zugehorigen Frequenzen bzw. Kreisfrequenzen sind jetzt

§k:i7 bzw. wi =k, k=1,2,---n
2w

Das trigonometrische Polynom (6.1) wird in der Ingenieurliteratur oft in eine (reelle) Amplituden-Phasen-Darstellung

U, (t) = % + Z Ay cos(kwt — @) (6.4)

k=1

iiberfiihrt. Zwischen den Koeffizienten der Formen (6.1) und (6.4)gelten die Formeln

Ay = (Jai+b2, k=12 (6.5)
arccosi—z fiir bx >0, k=1,2,3---
Yr = — arccos Z—’; fir by <0, (6.6)

unbestimmt fiir Ax =0

beziehungsweise
ar = Ay - cos(pr), ar = Ay, - sin(pr), k=1,2,--- (6.7)
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ok kann als Bogenmaf} zu (z,y) = (ax, bx) mit
- < pr < .
charakterisiert werden. Mit
a=kwt, B = i
folgen die obigen Beziehungen zwischen den Spektren von (6.1)) und (6.4)) gliedweise aus dem Additionstheorem

cos(a — B) = cos 3 cosa + sin « sin 3

(Priifen Sie dies nach !)

Alternativ zu beziehungsweise gibt es eine komplexe Darstellung des trigonometrischen Polynoms, die in
vielen Anwendungsgebieten (Schwingungsanalysen in Baudynamik und Maschinenbau, Messtechnik, Signalanalyse
usw.) hiufig genutzt wird. Diese Darstellungsform erméglicht eine iibersichtlichere Formulierung vieler Aufgabenstel-
lungen und einen besseren Zugang zu theoretischen Verallgemeinerungen (Spektralanalyse, Fourier-Transformation).
Die komplexe Darstellung ist durch

W, (t) = i o (6.8)

k=—n

gegeben, wobei zwischen den Spektren von (6.1]) und die Relationen

2¢co = ao, ax = ¢ + Cc—k, b =1 (ck —c—p), ke N
beziehungsweise
a
o = ?O (6.9)
c = M, keN,
2
c_p = %_;7“%, ke N

bestehen. Diese Beziehungen gewinnt man durch Anwendung der Eulerschen Formel iiber

cos(kwt) = % (eik“’t + eiik“’t> (6.10)
sin(kwt) = % <e““’t - efi’“’t) (6.11)
j

(Priifen Sie dies nach). Die Spektralwerte sind hier in der Regel komplex, besitzen also Realteil Re(ck) und
Imaginérteil Im(ck). Die Darstellung kann in die Form

()= > el e B9 = 37 fegf et ok R (6.12)

k=—n k=—n

gebracht werden. Diese ist mit dem komplexen Amplituden-Phasen-Spektrum

1 1/
C, = |Ck‘ = §Ak=§ ai—&—bi

7 O wie (6.6) fiir k=1,2,3---
PR ool fir k=—1,-2,-3...
verbunden , vergleiche diese mit (6.5) und . Die Beziehung zur reellen Amplituden-Phasen-Darstellung (6.4))
kann unmittelbar hergestellt werden.

6.2 Fourierreihen

Fourierreihen entstehen als Grenzwerte trigonometrischer Polynome (6.1) fiir n — oco. Eine Funktion f(¢) mit der
Periode T, die hinreichend regulidr ist (zum Beispiel jede stiickweise glatte und beschrinkte Funktion), ldsst sich in
eine Fourierreihe entwickeln.

ao > . 2
HOE 5 + kz;l ay cos(k wt) + by sin(k wt), ak, by ER, w= T (6.13)

Ob und wo diese Reihe gegen f(t) konvergiert und von welcher Art diese Konvergenz dann ist, muss gesondert
untersucht werden. Wenn konvergiert, dann konvergieren auch die zugehérige reelle Amplituden-Phasen- oder
Kosinus-Darstellung , die komplexe Darstellung und die komplexe Amplituden-Phasen-Darstellung
fiir n — oo. Die im vorigen Unterabschnitt aufgefithrten Beziehungen zwischen den verschiedenen diskreten Spektren
bleiben natiirlich giiltig. Man erhélt jetzt abzéhlbar unendliche diskrete Spektren.
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Wir wollen nur Fourierreihen der Gestalt (6.13) behandeln. Thr Spektrum ist durch

120, a(we) = a,  blwr) =bx kEN (6.14)

mit den vielfachen Kreisfrequenzen (unendlich viele)
wr =k -w, keN

charakterisiert. Mit % liegt der integrale Mittelwert vor.

Die diskreten Spektralwerte (6.14]) werden hier Fourierkoeffizienten genannt.

Reellwertige Funktionen f(¢) (nur diese sollen betrachtet werden) besitzen ein reelles Spektrum ((6.14), d.h. reelle
Fourierkoeffizienten. Diese zu (6.13)) gehérigen Fourierkoeffizienten kénnen mit

to+T

a = % / F(t) cos(kwt) dt (6.15)
i
- % F(0) sin(kwt) dt (6.16)

berechnet werden, wenn die Integrale existieren. Mit ¢g wird dabei eine Verschiebung des Periodizitits-Intervalls
realisiert. Dieses to kann zur Vereinfachung der Rechnung beliebig gewiahlt werden.

Aus (6.15) folgt insbesondere

to+T
aop 1
S=7 / f(t)dt (6.17)

Man vergleiche mit http: //de.wikipedia.org/wiki/Fourierreihe Hier sind auch einige Ubungsaufgaben mit Lésung
zu finden.

Hiufig verwendete Varianten von (6.15) und (6.16]) sind

T

a = % / F(t) cos(kwt) dt (6.18)
0
T

- % / F(t) sin(kuwt) dt (6.19)
0

oder
a = % F(t) cos(kwt) dt (6.20)
- % / F(t) sin(kuwt) dt (6.21)

N

Speziell fiir 2m-periodische Funktionen f(t), d.h. fiir 7 =2, geht (6.13)) tiber in

% + Z ay cos(kt) + by sin(k t) ar,br €R, w=1 T=2x (6.22)

k=1

Bei Berechnung der Fourier-Koeffizienten muss in den Formeln (6.15)), (6.16), (6.17) (6.18), (6.19) (6.20) und (6.21))
T=2m und w=1 eingesetzt werden. Die Verschiebung um %, kann wieder beliebig gew&hlt werden.

Wenn keine geschlossenen Darstellungsformeln fiir die Fourier-Koeffizienten oder den Spezialfall ermit-
telbar sind, dann kann man die Entwicklung nach dem n-ten Reihenglied abbrechen. Man erhélt eine Approximation
des Schwingungsvorgangs durch ein trigonometrisches Polynom, vgl. den vorigen Unterabschnitt. Dabei muss n so
grofl gewéhlt werden, dass alle wesentlichen Schwingungsanteile erfasst werden.

Spezialfille: Fourierentwicklung gerader und ungerader Funktionen.

Auf den folgenden Seiten werden spezielle periodische Funktionen und die Fourier-Entwicklung einer Rechteckschwin-
gung veranschaulicht.
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Dirichletsche Bedingungen

e Das Basisintervall (Periodizitétsintervall [0,7] oder [—Z,Z

werden, in denen die Funktion f(¢) stetig und monoton ist.

] oder - -+ ) kann in endlich viele Intervalle zerlegt

e Fiir jede Unstetigkeitsstelle ¢ existieren der rechtsseitige Grenzwert

und der linksseitige Grenzwert
im eigentlichen Sinne (d.h. keine bestimmte Divergenz).

Sind die Dirichletschen Bedingungen erfiillt, dann gilt insbesondere :
- Unstetigkeitsstellen von f(¢) kann es hochstens in den Randpunkten der ausgewiihlten Zerlegungsintervalle geben.
- Die Funktion f(t) ist auf ihrem gesamten Definitionsbereich beschrinkt.

Periodische Funktionen, die stiickweise konstant oder stiickweise linear sind, erfiillen auf jeder ausgewahlten Periode
die Dirichletschen Bedingungen.

Satz 6.1. Wenn die Funktion f(t) die Dirichletschen Bedingungen erfiillt,
dann konvergiert die Fourier-Reihe in allen Stetigkeitspunkten t gegen f(t).
An den Unstetigkeitsstellen t konvergiert sie gegen das arithmetische Mittel der einseitigen Grenzwerte

f(t=) + f(+)
2

Um weitere Konvergenzaussagen fiir Fourier-Reihen zu formulieren, benttigen wir die folgenden Definitionen.

Definition 6.2. Eine Funktion f: [a,b] — R wird stickweise stetig genannt, wenn sie abgesehen von endlich vielen
Stellen to < t1 < -+ < tn im Intervall [a,b] stetig ist und in allen Unstetigkeitspunkten t) die einseitigen Grenzwerte

fltm) = lim f() und f(t+) = lim f(0)

existieren.

Ist U = {to, t1, -+ , tn} die Gesamtheit aller Unstetigkeitsstellen einer Funktion

f:a,b] — R, dann ist f auf [a,b] \ U selbstversténdlich stetig. Letzteres ist jedoch nicht hinreichend dafiir, dass
f stiickweise stetig auf [a,b] im Sinne der obigen Definition ist (endliche einseitige Grenzwerte!). Jede auf einem
abgeschlossenen Intervall [a, b] definierte stiickweise stetige Funktion ist beschrénkt.

Definition 6.3. Fine Funktion f : [a,b] — R wird stiickweise stetig differenzierbar genannt, wenn sie abgesehen von
endlich vielen Stellento < t1 < - -+ < ty, 9m Intervall [a, b] stetig differenzierbar ist und in all diesen Ausnahmepunkten
tr die einseitigen Grenzwerte von f und f’

fte) = lim f(0),  f(tet) = lim f()

t—t)— t—tp+

fte=) = Tim F), wnd f(tet) = lim f'(1)

t—ty— t—tg+

existieren.

Die so definierte stiickweise stetig differenzierbare Funktion ist natiirlich auf
[a,b] \ {to, t1, - -+, tm} stetig differenzierbar und damit dort auch stetig (alle Sprung- und Knickstellen sind heraus-
genommen). Letzteres ist jedoch nicht hinreichend fiir die stiickweise stetige Differenzierbarkeit im obigen Sinne.

Jede auf einem abgeschlossenen Intervall [a, b] definierte stiickweise stetig differenzierbare Funktion ist insbesondere
beschriinkt auf [a,b] und besitzt auf einer Menge der Gestalt [a,b] \ {to, t1, -+, tm} eine stetige und beschrinkte
Ableitung.

Definition 6.4. Es seiZ ein beliebiges Intervall unendlicher Linge und f :7Z — R.

Eine derartige Funktion f wird dann stiickweise stetig auf T genannt, wenn sie stiickweise stetig auf jedem Intervall
[a,b] C T ist.

Sie heifit stiickweise stetig differenzierbar auf I, wenn sie stiickweise stetig differenzierbar auf jedem Intervall [a,b] C
T ist.

Satz 6.5. Unter der Voraussetzung, dass f: R — R eine stiickweise stetig differenzierbare Funktion mit der Periode
T ist, gilt :
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1. FEs existieren die in ( und definierten Fourierkoeffizienten und die zugehiorige Fourier-Reihe

konvergiert punktweise. Mit w = %" gilt

f) = % + Z ak cos(k wt) + b sin(kwt) in jedem Stetigkeitspunkt t von f,
k=1

w = % + Z ay cos(kwt) + by sin(kwt) in jedem Unstetigkeitspunkt t von f.
k=1

2. Auf jedem abgeschlossenen Intervall [a, 8] , in dem die Funktion f stetig ist, konvergiert die Fourier-Reihe
gleichmdf$ig gegen f.

Man vergleiche diese Aussagen mit Satz

Bemerkung 6.6 (Gibbssches Phinomen). Als Gibbssches Phinomen oder Ringing bezeichnet man in der Mathematik
das typische Verhalten von Fourierreihen in der Umgebung von Sprungsstellen. Entwickelt man eine Fourierreihe aus
einer unstetigen Funktion, so ergeben sich an den Unstetigkeitsstellen typische Uber- und Unterschwinger, die sich
auch dann nicht verringern, wenn man versucht, die Funktion noch besser zu approximieren. Dies liegt daran, dass
die Reihe an der Unstetigkeitsstelle nicht mehr gleichmdfig, sondern nur punktweise konvergiert. Die Differenz der
zur Sprungstelle benachbarten Uber- und Unterschwinger ist zirka 18% grifer als die Sprunghéhe der Funktion. Siehe
auch Ringing in der Datenkompression, Computergrafik bzw. Elektrotechnik.

Zitat aus http://de.wikipedia.org/wiki/Gibbssches_Ph}C3%A4nomen

Uberschwinger

Gibbssches Phdnomen
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7 Integralrechnung mehrerer reeller Verinderlicher

Simplex - Konvexe Hiille von n + 1 Punkten P; im R"
Dabei soll die Punktmenge {Pg, P1, -+, P,} in keiner linearen (n-1)-dimensionalen linearen Mannigfaltigkeit (Hy-
perebene) enthalten sein.

n+1 n+1
S:{)?ERn:)_{’: aij,ZCMjZI,Oz]’ZO}
P =1

Geradlinige Koordinatensysteme : Affine Koordinaten

Geradlinige orthogonale Koordinatensysteme : Kartesische Koordinaten

e Krummlinige Koordinatensysteme : z. B. elliptische Koordinaten

Krummlinige orthogonale Koordinatensysteme : z. B. ebene Polarkoordinaten, Zylinderkoordinaten, Kugelko-
ordinaten

Koordinatensysteme - Veranschaulichung von Grundtypen

e a) Affine Koordinaten
e b)Kartesische Koordinaten
e ¢) Krummliniges orthogonales Koordinatensystem

e d) Krummlinige Koordinatensystem

Affine Koordinaten, 2-dim. Fall




Spezialfall Polarkoordinaten r und ¢ :

T = T-CcoSp

= r-singy,

Hieraus erhilt man die Funktionaldeterminante fiir Polarkoordinaten

_ Az, y) % g%; __|cosp  —rsine| 5 N
det(J)_det8(r,cp) % gi =lsinge rcose =rcos"p+rsinp=r

Zylinderkoordinaten r, ¢ z und kartesische Koordinaten

p=const-| r=const

z=const

Koordinatenflichen r = const,
@ = const, z = const

98
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AZ
dv
(p -
’K—) s
- - —"—\:' =" }dz
S (roz) 9
y
X
Volumenelement in rdumlichen
Zylinderkoordinaten
T = rcosy (7.3)
= rsing 7.4
= z (7.5)

Hier ist r (oder p im Falle gedinderter Notation r +— p) der Abstand des Aufpunktes von der z-Achse. Fiir die

Differentiale gilt mit
9z Oz Od=z
ap dp Oz

dx dp
o(z,y, z) 2 ) o)
J= = 2 2 dy | =J | de
a(p, 2 Z) o0 O¢ 0 dz dz
9z 9z 0z
ap dp Oz
dz cose —psinp 0 dp
dy | = | sinp pcosep O dep
dz 0 0 1 dz
dp VernE e dz
de) =1 =% =4 O |¥
dz 0 0 1 dz

Funktionaldeterminante fiir Zylinderkoordinaten (vgl. Polarkoordinaten):

cosp —psing 0
det(J) = det .y, 2) =|sinp pcosp O|=p (7.6)
A(p, ¢, 2)
0 0 1
Fiir das Volumenelement dV erhélt man damit
dV = pdpdedz (7.7)
Kugelkoordinaten und kartesische Koordinaten :
x = rsindcosp (7.8)
= rsindsing
z = rcos?
mit 0<9<m, 0<p<2nm, 0L<r

Die Umkehrtransformation zu (7.8) erfolgt mit den Gleichungen

r o= VETRT R (7.9)

arccos —— fir y > 0,
o = Vz2+y?
27w — arccos —(—=— fliry <0
x2+4y?
z T
¥ = arccot————— = — — arctan

z
N N
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Anschauliche Bedeutung der Kugelkoordinaten :
Sei T der Ortsvektor des Punktes P.
r = |F] ist der Abstand des Punktes P vom Koordinatenursprung.

¥ (Polarwinkel) ist der Winkel zwischen der positiven z-Achse und r, gezéhlt von 0 bis w (0° bis 180°).

¢ (Azimutwinkel) ist der Winkel zwischen der positiven x-Achse und der Projektion von ¥ in die zy-Ebene, gezihlt
von 0 bis 27 (0° bis 360°).

In der Analysis und ihren Anwendungen werden Kugelkoordinaten (im allg. alle Winkel) stets im Bogenmaf} angege-
ben.

Jacobi-Matrix fiir Kugelkoordinaten
Die lokalen Eigenschaften einer Koordinatentransformation werden durch die Jacobi-Matrix beschrieben. Fiir die
Transformation von Kugelkoordinaten in kartesische Koordinaten lautet diese

) sindcosp rcosdcosp —rsindsing
J= """+ =|sindsinp rcosdsing rsindcosy (7.10)
cos ¥ —rsind 0

Die Jacobi-Matrix der dazu inversen Transformation berechnet man am einfachsten als Inverse Matrix von J in (7.10).
Es gilt :

sin ¥ cos @ sin ¥ sin @ cos ¥
Jflzw: Lcosdcosp Lcosdsing —Lsind|. (7.11)
:1:’ y?z
1 sin 1 cos
-7 sin? T sin:‘;j 0

oder bei Darstellung in kartesischen Koordinaten, verwende r aus (7.9) :

z Yy E2
r T T
2 2
1 Tz Yz —(z“4+y*)
J j—

Tz\/zz+y2 T2\/zz+y2 Tz\/12+y2

0

Y %z
22+y2 22 4+y2

Differentiale und Volumenelement :
Die Jacobi-Matrix erlaubt es, die Umrechnung von Differentialen iibersichtlich zu formulieren.

(dz,dy,dz)" = J - (dr,d9,dp)” (7.12)
beziehungsweise
(dr,d9,dp)” =J7" - (dz,dy,dz)" (7.13)
Das Volumenelement
dV =dxdydz

lasst sich mit Hilfe der Funktionaldeterminante

8(1‘7 Y, Z) 2 .
det(J) = — 2 =
et(J) = det 0. 0) r° sind
in Kugelkoordinaten ausdriicken :
dV =r? sind dpdd dr (7.14)
Xap

Die Kugelkoordinaten in R3
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Y=const

r=const

Koordinatenflichen r = const,
¥ = const, ¢ = const

Sphéirische Koordinaten :
r in (7.8]) wird 1 gesetzt und nicht als eigensténdige Koordinate aufgefiihrt. Man erhélt dann ein Koordinatensystem
fiir die Oberflache der Einheitskugel. Die zu dieser 2-dim. Mannigfaltigkeit

sin(?) cos(¢p)
f:(0,7) x (0,27) — R, (9, ¢) — | sin(?) sin(p)
cos(?9)
gehorige Jacobi-Matrix , vgl. (7.10) hat die Gestalt
costcosy —sindsing
J:%: cost¥sing  sindcosgp
(@,) —sind 0

Die obige Koordinatenwahl ist internationaler Konsens in der Physik. Manchmal werden die Zeichen ¥ und ¢ gerade im
umgekehrten Sinne verwandt, insbesondere in der amerikanischen Literatur. Man sollte daher stets darauf achten, wel-
chen Konventionen ein Autor folgt (vgl. Andere Konventionen in http://de.wikipedia.org/wiki/Kugelkoordinaten).
So entspricht der oben definierte Polarwinkel ¢ nicht der geographische Breite (dem Breitengrad in der Geographie).
Diese ist vielmehr als Winkel zwischen der Aquatorialebene und dem Ortsvektor definiert und nimmt Werte zwischen
-90° und 90° an.

Wenn man ¢ im Sinne dieser geographischen Breite nutzen méchte, so wird dies {iber die Darstellung

r = rcosdcosp ¥ geographische Breite
= rcos?dsingp
z = rsind
. m T
mit —§§19§§7 0<p<2m 0<Lr

moglich (nérdliche Halbkugel = 0 < 9, siidliche Halbkugel = 9 < 0)
Alle obigen Formeln sind dann dieser geiinderten Koordinaten-Transformation anzupassen (vgl. [5], S. 573). Man
erhalt

cos¥cosyp —rcosi¥sing —rsindcosp
9(z,y, 2) : N,
J:ﬁ: cosvsing rcostcosp —rsindsinp
(r, @, 9) sin ¢ 0 rcos v
det(J) = det o2,y 2) =72 cos¥
a(r, ¢, )

8 Parameterintegrale

8.1 Stetigkeit und Integrierbarkeit

Vergleiche [5], S. 591 f.f. Z ist in den folgenden Betrachtungen stets ein beliebiges Intervall.
Satz 8.1. Fiir eine stetige Funktion f: [a, b] x T — R wird auch das Integral

b

Flt) = /f(x,t) do (8.1)

a
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eine stetige Funktion F :7Z — R des Parameters t.

Satz 8.2. Ist f : [a, b] X [to, t1] — R stetig, dann gilt

7F(t) dt = ]1/bf(x,t) dz dt = /b/tlf(m) dt dx (8.2)

Die Reihenfolge der Integration kann also vertauscht werden.

Satz 8.3. Es seien ¢: I —R wund ¢ :Z — R stetige Funktionen mit o(t) < ¢(t). Auferdem sei die Funktion
f(z,t) stetig auf dem Bereich

B={(z,t) eR® : t€Z und o(t) <z <)} (8.3)

Dann wird die durch
P(t)

Ft) = / Ft) da (8.4)
p(t)

erklirte Funktion ebenfalls stetig.

Bemerkung 8.4. Auf die Voraussetzung ¢(t) < () kann im letzten Satz verzichtet werden. Lediglich die Definition
des Bereiches ist dann zu dndern. Uberlegen Sie sich dies anhand von Beispielen.

8.2 Differentiation von Parameterintegralen

Vergleiche [5], S. 591 f.f.

Satz 8.5. FEine stetige Funktion f: [a, b] xZ — R besitze auf ihrem Definitionsbereich [a, b] X T eine stetige
partielle Ableitung w . Dann ist auf T nach t differenzierbar und fiir diese Ableitung gilt
/ 0
F(t) :/ fg; Y g (8.5)

Man spricht hier von Differentiation unter dem Integralzeichen. Bei variablen Integrationsgrenzen entsteht eine Ver-
allgemeinerung dieser Formel, die im folgenden Satz betrachtet wird.

Satz 8.6. Die Voraussetzungen des Satzes[8.3 seien erfiillt. Auferdem gelte :
e o(t) und Y(t) sind differenzierbar.

e Auf einem den Bereich umfassenden Gebiet sei f(x,t) stetig und besitze dort eine stetige partielle

Ableitung Lfg? ) .
Dann ist
P(t)
F(t) = / f(z,t) do (8.6)
@(t)
auf T nach dem Parameter t differenzierbar, wobes
M os 0
F'(t) = % dx + ' (t) - f((t),1) — ' (t) - f((2), 1) (8.7)

(1)

gilt.
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