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el agua, jcudl es la orlentacion estable de la seccién
cruzada cuadrada con respecto a la superficie del agua?
En particular, ;flotara la viga con la parte plana hacia
arriba o con la arista hacia arriba? Demuestre sus
afirmaciones. Puede resultar de utilidad Maple o algin

otro programa de matematicas por computador.

Figura 7.42

por qué, imagine que la boya se desplaza ligeramente
de su posici6n vertical, como se muestra la figura de la
derecha, Obsérvese que CM todavia esté en el eje de
simetria de la boya, pero CB esti en la linea vertical
que pasa por O, Las fuerzas W y B ya no actian en la
misma recta, pero su par de torsién es tal que tiende a
rotar la boya de nuevo a su posicién vertical. Si CM
hublera estado por encima de O en la figura de la
izquierda, el par de torsién habria tendido a volcar la
boya una vez que ésta se desplazara incluso muy poco
desde la posicién vertical,

Una viga de madera tiene seccién cruzada con forma
de cuadrado y gravedad especifica 0.5, por lo que
flotara con la mitad de su volumen sumergido (véase la
Figura 7.43). Suponiendo que flota horizontalmente en
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Figura 7.43

Otras aplicaciones en fisica

En esta seccién presentaremos algunos ejemplos del uso de la integracién para calcular magnitu-
des que aparecen en fisica y mecanica.

Presion hidrostatica

La presidn p a una profundidad / bajo la superficie de un liquido es la fuerza por unidad de 4rea
que se realiza sobre una superficie plana horizontal situada a esa profundidad, debido al peso del
liquido que hay por encima de ella. Por tanto, p se expresa como

p=0gh

siendo & la densidad del liquido y g la aceleraci6n de la gravedad donde esté situado el fluido
(véase la Figura 7.44). Para el caso del agua en la superficie de la tierra tenemos, aproximada-
mente, § = 1000 kg/m® y g= 9.8 m/s”, por lo que la presi6n a la profundidad de A m es

p= 98004 N/m?

La unidad de fuerza que se utiliza es el newton (N); 1 N = 1 kg+m/s?, y corresponde a la fuerza
que, aplicada sobre una masa de 1 kg, produce sobre la misma una aceleracién de 1 m/s%.

Las moléculas de un liquido interactian de tal manera que la presion a cualquier profundidad
actia de igual forma en todas las direcciones. La presién contra una superficie vertical es la mis-
ma que la presién contra una superficie horizontal. Este es el principio de Pascal.
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Figura 7.44 El volumen de liquido que hay por encima del area A es V= Ah, El peso

de este liquido es é Vg = dghA, por lo que la presién (fuerza por unidad de 4rea)
a la profundidad hes p= dgh

La fuerza total que realiza un liquido sobre una superficie horizontal (por ejemplo, sobre el
fondo del tanque que contiene un liquido) se calcula multiplicando el 4rea de esa superficie por
la presion existente a la profundidad a la que se encuentra la superficie, Sin embargo, para el
caso de superficies que no sean horizontales, la presién no es constante en toda la superficie y la
fuerza total no se puede determinar de forma tan sencilla. En este caso se divide la superficie en
elementos de drea dA, cada uno de los cuales estard a una profundidad concreta b, y después se
suman (es decir, se integran) los correspondientes elementos de fuerza dF = §ghdA para obtener
la fuerza total.

m Una pared vertical de un abrevadero tiene la forma de una placa semicircular de radio £ m

con su parte curva hacia abajo, Si el abrevadero esta lleno, de forma que el agua llega hasta la parte supe-
rior de la placa, calcule la fuerza total que realiza el agua sobre la placa.

Soluciéon La longitud de una banda horizontal en la superficie de la placa situada a profundidad Aim y

de anchura dh m (véase la Figura 7.45) es de 2,/F* — # m, Por tanto, su 4rea es dd = 2./R* — i dhm®,
La fuerza que realiza el agua sobre esta banda es

dF = SghdA = 25gh,/K* — K dh
Por tanto, la fuerza total que se realiza sobre la placa es

h=r i
F=J dF=25gJ hE—Fdh  Seau= R
1]

h=0 du= —2hdh
E 2
=5gJ. iﬂ”du=ﬁg—t."‘*'2[n
.] 3

x 9800R° ~ 68533F° N

—

L] B

Figura 7.45
|

m (Fuerza sobre uma presa) Calcule la fuerza total sobre una seccién de 100 m de largo de
una presa que tiene una altura vertical de 10 m, si la superficie que contiene al agua esté inclinada un angu-
lo de 30° con respecto a la vertical y el agua llega hasta la parte superior de la presa,

Solucion El agua de una capa horizontal de espesor di m a la profundidad de /4 m hace contacto con la
presa formando una banda sesgada de anchura dhsec30° = (2;‘\/5) dhm (véase la Figura 7.46). El 4rea de
esta banda es d4 = (200,‘\/5] dh m?, y la fuerza que realiza el agua sobre dicha banda es

200
dF=EgﬁdA=ﬁ x 1000 x 9.8hdh~ 1131 600hdh N
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10 m

La fuerza total sobre la seccién de la presa es, por tanto,
10

107
Fm1131mnj hdh=1 131600me 5658 x 10° N

0

S

dh sec 30°

Figura 7.46

Trabajo

Cuando una fuerza actiia sobre un objeto para mover dicho objeto, se dice que se ha realizado un
trabajo sobre el objeto. La cantidad de trabajo que realiza una fuerza constante se mide median-
te el producto de la fuerza por la distancia que recorre el objeto. Se supone que la fuerza actiia
en la direccién del movimiento.

Trabajo = Fuerza x Distancia

El trabajo est4 siempre relacionado con una fuerza particular. Si otras fuerzas actiian sobre un
objeto y hacen que se mueva en una direccién opuesta a la fuerza F, se dice que el trabajo se
realiza contra la fuerza F.

Supongamos que una fuerza en la direccién del eje x mueve un objeto desde x = a hasta
x= b en la direccién de ese eje, y que la fuerza varia de forma continua con la posicién x del
objeto. Es decir, F = Flx) es una funcién continua. El elemento de trabajo realizado por la fuer-
za al mover el objeto una distancia muy pequefia desde x hasta x + dx es dW= F(x) dx, por lo
que el trabajo total realizado por la fuerza es

A= 5

x= b b
W=J‘ dW=I Flx) dx

m (Camprresién o descamprresién de un nmelle) Por 1a Ley de Hooke 1a fuerza F(x) que se
requiere para extender (o comprimir) un muelle elastico hasta que alcance un valor de x méas largo (0 mas
corto) que su longitud natural es proporcional a x:

Fly) = kx

siendo k la constante de elasticidad del muelle, Si se requiere una fuerza de 2000 N para extender un mue-
lle 4 cm desde su longitud natural, jcudnto trabajo debe realizarse en esa extensién?

Solucion Como Flx) = &x= 2000 N cuando x = 4 cm, debemas tener que & = 2000/4 = 500 N/cm. El
trabajo realizado al extender el muelle 4 cm es

| N 4% cm?

4
W=J kxdy=k—| =500 —x = 4000 N*cm =40 N*m
o 2 cm

L]

Es declir, se realiza un trabajo de 40 newtons-metro (julios) al alargar el muelle 4 cm.
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(Trabajo realizado para vaciar un tanque) Un tanque en forma de cono circular recto
invertido, con un radio de 3 m en su parte superior y una profundidad de 4 m, esté lleno de agua. ;Cuénto
trabajo se debe realizar (contra la gravedad) para extraer con una bomba todo el agua del tanque por enci-
ma de su borde superior?

Solucion Una rodaja fina de agua situada a una altura /1 del vértice inferior del tanque tiene radio r (véa-
se la Figura 7.47), siendo r = 3 h por tri4ngulos similares. El volumen de esta rodaja es

9
dV= nr*dh= 7 ntf dh
y su peso (la fuerza de la gravedad sobre la masa de agua de la rodaja) es
9
dF = égdV = e dgnlt dh

La bomba debe subir el agua de este disco (en contra de la gravedad) una distancia de (4 — ) m. El trabajo
requerido para ello es

dW = % Sgn(d — WA dh

El trabajo total que hay que realizar para vaciar el tanque es la suma (integral) de todos esos elementos de
trabajo realizados para los discos que estan entre las profundidades de 0 y 4 m:

W=J-qgﬁgx(4bz — 1¥) dh
o 18

9 r A
-ﬁﬁﬂ*‘(?‘z)

On 64
- 1000 x 9.8 x ?mS.BQ x 10° N-m

Figura 7.47

m (Trabajo necesario para poner malterial en drbita) 2 fuerza gravitatoria que realiza la
tierra sobre una masa m situada a una altura de A m desde su superficie es

Km
(R+ H?

Fb) =
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siendo K el radio de la tierra y X una constante independiente de my A Determine, en funcién de K'y K, el
trabajo que se debe realizar contra la gravedad para elevar un objeto desde la superficie de la tierra hasta:

(a) una altura A sobre la superficie de la tierra
(b) una altura infinita por encima de la superficie de la tierra,

Solucién El trabajo necesario para elevar una masa m desde una altura h hasta una altura h+ dhes
Km
dW=——-dh
(R + B*
(a) El trabajo total necesario para elevarla desde la altura 4 = 0 hasta la altura h = Hes

" Km —Km 1 1
W= L ®+ 2R+ h ‘Km(ﬁ_R+H)

Si By Hse miden en metros y F'se mide en newtons, entonces [#se mide en newtons-metro, o julias.
(b) El trabajo total necesario para elevar la masa m a una altura infinita es

W A dﬂ=11mﬁ:m(1— 1 ) i

|, R P e\ R T R+H TR

Energia potencial y energia cinética

Las unidades de energia son las mismas que las unidades de trabajo (fuerza x distancia). El tra-
bajo realizado contra una fuerza se puede ver como una forma de almacenar energia para un uso
futuro o para su conversién en ofras formas de energia, Fsta energia almacenada se denomina
energia potencial (E.P.). Por ejemplo, al extender o comprimir un muelle elastico, estamos rea-
lizando un trabajo contra la tensién del muelle y, por tanto, estamos almacenando energia en el
muelle, Cuando se realiza trabajo contra una fuerza (variable) F(x) para mover un objeto desde
x = a hasta x = b, la energia almacenada es

b
EP. = —J Flx) dx

Como el trabajo se realiza contra la fuerza F; los signos de F(x) y b — ason contrarios, de forma
que la integral es negativa, Se incluye explicitamente el signo negativo de forma que la energia
potencial calculada sea positiva.

Una de las formas de energia en las que se puede transformar la energia potencial es la
energia dnética (E.C.), la energia del movimiento. Si un objeto de masa m se mueve con velo-
cidad v, su energfa cinética es

EC.=§HE

Por ejemplo, si un objeto se eleva y después se deja caer, acelerard hacia abajo por efecto de la
gravedad a medida que mas y més cantidad de la energia potencial que tenfa almacenada cuando
se elevo se convierte en energia cinética.

Consideremos el cambio en la energia potencial almacenada en una masa m a medida que se
mueve por el eje x desde a hasta b bajo 1a influencia de la fuerza F(x), que depende sdlo de x.

b
EP.(b) — EP.(a) = — J Fxdx
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El cambio en la energia potencial es negativo si m se mueve en la direccién de F. De acuerdo
con la segunda ley del movimiento de Newton, la fuerza F(x) hace que la masa mse acelere con
una aceleracién dv/dt que es

Flx = m% (fuerza = masa x aceleracion)

Por 1a Regla de la Cadena se puede escribir dv/dten la forma
o L
dt dedt U dx

por lo que Flx) = mv % Entonces,

b
EP.(h) — EP.(a) = — j my % dx

x=h
= —mJ v dp

A= g

x=1

1
— ——_mvg

2 =

=EC.(a - EC.(b)

Se deduce entonces que
EP.(b) + EC.(b) = EP.(a) + EC.(a)

Esto demuestra que la energia total (potencial + cinética) permanece constante cuando la masa
m se mueve bajo la influencia de una fuerza F, dependiendo sélo de la posicién. Una fuerza de
ese tipo se denomina comservadiva y el resultado anterior se denomina ley de comservacién de
Ia emergfa FEn la Seccién 15.2 consideraremos de nuevo las fuerzas conservativas.

ST LEE (Velocidad de escape) Utilizamos el resultado del Ejemplo 5, junto con los siguientes va-
lores conocidos:

(a) El radio R de la tierra vale aproximadamente 6400 km, 0 6.4 x 10° m,
(b) La aceleracion de la gravedad g en la superficie de la tierra vale aproximadamente 9.8 m/s”.

Determine la constante K en la férmula de la fuerza gravitatoria del Ejemplo 5, y utilice esta informa-
ci6n para determinar la velocidad de escape de un proyectil disparado verticalmente desde la superficie de
la tierra, La velocidad de escape cs 1a velocidad (minima) que debe tener un proyectil en el momento de su
disparo para asegurar que se alejara siempre de la superficie de la tierra y nunca volvera a caer,

Solucién De acuerdo con la férmula del Ejemplo 5, la fuerza de la gravedad sobre una masa de mkg en
la superficie de la tierra (2 =0) es

fm 0t A
T (R+0% R

De acuerdo con la segunda ley del movimiento de Newton, esta fuerza esta relacionada con la aceleraci6n
de la gravedad (g en la superficie de la tierra mediante la ecuacién F = mg, Asj,

Km
==m Y K = gF¥

Aplicando la ley de conservacion de la energia, el proyectil debe tener en el momento de su disparo sufi-
clente energia cinética para realizar el trabajo necesario para elevar la masa m a una altura infinita, Utili-
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zando el resultado del Ejemplo 5, la energia necesaria es Km/R. Si la velocidad inicial del proyectil es v,
debe cumplirse entonces que

2
h }_
g #°p

Par tanto, v debe satisfacer

2K
v = E=./2ng J2x98x6.4x10°~ 112 x 10* m/s

Es decir, la velocidad de escape es aproximadamente 11.2 km/s, y es independiente de la masa m. En este
célculo hemos despreciado la resistencia del aire cerca de la superficie de la tierra. Esa resistencia depende
de la velocidad més bien que de la posicién, por lo que no es una fuerza conservativa, El efecto de esta
resistencia es utilizar (convertir en calor) una parte de la energia cinética inicial y, por tanto, aumentar la
velocidad de escape. -

Ejercicios 7.6

1. Un tanque tiene una base cuadrada de 2 m de lado y
lados verticales de 6 m de altura, Si el tanque se llena
de agua, calcule la fuerza total realizada por el agua
(@) en el fondo del tanque y (b) sobre una de sus cuatro
paredes verticales,

2. Una piscina de 20 m de largo y 8 m de ancho tiene un
fondo en pendiente, de forma que la profundidad de la
piscina es de 1 m en un extremo y de 3 m en el otro,
Calcule la fuerza total realizada sobre el fondo si la
piscina esté llena de agua.

3. Una presa de 200 m de longitud y 24 m de altura
presenta una superficie inclinada de 26 m de altura al
agua que contiene (véase la Figura 7.48). Sila
superficie del agua estd al mismo nivel que la parte
superior de la presa, jcudl es la fuerza total del agua
sobre la presa?

200 m

24 m

Figura 7.48

4. Una pirdmide con base cuadrada de 4 m de lado y
cuyas caras forman cuatro tridngulos equilateros se
sitia en el fondo de un lago en un lugar donde éste
tiene 10 m de profundidad, Calcule la fuerza total del
agua sobre cada una de las caras triangulares.

& El cierre de un canal tiene una compuerta en forma de
rectangulo vertical de 5 m de anchura y 20 m de altura,
Si el agua en uno de los lados de la compuerta llega
hasta la parte superior de dicha compuerta y en el otro
lado sélo hasta 6 m de altura, calcule la fuerza total
que debe realizarse para mantener la compuerta en su

lugar.

6. Si se deben realizar 100 N*cm de trabajo para
comprimir un muelle elastico 3 cm desde su longitud
natural, jcuénto trabajo se debe realizar para
comprimirlo 1 cm més?

7. Calcule el trabajo total que se debe realizar para
extraer toda el agua del tanque del Ejercicio 1 por la

parte superior de aquél.

& Calcule el trabajo total que se debe realizar para
extraer toda el agua de la piscina del Ejercicio 2 por el
borde de aquélla.

8. Calcule el trabajo que se debe realizar para extraer toda
el agua de un cuenco hemisférico lleno, de radio a m.
La extracci6n se realiza a una altura de A m por encima
de la parte superior del cuenco,

*10k Utilizando un cabrestante, se eleva verticalmente un

cubo desde el nivel del suelo con una velocidad
constante de 2 m/min, Si el cubo pesa 1 kg y contiene
15 kg de agua cuando comienza a elevarse, pero
plerde agua por una fuga con una velocidad de

1 kg/min a partir ese momento, jcudnto trabajo debe
realizar el cabrestante para elevar el cubo a una altura
de 10 m?
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yA Bl Aplicaciones en negocios, finanzas y ecologia

Si la velocidad de cambio (¥ de una funcién f(x) es conocida, el cambio en el valor de dicha
funci6n en un intervalo que va desde x= a hasta x= b, se expresa como la integral de /' en [a, b]:
b

b — fla) = I () dx

&

Por ejemplo, si la velocidad de movimiento de un coche en el instante ¢ es de v(f km/h, entonces
la distancia recorrida por dicho coche durante el intervalo temporal [0, 7] (horas) es | v( dt km.

De forma natural, surgen situaciones similares en el campo de los negocios y la economia,
donde las velocidades de cambio se denominan frecuentemente marginales.

ST LN (Cdloulo del benefidio total a partir del beneficio marginal) Un fabricante de calculado-
ras obtiene un beneficio marginal de 15 — 5¢~**" € por calculadora cuando vende x calculadoras. ;Cual
serd su beneficio total por la venta de 100 calculadoras?

Solucion El beneficio marginal es la velocidad de cambio del beneficio con respecto al niimero de cal-
culadoras vendidas. Por tanto, el beneficio por la venta de dx calculadoras tras haber vendido ya x es

dR = (15 — 5¢~ %) dx
euros. El beneficio total por la venta de las 100 primeras calculadoras es R €, siendo

=100 100
R=J d?=J (15 — 5e %Y gy
x=0 1]

100
= (15x + 250e %9 L

= 1500 + 250e™ 2 — 250 ~ 1 283.83
es decir, aproximadamente 1284 €,

Valor actual de una serie de pagos futuros

Suponga que tiene un negocio que genera constantemente ingresos con una velocidad variable de
P(f) € al afio en el instante £ y se espera que estos ingresos continden durante los préximos T
afos. ;Cuanto vale el negocio hoy?

La respuesta depende seguramente de los tipos de interés. Un euro que se va a recibir ¢ afios
después vale menos que un euro que se recibe hoy, que se podria invertir con interés para obte-
ner mas de un euro dentro de ¢ afios. Cuanto mayor sea el tipo de interés, menor sera el valor
actual de un pago que no se realiza hasta un instante determinado en el futuro,

Para analizar esta situaci6n, supongamos que el tipo de interés nominal es r % anual, pero se
computa de forma continua, Sea é = r/100, Como se demuestra en la Seccién 3.4, una inversién
de 1 € en este momento crecerd hasta valer

{S nnt

lim (1 + —) =&

n—ao n
euros después de ¢ afos, Por tanto, un pago de 1 € después de ¢ afios sélo valdrd hoy e ™% €,
Esto se denomina valor actual de un pago futuro. Cuando se ve de esta forma, la tasa de interés
d se denomina frecuentemente fasa de descuento, representa la cantidad en la que se descuentan
los pagos futuros.

Volviendo al problema de los ingresos del negocio, en el pequefio intervalo de tiempo que va

desde t hasta t+ dt, el negocio produce unos ingresos de P(f dt €, y su valor actual es
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e~ ®'P(f) dt €. Por tanto, el valor actual V€ de la serie de ingresos durante el intervalo de tiempo
[0, 7] es la «suma» de estas contribuciones:

T
= j e %P(h dt

0

(Cudl es el valor actual de una serie de pagos continua y constante con una velocidad de

10 000 € al ano, y que continiia para siempre empezando en este momento? Suponga que el tipo de interés
es del 6% anual, y se computa de forma continua,

Solucién El valor actual pedido es

I

~ 166 667 €
0

an — 0,061
V=J e~ 2940 000 df = 10 000 lim o

0 K=o — U,

Economia de recursos de explotacion renovables

Como se indic6 en la Seccién 3.4, la velocidad de incremento de una poblacién bioldgica se
puede expresar algunas veces mediante el modelo logistico'

dx_ I—X
dt E

En este caso, x = x(f) es el tamafio (0 biomasa) de la poblacién en el instante ¢ & es la velocidad
natural a la que la poblacién crecerfa si su suministro de recursos fuera ilimitado y L es el tama-
fio limite natural de la poblacién, es decir, la capacidad que tiene el entorno para albergar a la
poblacién, Se ha pensado en aplicar estos modelos, por ejemplo, a las ballenas azules del Antar-
tico y a varias especies de peces y de arboles. Si el recurso se cosecha o se recoge (es decir, por
ejemplo, los peces se pescan) con una velocidad de A(f) unidades al afio en el instante ¢ entonces
la poblacién crece con una velocidad menor:

dx X N
E=h(1_i)_ﬁm (*)

En particular, si la poblacién se recoge o se cosecha con su velocidad actual de crecimiento,

X
o = h(1 - I)

entonces dy/df = 0, y la poblacién mantendrd un tamaro constante. Supongamos que cada uni-
dad que se recoge produce un ingreso de p € a la empresa pesquera. Los ingresos totales anuales
provenientes de la recogida del recurso con su velocidad actual de crecimiento serdn

7= phth = ple(1 - )

Considerado como una funcién de x, este ingreso total anual es una funcién cuadratica, y alcanza
un valor méximo cuando x = L/2, el valor que asegura dT/dx= 0. La industria puede mantener
un méximo anual de ingresos estable asegurando que el nivel de poblacion se estabiliza en la
mitad del tamafio maximo de la poblacién que habria si no se recogiera.

Sin embargo, el andlisis anterior no tiene en cuenta el valor de descuento de la recogidas fu-
turas. Si la tasa de descuento es & y se computa de forma continua, entonces el valor actual del

! Este ejemplo ha sido sugerido por el profesor C. W, Clark, de la Universidad de British Columbia,
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ingreso ph(f) dt € entre ty t + dt afios a partir de ahora es de e™%'ph(f) dt. El valor actual total
de todos los ingresos de la industria pesquera en afios futuros es

T= r e~ %ph(h dt
0

(Qué estrategia de pesca maximizara T? Si se sustituye h(f) en la ecuacién (*) que gobierna la
velocidad de crecimiento de la poblacién, se obtiene

— e - X\ _dx

7=, pree(-2)- G

N TR O . U (-
L kpe x(l L)dt L pe dtdt

dx
Si se integra por partes la integral anterior, tomando U= pe™*y dV = —dt,

e =
P j J:;ue-ﬁfx(1 £ E)a‘t— [pe-ﬁfx " j pﬁe'a"xdr]
[} 0 1]

= px(0) + J? pe'&[kx(l - '—D ~ :Sx:| dt

Para hacer esta expresién tan grande como sea posible, hay que escoger el tamao de la pobla-
cién x que maximice la expresién cuadratica

Q(x}=1br(1——£)—5x

en un f tan temprano como sea posible, y mantener el tamario de la poblacién constante en ese
nivel de ahif en adelante. E1 méaximo se produce cuando ¢'(x) = k — (2kx/L) — 6 = 0, es decir,
cuando

L 3L r
=z u *9gn
El maximo valor presente de la industria pesquera se alcanza si el nivel de la poblacion x se
mantiene en ese valor. Nétese que este nivel de la poblacién es menor que el nivel 6ptimo, /2,
que se obtuvo ignorando la tasa de descuento, Cuanto mayor sea la tasa de descuento é, menor
serd el nivel de la poblacién que maximiza los ingresos, Més desafortunadamente, si 6 = £, el
modelo predice unos ingresos méximos al pescar las especies hasta su extincién inmediata (véase

la Figura 7.49),

’ ? pendiente &

1
1
(]
i
|}
1
1
i
1
I
1
1

Figura 7.49 Cuanto mayor sea la tasa de descuento §, menor
': L2 serd el tamano de la poblacién x que maximiza el valor actual

= > de los ingresos futuros de la pesca, Si é = £ el modelo predice
extmeion 'y = (k — §)L/(2k) L x 1 pesca de las especies hasta su extinci6n,

il -



484 cCcALCULO

Por supuesto, este modelo no tiene en cuenta otros factores que pueden afectar a la estrategia de
pesca, como el incremento en el coste de faenar cuando el nivel de la poblacién es pequefio y el
efecto de la competencia entre las diversas empresas pesqueras. Sin embargo, sf explica el hecho
lamentable de que, en algunas circunstancias, una industria basada en un recurso renovable pue-
de encontrar que su mejor interés es destruir el recurso. Esto es especialmente probable que su-
ceda cuando la velocidad de crecimiento natural & del recurso es baja, como en el caso de las
ballenas y la mayor parte de los arboles. Hay buenas razones para no permitir que sea sélo la
economia la que dicte la gestién del recurso.

Ejercicios 7.7

1. (Coste de produccién) El coste marginal de
producci6n en una mina de carbén es de

8 —2 x 10 3¢+ 8 x 10~ °¥ € por tonelada, tras
haber producido x toneladas cada dia. Ademas, hay un
coste fijo de 4000 € al dia por abrir la mina. Calcule
el coste total de producci6én por dia cuando se
producen 1000 toneladas,

2 (Ventas totales) Las ventas de un nuevo chip de
computador se modelan mediante la ecuacién
s(d = te~"'? siendo s(#) el niimero {en miles) de chips
vendidos a la semana, ¢ semanas después de que el
chip se introdujera en el mercado. ;Cuéntos chips se
vendieron en el primer afio?

2 (Velocidades de conexidén a Internet) Un proveedor
de servicios de Internet cobra a sus clientes con una tasa
marginal continuamente decreciente de 4/ [1+\f HE
por hora, cuando el cliente ya ha empleado ¢ horas en
un mes, ;Cudnto se facturara a un cliente que emplea x
horas al mes? (No es necesario que x sea entero),

4 (Ingresos totales de venias en dismimmcién) El precio
por kilo de jarabe de arce en una tienda sube con una
velocidad constante desde 10 € a principios de afio
hasta 15 € afinales de afio. Mientras el precio sube, la
cantidad que se vende disminuye; la velocidad de
ventas es 400/(1 + 0.11) kg/ano cuando han
transcurrido £ afios, (0 < £< 1). ;Qué ingresos totales
obtiene la tienda de las ventas del jarabe durante el
ano?

(Problemas de series de pagos) Calcule el valor actual de
una serie de pagos continua de 1000 € al afio para los
periodos y tasas de descuento dados en los Ejercicios 5-10.
En todos los casos la tasa de descuento se computa de
forma continua,

5. Diez afios con una tasa de descuento del 2%,
8. Diez afnos con una tasa de descuento del 5%.

7. Diez afios empezando dos afios después del actual con
una tasa de descuento del 8%,

8 Veinticinco afios empezando 10 afios después del
actual con una tasa de descuento del 5%.

9, Para todos los instantes futuros con una tasa de
descuento del 2%.

10. Empezando dentro de 10 afios y continuando para
siempre con una tasa de descuento del 5%.

11. Calcule el valor actual de una serie de pagos continua
sobre un periodo de 10 afios, con una velocidad de
1000 € al afio en este momento, y que crece de forma
continua a razén de 100 € 4l afio, La tasa de descuento
es del 5%,

12. Calcule el valor actual de una serie de pagos continua
sobre un periodo de 10 afios, comenzando con una
velocidad de 1000 € al afio en este instante, y
aumentando de forma constante a razén del 10% anual.
La tasa de descuento es del 5%.

138 FEl dinero fluye constantemente a una cuenta con una
velocidad de 5000 € al afio. Si la cuenta tiene un tipo
de interés del 5%, computado de forma continua,
Jcuanto habra en la cuenta al cabo de 10 afios?

14 El dinero fluye de forma continua en una cuenta, [
comenzando con una velocidad de 5.000 € al ano [E2
e incrementdndose a razén de un 10% anual. El interés
hace que la cuenta crezca con una tasa real del 6% (de
forma que 1 € aecer4 hasta valer 1,06’ € en ¢ afios).
¢ Cuénto tiempo debera transcurrir para que el balance
de la cuenta alcance 1 000 000 €7

15 Si la tasa de descuento ¢ varfa con el tiempo, es decir,
& = (1), demuestre que el valor actual de un pago de
P € pagadero a taos desde ahora es Pe~ *"" €, siendo

AD = I ol1) dr
1}

(Cudl es el valor de una serie de pagos recibidos a una
velocidad de P(f) € en el instante f, desde = 0 hasta
=T

16 (Tasas de descuento y modelos de poblacién)
Suponga que la velocidad de crecimiento de una



poblacién es funcién de su tamafio: dy/dt= F(x) (para
el modelo logistico, F(x) = &x(1 — (x/L))). St la
poblacién se recoge con una velocidad de A(f) en el
instante f, entonces x(§ satisface

& h
== — o

Demuestre que el valor de x que maximiza el valor
actual de todas las recogidas futuras cumple F(¥) = 4,
siendo & la tasa de descuento (computada de forma
continua). Sugerencia: Imite el argumento utilizado
anteriormente para el caso logistico.

17. (Gestidn de wna piscifactoria) La capacidad de

mantener peces de un clerto lago es de L = 80 000
para clertas especies de peces. La velocidad de
crecimiento natural de estas especies es del 12% anual
(k= 0.12). Cada pez vale 6 €. La tasa de descuento es
del 5%. ;Qué poblaci6n de peces debe mantenerse en
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aproximadamente del 2% anual (k = 0.02) y que la
capacidad de su habitat para mantener ballenas es de
aproximadamente L = 150 000. El valor de una ballena
azul es, en promedio, de 10 000 €. Suponiendo que la
poblacién de ballenas azules sigue un modelo logistico,
y utilizando los datos anteriores, calcule lo siguiente:

(a) La mAxima pesca anual sostenible de ballenas
azules.

(b) Los ingresos anuales resultantes de seguir la
méxima pesca anual sostenible.

(c) El interés anual generado si la poblacién de
ballenas (que se supone est4 en el nivel L/2 de su
méaximo nivel sostenible) se exterminara y se
continuara invirtiendo al 2%.

(d Al 5%.

(e) El valor actual total de todos los ingresos futuros si
la poblacién se mantiene en el nivel L/2 y la tasa

de descuento es del 5%.

El modelo desarrollado anteriormente no tiene en
cuenta los costes de recogida. Intente encontrar una
forma de modificar el modelo para tener esto en
cuenta, En general, el coste de pescar un pez crece a
medida que el nimero de peces disminuye,

el lago para maximizar el valor actual de todos los
ingresos futuros de la pesca en el lago? ;Cuales son
los ingresos anuales resultantes de mantener este nivel
de poblacién?

18 (Ballenas arules) Se ha calculado que la velocidad de
crecimiento natural de la ballena azul del Antirtico es

+19.

yX:J| Probabilidad

La teorfa de la probabilidad es un campo de aplicacién muy importante del calculo. Natural-
mente, no se puede desarrollar aqui de forma extensa (una presentacién adecuada requeriria uno
0 més cursos completos), pero si se puede dar una breve introduccién, para sugerir algunas de
las formas en las que las sumas y las integrales se utilizan en teorfa de la probabilidad.

En el contexto de teoria de la probabilidad el término experimento se utiliza para indicar un
proceso que puede producir diferentes resuliades. El conjunto de todos los resultados posibles
se denomina mmestral del experimento. Por ejemplo, el proceso podria ser arrojar una
moneda, y tendriamos tres posibles resultados: H (la moneda cae de cara), T (la moneda cae de
cruz) y E (la moneda cae de canto). Desde luego, el resultado E'es muy poco probable a menos
que la moneda sea bastante espesa, pero puede suceder. Por tanto, nuestro espacio muestral es
S={H, T, E}. Supongamos que arrojamos la moneda un gran niimero de veces y observamos
que los resultados H'y T aparecen cada uno el 49% de las veces y el resultado E ocurre sélo el
2% de las veces. Podemos decir que al arrojar una moneda los resultados H'y T tienen una pro-
babilidad de 0.49 y el resultado F'tiene una probabilidad de 0.02.

Un suoeso es cualquier subconjunto del espacio muestral. La probabilidad de que ocurra un
suceso es un nimero real entre 0 y 1 y mide la proporcién de veces que se puede esperar que el
resultado del experimento pertenezca a ese suceso si el experimento se repite muchas veces. Si
el suceso es el espacio muestral completo, ocurre de forma cierta y su probabilidad es 1; si el
suceso es el conjunto vaclfo, @ = { }, no puede ocurrir nunca y su probabilidad es 0. En el expe-
rimento de arrojar la moneda hay ocho posibles sucesos. Sus probabilidades son como sigue:

Pr(@) = 0 Pr({T}) =049 Pr({H T}) =098 Pr({T E}) =051
Pr({H}) =049 Pr({E}) =002 Pr({H E)=051 Pr(§=1
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Dados dos sucesos A y B cualesquiera (subconjuntos del espacio muestral ), su interseccién
A n B esta formada por todos los resultados que pertenecen tanto a A como a B, La interseccién
se denomina a veces suceso «A y B», Dos sucesos son disjuntos si An B= @; ningiin resultado
puede pertenecer simultdneamente a dos sucesos disjuntos, Por ejemplo, un suceso A y su suceso
complementario A°, formado por todos los resultados de .S que no pertenecen a A, son disjuntos.
La wmidm de dos sucesos A y B (denominada a veces suceso «A o B») esta formada por todos los
resultados que pertenecen al menos a uno de los dos sucesos A o B. Nétese que Au A" = S.

Resumiremos estas reglas basicas que gobiernan las probabilidades como sigue: si S es un
espacio muestral, @ es el subconjunto vacio de S y A y Bson dos sucesos entonces,

@ 0<Pr(A) <1

(b) Pr(@)=0 y Pr(§ =1
(€) Pr(49 =1 — Pr(4)
(d) Pr(AuB)=Pr(A) + Pr(B) — Pr(An B).

Noétese que al sumar simplemente Pr(4) + Pr(B) se contarian dos veces los resultados de A n B.
Como ejemplo, en nuestro experimento de tirar una moneda si A= {H T} y B= {H E}, enton-
ces A= {E}, AuB={H T E} =Sy An B= {H}. Tenemos que

Pr(A9 = Pr({E}) = 0.02=1-098=1—Pr({H T}) = 1 — Pr(A)
Pr(AUB) =Pr(S) = 1 = 0.51 + 0.51 — 0.02 = Pr(4) + Pr(B - Pr(An B

Variables aleatorias discretas

Una variable aleatoria es una funcién definida sobre el espacio muestral. Denotaremos las va-
riables aleatorias utilizando letras maytisculas como Xe Y. Si el espacio muestral contiene sélo
resultados discretos (como el espacio muestral del experimento de tirar una moneda), una varia-
ble aleatoria definida sobre él tomara sélo valores discretos y se denominaréd variable aleatoria
discreta. Si, por otra parte, el espacio muestral contiene todas las posibles medidas de, por ejem-
plo, alturas de arboles, entonces una variable aleatoria que sea igual a la propia medida tomara
valores en un continuo de valores reales y se denominard variable aleatoria contimza En esta
seccién estudiaremos ambos tipos de variables aleatorias.

La mayor parte de las variables aleatorias discretas presentan un nimero finito de valores,
pero algunas pueden tomar infinitos valores si, por ejemplo, el espacio muestral estd formado
por todos los enteros positivos {1, 2, 3, ...}. Una variable aleatoria discreta X tiene una funcién
de probabilidad f definida sobre el rango de X como f(x) = Pr(X= x) para cada posible valor x
de X. Generalmente, f se representa mediante un diagrama de barras; la suma de las alturas de
todas las barras debe ser 1,

S f=YPriX=x=1
ya que el experimento debe producir siempre un resultado, y por tanto un valor de X

Se tira un dado no trucado, de forma que cuando se detenga en su parte superior mostrara
uno de los nimeros 1 a 6. Si X indica el nimero que muestra en su parte superior tras ser arrojado, enton-
ces X es una variable aleatoria discreta con 6 posibles valores, Como el dado no esta trucado, ningtin valor
de X es més probable que otro, por lo que la probabilidad de que el niimero que salga sea n debe ser 1/6
para todos los posibles valores de n. Si f es la funcién de probabilidad de X, entonces

f(.ﬂ]=PI‘(X=ﬂ]=% para todo nen {1, 2, 3, 4, 5, 6}
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Por tanto, se dice que la variable aleatoria discreta X se distribuye wnifermemente Todas las barras de la
grafica de su funcién de probabilidad f tienen la misma altura (véase la Figura 7.50). Nétese que

i Pr(X=n) =1
n=1

que refleja el hecho de que al tirar el dado se debe producir uno de los seis posibles resultados. La probabi-
lidad de que al tirar el dado salga un valor entre 1 y 4 es

Pl < X<4) = ¥ Pr(X=1) = ;
n=1

[«> N
wlra

.0
+=+=
8 6

T | =

fin)=Pr(X =n)

I 4 5 6 n Figura 750 Funcién de probabilidad correspondiente a tirar un tinico dado.
|

[Cudl es el espacio muestral de los niimeros que salen cuando se arrojan dos dados no
trucados? ;Cual es la probabilidad de que salgan un 4 y un 2? Calcule la funcién de probabilidad de la
variable aleatoria X carrespondiente a la suma de los valores que muestran los dados. ; Cuél es la probabili-
dad de que esa suma sea menor que 107

Solucion El espacio muestral estd formado por todas las parejas de enteros (m, n) que cumplen
1< m<8y!l< n<8 Existen 38 parejas, por lo que la probabilidad de cualquiera de ellas es 1/36. Dos
de las parejas, (4, 2) y (2, 4), corresponden a mostrar un 4 y un 2, por lo que la probabilidad del suceso es
(1/38) + (1/36) = 1/18. La variable aleatoria X definida como X{m, n) = m + n tiene 11 posibles valores,
los enteros desde el 2 hasta el 12, ambos inclusive. La sigulente tabla muestra las parejas que producen
cada valor 4 de X'y la probabilidad f(&) de que se produzca ese valor, es decir, el valor de la funcién de
probabilidad en k.

Tabla 2. Funcién de probabilidad de la suma de dos dados

k=m+n Realizaciones en las que X = k £ =Pr(X= 4

2 (1, 1) 1/36

3 (1, 2), @ 1) 2/36 = 1/18
4 (1,3, (22,31 3/38 = 1/12
5 (14,29, 32, 401 4/38 = 1/9
8 (L 5), (2 4), 3,9, (4, 2, 5, 1) 5/36

7 (1, 8), (2 5), (3. 4), (4,3, 5,2, 6 1) 8/36 = 1/8
8 2, 8), (3, 5), 4, 4), (5, 3), 6, 2) 5/36

9 3, 8), (4, 5, (5, 4), (6, 3) 4/36 = 1/9
10 (4, 8), (5, 5), (8, 4) 3/36 = 1/12
11 (5, 8), (6, 5) 2/36 = 1/18
12 (8, 8) 1/36

El diagrama de barras de la funcién de probabilidad fse muestra en la Figura 7.51. Tenemos que

1 1 1\ 5
pr{X<10)—1—Pr(X310)—1—(§+E+ﬁ)_5
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6 7 % 9 1011 12  Figura7.51 Funcién de probabilidad de la suma de dos dados.
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Esperanza, media, varianza y desviacion tipica

Consideremos un juego simple en el que el jugador paga a la banca C euros por tener el privile-
gio de lanzar un dado, con el que gana X euros, siendo X el niimero que sale al lanzar el dado.
En cada juego, las posibles ganancias son 1, 2, 3, 4, 5 0 6 euros, cada una de ellas con probabili-
dad 1/6. Al realizar njuegos esperara ganar aproximadamente n/6 + 2n/6 + 3n/6 +4n/6 + 5n/6 +
+ 6n/6 = 21n/6 = Tn/2 euros, por lo que sus ganancias medias esperadas por juego son de 7/2
euros, es decir, 3.50 €. Si C> 3.5, el jugador debe esperar, en promedio, perder dinero. La can-
tidad 3.5 se denomina esperamza o media de la variable aleatoria discreta X. La media se repre-
senta en general por medio de y, la letra griega «mu».

DEFINICION 2 Media o esperanza

Si X es una variable aleatoria discreta con rango de valores £ y funcién de probabilidad f|
entonces la medsa (representada por ), o esperamza de X (representada por E[X)), es

u=EX) =% x f(x)

xe R

Ademés, la esperamza de cualquier funcién g(X) de la variable aleatoria Xes
EgX) = 3 g f(®

xe R

Nétese que en este uso E(X) no define una funcién de X, sino una constante (parametro) asocia-
da con la variable aleatoria X Nétese también que si f(x) fuera una densidad de masa como las
que se estudiaron en la Seccién 7.4, entonces u serfa el momento de la masa respecto a 0, y co-
mo la masa total seria X£,_p (¥ = 1, u seria de hecho el centro de masas.

Otro pardmetro utilizado para describir la forma en que se distribuye la probabilidad de una
variable aleatoria es la desviacién tipica.

DEFINICION 3 Varianza y desviaciin tipica

La variamza de una variable aleatoria X con rango X y funcién de probabilidad f es la
esperanza del cuadrado de la distancia de X a su media . La varianza se indica como ¢* 0

Var (X).
o= Var(¥) = E(X - @) = T, (x— ) £(x)

xe R

La desviacién tipica de X es la raiz cuadrada de la varianza y, por tanto, se indica como ¢.
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El simbolo & es la letra griega mintiscula «sigma» (el simbolo X que se usa en los sumatorios es
la letra griega sigma mayiscula). La desviacién tipica es una medida de la dispersién que tiene
la distribucién de probabilidad de X, Cuanto menor sea la desviacién tipica, més concentrada es-
tara la probabilidad en valores de X cercanos a su media. Las Figuras 7,52 y 7.53 muestran las
funciones de probabilidad de dos variables aleatorias cuyo espacio muestral es {1, 2, ..., 9}. Una
de ellas tiene un valor de ¢ pequefio y la otra un valor de ¢ grande. Nétese como una fraccién
significativa de la probabilidad total est4 entre 4 — ¢ y pu + o en cada caso. Nétese también que
la distribucién de probabilidad de la Figura 7.52 es simétrica, por lo que u = 5, el punto medio
del espacio muestral; en cambio, la distribucién de la Figura 7.53 est4 ligeramente desplazada a
la derecha, por lo que p > 5.

5 5
4 4
3 3
[ i
i 2 14 5 6 b 8 oon I 213 4 sle 7 sloa
o— F H u+t+ao u—ea i o+ a
Figura 7.52 Una funcién de probabilidad Figura 7.53 Una funcién de probabilidad
de media p = 5 y desviacién tipica ¢ = 1.86. de media y = 5.38 y desviacién tipica ¢ = 3.05.

Como Z,_ f(x) = 1, la expresién de la definicién de la varianza se puede escribir como

sigue:
=Var (Y=Y (&-2ux+ D )
xekR
=Y Af—-2u Yy xf@ -+ Y 0
xel xR ae kR
= T 400 -2 + i = B -
es decir,

¢” = Var (X) = BX’) — i’ = BX) — (E1X)?

Por tanto, la desviacién tipica de X se puede expresar como

o= JEX) — 4

m Calcule la media de la variable aleatoria X del Ejemplo 2. Calcule también la esperanza de
y la desviaci6n tipica de X.

Solucién Tenemos que

1 2 3 4 5 8
= =ZX — AR AN — AN R b TR —
®=EX 36 36 36 36 36 36

+8x5+9x4+10x3+11x 2+12:~< 1—7
38 36 36 36 36
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un hecho que es bastante obvio a partir de la simetrfa de la gréfica de la funcién de probabilidad que se
muestra en la Figura 7.51. Ademas,

1 2 3 4 5
EX)=2"x —+ ¥ x —+4* x —+ 5" x — +8° x —
) 36 36 36 36 36

6 5 4 3

+TPX =+ x =+ F x —+10°x —

36 36 36 36

2 1 1974
+ 112 x —+ 122 x — = —— ~ 54,8333

36 36 36

La varlanza de X es ¢° = EX%) — i ~ 54,8333 — 49 = 5,8333, por lo que su desviacién tipica es
g~ 24152, -

Variables aleatorias continuas
Consideraremos ahora un ejemplo con un rango continuo de resultados posibles.

Suponga que se lanza una aguja de forma aleatoria sobre una tabla plana donde se ha di-
bujado una linea recta. Sea X el niimero de grados del dngulo (agudo) que forma la aguja con la recta cada
vez que se lanza (véase la Figura 7.54(a)). Evidentemente, X puede tomar cualquier valor real en el interva-
lo [0, 90]; por tanto, X se denomina variable aleatoria contimma [.a probabilidad de que X'tome cualquier
valor real en particular es 0 (hay infinitos niimeros reales en el intervalo [0, 90] y ninguno es mas probable
que otra), Sin embargo, la probabilidad de que X esté en algiin intervalo, por ejemplo [10, 20], es la misma
que la de que esté en cualquier otro intervalo de la misma longitud. Como la longitud del intervalo es 10 y
la del intervalo de todas los posibles valores de X'es 90, dicha probabilidad es

10 1
Pl X< 20)=—=—
( ) 90 9
De forma mas general, si 0 < x, < x, < 90, entonces
1
Pl'(n*’i@XéXz):ﬁ(Xz_Xl]

Esta situacién se puede representar convenientemente como sigue: sea f(x) una funcién definida en el
intervalo [0, 90], que toma en cada punto el valor constante 1/90:

1
= — = X<
=g 0<x<W

El 4rea encerrada por la grafica de fes 1, y Pr(x; < X< x;) es igual al drea que hay bajo la parte de la
grafica que esta en el intervalo [x;, %] (véase la Figura 7.54(b)). La funcién f(x) se denomina fimcién de
densidad de probabilidad de 1a variable aleatoria X' Como f(x) es constante en su dominio, se dice que X
tiene distribucién niforme

aguja
1 y= flr-‘v)

e 5 5 Figura 7.54
/ Prix; = X = %) i (a) X es el nimero de grados del

»\x

i angulo agudo que forma

la aguja con la linea.

X \ ¥
. / x| x2  9p x (b) Funcién de densidad de
linea probabi]jdad f de la variable
(a) (b) aleatoria X -




CAPITULO 7. Aplicaciones de la integracion 491

DEFINICION 4 Fundiones de densidad de probabilidad

Una funcién definida en un intervalo [a, b] es una funcién de densidad de probabilidad de
una variable aleatoria continua X distribuida en el intervalo [a, ] si, siempre que x; y %
cumplan que a < x; < x < b, se satisface

Ay

Pr(x; ~‘5-'-..X-<..X2]=J f(x) dx

Para ser una funcién de densidad de probabilidad, f debe cumplir dos condiciones:
(@ f(=0en[a b (la probabilidad no puede ser negativa) y
b) 2 fdx=1 (Pra< X< b =1)

Estas ideas se pueden ampliar a variables aleatorias distribuidas en intervalos semiinfinitos o in-
finitos, pero en esos casos las integrales que aparecen serdn impropias. En cualquier caso, el pa-
pel que tenfan las sumas en el andlisis de variables aleatorias discretas es asumido ahora por las
integrales en el caso de variables aleatorias continuas.

En el ejemplo en que se lanzaba la aguja, la funci6én de densidad de probabilidad tenia una
grifica en forma de recta horizontal, y denominamos a esa probabilidad distribucién uniforme.
La funcién de densidad de probabilidad uniforme en el intervalo [a, D] es

1
= &I Sx<
.ﬂ:X}={b—a 51 a X b
0 en el resto

Muchas otras funciones aparecen normalmente como funciones de densidad de probabilidad de
variables aleatorias continuas.

(Distribucién exponencial) El intervalo de tiempo T que sobrevive un dtomo cualquiera
de una muestra radiactiva antes de desintegrarse es una variable aleatoria que toma valores en el intervalo
[0, o0). Se ha observado que la proporcién de dtomos que sobreviven hasta el instante f decrece exponen-
cialmente cuando ¢ crece, As,

Pr(Tz9=Ce ™
Sea f la funcién de densidad de probabilidad de la variable aleatoria T. Entonces,

J fWde=Pr(Tzh) =Ce ™
t
Diferenciando esta ecuacién con respecto a ¢ (utilizando el Teorema Fundamental del Calculo), se obtiene
—f{) = — Cke™ ™ por lo que () = Cke ¥, Cse determina por la condicién de que [ f(f) dt = 1. Tene-
mos que

-] F

1= CJ:J. e ¥dt=lm Ck| e ¥dt=—-Clm (e ¥*-1)=C

0 K=o 0 K=o
Entonces C= 1y f() = ke ™ Nétese que Pr(T> (In2)/h = e *™?*= 112, 1o que refleja el hecho de
que la semivida de una muestra radiactiva es (In 2)/k. -

ST NGl Para qué valor de Ces f(x) = C(1 — ¥°) una funcién de densidad de probabilidad en el
intervalo [—1, 1]7 S1 X'es una variable aleatoria con esta densidad, jcuél es la probabilidad de que X< 1/2?
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Solucién Obsérvese que f{x) = 0en[—1, 1] st C> 0. Como
L 4c

1 1
J fLﬁa‘.r=CJ. {l—f]dr=26'(x—£)
—1 -1 3 fi} 3
f(x) serd una funcién de densidad de probabilidad si C = 3/4. En este caso,

1§ g T 3 P

Pr(Xgﬂ:EJ-_l{l_f)dx:Z( _E)
371 1 R AT
'E(E_ﬁ_(_”_s)‘ﬁ

|

Por analogia con el caso discreto, formularemos definiciones de la media (o esperanza), va-
rianza y desviacién tipica de una variable aleatoria continua como sigue:

1/2

-1

DEFINICION 5

Si X es una variable aleatoria continua en el intervalo [a, b] con funcién de densidad de
probabilidad £(x), su media y (o esperamza E1Y)) es

b
u=HX = J xf(x) dx

La esperanza de una funcién gde Xes
b

ElgX) =J 81 f(x) dx

De forma similar, la variamza ¢° de X es la media de las desviaciones al cuadrado de X
con respecto a su media:
)

o’ = Var () = BX — W’ = I (= W* £09 dx

a

y la desviacién tipica es la raiz cuadrada de la varianza,

Como en el caso de variables aleatorias discretas, se puede demostrar facilmente que

F-EB - o= JERF

De nuevo, la desviacién tipica proporciona una medida de la dispersion que tiene la distribucién
de probabilidad de X Cuanto menor sea la desviaci6n tipica, més concentrada estard el drea bajo
la curva de densidad alrededor de la media, y por tanto, menor serd la probabilidad de que un
valor de X esté lejos de dicha media (véase la Figura 7.55).

(SN TG Calcule la media p y la desviacion tipica o de una variable aleatoria X distribulda unifor-
memente en el intervalo [a, b]. Calcule Pr(u — 6 < X< pu + ).
Solucién La funcién de densidad de probabilidad es f(x) = 1/{b— a) en [a, Bb], por lo que la media es

b b
X 1 ¥#” 1F—-4& b+a
w=He =_|.ab—adx=b—aia=§ a2 2

Por tanto, la media es, como podriamos haber anticipado, el punto medio del intervalo [a, b]. La esperanza
de X* se expresa como

s
E{H:I=-I.amﬂﬁf=

1 ¥

_"_1b3—a3_b2+ab+a"-
b—a3

, 3 b—a 3
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o pegueno

o grande

Figura 7.55 Densidades con

/\x/

Entonces, la varianza es
ot = B — i =

y la desviacion tipica es

X desviaciones tipicas grande y pequefia.

P +ab+ & ,!:F*Jrza.iaJr.;F_{E.a—ajuE
3 B 4 12

b—a
2./3
wte  dy 1 2b—a 1

= =— = (0,577
a8 b8 gﬁ 3

o= ~ 0.29(h — a)

Finalmente,

Pr[y—{réng+ﬁ]=J.
[

(ST TR Calcule la media g y la desviacién tipica ¢ de una variable aleatoria X distribuida expo-
nencialmente con funcién de densidad f(x) = ke~ **en el intervalo [0, o). Calcule Pr(u — e < X< pt + o).

Solucién Utilizaremos integracién por partes para calcular la media:

[= 2]

p=FEx =k J- xe & dy

1]

=lm k| x» ®dr Sea U= x dV= e % dy
iz Jo Entonces dU=dv, V= —e %k
E R
= lim (—,a:'.‘s'_iJr +J e_”dz)
&= 0 0

= lim (—Re_‘“’—l{e_*’?—l])=i, yaque k>0

K=co _k

Por tanto, la media de la distribucién exponencial es 1/k. Este hecho puede ser muy ttil para determinar el
valor de k cuando una variable aleatoria tiene distribucién exponencial. Integrando de nuevo por partes, co-
mo antes, se puede calcular

A = k r e _[m B
1] 0 F

por lo que la varianza de la distribucién exponencial es

1
o= BX) — )=
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y la desviacion tipica es igual a la media

Tenemos ahora que
Prlu—e<X<pu+a)=P0<X<2/h)

2k
=1 J e ®dy
1]
27k
= — E_H
0
=1-6%2088
que es independiente del valor de & La Figura 7.56 muestra dos densidades exponenciales para valores de &
grande y pequefio.
¥ ¥
k
y= ¥

k pequetio

k grande

D — he—k
k j_\h’"\
: % Figura 7.56 Funciones de

I
% densidad exponencial,

)
'
[
"
v
"
W
"
[
i
|

k

La distribucion normal

Las distribuciones de probabilidad més importantes son las que se denominan distribuciones
normales o ganssiamas, Estas distribuciones gobiernan el comportamiento de muchas variables
aleatorias interesantes, en particular, las asociadas con los errores aleatorios de las medidas.
Existe una familia de distribuciones normales, todas ellas relacionadas con una distribucién nor-
mal concreta denominada distribucién nermal estindar, que tiene la siguiente funcién de den-
sidad de probabilidad:

DEFINICION 6 Densidad de probabilidad normal estindar

1
fla)=——=e %7 -0 <Z< 0

Nz

Es habitual utilizar z para indicar la variable aleatoria en la distribucién normal estandar; las
otras distribuciones se pueden obtener a partir de ésta mediante un cambio de variable, La Figu-
ra 7.57 muestra la densidad normal esténdar, que tiene una bonita forma de campana.
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Figura 757 La funcién de densidad normal estandar (2 = e P2,

4

1
Jn
Como ya indicamos anteriormente, la funcién e~ no tiene una primitiva elemental, por lo
que la integral impropia
I= j e P dz

= a0

no se puede calcular utilizando el Teorema Fundamental del Célculo, aunque es una integral im-
propia convergente, Dicha integral se puede calcular utilizando técnicas de clculo multivariable,
que emplean integrales dobles de funciones de dos variables (lo haremos en el Ejercicio 4 de la

Seccién 14.4), Su valor es 1= ,/2x, lo que asegura que la densidad normal estdndar definida
anteriormente (2 es realmente una funcién de densidad de probabilidad:

r z}dz—J_J e~ 1 dz

Como ze~#** es una funci6n impar de z y su integral en (— o0, oo) converge, la media de la
distribucién normal estandar es 0:

1 [+ ]
H=E[‘Z]=—J ze ?Pdz=(
-\.-'21'{ - Q0

Calcularemos la varianza de la distribucién normal estandar utilizando de nuevo integracién por
partes, como sigue:

T
=—— lim J Ze R dz Sea U=z dV=z ??dz
Siendo dU= dz V= —e 2R

R R
+ J P dz)
- <

Por tanto, la desviacién tipica de la distribucién normal estandar es 1.
A partir de la distribucién normal estdndar se pueden obtener otras distribuciones normales
mediante un cambio de variable.
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DEFINICION 7 Distribuciin normal general

Se dice que una variable aleatoria X en el intervalo (— oo, o) tiene distribucién normal de
media p y desviacién tipica o (siendo p cualquier nimero real y ¢ > 0) si su funcién de
densidad de probabilidad £, , se expresa en funcién de la densidad normal estindar £ como

&am=lf“'—” -1 eaved
' o o./2n

a

Véase la Figura 7.58. Utilizando el cambio de variable z= (x — u) /g, dz = dz/s, se puede verifi-
car que

r f;,,mdmr 13 dz= 1

= 3o = Q0

y= fﬂ,ﬁ(-r)

H >  Figura 7.568 Una densidad normal general de media p.

de forma que £, ,(x) es realmente una funcién de densidad de probabilidad. Utilizando el mismo
cambio de variable se puede demostrar que

EX)=p y EX-p)=d

Entonces, la densidad 1, , tiene realmente media u y desviacion tipica o.

Como e #” no tiene una primitiva sencilla, no se pueden determinar probabilidades (es
decir, areas) en una distribucién normal utilizando el Teorema Fundamental del Calculo. Se pue-
de utilizar integracién numérica, o bien consultar un libro de tablas estadisticas que contenga las
areas calculadas bajo la curva normal estandar, Concretamente, estas tablas proporcionan en ge-
neral los valores de lo que se denomina fumcidmn de distribucién acommlada de una variable

aleatoria con distribucién normal estdndar, Se trata de la funcién

A2 - r e *Fdx="Pr(Z< 2

que representa el 4rea bajo la funcién de densidad normal estandar desde — oo hasta z como se
muestra en la Figura 7.59.

b L 1 _a2p ¥
¥=— ¢
2 i
e Figura 759 la funcién de
) distribucién acumulada F(2) de la
distribucién normal estindar es el
area que hay bajo la funcién de
2 % z densidad normal estindar desde
— oo hasta z
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Incluimos a continuacién una versién abreviada de esa tabla para utilizarla en los ejemplos y
ejercicios posteriores.

Tabla 3. Valores de la funcién de distribucién normal estdndar F2) (redondeadas a tres cifras decimales)
z a0 a1 02 a3 a4 05 06 0.7 as a9

—30 0001 0001 0001 OO00CO 0000 0000 0000 0000 0000 0.000
—20 0023 0018 0014 0011 0008 0006 0005 0003 0003 0.002
-1.0 0159 0.136 0115 0.097 0081 0087 0055 0045 0036 0.029
-0 0500 0460 0421 0382 0345 0309 0274 0242 0212 0.184

Q0 0500 0540 0579 0618 0655 0691 0726 0758 0788 0.816
1.0 0841 0864 0885 0903 0919 0933 0945 0955 09684 0971
20 0977 0982 0986 0989 0992 0594 0995 0997 0997 0998
320 0999 0999 0999 1,000 1.000 1000 1.000 1.000  1.000 1.000

Si Z es una variable aleatoria normal estandar, calcule
@ Pr(—1.2<Z<20 vy (b) Pr(Z= L.5).
Solucion Utilizando los valores de la tabla se obtiene
Pr(—1.2 < Z<20) =Pr(Z<2.0) — Pr(Z < —1.2)
= F2.0) — F{—1.2) ~0977 — 0.115
= ().862
Pr(Z=15)=1-Pr(Z< 1.5

=1— FL5 ~ 1 — 0933 = 0,067 =

(ST TGNV Una variable aleatoria X se distribuye normalmente con media 2 y desviacion tipica 0.4.
Calcule

@ Pr(l8< X<24) y (b) Pr(X>2.4).

Solucién Como X se distribuye normalmente con media 2 y desviacién tipica 0.4, Z= (X — 2)/0.4 se
distribuye de acuerdo con una distribucién normal estandar (con media 0 y desviacién tipica 1). Por tanto,

Pr(l8< X<24) =Pr(—05<2Z<1)
= F(1) — {—05) ~ 0.841 — 0.309 = 0.532
Pr(X>24) =Pr(Z> 1) =1 —Pr(Z< 1)
=1—F1)~1— 0841 =0,159

Ejercicios 7.8

1. ;Cuénto desearfa pagar para jugar a un juego en el que 2 Un dado esta cargado de forma que si X representa el

se tira la moneda presentada al principio de esta nimero que sale cuando se tira, entonces
seccion y se gana 1 € sl sale cara, 2 € sl sale cruz y Pr(X=n = Knparane {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

50 € si cae de canto? Suponga que el juego se va jugar (a) Calcule el valor de la constante K

muchas veces y que su objetivo en el peor caso es (b) Calcule la probabilidad de que X < 3 en cualquier

quedarse como esta, tirada del dado.
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3. Calcule la desviacién tipica de sus ganancias en el
juego del Ejercicio 1.

4. Calcule la media y desviacién tipica de la variable
aleatoria X del Ejercicio 2.

5. Un dado esta cargado de forma que la probabilidad de
que salgan los nimeros 2, 3, 4 y 5 sigue siendo todavia
1/8, pero la probabilidad de que salga 1 es 9/60 y la
probabilidad de que salga 6 es 11/80. ;Cuénto valen la
media y la desviacion tipica del mimero X que sale al
tirar este dado? ;Cudl es la probabilidad de que X' < 3?

6. Se tiran dos dados, ambos cargados de la forma =
que se indica en el Ejercicio 5. Sea X'la variable (&
aleatoria correspondiente a la suma de los nimeros que
salen al tirarlos.

(a) Calcule la funcién de probabilidad de X.

(b) Determine la media y la desviacién tipica de X.
Compérelas con las calculadas para el dado no
trucado del Ejemplo 3.

7. Una moneda fina pero cargada tiene una
probabilidad de 0.55 de salir cara y 0.45 de salir 58
cruz (esta moneda no puede caer de canto). Se tira la
moreda tres veces (determine las respuestas numéricas
de las cuestiones sigulentes con una precision de seis
cifras decimales),

(@) ;Cudl es el espacio muestral de los posibles
resultados de tirar la moneda tres veces?

(b) ¢Cudl es la probabilidad de cada uno de esos
pasibles resultados?

(c) Calcule la funcién de probabilidad del nimero de
veces X que sale cara en las tres tiradas.

(d) ¢Cual es la probabilidad de que el nimero de caras
sea al menos 17

(e) ¢Cudl es la esperanza de X?

8 Un saco contiene 20 bolas del mismo tamano; algunas
son rojas y las restantes azules, Si se saca una bola de
forma aleatoria, la probabilidad de que sea roja es 0.8,
(a) Sise sacan dos bolas y se dejan fuera del saco,
Jcudl es la probabilidad de que ambas sean azules?

(b) Suponga ahora que saca tres bolas y los deja fuera
del saco. Describa el espacio muestral de los
posibles resultados de este experimento, ;Cudl es
la esperanza del ntimero de bolas rojas que hay en
las tres que se han extrafdo del saco?

Para cada una de las funciones f(x) en los Ejercicios 9-15,
calcule lo siguiente:

(a) El valor de C para el que f es una funcién de densidad
de probabilidad en el intervalo dado.

(b) La media g, la varianza ¢” y la desviacion tipica ¢ de
la densidad de probabilidad £, y

c) Priu— e < X< p+ 6), es decir, la probabilidad de
que la variable aleatoria X tenga un valor alejado de su
media menos de una desviacién tipica.

8 f(x) = Cxen |0, 3] 1@ f(x) = Cxen[l, 2]

+18 Demuestre que f(x) =

1. f(x)=C¥en|0 1] 12 f(x) = Csenxen [0, 7]
18 () = Clx— Pen [0, 1]

14 f(x) = Cxe ®en [0, o), (k> 0)

15 f(¥) = Ce ¥ en [0, w0). Sugerencia. Utilice las

propiedades de la densidad normal estandar para
demostrar que [§ e ¥ dx=/n/2.

16. ;Es posible que una variable aleatoria esté
uniformemente distribuida en toda la recta real?

Explique por qué.

17. Realice los calculos para demastrar que la densidad
normal £, ,(x) definida en el texto es una funcién de
densidad de probabilidad y tiene media u y desviacién
tipica .

2
m es una densidad de

probabilidad en el intervalo [0, oo). Calcule la
esperanza de X para esta densidad. Si una méquina
genera valores de una variable aleatoria X con
distribucién f(x), ;cuanto le gustaria pagar, por juego,
para jugar de forma que usted maneja la maquina para
producir un valor de X'y gana X euros? Justifique su
respuesta,

19. Calcule Pr(|X — p| = 20) para:

(a) La distribucidn uniforme en el intervalo [, b].
(b) La distribucién exponencial con densidad

f(¥) = ke ™ en el intervalo [0, o).
(c) La distribucién normal con densidad £, ,(x).

20. El intervalo de tiempo T (medido en horas) entre
averias de un computador es una variable aleatoria
distribuida exponencialmente. Si la amplitud media del
intervalo de tiempo entre averias sucesivas es de 20
horas, calcule la probabilidad de que el computador,
que acaba de ser reparado, funcione sin problemas al
menos 12 horas.

21. El nimero X de metros de cable producidos al dia por
una empresa es una variable aleatoria distribuida
normalmente de media 5000 y desviaci6n estandar 200.
(En qué fraccién de los dias que opera la compaiiia el
nimero de metros de cable producido superaré los
55007

22, Un instrumento de medida dispone de una escala de 0
a 1. Con el paso del tiempo sufre desgaste y tiende a
quedarse fijo en el nimero 1/4. Suponga que eso
ocurre la cuarta parte del tiempo y que el resto

oporciona un valor uniformemente distribuido en el
intervalo [0, 1]. ;Cuél es la media y la desviacién
tipica de los valores de la medida? (Nota: la variable
aleatoria correspondiente al valor de la medida tiene
una distribucién que es parcialmente discreta y
parcialmente continua).
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yl'J Ecuaciones diferenciales de primer orden

Esta seccion final de aplicaciones de integracién se concentra en la aplicacién de las integrales
indefinidas en vez de las integrales definidas. Podemos utilizar las técnicas de integracién desa-
rrolladas en los Capitulos 5 y 6 para resolver ciertas clases de ecuaciones diferenciales de primer
orden que aparecen al modelar diversas situaciones., En la Seccién 3.4 ya hemos visto algunos
ejemplos de aplicaciones de las ecuaciones diferenciales para modelar los fenémenos de creci-
miento y decaimiento.

Ecuaciones separables

Consideremos la ecuacién logistica presentada en la Seccién 3.4 que modela el crecimiento de
una poblaci6én animal con suministro de alimentos limitado:

4-of1-

siendo y(f) el tamafio de la poblaci6n en el instante ¢ & una constante positiva relacionada con la
fertilidad de la poblacién y L el tamano de la poblacién en estado estacionario que se puede
mantener con el suministro de alimentos disponible. Esta ecuacion es un ejemplo de una clase de
ecuaciones diferenciales de primer orden denominadas ecuaciones separables porque cuando se
expresan en términos de diferenciales, se pueden separar de forma que la variable dependiente
esta en un miembro de la ecuacién y la variable independiente en el otro. La ecuaci6n logistica
se puede expresar de la forma

Ldy
AL =)

que se puede resolver integrando ambos miembros. Descomponiendo el miembro izquierdo en
fracciones simples e integrando, se obtiene

= kdt

Suponiendo que 0 < ¥ < L, se obtiene entonces

Iny-In(L-p=k+C

Y \_
n(L)- k= c

Ahora se puede despejar y de la ecuacién tomando exponenciales en ambos miembros:

—_,V =ekt+c= Cleh

L-y
y=(L- pCe"
Gl
Y T1+ gt

siendo C; = &%,
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En general, las ecuaciones separables son de la forma
a2y
Y se resuelven expresandolas de la forma
dy
—=- = () dx
g

e integrando ambos miembros.

dy x
m Resuelva la ecuacién — =—,
dx y

Solucion Expresamos la ecuacién de la forma y dy = xdx e integramos ambos miembros, con lo que se
obtiene

1 1
Ef=532+cl

0 ¥ — X = C, slendo C = 2C; una constante arbitraria. Las curvas de la solucién son hipérbolas rectangu-
lares (véase la Figura 7.60). Sus asintotas y= x e y= —x son también soluciones correspondientes a
C=0.

Figura 7.60 Algunas curvas de la familia y* — ¥ = C

|
m Resuelva el problema de valor inicial
oF.,
i
)=3
dy
Solucion Al separar la ecuaci6n diferencial se obtiene — f = ¥’ dx, Entonces,
dy J' .
¥ dy, de forma que R
7 " Ef
Como y =3 cuando x= 1, tenemos que —g =3+ Cy C= — . Smﬂtuyendo este valor en la solucion
anterior y despejando y se obtiene

3

=

Esta solucién es vélida para x < @] '3 (véase la Figura 7.61).
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v

e d)
(7/6)"*  Figura 761 La solucién de £= £y’ que cumple y(1) = 3.

IEETE] Resuelva la ccnacion integral () = 3 + 2 J’MM
1

Solucion Diferenciando la ecuacién integral con respecto a x se obtiene

dy dy

i 2xyx) o ?— 2x dx

por tanto, In|y(x)| = X + C'y, despejando y, y(x) = Cie*. Sustituyendo x=1 en la ecuaci6n integral se
obtiene un valor inicial: (1) =3 + 0 =3, por lo que C;, = 3/ey

) = 3!
N -

(Una solucién al problema de la conceniraciém) Un tanque contiene inicialmente 1000 |
de salmuera con 50 kg de sal disuelta. Al tanque fluye salmuera que contiene 10 g de sal por litro con una
velocidad constante de 10 I/min. Si el contenido del tanque se mantiene perfectamente mezclado todo el
tiempo, y la solucién sale del tanque con una velocidad de 10 1/min, ;cudnta sal quedaré en el tanque trans-
curridos 40 minutos?

Solucién Sea x(1) el nimero de kilogramos de sal en solucién en el tanque después de s minutos. Por
tanto x(0) = 50, Se incarpora sal al tanque con una velocidad de 10 g/ x 10 l/min =100 g/min =
= 1/10 kg/min. El tanque contiene 1000 I de liquido en todo momento, por lo que la concentracién de sal
en el tanque en el instante ¢ es x/1000 kg/l. Como el contenido del tanque se vacfa con una velocidad de
10 l/min, la sal se elimina con una velocidad de 10x/1000 = x/100 kg/min, Por tanto,

1 x 10—x

dx
o velocidad de entrada — velocidad de salida = T RET

o bien
dx dt

10— x 100

Integrando los das miembros de esta ecuacién se obtiene

f
—1n|1{]—x|=ﬁ+ C

Obsérvese que x(f) # 10 para todo instante ¢ finito (ya que In0 no esta definido). Como x(0) = 50 > 10, se
deduce que x(#) > 10 para todo 7> 0 (x() es necesariamente continua, por lo que no puede tomar valores
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menores que 10 sin haber tomado el valor 10 por el Teorema del Valor Medio). Por lo tanto, podemos qui-
tar el valor absoluto de la solucién anterior y obtener

t
In(x— 10) = —m—c
Como x{0) = 50, tenemos que —C=1In40y
x=x{f) = 10 + 40 7™

Tras 40 minutos habra 10 + 40e** ~ 36.8 kg de sal en el tanque. =

(Un problema de velocidad de reaccién) En una reaccién quimica que se produce en una
soluci6n, una molécula de cada uno de los dos reactivos A y B se combina para formar una molécula del
producto C. De acuerdo con la ley de accién de masas, la reaccién procede con una velocidad proporcional
al producto de las concentraciones de A y B en la solucién. Por tanto, si inicialmente hay a moléculas/cm®
del reactivo A y b moléculas/em® del reactivo B, entonces el nimero x(9) de moléculas/em® de C presentes
del instante fen adelante estd determinado por la ecuaci6n diferencial

d

— =ka— Db—

= Ha— (=3

Resolveremos esta ecuacién mediante la técnica de descomposicién en fracciones simples partiendo del su-

puesto de que b # a:
dx
— =k | di=ki+ C
J[a—ﬂ(b—ﬂ J

Como

1 1 11
m—ﬂm—ﬂ_b—a(a—x b—J

y como necesariamente x< ay x < b, tenemos que

1
T—(-ln(@a-H+h-=k+C

o bien

ln(b_ X)= (b—akt+ C;, slendo C, =(b— a)C

a—x

Por hip6tesis, x(0) = 0, por lo que C, =In(b/a) y
alb—x)
"ha-»n

=(b— Akt

ab(ele—3% _ 1)

De la ecuaci6n anterior se puede despejar x resultando x = x(§) = YT

(ST TGN Obtenga una familia de curvas de forma que cada una de ellas corte a cualquier parabola
con ecuacién y = Cx* formando 4ngulos rectos,

Solucién La familia de pardbolas y = C¥ cumple la ecuaci6n diferencial
d [y d
& (?) &=

dy_ 2y
dx  x

es decir,
Yy ., _
s .~ 2y=0 o
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Cualquier curva que corte a las pardbolas y= C¥* formando 4ngulos rectos debe tener en cualquier punto
(x, ) una pendiente igual al inverso cambio de signo de la pendiente de la pardbola particular que pasa por
ese punto, Por tanto, esas curvas deberdn cumplir

dyr  x

dx 2y

Separando las variables se llega a 2y dy = —xdx, e integrando ambos miembros resulta y* = —2 ¥ + C, o
¥ +2y = C siendo C=2C, Esta ecuacién representa a una familia de elipses centradas en el origen.
Las elipses y las parabolas se cortan formando 4ngulos rectas, como se muestra en la Figura 7.62. Cuando
las curvas de una familia cortan a las curvas de una segunda familia formando &ngulos rectos, se dice que

una de ellas es la familia de trayectorias ertogonales de la ofra familia,

.\l

Figura 7.62 Las parabolas y = C,¥ y las elipses
X + 2% = G, se cortan formando angulos rectos.

Ecuaciones lineales de primer orden
Una ecuaci6n diferencial limeal de primer orden es de la forma

dy

= PRy =gl

slendo p(x) y g(x) funciones dadas, que se suponen continuas. Estas ecuaciones se pueden resol-
ver (es decir, obtener y en funcién de x) mediante el procedimiento siguiente.
Sea u(x) una primitiva de p(x):

iD= Jp(ﬂdf y Lo

Si y= y(x} cumple la ecuacién dada, entonces se puede calcular, utilizando la Regla del Pro-
ducto,

d dy du
— (o = gl <~ 0 _—
(BRI S et

= W (%-Fp(x}y) = epwq(x]



504

CALCULO

Por tanto, &"Wy(xy) = J‘e“wq{x} dx, o

y(x} = g kW je“t‘aq(x}dx

En los ejemplos que siguen volveremos a utilizar este método, en vez de la formula final. e#* se
denomina factor de imtegracién de 1a ecuacion diferencial dada porque, si se multiplica la ecua-
cién por &%, el miembro izquierdo se convierte en la derivada de &*“y(x.

ST LE Resuelva %Jr j‘—;= 1 para x> 0.

Solucién En este caso, p(9) = 1/x, por lo que u(x) = [ p() dx=Inxpara x>0y ¢*™¥ = x Calculamos

g_[xﬁ=x%+y=x(ﬂ,+£)=x

dx
y
1
xy= J.xa&'=5,rz+ﬁ'
Finalmente,
| | x C
f';(af”)-aﬁ
que es una solucién de la ecuacién dada para cualquier valor de la constante C. -
Y py=2
jemplo 8 Resmlvaerr)gr— A
Solucién En este caso, p(x) = x, por lo que u(x) = ¥/2 y ¢"¥ = ¢*/% Calculamos
d dy dy
O T 30 A W — 3
£ (@ = e Ly oy = ot (dr+xy) Be
por tanto,
ef"f’zy=-|.fe"fzdx Sea U=¥  dV=xeldy
Stendo dU=2xdx, V=¢""
= ¥e? - 2 J'xémdx
= e — 287+ C
y, finalmente, y= ¥ — 2 + Ce ", =

(Un drcuito resistencia-inductancia) Un circuito eléctrico (Figura 7.63) contiene una
fuente de tensién continua de V'voltios, un interruptor, una resistencia de valor £ ohmios y una bobina de
valor L henrios. El circuito no tiene capacitancia, El conmutador esta inicialmente abierto, de forma que no
drcula corriente, y se cierra en el instante f= 0 de forma que la corriente empieza a circular en ese instan-
te. Si la inductancia L fuera cero, la corriente saltaria bruscamente desde 0 amperios cuando f < 0 hasta
I'= V/R amperios cuando f> 0. Sin embargo, si L > 0, la corriente no puede cambiar instantAneamente;
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depender4 del tiempo f. Sea I{§) (amperias) la corriente fsegundas después de cerrar el interruptor, Se sabe
que I(#) satisface el problema de valor inicial

L R=v
{ & roy =0

Calcule (). ;Cuanto vale lim,,., K#? ;Cuénto tiempo debe transcurrir después de que se clerra el
interruptor para que la corriente alcance el 90% de su valor limite?

I V
il

Figura 7.63 Un circuito resistencia-inductancia,

dl R v
Solucién La ecuacién diferencial se puede escribir en la forma —+— /= T Es lineal y su factor de

dt L
integracién es ¢, siendo

R Rt
F(f)=JIdf=I
Por tanto,
d dar R v
LT T V7 S s W
AR Ew(d+L0 g

SRy }—fj e“"”dr=ge“’“ +i

Ih = £+ Ce= 5"

Como f{0) = 0, tenemoas que 0 = (V/B) + C, por lo que €= — /K. Por tanto, la intensidad de corriente en
cualquier instante ¢ > 0 es

K =£ﬂ—€mﬂ

Observando esta solucién resulta claro que lim,,, /() = V/R, la corriente en estado estacionario es la co-
riente que circularfa si la inductancia fuera cero.
I} alcanzara el 90% de su valor limite cuando

V

90 V

100 R

Fsta ecuaci6n implica que e #* = 1/10, o t = (LIn10)/R. La intensidad de corriente alcanzar4 el 90% de
su valor limite en (LIn 10)/R segundos. -

Nuestro ejemplo final revisa un problema tipico de serie de pagos considerado en la Seccién 7.7.
Esta vez trataremos el problema como un problema de valor inicial utilizando la ecuacién dife-
rencial,

Se abre una cuenta de ahorro con un depésito de A euros. En cualquier instante ¢ poste-
rior, el dinero se deposita en la cuenta de forma continua con una velocidad de (C + Dj € al afio. Si la
cuenta tiene un interés nominal de 100%£% al afio, computado de forma continua, calcule el estado de la
cuenta B{f) euros transcurridos t afios. Ilustre la solucién con los datos A = 5000, C'= 1000, D = 200,
R=0.13yt=5,
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Solucién Como se indicd en la Seccién 3.4, el computo continuo de interés con una tasa nominal de
100R% hace que 1 € aezca hasta valer ¥ € en t afios. Si no hublera depésitos posteriores, el estado de la
cuenta crecerfa de acuerdo con la ecuacién diferencial del crecimiento exponencial:
dB
—=RRB
dt
Al permitir un crecimiento adicional debido a la aportacién de depdsitos, podemos observar que B debe
cumplir la siguiente ecuacién diferencial:
dB
T RB+(C+ Dy
o, en otros términos, dB/dt— RB= C + Dt, Se trata de una ecuacion lineal en B con p(f) = — R. Por tanto,
podemos tomar u(f) = — Rty e? = =™, Ahora calculamos

;f (e~ ®B()) = e_‘?’d—B — Re ®B(H = (C+ Dhe ™

dt
Y
E‘REB(Q=J(C+Dﬁe‘E’dr Sea U=C+Dt dV=e®dt
Siendo dU= Dd, V= —eRR
_ CriE o JBF o
= IS e +Rje dt
_ C+Dt _, D B
Wosom R g + K (K = constante)
Par tanto,
L CEDE B g
By = A E+Ke“'
c D cC D
Como A= B(0) = — 5~ 75 + K tenemos que K=A+ =+
C D cC+Dt D
B“"(“FF)F“‘T ®

Para la {lustracién A = 5000, C= 1000, D= 200, R=0.13 y t = 5 obtenemos, utilizando la calculadora,
B(5) = 19 762.82. La cuenta contendra 19 762.82 € después de cinco afios, en estas circunstancias,

|
Ejercicios 7.9
Resuelva las ecuaciones separables de los Ejercicias 1-10, 9, % =2+¢ 10 g =yF(1-p
. g = %r 2 % = ? Resuelva las ecuaciones lineales de los Ejercicios 11-16,
3.% § -l%=x2yz ﬂ.g—%};f 12%4—%};%
5%":;? ﬂE=Exgenf 13%+2y=3 14g+y=e"
7.g=1—f II%:=1+J/2 15.%+y=x lﬂ.g+2€y=e'



Resuelva los problemas de valor inicial de los Ejercicios
17-20.

dy
17. | 5+ W0y=1

2 i | aey= 1
¥(1/10) = 2/10 10) =1

—_ 1/x - —EENn X
- {fy + y=¥e - {y + (cosx)y = 2xe

M1) =3e Ym) =0
Resuelva las ecuaciones integrales de los Ejercicios 21-24.
N } 4 t B X Mﬂ)z
2. y(x=2+ Uﬁdr E.y(x)—1+-|.ﬂl+!2dr
UL o [ gt
23 y=1+ M+ ) uy(x]-3+-|.ue dt

25 Sia> b>0en el Ejemplo 5, calcule lim,, , x(f).
28 Sib> a>0enel Ejemplo 5, calcule lim,, , x(f).

27. ;Por qué no es valida la solucién dada en el Ejemplo 5
para a = b? Calcule la solucién para el caso a= b,

28 Un objeto de masa m que cae cerca de la superficie de
la tierra es retrasado por la resistencia del aire
proporcional a su velocidad de forma que, de acuerdo
con la Segunda Ley del Movimiento de Newton,

dv
m E =mg— ky
slendo v = v(#) la velocidad del objeto en el instante ¢,

y £ la aceleracién de la gravedad cerca de la superficie
de la tierra. Suponiendo que el objeto parte del reposo

Repaso del capitulo

CAPITULO 7. Aplicaciones de la integracion 507

en el instante ¢ = 0, es declr, ¢(0) = 0, calcule la
velocidad v(f) para cualquier instante £ > 0 (hasta que
el objeto llega al suelo). Demuestre que (4 tiende a un
determinado limite cuando f— oo, ;Es necesaria la
férmula explicita de v(f) para determinar esta velocidad
limite?

29. Repita el Ejercicio 28, con la tnica diferencia de
asumir que la resistencia del aire es proporcional al
cuadrado de la velocidad, de forma que la ecuaci6n del
movimiento es

m%= mg — kv’

30. Calcule el ahorro acumulado tras un afio si el estado
inicial de la cuenta era de 1000 €, el interés se paga de
forma continua en la cuenta con una tasa nominal del
10% anual, computado de forma continua, y la cuenta
disminuye de forma continua (por ejemplo, debido a
los impuestos) con una velocidad de y#/1 000 000 de
eurcs al afio, slendo y= y{#) el estado de la cuenta
transcurridos ¢ afios, ; Cudnto puede crecer la cuenta?
¢ Cuénto tiempo debera transcurrir para que la cuenta
alcance la mitad del valor maximo?

31. Calcule la familia de curvas que cortan a las hipérbolas
xy= C formando 4ngulos rectos.

32. Repita la solucién al problema de concentracién del
Ejemplo 4, cambiando la velocidad de entrada de
salmuera en el tanque a 12 I/min y dejando todos los
otros datos con el mismo valor del ejemplo. Nétese
que el volumen de liquido en el tanque ya no es
constante con el tiempo,

Ideas clave
¢ ;Qué sigmificoan Ias signientes frases?

< Sélido de revolucién.

< Hemento de volumen,

¢ Longitud de arco de una curva,

<& Momento de un punto de masa m respecto a x= 0,
< Centro de masas de una distribucién de masas.

¢ Centroide de una regi6n plana.

¢ Eruacién diferencial separable de primer orden.

¢ Ecuacién diferencial lineal de primer orden.

¢ Sea D la regién planma 0 < y< f{9), a< x<h
Utillice integrales para representar lo siguiente:

< El volumen generado al rotar D alrededor del eje x.

< El volumen generado al rotar D alrededor del eje y.
< El momento de D respecto al eje y.
< El momento de D respecto al eje x.
< H centroide de D.
* Sea Cla anrva y= (), a< x< h Utilice

integrales para representar lo siginienie:
¢ La longitud de C.

< H 4rea de la superficie generada al rotar C adrededor
del eje x.

< El drea de la superficie generada al rotar C adrededor
del eje y.

Ejercicios de repaso

1. La Figura 7,64 muestra la seccién cruzada a lo largo de
los ejes de dos carretes circulares, El carrete de la
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zquierda puede almacenar 1000 m de hilo si se enrolla
completo perfectamente. ; Cudntos metros de hilo del
mismo tamafio puede almacenar el carrete de la
derecha?

l—3 cm—+| |,._3 cm4>|
Igm T
5cm 3em| = |+lem Sem
L | \\ i
- k1lem
Figura 7.64

2. El agua de un cuenco se evapora con una velocidad
proporcional al 4rea de su superficie. Demuestre que la
profundidad de agua en el cuenco disminuye con una
velocidad constante, independientemente de la forma
del cuenco,

3 Un barril mide 4 pies de altura y tiene un volumen
de 16 pies ctibicos. Su base y su tapa son discos 22
circulares de radio 1 ple, y su pared lateral se obtiene
rotando la parte de la parabola x = a — by que est4
entre y= —2 y y = 2 alrededor del eje y. Calcule,
aproximadamente, los valores de las constantes
positivas ay b.

4. El sélido de la Figura 7.65 se corta de un cilindro
vertical de radio 10 cm mediante daos planos que
forman 4ngulos de 80° con la horizontal, Calcule su
volumen,

Figura 7.65

3. Calcule con cuatro cifras decimales de precision =
el valor de la constante positiva a para laque la (=5
curva y = (1/a) cosh ax tenga una longitud de arco de
dos unidades entre x=0y x= 1.

6. Calcule el 4rea de la superficie que se obtiene rotando
la curva y= ﬁ (0 < x < 6) alrededor del eje x.

7. Calcule el centroide de la regién plana x= 0, y =0,
£ +4 <4,

& Una placa plana con forma de disco circular tiene un
radio de 3 pies y su densidad de 4rea es constante, Se

corta un agujero circular de radio 1 ple, centrado a una
distancia de 1 pie desde el centro del disco. Calcule el
centro de masas de la parte restante del disco,

8. De acuerdo con la Ley de Boyle, si un gas se expande
0 se comprime isotérmicamente el producto de su
presién por su volumen permanece constante, El
cilindro de la Figura 7.66 se llena con un gas que
realiza una fuerza de 1000 N sobre el pistén cuando
éste estd a 20 cm por encima de la base del cilindro.
(Cuénto trabajo realiza el pistén si comprime el gas
isotérmicamente, descendiendo hasta una altura de
5 cm por encima de la base?

I I piston |

gas

Figura 7.66

10. Suponga dos funciones fy g que tienen la siguiente
propledad: para todo a > 0, el sélido producido al rotar
la regién del plano xy limitada por y = f(¥), y= g(x),
x=0y x= adrededor del eje x tlene el mismo
volumen que el sélido que se produce al rotar la misma
region alrededor del eje y. Qué se puede decir sobre f

y &

11. Calcule la ecuaci6én de la curva que pasa por el punto
(2, 4) y tiene pendiente 3y/(x— 1) en cualquier punto
(x, 1) de la misma,

12. Obtenga una familia de curvas que corte a las elipses
de la forma 3¥° + 4)* = C formando 4ngulos rectos,

18 Los ingresas y los gastos de un negocio estacional
producen depésitos y retiradas de una cuenta de un
banco, que se pueden modelar en forma de una
velocidad de flujo en la cuenta de A() € al afio en el
instante ¢ (afios), siendo P(#) = 10 000sen (2x). Si el
interés de la cuenta tiene una tasa instantanea del 4%
anual y hay 8000 € en el instante = 0, jcudnto habra
en la cuenta dos afios més tarde?

Problemas avanzados

L Lacurva y= e “senx (x > 0) se rota alrededor del eje
X para generar una ristra de «gotas» cuyos voliimenes
disminuyen hacia la derecha si k > 0.



(a) Demuestre que la relacién entre el volumen de la
gota (n+1) y la gota n depende de £ pero no de n.

(b) ¢Para qué valor de k es igual a 1/2 la relacion del
apartado (a)?

(c) Calcule el volumen total de todas las gotas en
funcién de &= 0.

2 (Conservacidn de tierra) Una paisajista desea crear a

nivel del suelo un estanque con forma de anillo, con un
radio exterior de 10 m y una profundidad méaxima de

1 m rodeando una colina que se construira utilizando la
tierra excavada para formar el estanque (véase la Figura
7.67). Decide utilizar un polinomio de cuarto grado para
determinar la forma de la secci6n cruzada de la colina y
del fondo del estanque: a una distancia de r metros del
centro de la composicién, la altura por encima o por
debajo del nivel normal del suelo sera

KD = al® — 100)(* — ¥) metros

para algin valor a > 0, siendo £ el radio interior del
estanque. Calcule k y a de forma que se cumplan los
requisitos dados anteriormente,

(Cuanta tierra se debe mover del estanque para
construir la colina?

3 (Diseiio de un cahete) El morro de un cohete es =

un sélido de revolucién con radio en la base r

y altura A El morro se debe unir suavemente con el
cuerpo cilindrico del cohete (véase la Figura 7.88).
Tomando como origen la punta del morro del cohete y
como eje x el eje central del cohete, se pueden obtener
varias formas de morro rotando la curva cibica:

y=f(d =ax+ b + &

y

y=ax + bx? + ex?
V i
x

S
N

alrededor del eje x. La curva cibica debe tener
pendiente 0 en x = A, y su pendiente debe ser positiva

Figura 7.68
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para 0 < x < A Calcule la curva cibica concreta que
maximiza el volumen del morro, Demuestre también
que esta eleccion de la curva cibica hace la pendiente
dy/dxen el origen lo més grande posible y, por tanto,
corresponde al morro mas puntiagudo.

4 (Splines cuadrdticos) Sean A= (x,, y)), B=(x, y,)

y C= (x5, J5) tres puntos que cumplen x; < X <Xx;. 52
Una funcién f{x) cuya gréfica pasa por los tres puntos
se denomina spline cuadrdtico si f(x) es una funcién
cuadratica en el intervalo [x;, x;] y, posiblemente, una
funcién cuadrdtica diferente en el intervalo [x;, x3], y las
dos funciones cuadraticas tienen la misma pendiente en
x,. En este problema, tome A = (0, 1), B=(1,2) y
C=(3,0).

(a) Obtenga una familia f(x, m) de splines cuadraticos
de un pardmetro que pasen por 4, By C y que
tengan pendiente m en B,

(b) Calcule el valor de m para que la longitud de la
grafica y= f(x, m) entre x= 0y x= 3 sea minima,
¢ Cuénto vale dicha longitud minima? Compérela
con la longitud de la linea poligonal ABC.

Se debe construir un muro de cemento con forma =
de anillo circular, con una altura méaxima de 2 m,
un radio interior de 15 m, y una anchura de 1 m a nivel
de tierra, de forma que su radio exterior sea de 16 m
(véase la Figura 7.69). La secci6n cruzada transversal de
la pared a una distancia de 15 + x m del centro del
anillo tiene la forma de la funcién cibica

£ = 1 — H(ax+ H m

que no se debe anular en ningiin punto del intervalo
abierto (0, 1). Calcule los valores de ay b que
minimizan el volumen total de cemento necesario para
construir el muro,

Figura 7.69

(Vahumen de una bala n-dimensional) El espacio
euclideo r-dimensional esta formado por los puntas 155
(X1, Xz, ..., Xy con n coordenadas reales, Por analogfa
con el caso tridimensional, denominaremos al conjunto
de puntos que cumplen la desigualdad

¥+ x+ .+ &< P, bola n-dimensional centrada en
el origen. Por ejemplo, la bola unidimensional es el
intervalo —r< x, < r, cuyo volumen (es decir,
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+L

longitud) es V() = 2r. La bola bidimensional es el
disco ¥} + ¥ < r*, cuyo volumen (s decir, drea) es

mm=ﬁ=frzM—fﬂ
=ergﬁfﬁﬂ

El volumen de la bola tridimensional ¥ + x5 + x5 < /#

es
V(0 =%zu“= I a1 — ) dy
=J Vo (/=) dx
Por analogfa con estas férmulas, el volumen V(1) de

una bola ndimensional de radio res la integral del
volumen de la bola (n — 1)-dimensional de radio

JF—xdesde x= —rhastax=r
Va(D =Jq Vi (U =2

Utilizando un programa de matematicas por computador,
calcule Vy(n, V5(n), ... Vip(n) y plantee férmulas para
V5,(1) (las bolas de dimensién par) y V,,, (s} (las bolas
de dimensién impar). 51 su programa de matematicas
por ordenador es lo suficientemente potente, podra
verificar sus planteamientos por induccién. Si no es asi,
utilicelos para predecir V), (r) y V,,(r); después
compruebe su previsién empezando con Vi (5.

(El problema de la agnja de Buffon) Una superficie
plana horizontal estd marcada con lineas paralelas
separadas 10 cm, como se muestra en la Figura 7,70,
Se lanza una aguja de 5 cm de longitud de forma
aleatoria en la superficie. Calcule la probabilidad de
que la aguja corte a una de las lineas. Sugerencia:
Consideremos como punto de referencia el extremo
«inferior» de la aguja (es decir, el que apunta hacia
abajo de la pagina en la figura). Si los dos extremos

10 cm

10 ¢m

10 cm

Figura 7.70

+8 (Aproximacién al drea de superfide

estdn a la misma altura, se utilizar4 el extremo
zquierdo. Sea y la distancia desde el punto de
referencia a la linea mas cercana por encima de él, y
sea el dngulo que forman la aguja y la recta que se
extiende hacia la derecha desde el punto de referencia
en la figura. ;Cudles son los posibles valores de yy de
67 Dibuje en un plano con coordenadas cartesianas ¢ e
¥, la regién formada por todos las puntos (6, y)
correspondientes a las posibles posiciones de la aguja.
Dibuje también la regién correspondiente a aquellas
posiciones en las que la aguja cruza una de las lineas
paralelas, La probabilidad pedida es el 4rea de la
segunda region dividida por el 4rea de la primera.

+8& (El camino de un remolgue) Obtenga la ecuacion

¥ = f(x) de una curva en el primer cuadrante del plano
xy, empezando en el punto (L, 0) y con la propiedad de
que si la tangente a la curva en P cruza al eje yen Q)
entonces la longitud de P¢) es la constante L (véase la
Figura 7.71). Esta curva se denomina traciriz, del
participio latino fractus, que significa arrastrado.
Corresponde al camino del extremo trasero P de un
remolque de longitud L, originalmente dispuesto a lo
largo del eje x, cuando es remolcado (arrastrado) por
un tractor ¢ que se mueve por el eje y, alejandose del
arigen,

[oX

(L.

Figura 7.71

de mn
Un gedgrafo fisico que estudia el flujo de las corrientes
que rodean piedras ovales necesita calcular las 4reas de
superficie de muchas pledras que se modelan como
elipsoides:

£ F 7

?+F+?=l



Desea obtener una férmula simple de dicha 4rea de
superficie, de forma que la pueda incluir en una hoja
de céalculo que contenga las medidas a, by c de las
pledras, Desafortunadamente, no hay una férmula
exacta para calcular el drea de un elipsoide general por
medio de funciones elementales. Sin embargo, si
existen férmulas para elipsoides de revolucién, donde
dos de los tres semiejes son iguales. Este tipo de
elipsoides se denominan esferoides; un esferoide
oblado (como la tierra) tiene sus dos semiejes mas
largos iguales; un esferoide prolado (como un balén de
rughy) tiene sus dos semiejes mas cortos iguales. Una
aproximacién razonable para calcular el 4rea de un
elipsoide general se puede obtener mediante
interpolacién lineal de esos dos casas.
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Para concretar, supongamos que los semiejes se
disponen en orden decreciente a2 b= ¢ y sea el 4rea
de la superficie S(a, b, o).

(a) Caleule S(a, a d, el drea de un esferoide oblado,
(b) Calcule S(a, c, 9, el 4rea de un esferoide prolado.
(c) Construya una aproximacién a Sa, b, d que divida
el intervalo desde S(a, a, ¢ hasta S(a, ¢, g enla
misma proporcién que b divide el intervalo desde a
hasta .
(d) Aproxime el 4rea del elipsoide
f

4
§+I+22=1

utilizando el método anterior,






