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Capitolul 1

ELEMENTE DE TEORIA
SPATIILOR METRICE

1.1 Introducere

1.1.1 Elemente de teoria teoria multimilor

Notiunea de multime este o notiune primara. O multime X este precizata fie prin in-
dicarea elementelor sale, X = {z1,z,...,2,}, fie prin indicarea unei proprietati P ce
caracterizeaza elementele multimii, X = {x| x are proprietatea P}.

Daca x este element al multimii X scriem x € X, daca x nu este element al multimii
X scriem x ¢ X.

Multimile X si Y sunt egale daca sunt formate din aceleasi elemente. Deci

X=Y pentru z€ X< zxeY.

A este submulfime sau parte a multimii X si se noteaza A C X sau X D A, daca
re A= zxecX.

Evident ca X =Y dd. X CYsiY C X.

Multimea care nu contine nici un element se numeste mulfimea vidd, se noteaza cu ()
si este submultime a oricarei multimi X.

Multimea partilor unei multimi X se noteaza P(X).

Fie A gi B doud mul{imi oarecare. Multimea AU B = {z | x € A sau © € B} se
numeste reuniunea multimilor A i B, iar multimea AN B = {x | x € A i x € B} se
numeste intersectia multimilor A si B.

Multimile A i B se numesc disjuncte daca AN B = (). Multimea A\ B ={z | z €
A gi x ¢ B} se numeste diferenta multimilor A gi B, in aceasta ordine. Daca B C A,
diferenta A \ B se noteaza C4oB si se numeste complementara multimii B relativa la
multimea A.

Prin produs cartezian al multinilor A, A, ..., A,, In aceasta ordine, Intelegem mul-
timea sistemelor ordonate de n elemente (n-uple) (aj,as,...,a,) cu a; € A;, i = 1,n,

9



10 CAPITOLUL 1. ELEMENTE DE TEORIA SPATIILOR METRICE

adica
Al XAQ X oo XAn:{(al,ag,...,an), CLiEAZ', Z:L_TL}

Elementele (a1, as, ..., a,) si (by,bs, ..., b,) sunt egale dacd a; = b;, i = 1, n.
Daca A; = A, i = 1,n, se foloseste notatia A x A x --- x A= A"

1.1.2 Notiunea de aplicatie

Fie X si Y doua multimi nevide. Se numeste aplicatie f a multimii X in mulfimea Y
o corespondenta prin care fiecarui element x € X i se asociaza in mod unic un element
yevy.

Orice aplicatie f : X — Y trebuie conceputa ca ansamblul format din trei elemente:
multimea X numita mulfimea de definitie, multimea Y numita multimea in care f ia
valori si legea de corespondenta f.

Daca y € Y corespunde elementului z € X, atunci notam y = f(z) sau z — f(x).
In acest caz y se numeste imaginea lut x prin f sau valoarea aplicatier f in x, iar x se
numeste contraimaginea sau imaginea inversa a lui y prin f.

Pentru notiunea de aplicatie se mai utilizeaza denumirile de functie, transformare,
operator, sau functionald.

Multimea aplicatiilor definite pe X cu valori in Y se noteaza cu F(X,Y).

Aplicatiile f1, fo € F(X,Y) se numesc egale, f1 = fo, daca fi(z) = fo(x), Vo € X.

Fie aplicatia f: X - Y si A C X, B C Y. Multimea

fA) ={y=f)|veA}={yeY|TFzecd y=fr)}CY

se numeste imaginea multimii A prin f, iar multimea
ff'B)={zeX | fx)e B}c X

se numeste contraimaginea mulfimii B prin f. Daca B = {y} se foloseste notatia
fHy) = f'{yh), adica fH(y) ={z € X | f(z) =y} C X.

Multimea Gy = {(z, f(z)) | z € X} C X x Y se numeste graficul aplicatiei f: X —
Y.

Aplicatia f : X — Y se numeste injectiva daca
Vi, o € X, 11 # 29 = f(11) # f(72),

care este echivalenta cu implicatia f(z) = f(x2) = x1 = xs.

Aplicatia f : X — Y este injectiva dacd pentru orice y € Y, multimea f~!(y) contine
cel mult un element.

Aplicatia f : X — Y se numeste surjectivd sau aplicatie a lui X pe Y daca f(X) =Y,
adica daca oricare ar iy € Y, exista x € X al. f(z) =v.

Aplicatia f : X — Y se numeste bijectiva daca este injectiva si surjectiva.

Fie aplicatiile f : X — Y sig:Y — Z. Aplicatia go f : X — Z definita prin
(gof)(x) = g(f(x)), pentru orice z € X, se numeste compunerea sau produsul aplicatiilor
f si g, In aceasta ordine.
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Daca f : X - Y, 9g:Y - Zsih:Z — U, atunci ho (go f) = (hog)o f, deci
compunerea aplicatiilor este asociativa.

Aplicatia 1x : X — X (saui: X — X) definita prin 1x(z) = x, pentru orice z € X,
se numeste aplicatia identica a multimii X.

Aplicatia f : X — Y se numeste inversabild daci exista aplicatia f~1 : Y — X,
numita inversa lui f, a.i.

flof=1x, fof'=1y. (1.1)
Teorema 1.1 O aplicatie inversabila are inversa unica.

4 S& presupunem ci ar exista dous aplicatii f; ', f; ' 1 Y — X care satisfac conditiile

(CI). Atunci
fit=lxofyt=(fitof)ofs' =fito(fofi)=filoly=fi"p
Teorema 1.2 Aplicatia f : X — Y este inversabila d.d. este bijectiva.

< Necesitatea. Daca f este inversabild i f~! este inversa sa, are loc (ILT)). Cu (L)),
avem ca

Vo, o€ X f(a1) = fla) = (f Lo f)(x) = (fof)a) =z, = 1.

Deci f este injectiva.
Aplicatia f este gi surjectiva deoarece, din (L)), avem

y=1y(y) = (fo f O =f(f"), Yyey,

de unde rezulta ca orice y € Y este imaginea unui element x € X. Acest element este
z=f"(y).
Suficienta. Fie f : X — Y o aplicatie bijectiva. Definim aplicatia f~!: Y — X
prin conditia
r=fty) ey=f(x), r€X,ycY. (1.2)

Aplicatia f~1 este bine definita deoarece f este injectiva si surjectiva. In plus, avem
fHf@) =2, Ve e X, Vy ey,

adica aplicatia definita prin (I.2]) satisface (1)), si tinand seama de Teorema [[T], rezulta
ca aceasta este inversa aplicatei f. >

O aplicatie f : N — X se numeste gir de elemente din X. Se noteaza x, = f(n) si se
numeste termen general al sirului. Un sir este bine determinat de termenul sau general.
Vom nota un sir prin (z,),en sau simplu (x,).
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1.2 Definitia spatiului metric

Fie X o multime nevida.
Definitia 1.1 Aplicatia d : X x X — R se numeste metrica sau distanta pe X daca
satisface urmatoarele proprietati, numite axiomele metricii:

1°.d(z,y) >0, Ve,y € X sid(zx,y) =0d.d z =y,

2°. d(z,y) =d(y,z), Vo,y € X,

3% d(z,y) < d(z,z)+d(z,y), Vo,y,z € X.

O multime X pe care s-a definit o metrica se numeste spatiu metric, (X, d).
Elementele unui spatiu metric se numesc puncte.

Exemplul 1.1 Aplicatia d : R x R — R definita prin
d(z,y) =lz—y|, Vo,yeR
este o metrica pe R. Deci (R, d) este un spatiu metric.

Exemplul 1.2 Multimea Q a numerelor rationale impreund cu aplicatia d(z,y) = |z—y|
este un spatiu metric.

Exemplul 1.3 Pe multimea C a numerelor complexe, aplicatia
d(z1,2) = |21 — 22 = /(21 — 22)> + (1 — )%, V2r = 2 +iye € C

este o distanta. Deci (C,d) este un spatiu metric.

Exemplul 1.4 Multimea punctelor spatiului fizic inzestrata cu aplicatia care asociaza
fiecarei perechi P gi QQ de puncte distanta d(P, Q) dintre cele doud puncte este o metrica.

Daca pe X se definesc metricele d; §i do, atunci (X, d;) §i (X, d2) sunt spatii metrice
distincte.
Metricele d; si ds se numesc echivalente daca exista a,b € R, 0 < a < b a.l.

adi(z,y) < do(z,y) < bdi(z,y), Va,ye X.

1.3 Multimi de puncte dintr-un spatiu metric

Fie (X, d) un spatiu metric, o € X si € > 0. Se numeste sferd deschisa cu centrul in
Zo §i de raza £, multimea

S(xg,e) ={x € X | d(x,z0) < €}.

Se numeste sfera inchisa cu centrul in zq si de raza e, multimea

S(xg,e) ={x € X | d(z,z0) < €}.
Exemplul 1.5 In (R,d), sfera deschisi
S(xo,e) ={r € R|d(x,x0) = |v — x| < e}

este intervalul deschis (xg — e, 20 + €).
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Exemplul 1.6 In spatiul metric al punctelor din plan unde d(P, Q) este distan{a dintre
punctele P $i Q ale planului, sfera deschisa S(Py,€) este multimea punctelor din interiorul
cercului cu centrul in Py si de razd e, iar sfera inchisd S(wg,€) este formatd din multimea
punctelor din S(xg,€) la care se adauga punctele de pe cercul cu centrul in Py si de raza
€.

Exemplul 1.7 In spatiul fizic, S(Py,€) este formata din multimea punctelor situate in
interiorul sferei cu centrul in Py $i raza €.

Denumirea generala de sferd pentru multimea S(xg,¢) dintr-un spatiu metric isi are
originea in acest exemplu.

Se numeste vecinatate a punctului xg € X orice multime V' C X care contine o sfera
deschisa cu centrul in zy. Prin urmare, V este vecinatate a lui xy daca exista ¢ > 0 a.l.
S(xg,e) C V.

Orice sfera deschisa S(zg, ) este vecinatate a lui x.

O multime A C X este marginita daca exista o sfera inchisa care contine pe A, adica

29 € X, M > 0 pentru care A C S(zg, M),
ceea ce este echivalent cu
Jxg € X, AM > 0 pentru care d(z,x9) < M, Vz € A.

Punctul x € A se numeste punct interior al multimii A daca exista o vecinatate V' a
lui x inclusa in A, V C A.

Tinand seama de definitia vecinatatii unui punct, rezulta ca x este punct interior al
multimii A daca exista ¢ > 0 a.l. S(z,e) C A.

Multimea punctelor interioare ale multimii A se numeste interiorul lui A si se noteaza
cu Int A.

O multime formata numai din puncte interioare se numeste multime deschisa. Deci
A este deschisa daca A = Int A.

Sferele deschise sunt multimi deschise. O multime deschisa este vecinatate pentru
orice punct al ei. intreg spatiul X este o multime deschisa.

Un punct interior complementarei multimii A se numeste punct exterior lui A iar
Int CA se numeste exteriorul lui A.

Punctul x € X se numeste punct aderent al multimii A daca orice vecinatate V' a sa
contine cel putin un punct din A, adicd VN A # 0.

Orice punct = € A este punct aderent al multimii A. Un punct x aderent al lui A
poate sau nu sa apartina multimii A.

Multimea punctelor aderente ale lui A se numeste aderenta sau inchiderea lui A §i se
noteazi cu A.

O multime care isi contine toate punctele aderente se numeste mulfime inchisa. Deci
A este o multime inchisa daci A = A.

Sferele inchise sunt multimi inchise. intreg spatiul este o multime inchisa.

Punctul x € X se numeste punct de acumulare al multimii A daca orice vecinatate V'
a sa contine cel putin un punct din A, diferit de x, adica V N (A \ {z}) # 0.
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O multime formata din puncte de acumulare se numeste mulf{ime perfecta.

Punctul x € A se numeste punct izolat al multimii A daca nu este punct de acumulare
al multimii A, adica daca exista o vecinatate V a sa ai. VN (A\ {z}) = 0.

O multime formata numai din puncte izolate se numeste multime discreta.

Orice punct de acumulare este punct aderent. Orice punct aderent al unei multimi A
care nu apartine lui A este punct de acumulare al lui A.

Orice vecinatate a unui punct de acumulare al multimii A contine o infinitate de
puncte din A. De aici rezulta ca o multime care are un punct de acumulare este o
multime infinita si deci multimile finite nu au puncte de acumulare. Nu toate multimile
infinite au insa puncte de acumulare. De exemplu, multimea N a numerelor naturale nu
are puncte de acumulare.

Teorema 1.3 Multimea A este inchisa d.d. isi contine toate punctele de acumulare.

< Daca A este inchisa isi contine punctele aderente. Cum orice punct de acumulare
este punct aderent, rezulta ca A isi contine toate punctele de acumulare.

Reciproc, daca A isi contine toate punctele de acumulare, atunci orice punct aderent
este in A. Daca ar exista un punct aderent al lui A care nu ar fi din A, el ar fi punct de
acumulare pentru A si deci A nu gi-ar contine toate punctele de acumulare. Contradictie.
Deci A este inchisa. >

Punctul z € A se numeste punct frontiera al multimii A daca orice vecinatate V' a sa
contine atat puncte din A cat si puncte din complementara lui A.

Un punct frontiera este punct aderent atat pentru multimea A cat si pentru CA.

Multimea punctelor frontiera ale multimii A se numeste frontiera lui A si se noteaza

cu Fr A sau 0A.

1.3.1 Spatii liniare normate

Fie V' un spatiu liniar peste corpul K (R sau C).

Definitia 1.2 Aplicatia ||-|| : V — R se numeste norma pe V' daca satisface urmatoarele
ariome:

1° ||x[| >0,Vx eV si|x|| =0 dd x=0,

2. |jax|| = Ja| x|, Va € K, ¥x € V,

3. x -+ yll < lIxl| + llyll, Y.y € V.

Numarul real nenegativ ||x|| se numegte norma vectorului x.
Un spatiu liniar pe care s-a definit o noma se numeste spatiu liniar normat.
Daca (V|| - ||) este un spatiu normat, aplicatia d : V' x V — R,

dx,y)=|lx—-vyll, Vx,y €V,

defineste o metrica pe V', numita metrica indusa de normd.

Fie V un spatiu liniar real. O aplicatie a lui V x V in R se numeste produs scalar pe
V' daca satisface urmatoarele axiome:

l.x-x>0,VxeVgix-x=0d.d x=0,
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2.xy=y-x, Vx,y € V,
3. (ax) -y =a(x-y), VaeR, Vx,y € V,
4. (x+y)-z=x-z+y- -z Vx,y,z€ V.

Numarul real x -y se numeste produsul scalar al vectorilor x si y. Se noteaza cu

x2 =x-X.

Un spatiu liniar real pe care s-a definit un produs scalar se numeste spatiu euclidian
sau spatiu prehilbertian. Se noteaza cu E.

Teorema 1.4 (Inegalitatea lui Schwarz-Cauchy) Pentru orice X,y € E avem
x -y < VX2 /y2 (1.3)

dDacax =0sauy=0, cum x-0 =0, 0-y = 0, (IL3)) este adevarata. Pentru
X,y € E/, x # 0, oricare ar fi A € R avem

Mx+y)=xN+2(x-y)A+y* >0, (1.4)
care are loc d.d. (x-y)? —x?y? <0, echivalenti cu (L3). >
Teorema 1.5 (Inegalitatea lui Minkowski) Pentru orice x,y € E avem
Vx+y)? < Vx4 4/y (1.5)
< Folosind inegalitatea (L3]) putem scrie
x+y)?=x+2(x-y)+y <X+ 2V2/y2 +y° = (VX2 + /y?)?,

de unde obtinem (LH). >
Aplicatia || - || : E — R, definita prin

Ix|| = VX2, VxekE (1.6)

este o norma pe E. Ea se numeste norma indusa de produsul scalar sau norma euclidiana.
Un spatiu euclidian este deci un spatiu liniar normat, cu norma indusa de produsul
scalar.
Norma euclidiana pe E induce metrica d : £ X E — R,

d(x,y) =[x —yl[ = V(x—y)* (1.7)

care se numeste metrica euclidiana. Deci un spatiu euclidian este un spatiu metric, cu
metrica euclidiana.
Cu notatia ([[L0]), inegalitatile lui Cauchy si Minkowski se scriu

x-yl < [x[[llyll, Vxye€kE,

I +yll <Ixl[+lyll, vVxyekE.
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1.4 Multimea numerelor reale

In raport cu operatiile de adunare si iInmultire R formeaza un corp comutativ. In
raport cu aceleasi doua operatii R formeaza un spatiu liniar real. Multimea R poate fi
organizata ca spatiu metric.

Fie  un numar real. Se numeste valoare absoluta sau modul al numarului real x
numarul |z| definit prin

x, x>0,
|z| = 0, =0,
—z, = <0.

Functia modul are urmatoarele proprietati:

1°. || >0, Vx€eRsi |z =0d.d. z =0,

20 |l +y| < |a[+|yl, Yo,y €R,

3% |lzyl = |2|lyl, Vz,y€R,

4° x| <edd —e<z<e.

Din 1°; 2° i 3° rezulta ca functia modul este o norma pe spatiul liniar real R. Deci
R este un spatiu liniar normat. Aplicatia d : R x R — R definita prin

determina pe R o metrica. In raport cu aceasta metrica R formeaza un spatiu metric.

1.4.1 Multimi marginite de numere reale

Fie A o multime nevida de numere reale. Spunem ca A este marginitd superior sau
majorata daca exista un numar real b a.i. x < b, pentru orice x € A. Numarul b se
numeste majorant al multimii A.

Notiunea de multime majorata se poate defini si pentru multimi de numere rationale.
Ceea ce deosebeste multimea R de multimea Q a numerelor rationale este axioma lui
Cantor a marginii superioare, care sta la baza obtinerii tuturor rezultatelor profunde ale
analizei matematice si pe care o enuntam mai jos.

Axioma lui Cantor. Orice multime nevida majorata A C R admite un cel mai mic
magjorant.

Cel mai mic majorant al multimii majorate A se numeste marginea superioarda a lui
A sau supremum de A si se noteaza sup A.

Exemplul 1.8 Sd consideram multimea A = {x € Q | 2 < 3}. Multimea A, ca
submultime a lut R, este majorata, de exemplu de 2, dar si de aproximatiile succesive prin
adaos ale lui v/3: 1,8, 1,74, 1,733 etc. precum si de /3. Conform aziomei lui Cantor
A admite un cel mai mic majorant. Se poate ardta cd sup A = /3. Ca submultime a
lui Q, are numerele de mai sus ca majoranti, cu exceptia lui /3 care nu apartine lui Q.
Deci ea nu admite un cel mair mic majorant numar rafional.

Numarul real M este marginea superioara a multimii A, M = sup A, daca M este
majorant al multimii A gi este cel mai mic majorant. De unde teorema care urmeaza.
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Teorema 1.6 (de caracterizare a marginii superioare) Numdrul M = sup A d.d.

1 <M, VxeA (M este majorant al mulfimii A),

2°.Ve >0, dx. € A a.i. x. > M—¢ (orice numar mai mic decat M nu este majorant
al lui A).

Spunem ca multimea A de numere reale este marginita inferior sau minorata daca
exista un numar real a a.l. a < z, pentru orice z € A. Numarul a se numeste minorant
al multimii A.

Folosind axioma lui Cantor se poate stabili urmatoarea

Teorema 1.7 Orice multime nevida minorata A C R admite un cel mai mare minorant.

Cel mai mare minorant al multimii minorate A se numeste marginea inferioara a lui
A sau infimum de A si se noteaza inf A.

Numarul real m este marginea inferioara a multimii A, m = inf A, daca m este
minorant al multimii A si este cel mai mare minorant. De unde teorema:

Teorema 1.8 (de caracterizare a marginii inferioare) Numarul m = inf A d.d.

1°.m <z, Vo€ A (m este minorant al mulfimii A),

2°. Ve >0, dx. € A ai. z. < m+ e (orice numar mai mare decit m nu este
minorant al lui A).

O multime A C R se numeste marginita daca este majorata si minorata, adica daca
exista numerele reale a gi b a.i. a < x < b, pentru orice x € A.

Daca A este marginita atunci exista sup A si inf A gi inf A < x < sup A, pentru orice
x € A. Multimea A consta dintr-un singur element d.d. inf A = sup A.

Un majorant al multimii A care apartine lui A se numeste cel mai mare element al
multimii A. Un minorant al multimii A care apartine lui A se numeste cel mai mic
element al multimii A. Aceste elemente, daca exista, sunt unice.

Daca sup A € A atunci este cel mai mare element al multimii A. Daca infA € A
atunci este cel mai mic element al multimii A. Se poate intampla ca o multime A sa nu
aiba cel mai mare sau/si cel mai mic element. Spre exemplu multimea A = {1/n, n € N}
nu are cel mai mic element deoarece inf A =0 ¢ A.

O multime A C R nemajorata sau/si neminorata se numeste mulfime nemdarginita.

Teorema 1.9 Daca A C R atunci:
1°. A este marginita d.d. exista M >0 a.i. |x| < M, Vx € A.
2°. A este nemarginita d.d. ¥ M > 0 exista un xp € A a.i. |zp| > M.

Prezentarea unitara a unor rezultate fundamentale ale analizei matematice impune
introducerea simbolurilor —oo si +00, numite minus infinit si respectiv, plus infinit.
Multimea R = R U {—00, 400} se numeste dreapta reald incheiatd.
Operatiile algebrice definite pe R se extind numai partial la R. Urmitoarele operatii
nu sunt definite pe R
0 o0 00 ool 1%
0 o0’ T
Acestea se numesc operatii fara sens sau cazuri de nedeterminare.

0o — o0, 000,
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1.4.2 Intervale si vecinatati

Fie a,b € R, a < b. Numim intervale marginite multimile:

1) (a,b) ={z € R | a <z < b} - interval deschis;

2) [a,b) ={z € R | a <z < b} - interval inchis la stanga, deschis la dreapta;

3) (a,b] ={z € R|a < x < b} - interval deschis la stanga, inchis la dreapta;

4) [a,b] = {z € R | a <z < b} - interval inchis sau segment.

Numim intervale nemarginite multimile:

1) (a,00) = {x € R |z > a} - semidreapta deschisd nemarginita la dreapta;

2) [a,00) ={z € R | x > a} - semidreapta inchisa, nemarginita la dreapta,;

3) (—o0,b) = {z € R |z < b} - semidreapta deschisa nemarginita la stanga;

4) (—00,b] = {z € R |z < b} - semidreapta inchisa, nemarginita la stanga.

Dreapta reala este de asemenea interval nemarginit.

Fie 2o € R. Se numeste vecinatate a lui xq orice multime V' C R care contine un
interval deschis la care apartine punctul zy, z¢ € (a,b) C V. In particular, orice interval
deschis (a, b) care contine pe z este vecinatate a lui x.

O vecinatate a lui g de forma (zg — &,29 + €), cu € > 0, se numeste vecinatate
simetrica a lui xy. Orice vecinatate a lui xy contine o vecinatate simetrica.

Se numeste vecindtate a lui 400 orice multime V' de numere reale care contine o
semidreapta (a, +00). Se numeste vecinatate a lui —oo orice multime V' de numere reale
care contine o semidreapta (—oo,b).

1.5 Spatiul R”
Se noteaza cu R™ produsul cartezian al multimii R cu ea insasi de n ori, adica
R'=RxRx---xR={x=(2129,...,7,), z; € R, i = 1,n}.

Multimea R" poate fi organizata ca spatiu liniar real.
Doua elemente x = (x1,22,...,2,), Yy = (Y1,Y2,.-.,¥s) din R"™ sunt egale, x =y,
Definim operatia de adunare in R™ prin

VX,Y € an X+y: (x1+y17x2+y27"'axn+yn) e R"
si operatia de inmultire cu scalari prin
VaeR,VxeR", ax=(ax;,ar,,...,ar,) € R".

Elementul nul din R™ este 0 = (0,0,...,0), iar opusul lui x = (x1,x2,...,2,) este
elementul —x = (—x1, =23, ..., —x,). Se verifica ugor restul axiomelor. Deci R"™ este un
spatiu liniar real numit spatiul liniar real n-dimensional, elementele sale x = (x1, ..., x,)
le vom numi vectori. Numerele x1, xs, ..., x, se numesc componentele sau coordonatele
vectorului x.
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Aplicatia
n
Xy =Ty + Tay2 + 00+ TplYp = Zﬂfkyk
k=1
este un produs scalar pe R"™ si deci R™ este un spatiu euclidian numit spatiul euclidian

n-dimensional.
Dupa (L8), norma indusa de produsul scalar va fi data de

Il = Va2 = | S a2, (18)

Deci R" este un spatiu liniar normat.
Inegalitatile lui Cauchy si Minkowski se transcriu

n n
DI N D B AN DI
i - s

n n n

> (wk+u)? < w4 vk

k=1 k=1 k=1

Se verifica usor ca aplicatiile
|Ix[l1 = max{|z1], [waf, ..., [wnl}, [Ix[[2 = |o1] + |z2] + - + |2al,

sunt de asemenea norme pe R, echivalente cu norma (L.
Dupa (L1), metrica euclidiana pe R™ va fi data de

n

dx,y) =|lx =yl = | > (s — yx)*

k=1

In concluzie, R™ este un spatiu metric.
Sfera deschisd cu centrul in xo = (29, 29,...,2°%) si raza e este mul{imea

n

S(x0,6) = {x = (21, 2,...,2,) ER", | (2 —29)* < e}
k=1

Aplicatiile 6, A : R” x R" — R, definite prin:

n

k=1 =

sunt metrici pe R™ echivalente cu metrica euclidiana.
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1.6 Functii cu valori in R"™

Fie E o multime nevida oarecare. O aplicatie a multimii ¥ in R, f : E — R, se
numeste functie reald, iar o aplicatie a multimii £ in R™, m > 2, f : F — R™, se
numeste functie vectoriald.

Prin functia vectoriala f, oricarui element x € E i se atageaza in mod unic elementul
y= (1,92, yn) ER™, y =f(2).

Fie f(z) = (fi(x), fa(x),. .., fim(x)), pentru orice z € E. Rezulta ca functia vectoriala
f defineste in mod unic m functii reale f; : E — R, k = 1, m, numite functii componente
ale functiei f.

Functia f : E — R, in care & C R, se numeste functie reala de o variabila reala.
Numarul real x € E are ca imagine prin f numarul real y = f(x).

Functia f : F — R, in care E C R", n > 2, se numeste functie reala de o variabila
vectoriala sau functie reala de n variabile reale. Vectorul x = (z1,xs,...,2,) € E C R"
are ca imagine prin f numarul real y = f(x) = f(z1,%2,...,%y,).

Functia f : £ — R, in care £ C R, se numeste functie vectoriala de o variabila
reala. Numarul real x € E are ca imagine prin f vectorul y = f(z) € R™. Functiile
componente sunt m functii reale de o variabila reala v, = fi(z), k = 1, m.

Functia f : E — R™, in care F C R", n > 2, se numeste functie vectoriala de o vari-

abild vectoriald sau functie vectoriald de n variabile reale. Vectorul x = (21,9, ..., x,) €
E C R™ are ca imagine vectorul y = f(x) € R™. Functiile componente sunt m functii
reale de o variabila vectoriala sau de n variabile reale y; = f;(x) = fi(z1,22,...,2,),
1=1,m.

Numim grafic al functiei f multimea
Gr={(xy) e R"xR" |xe ECR"y =f(x) ¢ R"}.

Numim curba in R” multimea I' = {x € R" | x = f(¢),t € I C R}, in care I este
un interval al axei reale, iar functia f satisface anumite conditii. Ecuatia x = f(¢) se
numeste ecuatia vectoriald a curbei. Ea implicd egalitatile z; = f;(¢), i = 1,n, numite
ecuatiile parametrice ale curbei. Variabila ¢ se numeste parametru pe curba I'.

Fie E C R", functia f : £ — R™, F = f(F) C R™ si functia g : FF — RP. Functia
gof : ' — RP definita prin z = (gof)(x) = g(f(x)), pentru orice x € E, este compunerea
sau produsul functiilor f i g, si are componentele

z; = gi(fi(z1, ... @), ..o, fmlT1, .o, ), j=1,p.

Fie E, FF C R"™. O aplicatie bijectiva f : E — F se numeste transformare punctuala a
multimii £ pe multimea F. Pentru fiecare x € E, y = f(x) € F. Daca x = (z1,...,2,)
siy = (v1,-.-,Yn), egalitatea vectoriala y = f(x) este echivalenta cu egalitatile

yi = fi(w1,20,...,2,), 0 =1,n,

numite ecuatiile transformarii.
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Deoarece f este bijectiva rezultd ca f(E) = F. Aplicatia f~! : I — E se numeste
transformarea punctuald inversd transformarii f, daca f~!(y) = x d.d. f(x) =y.

Se noteaza cu F(E, R™) multimea functiilor definite pe F cu valori in R™. In raport
cu operatiile de adunare gi inmultire a functiilor, F(E, R™) formeaza un spatiu liniar
real.

Aplicatia definita pe F(E£,R™) cu valori in R prin ||f|| = supyp ||f(x)]|, pentru orice
f € F(E,R™), este o norma pe F(E,R™), numita norma convergentei uniforme. Deci
F(E,R™) este un spatiu liniar normat. Notam cu p metrica indusd de normd:

p=If—gll = Sung(X) —g(x)l|, Vf,ge F(E,R"),
pdS

numita metrica convergentei uniforme. Deci F(FE,R™) este un spatiu metric.
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Capitolul 2

STRURI SI SERII

2.1 Siruri de numere reale

Un gir de numere reale este o functie f : N — R. Se noteaza cu x, = f(n) si se
numeste termenul de rang n al girului. Vom nota un sir prin (z,),en sau (x,,).
Definitia 2.1 Spunem ca sirul (z,,) are limita x € R si scriem lim z,, = z sau z,, — x,

n—oo

daca oricare ar fi V' o vecindtate a lui z, exista numarul natural N = N(V) a.i. z, € V
pentru orice n > N.

Aceasta definitie poate fi formulata si astfel:

Definitia 2.2 Sirul (z,) are limita z € R daca in afara oricarei vecinatati V- a lui x se
afia cel mult un numar finit de termeni ai sirului, numar ce depinde de vecinatatea V.

Deoarece girurile de numere reale au fost studiate in liceu, in cele ce urmeaza vom
formula principalele rezultate fara a relua demonstratiile.

Teorema 2.1 Fie (x,) un sir de numere reale.

1°. Daca (x,,) are limita atunci limita sa este unicd.

2°. Daca (z,,) are limita x atunci orice subsir al sau are limita x.

3°. Daca intr-un sir cu limita schimbam ordinea termenilor, adaugam sau suprimam
un numar finit de termeni, obtinem un sir avand aceeasi limita.

In consecinti, dacil (z,,) are un subsir fird limitd sau daci (z,,) are doui subsiruri cu
limite diferite, atunci (z,) nu are limita.

Sirurile fara limita se numesc oscilante. Sirurile cu limita finita se numesc convergente.
Sirurile care nu sunt convergente se numesc divergente. Deci, un sir este divergent daca
nu are limita sau are limita dar aceasta este —oo sau 400.

Teorema 2.2 (de caracerizare a limitei) Fie (x,) un sir de numere reale.
1°. Sirul (z,,) este convergent si are limita x € R d.d. oricare ar fi e > 0, existd un

N(e) € N a.i. d(z,x,) = |z, — x| < €, pentru orice n > N.

23
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FINITA HCONVERGENTE

CU LIMITA

SIRURI INFINITA }

FARA LIMITA (OSCILANTE)

DIVERGENTE

20 Sirul (z,) are limita +oo d.d. oricare ar fie > 0, existd un N(¢) € N a.i. z, > &,
pentru orice n > N.

3%, Sirul (x,) are limita —oo d.d. oricare ar fi € > 0, existd un N(¢) € N a.i.
rn < —€, pentru orice n > N.

Teorema 2.3 (Operatii cu siruri care au limitd)
1. Daca sirurile (z,) $i (y,) au limitd si suma limitelor are sens, atunci sirul sumd
(T + yn) are limita si
lim (z, + y,) = nlggo T, + lim y,.

n—oo n—oo

20, Daca sirurile (x,) si (y,) au limitd si produsul limitelor are sens, atunci sirul
produs (z,y,) are limitd gi

lim (z,y,) = (lim x,)( im y,).

In particular, dacd (y,) este sirul constant, y, = XA # 0, pentru orice n € N, atunci

lim (A\z,) = A\(lim z,).

n—oo n—oo

3°. Dacad sirurile (x,,) si (yn) au limitd, y, # 0, si catul limitelor are sens, atunci
sirul cat (x,/y,) are limita gi

lim =z,
. mn n—od
lim — = — )
n—oo 1y, lim y,
n—oo

4%, Dacad sirurile (a,) si (x,) au limitd, a, > 0, a, — a, T, — ¥ si a® are sens,

atunci sirul (a*) are limita §i

lim a;" = a”.
n—oo
Teorema 2.4 (Criterii de existenta a limitei) Fie (x,) un sir de numere reale.
19, (Criteriul magordrii) Dacd pentru un x € R existd un sir (o) de numere nene-
gative, a,, — 0, a.1. d(x,z,) = |v, — 2| < v, pentru orice n € N, atunci x, — .
20, Dacad existd sirul (yn), Yo — +00, a.i. T, > Yn, pentru orice n € N, atunci
T, — +00.
3°. Dacad existd sirul (yn), Yyn — —00, a.i. T, < Yn, pentru orice n € N, atunci
Ty — —0Q.
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Sirul de numere reale (z,,) se numeste marginit daca multimea {x,, | n € N} a valorilor
sale este marginita. Deci (z,) este marginit daca exista M > 0 ad. |z,| < M, pentru
orice n € N.

Sirul (z,,) se numeste nemdarginit daca multimea {z,, | n € N} este nemarginita, adica
daca oricare ar fi M > 0 exista un ny € N, al. |z, | > M.

Teorema 2.5 (Proprietdti ale sirurilor convergente)

19, Sirul x,, — x d.d. sirul d(z,x,) = |z, — 2| — 0.

2°. Daca sirul z,, — x, atunci sirul |x,| — |z|. Reciproca nu este adevdratd decat in
cazul x = 0.

3%, Orice sir convergent este mdrginit. Reciproca nu este adevdratd. Ewvistd siruri
marginite care nu sunt convergente. Un sir nemarginit este divergent.

4°. Dacd x,, — 0 si (y,) este mdrginit, atunci x,y, — 0.

5°. Orice subsir al unui sir convergent este convergent si are aceeasi limitd.

6°. Dacd (x,,) si (y,) sunt siruri convergente, T, — T §i Yp — Y, 107 Ty < Yy, PENLTU
orice n € N, atunci x < y.

7°. Dacd sirurile (x,), (Yn), (2,) satisfac pentru orice n € N conditia x, < yn < 2,
iar (x,) $i (z,) sunt convergente gi au aceeagi limita x, atunci (y,) este convergent si are
limita x.

Sirul de numere reale (x,,) se numeste crescator daca x, < z,1, pentru orice n € N.
Sirul (z,,) se numeste descrescator daca x,, > x,11, pentru orice n € N. Un gir crescator
sau descrescator se numeste monoton.

Teorema 2.6 (Existenta limitei unui gir monoton)
1°. Un sir monoton si mdarginit este convergent.
20, Un sir crescator si nemdrginit superior are limita +00.
3°. Un sir descrescator si nemdrginit inferior are limita —oo.

Un sgir monoton este gir cu limita. Daca (x,,) este crescator, lim x,, = sup{z,, |n € N},
iar daca (z,,) este descrescator atunci lim z,, = inf{z,, | n € N}.

Teorema 2.7 (Lema intervalelor inchise, Cantor) Daca (I,,), I, = [an, b, este

un sir de intervale inchise de numere reale care satisfac condifia 1,11 C I, pentru orice

n € N, atunci intersectia lor este nevida. Daca, in plus, lim (b, — a,) = 0, atunci
n—oo

intersectia consta dintr-un singur punct.

Teorema 2.8 (Lema lui Cesaro) Un sir marginit de numere reale confine un subsir
convergent.

Sirul de numere reale (z,) se numeste sir fundamental sau sir Cauchy daca
Ve >0, dN(e) € N pentru care d(x,, Tm) = |Tm — 24| <&, Yn,m > N. (2.1)

Aceasta definitie este echivalenta cu urmatoarea:
Sirul de numere reale (x,,) se numeste sir fundamental sau sir Cauchy daca

Ve >0, 3N(e) € Npentru care d(z,, Tnip) = [Tnip—2n| <&, V> N, Vp e N. (2.2)
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Teorema 2.9 Orice sir fundamental este marginit.

< Daca (z,,) este gir fundamental, din (2.2)), pentru € = 1, rezulta ca
|Tm —xn] <1 Vm,n >N = N(1),
de unde, pentru m = N + 1, obtinem
|| = (20 — 2ny1) + 2ng1| < |2n — 2na| + J2v] <14 |znga], Vo> N.

Fie M = max{|z1],|z2|,..., |zn],1 + |zn41]} > 0. Atunci |z,| < M, pentru orice
n € N si deci (z,,) este marginit. >

Teorema 2.10 (Criteriul lui Cauchy) Un sir de numere reale este convergent d.d.
este sir Cauchy.

<4 Necesitatea. Daca (x,,) este convergent la x, oricare ar fi e > 0, exista un N(¢) € N
al. |z, — x| < e/2, pentru orice n > N. De aici rezulta ca pentru orice m,n > N putem
scrie

£ €
\xm—xn\§|xm—x|+]$n—x|<§+§:€

si deci (x,) este un sir Cauchy.

Suficienta. Daca (z,) este un sgir Cauchy, din teorema precedenta rezulta ca este
marginit, iar din Lema lui Cesaro rezulta ca (z,,) contine un subsir convergent. Fie acesta
(@n, )ken si fie x limita sa. Deoarece x,, — x

5
Ve >0, 3K(e) € N pentru care |z,, —z| < Y Vg > K.
Pe de alta parte, deoarece (x,,) este sir Cauchy
€
Ve >0, IN(e) € N pentru care |z, — | < 3 Vn,m > N.
Fie N' = max{N, K'}. Pentru n,n; > N’ putem scrie
|zy — x| <
de unde rezulta
e € ,
|z, — x| < |2y — xpy | + |20, — 2 <gtg;=e Vn> N,

deci girul (x,) converge la . >
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2.2 Siruri in spatii metrice

Fie (X, d) un spatiu metric si (x,) un sir de puncte din X.
Definitia 2.3 Spunem ca sirul (x,) converge la x € X daca oricare ar fi o vecinatate V
a lui z, exista un N(V) € N a.i. pentru oricen > N, x, € V.

Prin urmare, x,, — x daca
VV(z), IN(V) € N pentru care n > N = z, € V(x). (2.3)
Punctul = se numeste limita girului (z,) si se noteaza

lim x, =z saux, — .

n—oo

Aceasta definitie este echivalenta cu urmatoarea:

Definitia 2.4 Sirul (x,) este convergent la x daca in afara oricarei vecindatati a punc-
tului x se afla un numar finit de termeni ai sirului (x,).

Sirul (z,,) se numeste divergent daca nu este convergent.
Teorema 2.11 Conditia necesara si suficienta ca x, — T este ca
Ve>0, IN(e) € N pentru care n> N = d(z,z,) < e. (2.4)

< Daca x,, — z, fie, pentru un € > 0 arbitrar, V(z) = S(x,¢). Din (23]) rezulta atunci
([24), deoarece x,, € S(x,¢) este echivalenta cu d(z, z,) < ¢.

Reciproc, oricarei vecinatati V' (z) ii corespunde un € > 0 a.l. S(z,e) C V(z). Din
(2.4) rezulta atunci ca pentru n > N, z,, € S(z,¢) si deci z,, € V(z), adica z,, — z. >

Sirul (z,) se numeste marginit daca multimea valorilor sale este marginita.

Teorema 2.12 (Proprietdti ale sirurilor convergente)

1°. Limita unui sir convergent este unicd.

20, x, —» x d.d. d(z,z,) — 0.

3°. (Criteriul magjordrii) Dacd existd un x € X si un gir de numere reale (), o, — 0,
a.i. d(x,x,) < ayp, pentru orice n > N, atunci x,, — .

49, Orice subsir al unui sir convergent este convergent.

5%, Un sir convergent este mdrginit. Reciproca nu este adevdratd.

Sirul (z,,), z, € (X, d), se numeste sir fundamental sau gir Cauchy daca
Ve >0, 3N(e) € N pentru care d(z,, ;) <&, Yn,m > N. (2.5)

sau echivalent:
Sirul (z,,) se numeste sir fundamental sau gir Cauchy daca

Ve >0, 3N(e) € N pentru care d(z,, Tpyp) <&, YVn> N, Vp e N. (2.6)
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Teorema 2.13 Orice sir fundamental este marginit.
< Daca (x,,) este sir fundamental, din (2.6) pentru ¢ = 1 rezulta ca
d(zp, Tpypy) <1, Vn >N, N=N(1), p=1,2,....
In particular, pentru n = N, obtinem
dzn,tnsp) <1, p=1,2,...
Fie M = max{d(zy,x1),d(xy,x2),...,d(xn,zNn_1),1}. Rezultd atunci ca
dlxy,x,) <M, VneN

si deci girul este marginit. >
Reciproca teoremei nu este adevarata.

Teorema 2.14 Orice sir convergent este sir fundamental.

a4 Daca x,, —» x,Ve >0, IN(¢) € Nai n>N = d(z,z,) < e/2. De aici rezulta

ca
d(xp, xm) < d(z,z,) + d(z, 20) < % + g =¢e, Yn,m> N,

adica (x,) este gir Cauchy. >
Reciproca acestei teoreme nu este adevarata. Exista spatii metrice in care nu orice
sir Cauchy este sir convergent.

Exemplul 2.1 Fie (Q,d) spatiul metric al numerelor rationale, in care d(x,y) = |x—1y|,
pentru orice x,y € Q. Sirul (z,), x, = (1 +1/n)" € Q, n € N, este un gir Cauchy
deoarece (x,,) considerat ca sir de numere reale este convergent, x, — e. Dar e ¢ Q.

Deci, desi (x,,) este un gir fundamental de numere din Q, el nu are limita in Q.

Un spatiu metric in care orice sir Cauchy este convergent se numeste spatiu metric
complet.

Exemplul 2.2 Din Teorema (Criteriul lui Cauchy) rezulta ca mulfimea R a nu-
merelor reale este un spatiu metric complet.

Exemplul 2.3 Multimea Q a numerelor rationale nu este spatiu metric complet.

O multime A de puncte dintr-un spatiu metric se numeste compacta daca orice sir de
puncte din A contine un subsir convergent la un punct din A.

Exemplul 2.4 Un interval marginit si inchis [a,b] de numere reale este o multime com-
pacta, conform Lemei lur Cesaro.

Teorema 2.15 O multime A C X compacta este marginita $i inchisa.
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Reciproca acestei teoreme nu este adevarata. Exista spatii metrice in care nu orice
multime marginta gi inchisa este compacta.

Teorema 2.16 Orice spatiu metric compact este complet.

< Avem de aratat ca intr-un spatiu metric compact este adevarata reciproca Teo-
remei [2.14], adica orice gir fundamental de puncte dintr-un spatiu metric compact este
convergent.

Daca (x,) este un sir Cauchy de puncte din spatiul metric compact X, (x,) contine
un subgir convergent. Fie acesta (z,, )ren §i fie # € X limita sa. Deoarece z,, — x

Ve >0, 3K(e) € N pentru care d(z, z,,) < g, Vg, > K.
Pe de alta parte, deoarece (z,,) este sir Cauchy
Ve >0, 3N(e) € N pentru care d(z,, T,,) < g, Vn,m > N.
Fie N' = max{N, K}. Pentru n, n;, > N’ putem scrie

d(zp, Tp,) < i, d(z,xy,) < %,

2

de unde rezulta

d(z,z,) < d(z,z,,) + d(x,, 2,,) < % + g =g, Vn> N,

deci girul (x,,) converge la z. >

Un spatiu liniar normat (V|| - ||) se numeste spatiu Banach daca este spatiu metric
complet in raport cu metrica indusa de norma.

Un spatiu euclidian complet in metrica euclidiana se numeste spatiu Hilbert.

2.3 Principiul contractiei

Definitia 2.5 Aplicatia ¢ : X — X, a spatiului metric X pe el insusi, se numeste
contractie a lui X daca ezista q € (0,1) a.i.

d(e(x), (y) < qd(x,y), Vr,yeX. (2.7)
Numarul g se numeste coeficient de contractie.

Definitia 2.6 Punctul & € X se numeste punct fix al aplicatier ¢ : X — X daca
p(&) =¢.

Deci un punct fix al aplicatiei ¢ este o solutie a ecuatiei p(z) = .

Teorema 2.17 (Principiul contractiei) O contractie a unui spativ metric complet
(X, d) are un punct fix si numai unul.
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< Unicitatea. Daca & si & sunt puncte fixe ale contractiei ¢, adica ¢(&;) = & si

(&) = &, atunci
0 < d(&1,&) = d(w(&), 9(&)) < qd(&, &)

De aici obtinem ca (1—q) d(&1, &) < 0, ceea ce implica d(&1, &) = 0, echivalent cu & = &.
Existenta. Pornind de la un zy € X arbitrar, construim sirul

zo, 1 =@ (T0), «-y Tn=@(Tp_1), ....

Acest gir se numeste sirul aproximatiilor succesive, xy se numeste aproximatia de ordinul
zero sau punctul de start, iar x,, se numeste aprorimatia de ordinul n.

Fie § = d(xo,2z1). Daca § = 0, atunci 9 = x1 = ¢(29), adica zy este punctul fix
al aplicatiei ¢ si demonstratia este incheiata. Sa presupunem ca § > 0. Atunci, pentru
orice n € N are loc inegalitatea

d(xp, xni1) < 0.
intr—adevér, pentru n = 0 este adevarata. Procedand prin inductie, gasim ca
A(Lpi1, Tnga) = d(0(2n), 0(Tni1)) < qd(2n, Tnir) < ¢

Sirul (x,) este convergent. In adevir, folosind inegalitatea triunghiulard si inegali-
tatea precedenta, pentru p € N arbitrar putem scrie succesiv

d<xn7 In—l—p) S d<$n; In—l—l) + d(xn—i-h xn—l—p) S e

S d(l’n, anrl) + d<xn+1> xn+2) + o+ d<xn+p717 anrp) S

1—q )
<"1 +q+@+-+¢ ") =6 7 < q".
1—¢q 1—g¢q
Agadar
4]
d(Tp, Tpyp) < 1% q¢", Yne N, ¥n e N. (2.8)
—q

Deoarece ¢" — 0, sgirul (x,) este gir Cauchy. X fiind spatiu metric complet, rezulta ca
(x,,) este convergent. Fie ¢ limita sa, adica

lim z, = ¢ sau lim d(&, z,) = 0.

n—oo n—oo

Punctul & este punct fix al contractiei . In adevar, din (Z7) rezulta ca ¢ este o
aplicatie continua, deoarece din y — z urmeaza ¢(y) — ¢(x). Avem atunci

p(§) = p(lim z,) = lim 243 =&, deci p(§) =€ >

Teorema precedenta se mai numeste si teorema de punct fix a lui Banach. Metoda
de demonstratie folosita se numeste metoda aproximatiilor succesive. Ea ne permite sa
aproximam solutia exacta cu x,. Pentru estimarea erorii metodei, sa facem in (28],
pentru n fixat, p — 0o, obtinem

5
S N.
(&, ) < 1 e
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2.4 Siruri in R?

Un gir de vectori (x,)enx din R?, x,, = (27,23, ..., 2}), pentru orice n € N, determina
in mod unic girurile de numere reale (7),en, K = 1,p. Acestea se numesc girurile
componente ale girului de vectori (x,,).

Legdtura dintre sirul de vectori (x,,) si sirurile componente (z9),en, k = 1,p, este
data de teorema urmatoare.

Teorema 2.18 Fie (x,,) un gir de vectori din RP.

19, Sirul de vectori (x,,) este marginit d.d. sirurile componente (z7)nen, k = 1,p sunt
marginite.

20, Sirul de vectori (x,,) converge la xg = (29,29, . .. ,xg) eRPdd 27 — 2% k=1,p,
cand n — oo.

3. Sirul de vectori (x,,) este sir Cauchy d.d. sirurile (x7)n,en, k = 1,p sunt siruri
Cauchy.

Studiul sirurilor de vectori din R? se reduce la studiul sirurilor componente.
Proprietatile 29 si 3 din teorema precedents arata ca spatiul RP este un spafiu metric

complet in metrica euclidiana, adica un spatiu Hilbert.

Teorema 2.19 (Lema lui Cesaro) Un gir marginit din RP contine un subgir conver-
gent.

Teorema 2.20 Multimea A C RP este compacta d.d. este marginita si inchisd.
< Multimea A fiind compacta, dupa Teorema 2.15] este marginita si inchisa.
Reciproc, fie (x,) un sir de vectori din A. Multimea A fiind marginita, sirul (x,)
este marginit. Deci, dupa Lema lui Cesaro, contine un subsir convergent. Limita acestui

subsir este in A deoarece A este inchisa. Prin urmare, orice sir de vectori din A contine
un subsir convergent la un vector din A, adica A este compacta.

2.5 Serii de numere reale

2.5.1 Serii convergente. Proprietati generale
Fie (a,) un sir de numere reale si (s,,) sirul
Si=ai, So=a1+as, ..., S, =a,+as+---+ay, ... (2.9)

Perechea de siruri ((an), (s,)) se numeste serie de numere reale §i se noteaza
a1+ as+---+a, +--- sau Zan sau Zan. (2.10)
n=1

Sirul (a,) se numeste girul termenilor seriei, iar girul (s,) se numeste sirul sumelor
partiale.
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Din definitia precedenta rezulta ca seria (2.10) determina in mod unic sirul (s,) al
sumelor partiale. Reciproc, dat girul (s, ), exista o serie care are ca sir al sumelor partiale
sirul (s,). Termenul general al girului termenilor acestei serii este a,, = s, — s,_1 si deci
aceasta serie este

81+(82—81)+"'+(8n—8n_1)+"' (211)

si se numeste seria telescopica a sirului (s,).
Aceasta legatura dintre siruri si serii justifica o mare parte a definitiilor care urmeaza.
Seria Y a, este convergenta si are suma s, daca sirul (s,,) este convergent si are limita

s. In acest caz scriem
x n
E a, =s = lim E ay. (2.12)
n—oo
n=1 k=1

Seria Y a, este divergentd daca sirul (s,) este divergent. Daca s, — £oo spunem ca
suma seriei este +00. Daca (s,) nu are limita se spune ca seria este oscilantd.
Din definitia precedenta si Teorema 2.2] rezulta,

Teorema 2.21 Seria Y a, este convergentd la s d.d.
Ve >0, AN(e) € N pentru care |s, —s| <e, Yn > N. (2.13)

Tinand seama de observatia precedenta, rezulta ca un sir (s,) este convergent si are
limita s d.d. seria telescopica (Z.I1]) este convergenta si are limita s.

Teorema 2.22 (Criteriul general al lui Cauchy) Seria ) a,, este convergenta d.d.

Ve >0, 3N(e) € N pentru care |ani1+ Gpio+ -+ anyp| <€, V>N, Vp e N.
(2.14)

< Daca (s,) este girul sumelor partiale ale seriei, atunci pentru orice n,p € N putem
scrie
Sn4p — Sn = Ap41 + apio+ 0+ An4p-

Seria Y a, este convergenta d.d. sirul (s,) este convergent. Dar (s,) este convergent
d.d. este gir fundamenal, adica

Ve >0, 3N(e) € N pentru care |s,4, — s,| <e, Vn > N, Vp e N.
Inlocuind aici diferenta s,+, — S, cu expresia precedenta obtinem (2.14]). >

Consecinta 2.1 Daca pentru seria Y, a,, se poate indica un gir de numere pozitive (o, ),
a, — 0 st un numar natural N a.1.

|an+1+an+2+"'+an+p’ S O, Vn > N, Vpe Na
atunci seria »_ a, este convergentd.

Prin natura unei serii intelegem caracterul ei de a fi convergenta sau divergenta.
Natura unei serii coincide cu natura sgirului sumelor ei partiale.
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Exemplul 2.5 Seria

1 1 1 = 1
2ttt T T e

este convergenta si s = 1. In adevar,

1 N 1 - 1 " /1 1 . 1 .
Sp=—+—+""+ — - - — | =1 — 1.
1-2 2.3 n(n+1) E k+1 n+1

k=1

Exemplul 2.6 Seria
IS ST SR
2 3 n N —n

se numeste seria armonica, deoarece pentru n > 2, a, este media armonica a termenilor
vecini a,_1 §i any1. Aceasta serie este divergentd si are suma +00. In adevar, sirul (s,)
al sumelor partiale este strict crescator si divergent, deoarece

1 n +1>1
on — 2’

|82n_8n|:n+1+n+2 .

ceea ce arata cd (s,) nu este sir fundamental. Deci lim s, = +00.

Exemplul 2.7 Seria

L1411t (1) e = ()

n=1
este divergenta. Fa este o serie oscilantd deoarece girul (s,) al sumelor partiale este sirul

oscilant: 1, 0, 1, 0, .. ..

Exemplul 2.8 Seria

1_|_q_|_q2_|_..._|_q”*1_|_...:Zq”*1’ g€R
n=1

se numeste seria geometrica deoarece sirul (a,), a, = ¢" ', este o progresie geometricd cu

ratia q. Natura acestei serii depinde de valorile lui q. Sirul sumelor partiale are termenul
general

l_qn 1
Snzl—l—q+q2+..._|_qn1:{ 1—q° Q# ,

n, q = 1
Obtinem

1
lim 5. = :1’ |Q| < 1a
n—oo +00, (¢ Z 1.

Pentru q < —1 girul (s,) nu are limita. Astfel, seria geometrica cu rafia q este conver-
genta pentru |q| < 1 si are suma 1/(1 — q) si divergentd pentru |g| > 1.
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Fie seriile (4) > a, si (B) >_ b, si A un numar real.
Numim suma a seriilor (A) si (B) seria Y _(a, + b,). Numim produs al seriei (A) cu
scalarul A seria ) (Aay). Deci:

Z a, + an = Z(an + by), )\Z a, = Z(Aan).
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

Teorema 2.23 Daca seriile (A) si (B) sunt convergente, avand sumele s $i respectiv o,
atunci
19. Seria >_(Aa, + pb,) este convergentd si are suma \s + po, oricare ar fi X, u € R.
20 Dacd a,, < b,, pentru orice n € N, atunci s < 0.

< 1% Fie (s,) si respectiv (0,) sirurile sumelor partiale ale celor doua serii si S, =
ASy + poy,. Atunci
lim S, = lim (As, + po,) = A lim s, + p lim 0, = As + po.
n—oo n—oo n—oo n—oo

2°. Din a,, < b, urmeaza s, < o,, pentru orice n € N, de unde prin trecere la limita
rezulta s < o. >

Teorema 2.24 1°. Dacd intr-o serie se schimbd ordinea unui numdr finit de termeni,
se obtine o serie care are aceeasi natura cu seria data. Daca seria data are suma, seria
obtinuta are aceeasi sumd.

20, Dacd la o serie se adaugd sau se inldturd un numdr finit de termeni, seria obtinutd
are aceeasi natura cu seria data. Daca seria data este convergenta, sumele celor doua
serit, in general, nu coincid. Daca seria data este divergenta cu suma +00, seria oblinuta
are suma +0o.

3°. Dacd termenii unei serii, cu suma finitd sau infinitd, se asociazd in grupe asa
fel incat fiecare grupa sa contina un numar finit de termeni consecutivi $i fiecare termen
sa aparting la o singurda grupa, atunci seria ce are ca termen general suma termenilor
dintr-o grupa are aceeast natura $i aceeasi suma cu seria data.

< 1°. Prin schimbarea ordinii unui numar finit de termeni ai seriei, se modificd un
numar finit de termeni ai girului sumelor sale partiale, ceea ce nu modifica natura sa.

20, Prin adiugarea sau inlaturarea unui numar finit de termeni, sirul sumelor partiale
se modificd cu o cantitate constanta (suma termenilor adaugati sau inlaturati), deci
natura sa nu se modifica. Daca acest sir este convergent, limita sa se modifica cu aceasta
cantitate constanta.

30. Sirul sumelor partiale ale seriei obtinute este un subsir al sirului sumelor partiale
ale seriei date gi deci are aceeasi natura si limita cu aceasta. >

Fie Y a, o serie convergenta si s suma sa. Numarul

o0

Ty =8 — 8, = 5 ag, n € N,
k=n-+1

se numeste restul de ordinul n al seriei convergente Y a,, iar (r,) se numeste girul
resturilor seriei. Sirul resturilor seriei este convergent la zero.
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Teorema 2.25 1°. Sirul sumelor partiale ale unei serii convergente este mdrginit.
20, Sirul termenilor unei serii convergente este convergent la zero.
3°. Daca sirul termenilor unei serii nu converge la zero, atunci seria este divergentd.

<4 1% O serie este convergents daca sirul sumelor sale partiale este convergent, deci
marginit.

20, Afirmatia rezultd din egalitatea a,, = s, — s,_1, pentru orice n > 1.

3%. Rezulta prin reducere la absurd, tinand seama de 2°. >

Reciprocile afirmatiilor 2°%si 3° nu sunt adevarate.

Studiul seriilor comporta doua probleme: stabilirea naturii unei serii gi, in caz de
convergenta, calculul sumei. In cele ce urmeaza vom stabili cateva criterii (conditii
suficiente) de convergenta.

2.5.2 Serii cu termeni pozitivi

Definitia 2.7 O serie se numeste serie cu termeni pozitivi daca, incepand cu un anumit
rang, toti termenii sai sunt pozitivi.

Tinédnd seama de Teorema 2.24] se poate considera ca seria Y a, este cu termeni
pozitivi daca a,, > 0, pentru orice n € N.
Sirul sumelor partiale ale unei serii cu termeni pozitivi este monoton crescator.

Teorema 2.26 (Criteriul monotoniei) Daca sirul sumelor partiale ale seriei cu ter-
meni pozitivi y | a, este marginit, seria este convergentd, iar dacd este nemdrginit, seria
este divergentd.

< Sirul (s,) filnd monoton si marginit este convergent. >

Teorema 2.27 (Criteriul comparatiei) Fie (A) > a, si (B) > b, doua serii cu ter-
meni pozitivi. Daca exista un numar natural N a.i. a, < b,, pentru orice n > N,
atunci:

- daca seria (B) este convergentd si seria (A) este convergentd,

- daca seria (A) este divergenta si seria (B) este divergenta.

< Fie (s,) si respectiv (o,) sirurile sumelor partiale ale celor doua serii. Din a,, < b,
urmeaza s, < o,, pentru orice n > .

Daca seria (B) este convergenta , (0,,) este marginit, deci, dupa criteriul monotoniei,
seria (A) este convergenta.

Daca seria (A) este divergenta, (s,) este nemarginit. Din inegalitatea precedenta
rezulta ca si (o,) este nemarginit, deci seria (B) este divergenta. >

Teorema 2.28 (Criteriul de condensare, Cauchy) Fie (A) > a, o serie cu ter-
meni pozitivi. Daca girul (a,) este descrescdtor, seria (A) are aceeasi naturd cu seria

(D) 3" 2%asn.
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< Tinand seama e punctul 3° al Teoremei [2.24] seria (A) are aceeasi natura cu seriile
(B) an = (a1+a2)+(a3+a4)+(a5+a6—|—a7+a8)—|—~~-
n=1

cu by = ay + asg, b, = agn-1,1 + - -+ + agn pentru orice n > 2 si

[e.9]

() ch:a1+(a2+a3)+(a4+a5+a6+a7)+~~

n=0

CU C, = Qgn + Qony1 + -+ - + agn+1_1, pentru orice n > 0.
Deoarece sirul (a,,) este descrescator, avem inegalitatile

(b) b, > =(2"agn), (¢) cn <2"%agn, Vn >1.

N | —

Aplicam criteriul comparatiei. Daca seria (A), deci si (B) este convergenta, din (b)
rezulta ca seria (D) este convergenta. Daca seria (A), deci si seria (C) este divergenta,
din (¢) rezulta ca seria (D) este divergnta.

Reciproc, daca seria (D) este convergenta, din (c) rezulta ca seria (C'), deci si seria
(A) este convergenta. Daca seria (D) este divergenta, din (b) rezulta ca seria (B), deci
si (A) este divergenta. >

a € R, numita seria lui Riemann sau seria armonica gen-

o)

Exemplul 2.9 Seria ) —
n=1

eralizata este:

- convergenta pentru o > 1;

- divergenta pentru o < 1.

fntr—adevdr, daca o < 0, seria este divergenta deoarece sirul termenilor er nu converge
la zero.

Daca a > 0, girul cu termenul general a, = 1/n® este descrescator gi deci seria lui
Riemann are aceeasi natura cu seria

n=1

care este o serie geometricd cu ratia ¢ = 217 > 0, convergentd dacd ¢ = 2'7% < 1, adicd
a > 1, si divergentd dacd ¢ = 217 > 1, adicd o < 1.

Teorema 2.29 (Criteriul raddacinii, Cauchy) Fie ) a, o serie cu termeni pozilivi.
Daca exista un numar natural N a.i.

- pentru orice n > N, {/a, < q <1, seria este convergentd

- pentru orice n > N, {/a, > q > 1, seria este divergentd.

< Aplicam criteriul comparatiei. In primul caz, din enunt avem ca a, < ¢", iar seria
>q" cu 0 < g < 1 este convergenta. Deci seria Y a, este convergenta. In cazul al
doilea, a,, > ¢", iar seria Y _ ¢", cu ¢ > 1 este divergenta. Deci seria »_ a,, este divergenta.
>
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Teorema 2.30 (Criteriul radacinii cu limita) Fie seria cu termeni pozitivi Y ay,
pentru care exista lim {/a, = A\ :

n—oo
- daca N < 1, seria este convergenta,
- daca \ > 1, seria este divergenta;

- daca N\ =1, caz de dubiu.

< Din definitia limitei rezulta ca pentru orice € > 0, exista un N € N a.l.
A—e < Va, < A+e.

Daca A < 1 putem gasi un € > 0 a.i. ¢ = A+ ¢ < 1, adica a,, < ¢", cu ¢ < 1 si deci seria
este convergenta. Daca A > 1 putem gasi une >0 ai ¢g=\—¢ > 1, adica a, > ¢, cu
q > 1 ¢i deci seria este divergenta. >

n+1
2n—1

n+1\" n+1 1
lim a, = lim § = 1li =—-<1
oo ¥ O T (Qn—l) w21 2

Exemplul 2.10 Seria cu termenul general a,, = ( )n este convergenta, caci

Teorema 2.31 (Criteriul raportulut, d Alembert) Fie > a, o serie cu termeni poz-
itwi. Daca exista un numar natural N a.i.

- pentru orice n > N: “Z—“ < q < 1, seria este convergenta;

- pentru orice n > N: LTSRS q > 1, seria este divergenta.

an —
< Fara a restrange generalitatea putem presupune ca inegalitatile din enunt sunt

adevarate pentru n > 1 si sa observam ca

Qp, ap—1 a2

._....._.a/l.
Ap—1 Ap—2 a1

Ay =

In primul caz, din enunt, si egalitatea precedenta avem ca a, < a;¢"', iar seria Y ¢" ',
cu 0 < ¢ < 1 este convergenta. Deci seria Y a, este convergentda. In cazul al doilea,
an, > a1q" !, iar seria > ¢" 7!, cu ¢ > 1 este divergenta. Deci seria Y a,, este divergenta.
>

Teorema 2.32 (Criteriul raportului cu limita) Fie seria cu termeni pozitivi Y ay,
pentru care eristd lim 4 = )\

n—oo n

- daca A < 1, seria este convergenta,
- daca \ > 1, seria este divergenta;
- daca N\ =1, caz de dubiu.

< Se demonstreaza la fel ca la criteriul radacinii.
o0
Exemplul 2.11 Seria ) % este convergenta, cact
n=0
Uny1 Nl 1
a, (n+1) n+1

1
< 5 <1, n>1.

Suma acestei serii este e = 2, 7182818 . ..
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Teorema 2.33 (Criteriul lui Kummer) Fie Y  a, o serie cu termeni pozitivi. Dacd
existda un gir de numere pozitive (k,) si un numdr natural N a.1.

- pentru orice n > N: k, - a::l — kny1 > A >0, atunci seria Y a, este convergentd;

Qn
An4-1

- pentru orice n > N: k,, - —kpi1 < A <0, dar seria y ki este divergenta, atunci

seria Y a, este divergentd.

< Fara a restrange generalitatea putem presupune ca inegelitatile din enunt sunt
adevarate pentru n > 1. In primul caz, inegalitatea din enunt se mai scrie

knan - kn+1an+l 2 )\an+l > 07

de unde rezulta ca sirul (k,a,) este monoton descrescator si marginit inferior de 0, deci
convergent. Fie ¢ limita sa. Prin urmare, seria cu termenul general

bn = knan - kn+1an+1

este convergenta si are suma kia; — . Cum A > 0, inegalitatea precedenta se mai scrie
Gpy1 < %bn. Aplicand criteriul comparatiei, deducem ca seria > a,, este convergenta. In
cazul al doilea, din inegalitatea din enunt obtinem k,a, < k,i1a,1, adica girul k,a,, este
monoton crescator, deci k,a, > kia; sau a, > kiaq - i, pentru orice n > 1. Cum seria

> i este divergenta, deducem ca seria » a, este divergenta. >

In cazul particular k, =n si A =r — 1 se obtine:

Teorema 2.34 (Criteriul lui Raabe si Duhamel) Fie Y a, o serie cu termeni
pozitivi. Daca exista un numar natural N a.i.

_an

- 1> >r > 1, atunci seria Y a, este convergentd,
An41

- pentru orice n > N: n <

an

PR 1> <r <1, atunci seria ) a, este divergentd.

- pentru orice n > N: n <

Teorema 2.35 (Criteriul lui Raabe si Duhamel cu limita) Fie ) a, o serie cu

termeni pozitivi pentru care exista lim n (“—” — 1) =\
n—o00 Gn+1

- daca \ > 1, seria este convergenta,
- daca \ < 1, seria este divergenta;
- daca A =1, caz de dubiu.

< Se demonstreaza la fel ca la criteriul radacinii. >
Criteriul lui Raabe si Duham el se aplica, in general, in cazul in care criteriul lui

d’Alembert d& dubiu.

2.5.3 Serii cu termeni oarecare

O serie cu termeni oarecare are o infinitate de termeni pozitivi si o infinitate de termeni
negativi.

O serie care are toti termenii negativi, cu exceptia unui numar finit, prin inmultire
cu —1 devine o serie cu termeni pozitivi.
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Definitia 2.8 Seria cu termeni oarecare Y a, se numeste absolut convergenta dacd
seria Yy |a,| este convergentd.

Teorema 2.36 Dacd seria Y a, este absolut convergentd, atunci ea este convergentd i

ian < i |y, (2.15)
n=1 n=1

< Seria modulelor fiind convergenta, conform criteriului lui Cauchy;,

p
Ve >0, 3N(e) € N pentru care Z |tk <e, Vn>N, VpeN.
k=1

p p
Dar | > anik| < Y |antk|, pentru orice n,k € N. De unde deducem ca seria »_ a,
k=1 =

- k=1
satisface criteriul lui Cauchy. Trecand la limita in inegalitatea

n n
Zak < Z |ay|
k=1

k=1

se obtine (ZI5). >

Reciproca teoremei precedente nu este adevarata. FExista serii convergente fara ca
seria modulelor sa fie convergenta. Spre exemplu, dupa cum vom vedea mai tarziu, seria

n=1

numita seria armonica alternanta, este o serie convergenta, desi seria modulelor, adica
seria armonica, este divergenta.

Definitia 2.9 O serie convergenta care nu este absolut convergenta se numeste semi-
convergenta sau simplu convergenta.

Seria modulelor unei serii date este o serie cu termeni pozitivi. Criteriile de convergen-
ta pentru serii cu termeni pozitivi se pot folosi si pentru stabilirea absolutei convergente
a unei serii oarecare. Daca o serie nu este absolut convergenta ea poate fi convergenta
sau divergenta. Dam in continuare un criteriu de convergenta pentru serii cu termeni
oarecare.

Teorema 2.37 (Criteriul lui Abel-Dirichlet) Seria > ana, este convergentd daca
(avn) este un gir de numere reale pozitive monoton descrescator gi o, — 0, iar

Sp=a1+as+---+ay,

este marginit, adicd |s,| < M, pentru orice n € N.
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<4 Aratam ca seria Y a,a, satisface criteriul general al lui Cauchy. deoarece a,,x =
Sn+k — Snik—1, putem scrie

p p
E At kAn+k = E an—i—k(sn-l—k - Sn-l—k:—l) =
k=1 k=1

p—1

= —Qlpt1Sp T E (an—i-k - an+k+1)3n+k + OptpSntp-
k=1

Dar |s,| < M si («,) este monoton descrescator, o, x — (141 > 0. Prin urmare,

p

E QO kAn+k

k=1

< MO{n+1 -+ M(an+1 — Oén+p) + MOén+p =2M Opt1 < €,

deoarece a,, — 0. >

Exemplul 2.12 Seria ) % este convergenta pentru o > 0. In adevar, pentru o > 0,

sirul o, = n% este monoton descrescator la zero, tar

n
_ 1 . nzx . (n+z
Sp = E sinkr = —— sin — sin ————,
sin 3 2 2
k=1 2

pentru x # 2mm, cu m numar intreg. De unde,

sl <

Sp| < =7,

| sin £|

adica (sp) este marginit.

Definitia 2.10 Se numeste serie alternanta o serie de forma
ay—aytag—asg+ -+ (=1)"ap + -,

in care toti oy, sunt numere reale pozitive.

Teorema 2.38 (Criteriul lui Leibniz) O serie alternanta este convergentd daca sirul
(aun) este monoton descrescator si o, — 0.

< Aplicam criteriul lui Abel-Dirichlet. Sirul (ay,) satisface conditiile cerute de acest
criteriu, iar a, = (—1)"*1, incat (s,) este sirul: 1, 0, 1, 0, ..., evident marginit.

Exemplul 2.13 Seria armonica generalizata (sau seria lui Riemann) alternata

n=1

in care 0 < a < 1 este simplu convergenta.

In adevar, sirul % cu o > 0 este monoton descrescator la zero. Dupd criteriul lui

n(!
Leibniz seria este convergenta. Pentru o > 1 seria este absolut convergenta. In concluzie,
pentru 0 < a < 1 seria lui Riemann alternata este simplu convergenta.
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2.6 Serii in R?

In R? sunt definite sumele finite de vectori, datorita structurii de spatiu liniar, cat si
limitele girurilor de vectori, datorita structurii de spatiu normat.

Definitia convergentei unei serii de vectori din R? este complet analoaga definitiei
convergentei unei serii de numere reale.

Fie (a,) un sir de vectori din RP? si (s,) sirul

Si=aj, Ss=a;+ag, ..., S, =ar+a+---+a,, ... (2.16)

Perechea de giruri ((a,), (s,)) se numeste serie de vectori din R? gi se noteaza
o
at+ay+---+a,+- - sau Zan sau Zan. (2.17)
n=1

Sirul (a,) se numeste girul termenilor seriei, iar sirul (s,) se numeste girul sumelor
partiale.

Seria Y a, este convergentd si are ca sumd vectorul s € RP, daca sirul (s,) este
convergent si are limita s. In acest caz scriem

ian =s= le iak. (2.18)
n=1 k=1

Seria Y a, este divergenta daca girul (s,) este divergent.

Deoarece convergenta unui sir de vectori din R? se reduce la convergenta celor p
siruri componente, urmeaza ca seria de vectori ) a,, in care a,, = (af,ay,...,a;), este
convergentd d.d. seriile de numere reale > af, k = 1, p, sunt convergente.

Multe din rezultatele obtinute pentru serii de numere reale se mentin si pentru serii
de vectori.

Teorema 2.39 (Criteriul general al lui Cauchy) Seria ) a, este convergentd d.d.

Ve >0, IN(e) € N pentru care ||ag;1+anio+ - +any,|| <e, Vo> N, Vpe N.
(2.19)

< Daca (s,,) este girul sumelor partiale ale seriei, atunci pentru orice n,p € N putem
scrie
Sn+p — Sp = Ap41 +apyo o+ Ap4p-

Seria Y a, este convergenta d.d. sirul (s,) este convergent. Dar (s,) este convergent
d.d. este gir fundamenal, adica

Ve >0, 3N(e) € N pentru care ||s,4, — sp|| <&, Vn >N, Vp e N.
Inlocuind aici diferenta s, 4, — s, cu expresia precedenta, obtinem (2.19). >

Definitia 2.11 Seria de wvectori ) a, se numeste convergenta in norma dacd seria
> llanl] (seria normelor) este convergenta.
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Teorema 2.40 Daca seria Y a, este convergentda in normd, atunci ea este convergentd

st
Sl <3 . (2.20)
n=1 n=1

< Seria normelor fiind convergenta, conform criteriului lui Cauchy;,
p
Ve >0, 3N(e) € N pentru care Z l|lanikl| <&, Vn> N, VpeN.
k=1
Dar

p p
Zanﬂc < ZHan+kHv
k=1 k=1

pentru orice n,k € N. De unde deducem ca seria ) a,, satisface criteriul lui Cauchy.
Trecand la limita in inegalitatea

n n
D ar] <[l
k=1 k=1

se obtine (2:20). >

Teorema 2.41 (Criteriul majordrii) Daca pentru seria de vectori Y a, existd o
serie de numere reale pozitive Y ay,, convergenta si a.i. ||a,|| < oy, pentru orice n € N,
atunci seria y_ a, este convergentd.

< Pentru demonstratie se foloseste teorema precedenta si criteriul comparatiei de la
serii cu termeni pozitivi. >



Capitolul 3

LIMITE DE FUNCTII

3.1 Limita unei functii reale de o variabila reala

3.1.1 Limita intr-un punct

Fie f : E— R si g un punct de acumulare al multimii £ C R.

Definitia 3.1 Spunem ca numarul real | este limita functiei f in punctul xq daca pentru
orice vecinatate U a luil exista o vecinatate V' a lui xy a.7. oricare ar fix # xg, v € VNE,
sa avem f(x) € U si scriem
lim f(z) =1.
T—x0
Punctul zy poate sa nu apartina multimii £, dar trebuie sa fie punct de acumulare
pentru E. Atat xg cat si [ pot fi finite sau infinite, vecinatatile V' si U fiind definite
corespunzator.
Daca z¢ si [ sunt finite, defintia precedenta este echivalenta cu definitia care urmeaza:

Definitia 3.2 Spunem ca numarul real | este limita functiei f in punctul xg daca pentru
orice € > 0 exista un numar 6(e) > 0 a.i. Vo € E pentru care 0 < |x — xo| < 0, sd avem

[f(z) =1 <e.
Definitia limitei unei functii intr-un punct poate fi formulata gi cu ajutorul sirurilor.

Definitia 3.3 Spunem ca numarul real | este limita functiei f in punctul zq daca pentru
orice sir (x,,), T, € E, x, # xo, convergent la xg, sirul corespunzator al valorilor functiei
(f(xy)) este convergent la .

3.1.2 Proprietati ale limitei unei functii

Deoarece limita unei functii intr-un punct se poate defini cu ajutorul limitei unui sir, o
parte dintre proprietatile limitelor sirurilor sunt valabile gi pentru limite de functii.

Fie fi, fo : E — R, doua functii definite pe £ C R si xy un punct de acumulare al
multimii £.

43
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Teorema 3.1 Daca functile fi st fo au limite in punctul xg, finite sau infinite gi:
1. daca suma limitelor are sens, atunci functia suma fi + fo are limita in punctul x
$t
i (1) + fo()) = lim fi() + lim fo(a);

T—XT0

2. daca produsul limitelor are sens, atunci functia produs fy - fo are limita in punctul
To §t

lim (f1(2) - fo(e)) = Jim fi(e) - lim fole):

T—T0
3. daca catul limitelor are sens, atunci functia cat fi/ fo are limitd in punctul zo §i
lim fi(x
fi(z) fi( )

lim == :
= fo(w) - lim fo(x)

4. daca limita lut fi la puterea limita lui fo are sens, atunci functia {2 are limita in

punctul xy si

223, $2(2)
lim <f1<x>>f2<f>=(hm fl(:r)) o

T—T0

Teorema 3.2 Fieu: E — F si f: F — R doua functii si xg un punct de acumulare
al multimii E, pentru care ezxista lim u(x) = ug, up punct de acumulare al mulfimii F.

T—xo

Daca exista lim f(u) =1, atunci functia compusa fou : E — R are limita in punctul

U—UQ
Ty St

lim (fou)(x) =1

Tr—X0

< Functia u avand limita ug in punctul zg, urmeaza ca pentru orice sir (z,) convergent
la o, sirul (u,), cu u, = u(z,), este convergent la uy Functia f avand limita [ in punctul
up, urmeaza ca sirul cu termenul general

fun) = f(u(zn)) = (f o u)(n)

este convergent la [. >

Pentru siruri, criteriul lui Cauchy ne permite sa studiem convergenta unui gir fara a
fi implicata limita acestuia. Definitia limitei unei functii cu ajutorul sirurilor ne permite
sa transpunem acest criteriu si la functii.

Teorema 3.3 (Criteriul lui Cauchy-Bolzano) Functia f are limita in punctul x
d.d. oricare ar fi ¢ > 0 exista o vecinatate V a lui x¢ a.i. pentru orice x,x’ # xg,
z, € VNE, sa avem |f(x) — f(2')] < e.

<4 Necesitatea. Sa presupunem ca f(zr) — [ cand x — xg, Deci, oricare ar fi ¢ > 0,
exista un d(¢) > 0 a.l. pentru orice x,z’ € V = (z¢g — §, 29 + 0) sa avem

[f@) =1l <5, [f) =1l <5
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de unde,
|flz) = fE)] < |f(z) =1+ |f(a') = 1| <e.

Suficienta. Fie (x,) un sir, x, € F, z, # x9, x, — xo. Conform ipotezei, pentru
orice € > 0 exista o vecinatate V' a lui zy a.l. pentru x,z’ # xg, v,2’ € VN E, sa avem
|f(z) = f(2')] <e.

Sirul (x,) fiind convergent la g, exista un N(g) a.i. pentru n,m > N, z,, 2, € V
si deci |f(x,) — f(zm)] < €. Prin urmare, sirul (f(x,)) este un sir Cauchy de numere
reale i deci are limita. Cum sirul (x,) este arbitrar, deducem ca functia f are limita in
punctul zg. >

3.2 Limita unei functii vectoriale de o variabila reala

Fief: E — R™, EF C R si xg un punct de acumulare al multimii E.
Definitia 3.4 Spunem ca vectorul 1 = (ly,1a,...,1l,) € R™ este limita functiei f in
punctul zg daca pentru orice ¢ > 0 existd un numar 6(¢) > 0 a.i. oricare ar fix € E
pentru care 0 < |x — xo| < 0, sd avem

m

[£(2) =1 = (| > (fulz) = 1)* <e

k=1

st scriem lim f(z) = L

T—xo

Teorema 3.4 O functie vectoriala are limita intr-un punct d.d. functiile sale compo-
nente au limite in acel punct, adica

lim f(z) =1< lim fy(z) =1, k=1,m.

T—T0 T—T0

< Teorema rezulta din dubla inegalitate

||
3

() =l <[l (2 —1H<Z|f@ lil,

si definitia precedenta. >
Aceasta teorema reduce studiul limitei unei functii vectoriale la studiul limitelor a m
functii reale.

Teorema 3.5 Daca functiile fi,fy : E— R™ au limite in punctul xq, atunci:

lim ()\1f1<l'> + )\2f2(.’]3)) = )\1 lim fl(.fL') + )\2 lim fg(fﬂ), V)\l, )\2 € R,

T—T0 T—T0 T—T0

lim (f(x) - fo(2)) = lim fi(z) - lim f5(z).

T—T0 T—T0 T—T0
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3.3 Limita unei functii de o variabila vectoriala

Fie f: E — R, E C R", o functie reald si xo = (29,23, ..., 2%) un punct de acumulare
al multimii F.
Definitia 3.5 Spunem ca numarul real | este limita functiei f in punctul xo daca pentru
orice € > 0 exista un numar §() > 0 a.i. oricare ar fi x = (xr1,22,...,2T,) € E pentru
care

0<|lx—x0|l =

sa avem |f(x) — | < e $i scriem

lim f(x)=1I.
X—X0
Fie f: E — R™ E C R", o functie vectoriald si xo = (29,29,...,2%) un punct de
acumulare al multimii F.
Definitia 3.6 Spunem ca vectorul 1 = (ly,ly,...,l,) € R™ este limita functiei f in

punctul xo daca pentru orice € > 0 ezista un numar 6(¢) > 0 a.i. oricare ar fix € E
pentru care 0 < ||x — xo|| < 6, sa avem ||f(x) —1|| < e si scriem lim f(x) =1
X—X0

Teorema [3.4 ramane valabila si in cazul functiilor vectoriale de o variabila vectoriala.

Teorema 3.6 O functie vectoriala are limita intr-un punct d.d. functiile sale compo-
nente au limite in acel punct, adica

lim f(x) =1< lim fr(x) =1, k=1,m.

X—X0 X—X0
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FUNCTII CONTINUE

4.1 Continuitatea functiilor reale de o variabila reala

4.1.1 Continuitatea intr-un punct
Fie f: F — R, F C R, o functie reala si xy € E.

Definitia 4.1 Spunem ca functia f este continua in punctul zq daca oricare ar fi U o
vecindtate a lui f(xg), exista o vecinatate V' a lui xo, a.i. pentru orice x € VN E, sa
avem f(x) € U.

Vecinatatea V' depinde de vecinatatea U. In problema continuitatii se cerceteaza
comportarea functiei in vecinatatea punctului xy fata de valoarea functiei in punctul x,
deci xg trebuie sa apartina multimii de definitie a functiei.

Functia este continua in punctul xy daca la valori ale variabilei x vecine lui zy functia
ia valori oricat de apropiate de valoarea functiei in punctul zo. Nu se pune problema
continuitatii in punctele +00 i —oo si nici in punctele in care valoarea functiei devine
infinitd. Intr-un punct izolat zo € E functia f este continud, deoarece in definitia conti-
nuitatii nu se cere (ca la definitia limitei intr-un punct) ca xy sa fie punct de acumulare
al lui F.

Un punct zy in care functia este continua se numeste punct de continuitate pentru
functia f.

Definitia precedenta este echivalenta cu urmatoarea definitie:

Definitia 4.2 Spunem ca functia f este continua in punctul xo daca pentru orice € > 0
exista un numar 6(e) > 0 a.i. oricare ar fi x € E pentru care |x — xo| < J, sa avem

[f(x) = flzo)| <e.

In cazul in care xo € E este punct de acumulare pentru £, continuitatea in punctul
xo se poate defini cu ajutorul limitei.

Definitia 4.3 Spunem ca functia f este continua in punctul zo, punct de acumulare
pentru E, daca f are limitd in xo $i aceasta este egald cu f(xg), adica

lim f(@) = f(a0)

47
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Deoarece f este continua in orice punct izolat din E, problema continuitatii se pune
numai in punctele de acumulare ale lui £. Daca f nu este continua in zy, spunem ca
functia f este discontinua in punctul zq, iar x¢ se numeste punct de discontinuitate.

Functia f este continua pe o multime A C E daca este continua in fiecare punct al
multimii A, adica

Definitia 4.4 Spunem ca functia f este continua pe A C E daca pentru orice x € A
si pentru orice € > 0 exista un numdar §(e,x) > 0 a.i. oricare ar fi ¥’ € E pentru care
|z — x| <0, sa avem |f(2') — f(z)| < e.

4.1.2 Proprietati ale functiilor continue
Operatii cu functii continue

Din definitia continuitatii cu ajutorul sirurilor si proprietatile operatiilor cu giruri rezulta:

Teorema 4.1 Daca functiile f,g: E — R sunt continue in punctul xq, atunci:
1. functia f + g este continud in xo;
2. functia f - g este continud in xo;
3. daca g(xg) # 0, functia f/g este continua in x.

Continuitatea functiei compuse

Teorema 4.2 Fieu: F — F si f: F — R. Daca functia u este continua in punctul
xg € E gi f este continud in punctul vy = u(xg) € F, atunci functia compusda fou :
E — R este continua in punctul xg.

< Deoarece functia u este continua in z, pentru orice sir (z,,), x, € E, convergent la
xg, sirul (u,), u, = u(x,), din F este convergent la ug. Functia f fiind continua in uy,
sirul (f(u,)) este convergent la f(ug). Deci f(u(z,)) — f(u(zo)). >

Proprietati locale ale functiilor continue

Teorema 4.3 Daca f este continud in xy si f(xo) # 0, exista o vecinatate V' a lui x
a.i. pentru orice x € VN E sa avem f(x) - f(zo) > 0.

< S& presupunem cd f(zo) > 0 si fie € = 3 f(z0). Din definitia continuitétii, rezulta ca
existd o vecindtate V a lui g a.i. pentru orice z € VN E avem |f(z) — f(zo)| < 5f(x0),
de unde f(z) > 3 f(xo) > 0. Daca f(xo) <0, ludm e = —3 f(xg). >

Din demonstratia teoremei precedente rezulta

Teorema 4.4 Daca f este continua in xqy exista o vecinatate V' a lui xq in care f este
marginitd.
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Proprietati ale functiilor continue pe un interval inchis si marginit

Teorema 4.5 (Prima teorema a lui Weierstrass) O functie continud pe un interval
inchis gi marginit [a,b] este marginita pe |a, b].

< Demonstratie prin reducere la absurd. Sa presupunem ca functia f : [a,b] — R,
continua pe [a, b], nu ar fi marginita pe [a, b]. Deci, pentru orice numar M > 0 exista un
punct &y € [a,b] ad. [f(&y)] > M. S& ludm M = n. Urmeaza ca pentru orice n € N
exista un &, € [a,b] ad. |f(&,)] > n.

Intervalul [a, b] fiind marginit si inchis, girul (,) este marginit si, conform lemei lui
Cesaro, se poate extrage un subsir (§,,) convergent la un punct £ € [a,b]. Functia fiind
continui pe [a, b] este continui si in €, deci f(&,) — f(€). Insd din |f(&,,)| > ni deducem
ca pentru k — oo, |f(&,, )] — oco. Contradictie. >

Teorema 4.6 (A doua teoremd a lui Weierstrass) O functie continud pe un in-
terval inchis si marginit |a, b] isi atinge marginile pe [a,b].

< Functia f : [a,b] — R, fiind continud pe [a,b], dupa teorema precedenta este
marginita pe [a,b], deci exista numerele m i M a.i. m < f(x) < M, unde m este
marginea inferioara gi M marginea superioara a valorilor functiei f pe [a,b]. Sa aratam
ca exista un punct € € [a,b] in care f(§) = m.

Demonstratie prin reducere la absurd. S& presupunem c& in nici un punct din [a, b]
functia f nu ia valoarea m. Atunci, dupa definitia marginii inferioare, urmeaza ca f(x)—
m > 0 pe [a,b] si deci functia fi(x) = m este continua si pozitiva pe [a,b]. Prin
urmare, conform teoremei precedente, fi este marginita pe [a, b], deci exista un M; > 0
ai fi(z) < M, de unde rezultd ci m + 5~ < f(z), adicd m nu ar mai fi marginea
inferioara a valorilor functiei f pe [a,b]. Contradictie.

In mod asemanitor se demonstreaza existenta unui punct in care f ia valoarea M. >

Teorema 4.7 Daca o functie continud pe un interval inchis i marginit [a,b] ia valori
de semne contrare la capetele intervalului, adica f(a) - f(b) < 0, atunci exista cel putin
un punct xg € (a,b) a.i. f(xg) =0.

< Sa presupunem ca f(a) < 0, f(b) > 0 si fie 71 = “T*b mijlocul lui [a,b]. Daca
f(x1) = 0, 21 este punctul ciiutat. In caz contrar, notdm cu [ay, by] acela dintre intervalele
[a,z1] sau [z1,b] pentru care f(a;) < 0, f(by) > 0 si fie zp = 22 mijlocul lui [aq, by).
Daca f(xg) = 0, x5 este punctul cautat. In caz contrar, notim cu las, bo] acela dintre
intervalele [a1, z5] sau [zg,b1] pentru care f(az) < 0, f(b2) > 0. Continuand in acest
mod, obtinem un gir de intervale marginite si inchise I, = [an,b,| cu I,y C I, si

(0.)
b, — a, = b;—n‘l — 0. Din Lema lui Cantor rezulta ca () I, = {xo}, punctul z, fiind limita

n=1
comuna a celor doua siruri (a,) si (b,) si zo € (a,b). Deoarece f(a,) <0, f(b,) >0si f
este continua, trecand la limitd pentru n — oo, urmeaza ca f(zo) < 0 si f(z9) > 0, ceea
ce conduce la f(zg) =0. >
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Teorema 4.8 O functie continua pe un interval inchis i marginit [a,b] ia cel putin o
data toate wvalorile cuprinse intre marginea inferioara m si marginea superioara M a
valorilor sale pe [a,b].

<4 Fie a € (m, M). Functia g(x) = f(z) — « este continua pe [a,b]. Daca &, si &u
sunt punctele pentru care f(&,) =m si f(&y) = M, avem g(&,) < 0, g(&p) > 0. Deci
exista un punct o cuprins intre &, si &y ad. g(xg) = 0, adica f(xg) = a. >

Proprietatea pusa in evidenta in aceasta teorema se numeste proprietatea lui Darbouz.

4.1.3 Continuitatea uniforma

Definitia 4.5 Spunem ca functia f : E — R este uniform continua pe E daca oricare
ar fi e > 0 exista un numar 6(e) > 0 a.i. pentru orice x,z’ € E pentru care |z — 2’| < 0,
sa avem |f(z) — f(2')| <e.

Exemplul 4.1 Functia f(z) = 2°, x € [1,3] este uniform continud pe [1,3]. Intr-adevar,
1f(z) — f(@)] = |z — 2| - (2% + 22’ + 2) < 27|z — 2| < ¢,
pentru orice x, " € [1,3] pentru care |x — x'| < d(g), cu d(e) = 27/e.
Daca in definitia precedenta pastram pe 2’ € E fix, obtinem definitia continuitatii

functiei f pe E. Deci o functie uniform continua pe multimea E este continua pe E.
Reciproca nu este adevarata.

Teorema 4.9 O functie continua pe un interval inchis i marginit (compact) este uni-
form continua pe acel interval.

< Demonstratie prin reducere la absurd. Sa presupunem ca functia f : [a,b] — R,
continua pe [a, b], nu ar fi uniform continua pe [a,b]. Rezulta atunci ca exista un g9 > 0
a.l. pentru orice 6 > 0 exista punctele zs, 25 € [a,b] cu |xs — x| < J§ pentru care

| (z5) = f(x5)| = 2o

S& luim § = 1. Obtinem astfel doud siruri de puncte (z,), («},) din [a,b] cu propri-
ctatea cd pentru orice n € N avem |z, — of,| < L i [f(z,) — f(a],)] > eo.

Intervalul [a, b] fiind marginit, sirul (x,) este marginit si, conform Lemei lui Cesaro,
admite un subsir (z,,) convergent. Fie zy limita sa. Deoarece |v,, — 1, | < % — 0,
urmeaza ca subsirul (7, ) al lui (z,) este de asemenea convergent la xo. Intervalul [a, b]
fiind inchis, ¢ € [a,b]. Functia f fiind continua pe [a, b], deci i In z(, avem

khjglo f(zn,) = f(20), ,}1_{{)10 f(x,,) = f(zo),
de unde 0 > g. Contradictie. Rezulta ca f este uniform continua pe [a,b]. >
O conditie suficienta de uniforma continuitate este data de urmatoarea teorema.
Teorema 4.10 Daca pentru orice x,x' € E exista un numar L > 0 a.1.
[f(@) = f(&")] < Lz -], (4.1)

atunci functia [ este uniform continua pe E.



4.2. CONTINUITATEA FUNCTIILOR VECTORIALE 51

< Intr-adevir, pentru §(e) = +, inegalitatea |z — 2’| < ¢ implica inegalitatea |f(z) —
fl@h] <e. >
Conditia (f1]) se numeste conditia lui Lipschitz.

4.2 Continuitatea functiilor vectoriale

4.2.1 Continuitatea intr-un punct
Fief: E — R™, E C R", o functie vectoriala si xg € E.

Definitia 4.6 Spunem ca functia f este continua in punctul x¢ daca pentru orice € > 0
exista un numar 6(¢) > 0 a.7. oricare ar fi x € E pentru care ||x — Xo|| < J, sa avem
[If(x) = f(x0)l| <e.

In cazul in care xo € E este punct de acumulare pentru E, continuitatea in punctul
Xg se poate defini cu ajutorul limitei.

Definitia 4.7 Spunem ca functia f este continua in punctul xq, punct de acumulare
pentru E, daca £ are limita in xq $i aceasta este egald cu £(xq), adica
lim f(x) = f(xg), sau lim ||f(z) — f(xo)|| = 0.
X—X(

X—X0

Teorema 4.11 Functia £ : E — R™, £ = (f1, fo, ..., fm), este continud in punctul xq

d.d. functiile componente f, : E— R, k =1, m, sunt continue in X,.

< Din inegalitatile
[fe(x) = frlxo)| < [[F(x) = £(x0)l] < D 1fi(%) = filxo)l, k=T,m,
i=1

avem implicatiile
If(x) = f(x0)l| <= |fu(z) = fr(xo)| <&, k=1,m,
|fi(x) = filxo)| < % i=T1m=[[f(x) —f(xo)|| <e.v

Urmatoarele proprietati, stabilite pentru functii reale de o variabila reala, se mentin
si pentru functii vectoriale de o variabila vectoriala:

1. Daca f este continua in punctul x exista o vecinatate a punctului xq in care
functia este marginita.

2. Daca f este continua in punctul xg, atunci functia ||f|| este continua in punctul
Xg. Reciproca nu este adevarata.

3. Daca f si g sunt continue in punctul xq, atunci f + g, Mf, f - g sunt continue in
punctul xq.

4. Fief : FE - R™ ECR" F=f(E) C R"sig:F — RP. Daca functia f este
continua in punctul xy € F gi g este continua in punctul yo = f(x¢) € F, atunci functia
compusa gof : F — RP este continua in punctul xg.

5. Daca f este continua in punctul xq si f(x¢) # 0, atunci exista o vecinatate V' a
punctului xq a.1. pentru orice x € VN E sa avem f(x) # 0.
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4.2.2 Continuitatea uniforma

Definitia 4.8 Spunem ca functia f: E — R™ este uniform continua pe E daca oricare
ar fie > 0 ezista un numar d(g) > 0 a.7. pentru orice x,x" € E pentru care ||x—X'|| < 0,
sd avem ||f(x) — f(x')]| < e.

Teorema 4.12 Funcfia f : E — R™, f = (f1, fa, ..., fm), este uniform continud pe E

d.d. functiile componente f, : E— R, k =1, m, sunt uniform continua pe E.
< Din inegalitatile

|fk<x>—fk<x'>rg|rf<x>—f<x'>r|szim(x)—fi(x')r, k=T,
avem implicatiile
G0 — £ < & = [fule) — filx)] <&, k=Tom,
1) = F] < i = Tom = [[£(x) — £()]| < <. >

Teorema 4.13 O functie vectoriald continud pe o multime E compacta (marginita si
inchisa) din R"™ este uniform continua pe E.
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DERIVATE SI DIFERENTIALE

5.1 Derivata si diferentiala functiilor de o variabila
5.1.1 Derivata si diferentiala unei functii reale de o variabila
reala

Fie f: E — R, E C R, o functie reala si o € E un punct de acumulare al multimii F.

Definitia 5.1 Spunem ca functia f este derivabila in punctul ¢ daca exista gi este finita
limita in xo a functiei

fx) = f(xo)

r — X9

R, (z) = , T € E\{x}.

Daca f este derivabila in xq, limita finita o functiei R,, se numeste derivata functiei f
in xo $i se noteaza cu f'(xg):

Daca limita functiei R,, este infinita, atunci functia f nu este derivabila in z,. Daca
limita functiei R,, este 00 se spune ca f are derivata oo in z.

Definitia 5.2 Spunem ca functia f : E — R este diferentiabila in punctul zy € E, punct
de acumulare pentru E, daca exista numarul A € R si functia o : E — R satisfacand
conditia lim o(z) = a(zg) =0 a.i.

r—x0

f(@) = f(zo) = Az — w0) + () (x — 20), V€ E,
sau, cux —xg = h

f(xo+h)— flzg) = Ah+alxg+h)h, Vro+heE.
Daca f este diferentiabila in xq, aplicatia

h— Ah, YheER,

53
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se numeste diferentiala functier f in xq si se noteaza
df (o) = df (zo; h) = Ah.

Pentru functia identica i : R — R, definita prin i(x) = x, oricare ar fi 5 € R are loc
identitatea

i(x) —i(xg) =1-h+0-h, YVheR,

care aratda ca functia identica este diferentiabila in orice punct zo € R si di(zg) =
di(zg; h) = h, Vh € R. Deoarece diferentiala functiei identice este aceeagi in orice punct
din R, ea se noteaza

di(r) =dr=h (5.1)

si se numeste diferentiala variabilei independente.

5.1.2 Derivata si diferentiala unei functii vectoriale de o vari-
abila reala

Fie f : E — R™, F C R, o functie vectoriala si xy € F un punct de acumulare al
multimea F.

Definitia 5.3 Spunem ca functia f este derivabila in punctul xo daca functia

f(z) — £(x0)

r — X9

R, (z) = , T € E\{x},
are limita in xo si aceasta apartine lur R™.

Daca f este deriwabila in xo, limita functier R,, se numeste derivata functiei £ in x
si se noteaza cu f'(xq):

(o) = Tim ) = £@0), (5.2)

z—z0 T — X

Teorema 5.1 Functia vectoriala £ = (fi1, fa, ..., fm) este derivabila in x¢ d.d. functiile
componente fi, k=1, m, sunt derivabile in xy. In acest caz

f'(z0) = (f1(20), f3(w0), - -, frn(0))-
< Teorema rezulta din

f(x) — £(x0) _ (fl(x) — fi(zo) fa(x) = folzo) fm(z) — fm(xO))

AR
T — 2o

T — Tp T — T ’ T — T

si faptul ca o functie vectoriala are limita intr-un punct d.d. functiile componente au
limita in acel punct. >

Definitia 5.4 Spunem ca functia f este diferentiabila in punctul xo € E, punct de acu-
mulare pentru E, daca ezista vectorul A = (Aq, As, ..., Ay) € R™ gi functia vectoriala
a:E—R™ a=(a,...,qn), satisfacand conditia lim a(x) = a(xg) = 0 a.i.

T—x0

f(z) —f(xo) = A(x —x0) + a(z) (x —29), YzeELE, (5.3)



5.1. DERIVATA SI DIFERENTIALA FUNCTIILOR DE O VARIABILA 55

sau, cux —x9=h
f(xg+h) —f(xg) =Ah+a(zg+h)h, Yeo+he kL. (5.4)
Daca f este diferentiabila in o, aplicatia liniara df(zg) : R — R",
h+—— Ah, YVheR,

se numeste diferentiala functie: £ in xq:

df (zo) = df (zo; h) = A h. (5.5)

In baza lui (55) putem scrie (B.3]), respectiv (5.4)), astfel
f(x) — f(zo) = df (zo; x — x0) + a(x) (x — x), Y2z €E, (5.6)
f(xo + h) — f(x0) = df(xo; h) + a(xo + h) h, Yzo+ h € E. (5.7)

Diferentiabilitatea functiei f in z, atrage continuitatea ei in zq, deoarece din (5.3)
urmeaza

lim f(z) = f(zo).

T—To

Deoarece (0.3)) este echivalenta cu
fr(x) = fi(zo) = Ak (x — x0) + () (x — x9), Yz e E, k=1m,

rezulta ca functia vectoriala f = (fi, fo,..., fi) este diferentiabild in zy d.d. functiile
componente fr, k = 1, m, sunt diferentiabile in xy. In acest caz

df(QTo) = (dfl (270), df2($0), PN ,dfm(l'o))

Teorema 5.2 Functia f este diferentiabila in xqo d.d. este deriwabila in xy. Daca f este
diferentiabila in xq, atunci pentru orice h € R avem

df(xo; h) = £'(x0) h. (5.8)
< Daca f este diferentiabila in zg are loc (5.3), de unde deducem

()~ ()
T—xo r — g
adica f este derivabila in z si f'(z9) = A. Luand A = {'(z¢) in (5.5) obtinem (G5.8)).
Reciproc, daca f este derivabila in xy are loc (5.2)). Construim functia o : £ — R™,
prin

=AecR™

f(z)—f(z0) Y,
«Q ({L’) = { x—1x0 f (I0)7 vekE \ {‘TO} (59)
0, T = xg.
Atunci, (B.2)) este echivalentd cu lim «a(z) = a(xg) = 0. Pe de alta parte, din (5.9) avem
T—x0

f(x) — f(zo) = £'(x0)(x — x0) + a(z) (x — x0), Ve E\{xo}.



56 CAPITOLUL 5. DERIVATE SI DIFERENTIALE

Deoarece a(xg) = 0, rezulta ca egalitatea precedenta are loc si pentru x = xy. Asgadar f
satisface (B.3) cu A = f'(x), deci este diferentiabila in xq. >

Cu (&), relatia (5.8) se mai scrie

f
df(zo) = f'(x9) dz, deunde f'(zq) = d 65330).
x
Teorema precedenta se mentine si pentru cazul functiilor reale si
d,
(@) = F/(wo) o, deunde f'(ag) = T2
x

Diferenta f(z) — f(x¢) se numeste cresterea functiei f in xy corespunzatoare cresterii
h = x — x( a variabilei independente in x.

Presupunem cunoscute derivatele functiilor elementare, precum si regulile de derivare
a functiilor reale de o variabila reala. Utilizand aceste reguli si teoremele 5.1] g1 [5.2l rezulta
teorema urmatoare.

Teorema 5.3 Daca functia scalara ¢ : E — R st functiile vectoriale £,g : E — R™,
E C R, sunt diferentiabile in o € E, atunci:

19, Functia of este diferentiabild in xo si d(pf) = pdf + f dip.

20, Punctia NMf+pug este diferentiabild in xo, oricare ar fi\, € R si d( M +ug) =Adf+
ndg.

3%, Produsul scalar al functiilor £ si g, adicd functia f - g, este o functie diferentiabild
$1

d(f -g) =df -g + f-dg.

Definitia 5.5 Functia f : E — R™ este derivabila pe multimea A C E daca este deri-
vabila in orice punct x € A. Functia f' : A — R™ se numeste functia derivata a functiei
f sau, mai simplu, derivata lui f pe A.

5.1.3 Derivate si diferentiale de ordin superior
Fie f: FE— R, E C R, o functiereala, f': A — R, A C E, derivata functiei f sizg € A

un punct de acumulare pentru A.

Definitia 5.6 Spunem ca functia f este de doud ori derivabila in xo daca functia [’ este
derivabila in xo. In acest caz, (f') (xo) se numeste derivata a doua a functiei f in zy si
se noteazda f"(xq). Deci

Fa0) = (e sau ) = 2 () o)

Procedand prin recurentd, spunem ca f este de k ori derivabild in z, dacid f*=1 este
derivabila in xq. Deci

FO(@0) = (F5) (o) san T (aq) = = (u) (0)-

dx* (w0) = dr \ dzF1
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Cand afirmam ca f este de k ori derivabila in x( subintelegem ca f are toate derivatele
pana la ordinul k£ — 1 inclusiv, pe o vecinatate a lui zq si ca derivata de ordinul k£ — 1 este
derivabila in xg.

Functia f se numeste infinit derivabila in xy daca admite derivata de orice ordin in
acest punct. Functiile elementare sunt infinit derivabile in orice punct interior multimii
lor de definitie.

Definitia 5.7 Spunem ca functia f este de doua ori diferentiabila in punctul xo daca
functia df (z;h) = f'(x) h este diferentiabila in xy oricare ar fi h € R. Daca f este de
doua ori diferentiabila in xo atunci aplicatia

d* f(wo; h) = d(df ) (wo; h) = d(f" h)(wo; h) = (f'h)'(w0) h = f"(w0) h*

se numeste diferentiala a doua a functiei f in zg.

Functia f este de k ori diferentiabila in ¢ dacd diferentiala de ordinul £ —1 a functiei
f, adica d*='f(z;h) = f*EV(2) h*~! este diferentiabila in x, pentru orice h € R. In
acest caz, aplicatia

d¥ f(zo; h) = d(d" 7 f)(zo; h) = d(f*V B (@o; h) = (FE D RPN (o) h = f8) (z0) A

se numeste diferentiala de ordinul k a functiei f in xg.
Functia f este de k ori diferentiabila in zy d.d. f este de k ori derivabila in z.
Deoarece h = dx, putem scrie d* f(xq) = f*)(z0) da*.

Definitia 5.8 Functia f : I — R se numeste de clasa C* pe intervalul I dacd f are
toate derivatele pana la ordinul k pe I si derivata de ordinul k este continua pe I.

Multimea functiilor de clasd C* pe I se noteaza C*(I). Prin C°(I) = C(I) se intelege
multimea functiilor continue pe I. Prin C*°(I) se noteaza multimea functiilor infinit
derivabile pe I.

In mod aseménitor se definesc derivatele si diferentialele de ordin superior ale unei
functii vectoriale f.

Functia vectoriala f = (fi, fa,..., fm) este de k ori derivabila (diferentiabild) in
d.d. functiile componente fi, k = 1, m, sunt de k ori derivabile (diferentiabile) in zq si
avem

£9(20) = (f (o), £57 (o), - -, f P (o)),

dkf(l'()) = (dkfl(ﬂf()), dkfg(l‘o), Ce ,dkfm($0))

Evident ca

d*f(zo) = £0) () da*. (5.10)

Spunem ci functia vectoriald £ = (fy, fo, ..., fm) este de clasd C* pe I si scriem

f e C*(I) daca f; € C¥(I), i =T1,m.
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Teorema 5.4 (Formula lui Leibniz) Daca f,g € C"(I), n € N, atunci f - g € C™(I)
st are loc formula

(f-g)™(z) = iCS fR(z) . gW(2), Vo el (5.11)

< Demonstratie prin inductie dupa n. >

Inmultind GIT) cu da™ si avand in vedere (510), obtinem

d'(f-g)(z) = > Chd"*(z)-d'g(x), Yoel.

5.1.4 Proprietati ale functiilor derivabile

Multe dintre proprietatile functiilor derivabile de o variabila reala sunt cunoscute din
liceu. Pentru a ugura expunerea rezultatelor noi, trecem totusi in revista unele dintre
aceste proprietati.

Puncte de extrem. Teorema lui Fermat

Fie f: F—- R, ECR.

Definitia 5.9 Punctul xo € E se numeste punct de extrem local sau relativ al functiei f
daca exista o vecindtate V' a lui xy a.i. diferenta f(x)— f(xo) sa pastreze semn constant
pentru orice x € VN E. Daca:

flz) — f(xg) <0,V e VNE, zq este punct de maxim local,

f(x) = f(xo) >0, Vx € VN E, xy este punct de minim [ocal.

Daca diferenta f(z) — f(z¢) pastreaza semn constant pentru orice x € F, atunci x
se numeste punct de extrem absolut. Orice punct de extrem absolut este punct de extrem
relativ. Reciproca nu este adevarata.

Teorema 5.5 (Teorema lui Fermat) Fie f : I — R, definita pe intervalul I C R
st xo un punct de extrem interior lui I. Daca functia f este derivabila in xo, atunci

/ .
Teorema lui Fermat este o conditie necesara de extrem.

Definitia 5.10 Un punct xq € I se numeste punct stationar seu punct critic al functies
f daca f este derivabila in xo si f'(x¢) = 0.

Teorema lui Fermat afirma ca punctele de extrem ale unei functii derivabile sunt
puncte stationare.
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Teoremele lui Rolle, Lagrange si Cauchy

Teorema 5.6 (Teorema lui Rolle) Fie f : [a,b] — R. Daca:
1. f este continud pe [a, ],
2. f este derivabila pe (a,b),
3. f(a) = f(b),

atunci exista un punct ¢ € (a,b) a.i. f'(c) = 0.

Teorema 5.7 (Teorema lui Lagrange) Fie f : [a,b] — R. Daca:
1. f este continud pe [a, ],
2. f este derivabila pe (a,b),
atunci exista un punct ¢ € (a,b) a.i. f(b) — f(a) = f'(c) (b —a) =df(c;b — a).

Teoremele lui Rolle gi Lagrange afirma numai existenta punctului ¢ € (a, b), fara nici
o precizare asupra unicitatii acestuia.

Din teorema lui Lagrange rezulta ca daca f : I — R este derivabila pe I, atunci
oricare ar fi x1, 29 € I, 11 # 1y, exista £ de forma £ = x1 + 0(x2 — 1), cu 6 € (0, 1), a.l.

flan) = fz2) = (x1 — 22) - [1(S)
In particular, daca a,a + h € I, avem
fla+h) = f(@)=h-f'(€), €=a-+0h, 0€(0,1).

Teorema [5.7] se numeste prima teorema de medie a calculului diferential sau teorema
cresterilor finite.

Consecinta 5.1 Daca f: I — R este derivavila pe I C R i f'(z) =0 pe I, atunci f
este constanta pe 1.

De aici rezulta ca daca f,g : I — R sunt derivabile pe I C R g1 f'(z) = ¢'(x) pe I,
atunci f si g difera printr-o constanta pe I.

Urmatoarea teorema generalizeaza teorema lui Lagrange la cazul functiilor vectoriale
de o variabila reala.

Teorema 5.8 Daca functia f : [a,b] — R™ este continua pe [a,b] si derivabila pe (a,b),
atunci ezista un punct ¢ € (a,b) a.i.

I£(b) — £(a)|| < [[f'(c)]] (b — a). (5.12)

< Daca f(b) = f(a), inegalitatea (5.I2)) are loc pentru orice punct ¢ € (a,b). Sa
presupunem ca f(b) # f(a). Definim functia reala

p(x) = (£(b) — £(a)) - f(z), 2 € [a,b].

Functia ¢ satisface ipotezele teoremei lui Lagrange si deci exista un punct ¢ € (a,b) a.i.
o(b) — p(a) = ¢'(c) (b — a). Deoarece

p(b) — p(a) = (£(b) — £(a))* = [I£(b) — £(a)lI, ¢'(c) = (£(b) —£(a)) - £'(c),
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obtinem
1£(0) — £(a)||* = (£(b) — £(a)) - £'(c) (b — a).

Dar, folosind inegalitatea lui Schwarz-Cauchy, gasim

(£(b) = £(a)) - £(c) < [[£(0) — £(a)l[ [[E'(0)]],
cu care, dupa simplificare prin ||f(b) — f(a)|| obtinem (EI2)). >
Teorema 5.9 (Teorema lui Cauchy) Fie functiile f, g : [a,b] — R. Daca:
1. f si g sunt continue pe [a,b],
2. f si g sunt derivabile pe (a,b),
3. g'(x) #0, x € (a,b),
atunci g(a) # g(b) si exista un punct ¢ € (a,b) a.i.
) - f@) £
g(b) —gla)  g'(c)

Aceasta teorema se numeste a doua teorema de medie a calculului diferential.

Teorema 5.10 (Teorema lui Darboux) Daca functia f este derivabila pe I, atunci
f are proprietatea lui Darboux pe I (adica nu poate trece de la o valoare la alta fara a
trece prin toate valorile intermediare).

Teorema 5.11 (Regula lui I Hospital) Fie f,g : [a,b] — R si xg € [a,b]. Daca:
1. f si g sunt derivabile pe (a,b) \ {zo} $i continue in x,
2. f(x) =0, g(zo) =0,
3. ¢'(x) # 0 intr-o vecindtate a lui xy (Vr € V' \ {xo}),
4. existd lim ng(z) =(eR,

ez 9' (@)

atunci exista g1 lim % = /.

Tr—XT0

Formula lui Taylor pentru functii de o variabila

Definitia 5.11 Fie f : I — R o functie de n ori derivabila in punctul xo € I. Polinomul

To(w) = F(w0) + 7o (@)(w — 70) + g £ (@) = 70)? + -+ — F (wo)(z — z0)" =

1 1
=> Hf(k)(ﬂ?o)(ﬂl7 —m)f =) Hdkf(%% T — o)
k=0 k=0
se numeste polinomul lui Taylor de gradul n al functiei f in punctul x,.

Functia R,(z) = f(z) — T,(z), x € I, se numeste restul lui Taylor de ordinul n al
functiei f in punctul zy. Din egalitatea precedenta avem

f(z) =T,(z) + Ru(x), Vxel,

care se numeste formula lui Taylor de ordinul n a functiei f in punctul xg.
Deoarece lim R, (x) = 0, pentru valori ale lui « suficient de apropiate de z, polinomul

T—x0

T, (z) aproximeaza pe f(z), adica f(z) ~ T,(x).
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Teorema 5.12 (Formula lui Taylor) Fie f : I — R o functie de n+ 1 ori derivabila
pe I si p € N. Oricare ar fi x,x9 € I, x # xy, exista un punct & cuprins intre xg si T,
adica de forma § = xo+ 0(x — ), 0 € (0,1), a.7. sa avem

(@ = 2@ — 7!

nlp

Fle) = 3 2O o) — o) + FrE. (6a3)

< Pentru orice p € N, z,z¢ € I, © # xy, numere fixate, numarul A € R satisfacand
conditia

() f(x) = fa0) + 7o) = 0) -+~ O o) = w0)" + (&~ z0)? - A

este unic determinat.
Pentru a dovedi (5.I3]) ramane sa aratam ca

f)

(b) A= oD

($ __5)n—p+1‘
In acest scop sa consideram functia ¢ : I — R, definita prin

L PO @) (@ — )" + (@ — 1) A,

o(t) = f(t) + %f’(t)(x —t) et

in care A safisface (a).

Functia ¢ este derivabila pe I deoarece f este de n+ 1 ori derivabila pe I. Pe de alta
parte, avand in vedere (a), gasim ca p(zg) = p(z) = f(x). Asadar, functia ¢ satisface
conditiilor teoremei lui Rolle pe [z, x] si deci exista un punct £ € (zg,z) a.i. ¢'(§) = 0.
Dar

H0) = O 1)~ ple— A

si deci A are expresia (b), c.c.t.d. >
Restul din formula (513]) se numeste restul lui Schiomlich-Roche

(2 = 2o — )"

: FrE), peN.
n!p

R, (x) =

Cazuri particulare
1. Daca luam p = 1, obtinem

T — Zo
n!

)n+1

Ro(a) = (1= 0) (), € = a0+ 0(x — 20), 0 € (0,1),

care se numeste restul lui Cauchy.
2. Daca luam p = n + 1, obtinem

Rn(l') — (-17 — xo)n—i-l f(n+1)(§)7 5 = 70 + ‘9(1‘ . «I'O), 0 e (O, 1)’

n!
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care se numeste restul lur Lagrange.
Formula lui Taylor cu restul lui Lagrange se scrie

@) = o) +35 o)l =20) -+ 2 o) =0+ gy DO — )™
- Z %dkf(iﬂo;x — o) + (n ~1F 1)'dn+1f(f§l“ — ), {=z0+0(z—1), 6€(0,1)

Luand x — xy = h, putem scrie inca formula lui Taylor sub forma

Flo + 1) = flao) + 3y (@) ot - fO ) b

n! f(nH) (&) p+t =

(n+1)!

&), §=mo+0h 6€(0.1),

Daca 0 € I si luam 2y = 0, obtinem

1
= Z Edkf(fo; h) +
k=0

f(n+1) (91‘) In—i—l _

1, 1 o m
[@) = FO) + 5 f O a+-+ — (0 TR

n!

1
(n+1)!

"1
=30 () + d" f(fsx), 6 € (0,1),
k=0

care se numeste formula lui Mac-Laurin.

Exemplul 5.1 Functia f(x) =sinz, x € R, are dezvoltarea Mac-Laurin

n 2k—1 x2n

sinx = ;(—1)klh +(—=1)" @n)] sin(fz), 6 € (0,1).

Exemplul 5.2 Functia f(x) = cosz, x € R, are dezvoltarea Mac-Laurin

n 2k $2n+1

cosw = Z(_l)k(gk)! +(=1)" mcos(@x + 5), 6 € (0,1).

k=0

Exemplul 5.3 Functia f(x) =In(l +z), v € (—1,00), are dezvoltarea Mac-Laurin

n k n+1

In(1+2) = Z“UH% T 1)?1 + f)n

g€ (0,1).

Exemplul 5.4 Functia f(x) = (1 +2)% = € (—1,00), a € R, are dezvoltarea Mac-
Laurin

"+ X

(=14 Y SIS SR
k=1 ) ’

cu € (0,1).
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Formula lui Taylor pentru functii vectoriale de o variabila

Daca functia vetoriala £ : I — R™, f = (f1, fa,. .., fm), este de n + 1 ori derivabila pe [
atunci pentru fiecare componenta f;, ¢« = 1, m, putem scrie

cu R, (z) = (R}(x), Ry (z),...,R"(x)), unde

R} (z) = ! f'(nﬂ)(fi)(f - mo)nﬂa & = xo+ 0i(x —xg), 0, € (0,1), ¢ 1,m,

(n+ 1)1

care reprezinta formula lui Taylor pentru functia vectoriala £ cu restul lui Lagrange.

Conditii suficiente de extrem pentru functii de o variabila

Teorema 5.13 Fie f : I — R o functie de n ori derivabila intr-o vecinatate a punctului
xg, tnterior lui I, in care

flxo) = f"(wo) = ... = f" Dwg) =0, f(xg) #0, n>2,

atunci:
1. Dacan = 2m, m € N*, punctul xy este punct de extrem al functiei f si anume:
- punct de maxim dacd f™(zq) < 0,
- punct de minim dacd f™(z) > 0;
2. Dacan =2m+ 1, m € N*, punctul xo nu este punct de extrem.

< In ipotezele teoremei, formula lui Taylor cu restul lui Lagrange se scrie

£(@) = f(ao) = EIV f0() €=yt 0w —a0), 6€ 0,1)

Cum f™(z4) # 0, existi o vecinatate V' a lui xq in care f™(zg) - f™(z) > 0.

1. Dacd n = 2m, m € N* atunci diferenta f(x) — f(z) are semnul lui f™ (),
deoarece (r — x)" > 0. Deci 7 este punct de extrem: de maxim daca f(™(xq) < 0 si de
minim daca f™(xq) > 0.

2. Daca n =2m + 1, m € N* atunci (z — xo)" este negativ pentru z < xq §i pozitiv
pentru x > xy. Punctul 2y nu este punct de extrem deoarece nu exista nici o vecinatate
a lui xg pe care diferenta f(z) — f(xg) sa pastreze semn constant.
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5.2 Derivatele si diferentiala functiilor de n variabile

5.2.1 Derivatele partiale si diferentiala functiilor reale de n vari-
abile

Fie f: E— R, E C R? f= f(x,y) o functie reald de doud variabile si xg = (z0, y0) un
punct interior lui F.

Definitia 5.12 Spunem ca functia f este derivabila partial in punctul (xq,yo) in raport
cu variabila x daca exista si este finita
f(@,90) — f(20, Y0)

lim .
T—x0 r — X9

Limita insasi se numegte derivata partiala a functiei f in punctul (zo,yo) in raport
cu T §i se noteazda prin

, 0
fx(iﬂo,yo) sau a—i(%,yo)-

Spunem ca functia [ este derivabila partial in punctul (zo,yo) in raport cu variabila
y daca exista $i este finita
i 4 @0, ) — f(@o, yo)
y—0 Y — Yo
Limita insagi se numegte derivata partiala a functiei f in punctul (xq,yo) in raport
cu Yy $i se moteaza prin

, 0
fy(f’?myo) sau a—g(ﬂfo,yo)-

Din definitie rezulta ca atunci cand derivam in raport cu z, variabila y este considerata
constanta si derivam ca gi cum am avea o functie de singura variabila x. O observatie
asemamatoare, cu schimbarea rolului variabilelor, are loc gi in privinta derivatei in raport
cu y.

Exemplul 5.5 Functia f(x,y) = In(z*+4?), (z,y) € R*\{(0,0)} are derivatele partiale

o) = o Hayy = 2
or YV Ty 9y Y T 2y

Fie acum f: E — R, ECR", f = f(z1,29,...,2,) o functie reald de n variabile i

xo = (29,29, ..., 2%) un punct interior al lui E.

Definitia 5.13 Spunem ca functia f este derivabila partial in punctul xo in raport cu
variabila xy, daca exista $i este finita
0.0 0 0 0 0.0 0
lim flaf,al, .. a)_y, xp, @ g, xy) — f(af, 25, ..., x;)

Limita insasi se numeste derivata partiala a functiei f in punctul xq in raport cu
variabila xy, st se noteaza prin

fo, (X0) sau ——(xo).

al‘k
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Derivata partiala in raport cu xy a functiei f (1, x2, ..., x,) se obtine derivand functia
f privita ca functie numai de variabila xy, celelalte variabile fiind considerate constante.
De aici rezulta ca requlile de calcul ale derivatelor partiale sunt aceleasi cu cele ale
derivatelor functiilor de o variabila.

O functie f(x1,xs,...,z,) poate avea, intr-un punct xg, cel mult n derivate partiale.

Fie dinnou f : E — R, E C R?, f = f(z,y) o functie reald de doud variabile si
Xg = (Zo,Yo) un punct interior lui F.

Definitia 5.14 Spunem ca functia f este diferentiabila in punctul xq, punct de acumu-
lare pentru E, dacd existd vectorul A = (A, B) € R? i functia o : E — R satisfdacand
conditia Xh_g(lo a(z,y) = a(z,y0) = 0 a.i.
f(@,y) = f(@o,90) = Az — 20) + B (y — o) + a(z,y) |[x —xo||, Vx€E,

sau, cu x —x9=h, y—yo =k, adica x —xy = h,

flxo+h,yo+ k) — f(zo,90) = Ah+ Bk + a(xg+ h,yo + k) |||, Vxo+h e E. (5.14)

Daca f este diferentiabila in Xq, aplicatia lintara
h— A-h=Ah+ Bk, Yh=(h,k) € R?

se numeste diferentiala functier f in punctul xo $i se noteaza

df (zo,y0) = df (zo,yo; h, k) = Ah+ Bk. (5.15)

Pentru functiile p : R?* — R si ¢ : R*> — R, definite prin p(z,y) = z, q¢(x,y) = v,
oricare ar fi (zg, o) € R?, au loc egalititile

p(z,y) — p(wo,y0) = b+ 0|h]|, q(z,y) — q(z0,40) = k +0]/h||, Vh € R?

care arata cd functiile p si ¢ sunt diferentiabile in orice punct xo € R? si dp(zo,yo) =
dp(xo, yo; h, k) = h, dq(xo,y0) = dq(xo, yo; h, k) = k. Deoarece diferentialele functiilor p
si ¢ sunt aceleasi in orice punct din R?, ele se noteaza

dp(x,y) = dx = h, dg(z,y) =dy =k (5.16)
si se numesc diferentialele variabilelor independente.

Fie acum f: £ — R, E CR", f = f(z1,%2,...,x,) o functie reala de n variabile si

xo = (2%, 29, ...,2%) un punct interior lui E.

rrn

Definitia 5.15 Spunem ca functia f este diferentiabila in punctul xq, punct de acumu-
lare pentru E, daca exista vectorul A = (A1, Ay, ..., Ay) € R i functia a : E — R
satisfacand condifia lim a(x) = a(x¢) =0 a.i.

X—X(

f(x) = f(%0) = A-(x = %0) + a(x) [[x = xo[|, Vx€E,
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sau, cu X —Xg = h,
f(xo+h)— f(x9) = A -h+a(xo+h)|h||, Vxo+he€ E.

Daca f este diferentiabila in Xqo, aplicatia liniara
h— A-h= iz‘h’hi, Vh = (hy,hs,...,h,) € R",
i=1
se numeste diferentiala functier f in punctul xo si se noteaza
i=1

Daca in definitia precedenta facem pe x — X, rezulta ca o functie diferentiabila
intr-un punct este continua in acel punct.

Pentru functiile p; : R™ — R, definite prin p;(x1,zo, ..., z,) = x;, i = 1,n, oricare ar
fi (29,29,...,2%) € R", au loc egalitatile

pi(T1, o, ..., Ty) —pi(a:(f,xg,...,:vg) =h; +0]||h||, YheR",

care arata ca functiile p; sunt diferentiabile in orice punct xg € R" si dp;(x¢) = dp(x¢; h) =
h;. Deoarece diferentialele functiilor p; sunt aceleasi in orice punct din R", ele se noteaza

dp(xy, 9, ..., x,) = dx; = hy, (5.17)
si se numesc diferentialele variabilelor independente.

Teorema 5.14 Daca functia f este diferentiabila in punctul Xo atunci exista toate deri-
vatele partiale in X $i

df (xg) = Xq) dx;. 5.18

o) = 3 g o) (5.15)

< Sa presupunem ca f este o functie de doua variabile. Daca functia f este diferenti-

abila in punctul xq atunci are loc (5.14)). Luéand aici £ = 0, impartind prin A si trecand

la limita pentru h — 0, apoi luand A = 0, impartind prin £ si trecand la limita pentru
k — 0, obtinem

lim f(xo + h,yo) — f(z0,v0) — A lim f(wo,y0 + k) — f(x0,%0)
h—0 h k—0 k

p—t B7

de unde deducem ca exista derivatele partiale ale functiei f in xq si

0
=), B= (s,
Inlocuind A si B in (513 si tinand seama de (5.16)), obtinem pentru diferentiala functiei
f 1n xq expresia

df (xg) = g—i(xo) dx + g—g(xo) dy. >

Existenta derivatelor partiale intr-un punct nu implica diferentiabilitatea functiei in
acel punct si nici continuitatea functiei in acel punct.
Teorema care urmeaza precizeaza conditii suficiente de diferentiabilitate a functiei f.
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Teorema 5.15 Daca functia f are toate derivatele partiale pe sfera S(x¢;d) C E si
acestea sunt continue in Xq, atunci f este diferentiabila in Xg.

< Sa presupunem ca f este o functie de doua variabile. Pentru orice x = (z,y) €
S(xp;0) avem

f@,y) = fwo,90) = [f (2, y) = f(wo, )] + [f (w0, y) = (0, 90)]

si aplicand teorema lui Lagrange in fiecare paranteza, gasim

f(@y) = fzo,y) = [1(&y) (¥ — x0), & € (w0, ),

f(wo,y) — f(x0,90) = f(x0,m) (¥ — %), 1 € (Y0,9),

deci
f(x,y) = f(o,90) = fr(w0,v0) (x — o) + £, (0, %0) (¥ — Yo)+

(& y) = Fulwo, yo) (& — o) + [fy (w0, m) = £ (w0, 30)](y — wo),

adica

f(@,y) = fzo, y0) = folwo, o) (x = x0) + [y (0, 0) (v — o) + alz,y) [Ix — x|,

a(x) = m {[f;(f,y) — f2(@0, 0)](x — o) + [f;(xom) - fg,/,(fﬁo,yo)](y - yo)} )

pentru x # X, §i a(xg) = 0.
Sa aratam ca a(x) — 0 cand x — xg, Din |z — x|, |y — yo| < ||x — ]| si datorita
continuitatii derivatelor partiale in S(xg; ), avem

l(x)| < |f(& y) = frlzo, yo)l + |y (xo, m) — fy (2o, 50)| — O,

deoarece (§,y) si (xo,n) — (20, Yyo) cand x — xg. >

Aplicatia
0 0
d = —dry + —dzg + - -
(9961 zt (9902 T2t + aLL’n

prin care se asociaza fiecarei functii diferentiabile f diferentiala sa in X, se numeste
operatorul de diferentiere.
Se verifica imediat urmatoarele requli de diferentiere:

dxy,

d(\f +pg) = Adf +pdg, VA pueR,

d(fg) = gdf + fdg,

f\ _g9df —fdg N
d(g)_ g I



68 CAPITOLUL 5. DERIVATE SI DIFERENTIALE

5.2.2 Derivate partiale si diferentiala functiilor vectoriale de n

variabile
Fief: E — R™ E C R", f = f(xy,29,...,2,) o functie vectoriala de n variabile si
xo = (29, 29,...,2%) un punct interior al lui E.

Definitia 5.16 Spunem ca functia f este derivabila partial in punctul xqo in raport cu
variabila xy, daca exista si este finita

0 .0 0 0 0 0 .0 0
fim fo), 29, ., 2y o, 2y, .. xy) — £(af, 25, ... ;)
a:k—mg T —xg

Limita insasi se numeste derivata partiala a functiei f in punctul x¢ in raport cu
variabila T st se noteaza prin

of
f (x9) sau ——(xg).
xk( 0) 8xk< 0)
Teorema 5.16 Functia vectoriala £ = (f1, fa, ..., fm) este derivabila partial in punctul
Xq in raport cu variabila xy d.d. functiile componente f;, 1 = 1, m, sunt derivabile partial
Xo in raport cu variabila xy.

< Afirmatia rezulta din faptul ca raportul incrementar al functiei vectoriale f in x4 in
raport cu xj are drept componente rapoartele incrementare ale functiilor componente f;

in Xg in raport cu xy. >

Definitia 5.17 Spunem ca functia f este diferentiabila in punctul xo, punct de acu-

mulare pentru E, daca exista matricea A = (A;;) € Mpxn(R) st functia vectoriald
a:E—-R™ a=(a,q0,...,an), satisfacand conditia lim «o(x) = a(xg) =0 a.i.
X—XQ

f(x) —f(x9) = A-(x — Xo) + a(x) ||x — X¢||, Vx€E,
sau, cu X —Xg = h,
f(xo+h) —f(xo) =A-h+a(xg+h)|h|, Vxo+h e E. (5.19)

Fie A; = (A1), Agj, ..., Anj), J = 1,n, vectorii din R™ ce au drept componente
coloanele matricei A. Daca f este diferenfiabila in xo, aplicatia liniara df(xq) : R" —

R,
hiA-h=> Ajh;, Vh=(hy,ha,... h,) €R",

J=1

se numeste diferentiala functier £ in punctul xq:

df (xo) = df(xo;h) = A-h=>_A;h;. (5.20)
j=1
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Teorema 5.17 Functia vectoriala £ = (fi, fo, ..., fm) este diferentiabila in punctul xq
d.d. functiile componente f;, 1 = 1, m, sunt diferentiabile in x,.

<4 Afirmatia rezultd din faptul ca egalitatea vectoriala (5I9]) este echivalenta cu
egalitatile

fi(xo+h) = fi(x0) = > Ajjhj+ai(xo+h)[|h]|, Vxo+heE, i=Tm.>

Jj=1

Egalitatea vectoriala (5.20) se scrie pe componente
dfi(Xo) = de(Xo,h) = ZAijh’j? 7= 1,m.
j=1

Din Teorema [5.14] rezultd atunci ca daca f este diferentiabila in xq, functiile f; au
toate derivatele partiale in x si

dfi(x0) = Er
J

(Xo) dl'j, 1= 1,_m
j=1
5.2.3 Derivate partiale gi diferentiale de ordin superior

Fie f: E—- R, E CR? f= f(x,y) o functie reald de doud variabile derivabila partial
in raport fiecare variabila x si y, in punctele interioare ale lui F.

Definitia 5.18 Daca functiile f, si f, sunt derivabile partial in raport cu x siy, deri-
vatele lor partiale se numesc derivate partiale de ordinul doi ale functiei f si se noteaza:

Of _ 0 (of\ Of 9 (0F\ &F 0 (0f\ &f 9 (0f
0x2  Ox \0x ) Oydx Oy \dx) 0xdy 0Ox \oy) 0y>2 0Oy \Oy)’

Deci o functie de doua variabile poate avea patru derivate partiale de odinul doi.

In general, o functie de n variabile f = f(xy,2,...,x,) are n? derivate partiale de
ordinul doi:
OF 9 (9N i 1a
8%'895]- n 8951 axj ’ J =L

Derivatele partiale 9%f/0x0y si 0°f/0ydx (numite si derivate partiale mixte), in
general, nu sunt egale. Teorema care urmeaza stabilegte conditii suficiente ca derivatele
partiale mixte ale unei functii sa fie egale.

Teorema 5.18 (Teorema lui Schwarz) Daca functia [ are derivate parfiale mizte
de ordinul doi intr-o vecinatate V- a unui punct (x,y) din interiorul lui E si acestea sunt
continue in (x,y), atunci
0 f
0xdy

_
~ Oxdy

(z,y) (z,y). (5.21)
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4 Fie h = (h,k) € R* ai. x+h € V. Pentru ¢t € [0,1] pentru care x+th € V,
definim functiile

o(t) = f(r+ht,y + k) — f(x+ht,y), ()= f(x+hy+kt)— f(z,y+ kt).

Se constata imediat ca ¢(1) — ¢(0) = ¥ (1) — ¥ (0). Aplicand teorema lui Lagrange
functiilor ¢ si 1 pe intervalul [0, 1], gasim

(@)  ¢'(0) =¢'(02), 01,02 € (0,1),

de unde
0 0 0 0
a—i(m + hb,y+ k) — a—i(ﬂv + h91,y)] h = {a—;};(x + h,y + kby) — a—i(m,y + kOs)| - k.
Printr-o noua aplicare a teoremei lui Lagrange functiilor
0 0
a—i(x + hby,y + kt), a—‘?];(x + ht,y + kbs), te€]|0,1],
obtinem
0 f 0 f

(I + h@l,y + k(93) =

Oyox ay(x + hly,y + kby), 03,04 € (0,1).

Trecand la limita pentru (h, k) — (0,0) si tindnd seama ca derivatele partiale mixte sunt
continue in (z,y) rezulta (B.21)). >
Rezultatul se mentine gi pentru derivatele de ordin superior

Oxmoym Y= Oymoxn Y7

Teorema ramane adevarata si pentru functii reale sau vectoriale de n variabile.

Fie f: F — R, E C R? f = f(z,y) o functie reald de doud variabile diferentiabila
in punctele interioare ale lui E.

Definitia 5.19 Spunem ca functia f este de doua ori diferentiabila in punctul (z,y)
dacd functia df (z,y; h, k) este diferentiabild in (x,y) oricare ar fi (h,k) € R?. Dacd f

este de doud ori diferentiabild in (x,y), atunci aplicatia

0*f
= o2

o*f
Oy?

82f

—(z,y) h* +2

(z,y) hk + —=(2,7) k*

se numegte diferentiala a doua a functiei f in (x,y).
Deoarece h = dx si k = dy, diferentiala a doua se mai scrie

o J;(:z: y) da? +28 fy(x y)da:dy—i—a—é(x y) dy?.

& f(z,y) =
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Operatorul

0 0 @ 0? 0? 0?
2
. - - = 9
d ( dr + ydy) 2d + yda:dy+ 2dy

se numeste operatorul de diferentiere de ordinul doi.
Daca functia f are toate derivatele partiale de ordinul p si acestea sunt continue,
functia f este de p ori diferentiabila in (z,y) si diferentiala de ordinul p este data de

0 0 () - k gk
P £ — p—
df—(axd:v—l—aydy) f= E paxl’ kak dxP~" dy”.

Pentru functii reale sau vectoriale de n variabile, diferentiala de ordinul p se defineste in
mod asemanator

0 0 0 2
p p— — e
dv f (8 o dry + — D5 dre + -+ -+ Bz, da:n) f.

Fie D o multime deschisa din R™.

Definitia 5.20 Functia f : D — R se numeste de clasa C* pe D dacd f are toate
derivatele partiale pana la ordinul k pe D si deriwatele de ordinul k sunt continue pe D.

Multimea functiilor de clasi C* pe D se noteaza C*(D). Prin C°(D) = C(D) se
intelege multimea functiilor continue pe D.

5.2.4 Derivatele partiale si diferentialele functiilor compuse

Teorema 5.19 Dacd functiau: I — R?*, I C R, u = (u,v) are derivate continue pe
I, iar functia f : E — R, E = u(I) C R?, are derivate partiale continue pe E, atunci
functia compusa F : I — R, F(z) = f(u(x),v(x)), pentru orice x € I, are derivata
continua pe I, data de

dF 8f du  Of dv

dr ~ Ou dr o ov dz’ (5-22)

a Fie zo € I §i ug = u(ao), vo = v(wo). Aplicand teorema lui Lagrange, putem scrie
f(u,v) = f(uo, vo) = [f(u,v) = f(uo,v)] + [f(uo,v) — f(uo,v0)] =
= fulug, v)(u —uo) + f)(uo, ve) (v — vo),
cu ug € (ug,u), ve € (vo,v) si
u—ug = u(z) — u(zo) = ' (&)(x — o), v— 10 =10(x)—v(20) =1'(&)(2 — 20),
cu €y, &y € (0, 7). Rezultd

F(z) = Fzo) _ f(u,v) = f(ug,v0) _ Folug,v) ' (€a) + fl(ug, ve) V(&)

T — Tg r — X
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Trecand la limita pentru x — xo, cum &, &, — ¢ si toate functiile sunt continue, obtinem

F'(w0) = f,(uo, vo) ' (w0) + f,(uo, vo) V(o).

Cum zg este arbitrar ales in I, rezulta (5.22). >
Inmultind (£.22) cu dz si tinand seama ca du = v'(x) dz, dv = v'(x) dz, gasim ca

of of 4
dF = ——du+ ==
90" 90
In mod aseménitor, pentru functia F(z) = f(uy(2), us(x), ..., un(x)) avem urméitoa-
rea regula de derivare
AP _Of duy | Of duy,  Of duy
de  Ouy dr  Ous dx ou,, dr’
iar diferentiala va fi data de
af of of
dF = d — e duy,.
8u1 U1+82 U + +8un U

Rezultatele obtinute se mentin si pentru functiile vectoriale.

Exemplul 5.6 Fie F(z) = f(x+Inz,1+2%), 2 >0. Punemu=xz+Inz, v=1+z%

Avem 8f of of of
/ Vv = 27
Filz) = ou +8v " u (1+ )—1—33: ov’

Definitia 5.21 Functia f : E — R, E C R", se numeste omogena de gradul m daca
fltxy, teg, ... tx,) = t" (21, 29, ..., 2p),
pentru orice (T1,Tg,. .., xy,), (try, teg,. .. tx,) € E.

Daca derivam aceasta relatie in raport cu ¢ si facem apoi ¢ = 1, obtinem

of of of
xla_xl+x23_x2+ +$naxn
numita relatia lui Euler.

Derivatele si diferentialele de ordin superior se calculeaza in mod asemanator.
Astfel, daca functia f(u,v) are derivate partiale de ordinul doi continue in F si functiile
u(z) si v(x) au derivate de ordinul doi continue pe I, atunci functia F(z) = f(u(z), v(x))
este de doua ori derivabila pe [ si

*F of du Lof of dv\ _
dx? dx Ou dr ' Ov dx

(32fdu 0 f dv)_+(82f du ﬁd_v)d_v_i_gdz_u of d*v

=m f(x1,29,...,2,)

ou? dx + oudv dx Ovou dx + ov? dx ou dz? + v da?’
iar diferentiala a doua
D’ f of of

2 2
ade af dudv + —= d?v + =% d*u + = d?v.

2
dF_8u2 88 ov? ou ov
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Teorema 5.20 Dacd functia u : D — R?* D C R?* u = (u,v), u = u(z,y), v =
v(z,y), are derivate partiale continue pe D, iar functia f : E — R, E =u(D) C R?,
f = f(u,v), are derivate partiale continue pe E, atunci functia compusa F : D — R,
F(z,y) = f(u(z,y),v(x,y)), pentru orice (x,y) € D, are derivate partiale continue pe
D, date de

OF _0f Ou  Of v OF _O0f du Of dv

dr  Ou Ox * v 0x’ dy  Ou dy T v Ay’ (5.23)

< Afirmatia rezulta din teorema precedenta, deoarece la derivarea partiala in raport
cu o variabila cealalta variabila este mentinuta constanta, deci F' se considera functie
numai de o variabila. >

Deoarece diferentiala functiei F'(z,y) este data de

OF  OF
ir = 2% g+ 2 gy
oz “' T 3y

tinand seama de (5.23]) obtinem

_(Of Ou  Of Ov af ou Of ov
b= <8u Ox o Jv 8x) d+ ((M y T o ov 8y) @,

de unde rezulta

of of ou ou v ov
dF = 8_d +a—dv cu: du-a—dx+aydy, dv = e dx+a dy.

Exemplul 5.7 Fie functia F(z,y) = f(z +y, 2>+ y?). Punem u =z +y, v = x> + ¢>
st obtinem pentru derivatele partiale
oF  Of - af 0_F of af

- =2 2
or  Ou + v’ oy du T ov’

war pentru diferentiala

T
ou

af
5 5 — 2z dzr + 2y dy).

dF =
ov

(dx + dy) +

Derivatele partiale si diferentialele de ordin superior se calculeaza in mod

asemanator
P _ 0 (0 0u 0f v\ _
0x2  Ox \Ou 0z = Ov Ox
_<82f ou  O*f 81}) +(82f ou  O0*f 8"0) Ov+0f *u  Of 0%
N Oz

ou? Ox + Oudv Oz ovou Ox e o2 0z ) Ox | Ou Ox2 + ov 0z’

O*F of du Lof of ov\
&'L‘ﬁy 8y Ou dx = Qv Ox

(PLou | OF o\ ou (0w Bfov\ou 0f P 0f 0%
S \ou? 9y Oudv dy ) Ox Ovou Oy Ov?2 Oy ) Ox  Ou OxOy  Ov Oz0y’
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0?F 8f(9u+8f8v B
(9y 8y ou dy  Ov Oy

82f8u+82f ov + o0 f @+82f8v 8v+g@+8f82
ou? 0y  Oudv ay ay ovou dy  Ov? dy ) dy  Ou Jy?  Ov Jy?

Pentru diferentiala a doua avem

O*F P*F O°F
2
PF = G ot 255

in care derivatele partiale sunt date de expresiile precedente, sau

2 2 2
afd +28f¢1d-+gid +aff af

2
dF = ou? Oudv ov? ou ut 01}

in care du si dv au expresiile scrise mai sus, iar pentru d?u si d?v avem

0% 0% 0%
2 —
dy,dv—axzdx +288dxdy+82

2 2,
d2u—a_dx +20 dxdy—f—gQ

D22 B0y dy’.

Pentru functii de mai multe variabile avem o teorema asemanatoare.

Teorema 5.21 Dacd functiile up, - D — R, D C R", u, = ugp(21,22,...,2,), k = 1,p,
au derivate partiale continue pe D, iar funclia f : E — R, E C RP,f = f(u1, us, ..., u,),
are derivate partiale continue pe E, atunci functia compusa F' : D — R,

F(xy,@a, ..., xn) = fur(z1, Te, . .., T0), Ua(T1, To, o oo, Ty ooy Up(T1, T2y oo T0),
pentru orice (T1,Ta,...,x,) € D, are deriate partiale continue pe D, date de
OF  Of Ouy  Of Ous 8f 8up J—
_ . =1.n. 5.24
ox; Ouy O0x; + Ouy O0x; 8up ox;’ ! 7 (5:24)

Diferentiala functiei I’ este data de

oF oF OF b & . oF d
- Om Ozo 2 0x,, o

in care derivatele partiale au expresiile precedente, sau

of 4 of . of
dF = =L o 2Lg
611,1 1+a Uy 2+ +8Up Up,
cu
duk—%d 1+8de£l}2+ +%d T, k:m

axl 8 axn
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5.2.5 Proprietati ale functiilor diferentiabile
Teorema lui Lagrange pentru functii de n variabile

Fie a = (al,a2,...,an),b:(bl,bg,...,bn) € R".

Definitia 5.22 Numim segment inchis, cu extremitatile in punctele a si b, mulfimea
punctelor x € R" de forma: x =a+t(b—a), t € [0,1].

Teorema 5.22 Fie f : [a,b] — R, [a,b] C R™. Daca [ este continud pe [a,b] si
diferentiabila pe (a,b), atunci exista un punct c €(a,b) a.i.

f(b) — fla)=) o, (c) (bi — as).

< Consideram functia F': [0,1] — R, F(t) = f(a+t(b — a)), care satisface conditiile
teoremei lui Lagrange pe intervalul [0,1]. Exista deci un punct 6§ € (0,1) ai. F(1) —
F(0) = F'(0). Dar F(0) = f(a), F(1) = f(b) si

F)=>Y af@ (b —a;), c=a+60(b—a)c(ab).p

Formula lui Taylor pentru functii de mai multe variabile

Fie f : E — R, E C R? o functie de doud variabile, derivabila de n + 1 ori pe E si
(x0,%0) un punct interior lui E. Pentru (z,y) € E, consideram functia F': [0,1] — R,
F(t) = f(xog + t(x — 20),y0 + t(y — yo)). Functia F este de n + 1 ori derivabila pe [0, 1].
Aplicand formula lui Taylor functiei F' pe [0, 1], avem

1 1 1

F(1)=F(0) + ﬂF’(O) + 5F”(o) 4t HF(")(O) + R (1),
N R,(1) = ! FOD@), 6 €(0,1)
" (n+1)! ’ e
Insa F(1) = f(x,y) si F(0) = f(z0,y0). Pentru calculul derivatelor functiei F(¢) folosim
formula de derivare a functiilor compuse. Deoarece F(t) = f(z(t),y(t)), cu x(t) =

To + (. — x0) t i y(t) = yo + (y — yo) t, avem

(k)
() = ((% dot 8% dy) F(a(t), y(0)).

Deci

(k)
70 = (0= a0) g+ - mhg ) Flalt)plo)art

De unde
. (*)
L0 = (-2t -wg ) St
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Pentru ¢t = 0 obtinem

0 9,

(k)
F®(0) = ((a: — xo)% + (y — yO)a_y) f (0, yo)-

Cu acest rezultat, formula lui Taylor pentru functia f(x,y) in punctul (zg,ye) se scrie

i) = Flan) + 5 (2= )5+ = w3 ) o)+

1 0 o\" R
_,_..._{_m (:c—xo)%ﬂL(y—yo)a_y f(xo,y0) + Ru(2,9),

cu

Rate0) = s (e 2 w2 ) Fao 0= lg0 80— )

in care 6 € (0,1). Polinomul

7o) = Haum) + 57 (=200 5+ (=) 5 ) Foo )+

ox

se numeste polinomul Taylor de gradul n asociat functiei f in punctul (zq,yo), care se
mai scrie

N % ((m — )5+ (y — y0)6_y> f(xo,v0)

1

Tn(%y) = f(iUo,yo) + = 1 (gf (%;yo)(x - 350) + %(ﬂfo,yo)(y - yo)) +

82 82 82
+% <8_x]2c(x0’ vo)(z — 20)* + 28x—gy(%’ Yo)(x — 20)(y — yo) + 8—;;(%, Yo)(y — 90)2) +

n| Z naxn ’“3 k xOvyO)(x - xO)n_k(y - yO)k

Fie acum f: EF — R, E C R", o functie de n variabile, derivabila de p + 1 ori pe F

i xo = (29,29, ...,2%) un punct interior lui F. In mod asemanator ca la functii de doud

variabile se demonstreaza ca pentru orice X = (x1, 3, ...,x,) € E are loc formula

» . ()
f(x) = f(xo) + Z% (Z(% - x?)%) f(x0) + Ry(x),

cu

n (p+1)
R,(x) = ﬁ <Zl(xZ — x?)%) f(xo+0(x—x0)), 6€(0,1),

numita formula lui Taylor pentru functii de n variabile.
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Exemplul 5.8 Polinomul Taylor de gradul 3 asociat functiei f(z,y) = /22 +y? in
punctul (1,1) este

Ta.) = V2+ gyl = 1)+ (5= D]+ s lle =1 =2 = Dy =) + (= 1)7-

_%ﬁ[% — 1) —(z =1y —1)— (z—1)(y—1)*+3(y —1)°.

Exemplul 5.9 Polinomul Taylor de gradul n asociat functiei f(x,y) = e* ¥ in punctul
(1,—1) este

n

Tn(x,y):1+2%[(x—1)+(y+l Z

k=0 i=0

G w—l)k (y+1).

Exemplul 5.10 Sd se gaseascd o valoare aprozrimativd a numdrului (1,1)%2
Polinomul Taylor de gradul 3 asociat functiei f(z,y) =¥, x>0, y > 0, in punctul
(1,1) este

Ty(a,y) = 1+ 3@ — 1) + 2[2(a — )y — )] +

d : B — 12y~ 1]

3!
Putem atunci scrie f(1,1;1,2) ~ T3(1,1;1,2) = 0,1021.

? ) Y
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Capitolul 6

FUNCTII DEFINITE IMPLICIT

6.1 Functii definite implicit de o ecuatie

6.1.1 Functii reale de o variabila reala

Fie data ecuatia
F(z;y) =0, (6.1)

in care I este o functie reald definitd pe o multime £ C R2.

Definitia 6.1 O functie y = f(x) definita pe o mulfime A C R se numeste solutie
a ecuatier (01) pe mulfimea A daca F(z; f(x)) = 0, pentru orice x € A, pentru care
(z; f(x)) € E.

Ecuatia (6.1]) poate avea pe multimea A mai multe solutii sau nici una, dupa cum
rezulta din urmatoarele exemple.

Exemplul 6.1 FEcuatia 2> + y*> — 1 = 0 are in raport cu y o infinitate de solutii definite
pe mulfimea A = [—1,+1].
Intr-adevar, pentru orice o, 5 € [—1,+1], cu a < 3, functiile

f(l'): Vl_xza xE[Oé,ﬂ],
_Vl_x27 YIS [_17+1]\[&76]7
f(.l’) _Vl_x2’ T € [a>ﬁ]a
Sl VI-at ze L1\ (o 4],
sunt solutii ale ecuatiei x> +y*> —1 = 0. Aceste solutii sunt functii discontinue in punctele

r =« g r =0, pentru o, € (—1,+1). Numai pentru o = —1 si § = +1 se obtin
functii continue pe A:

filz) =V1—2% folx)=—V1—22 ze[-1,+1].

Daca pe langa continuitate cerem ca solutiile sa satisfaca gi conditia f(0) = 1, din
multimea solutiilor ecuatiei x* + y*> — 1 = 0, rdmdne numai functia f,. Adicd, ecuatia
are o singura solutie, functie continud pe [—1,+1] care pentru xo = 0 ia valoarea yo = 1.

79
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Exemplul 6.2 Ecuatia x*> +y* + 1 = 0 nu are nici o solutie reald, oricare ar fi x € R.

Definitia 6.2 O functie y = f(z), solutie a ecuatier (6.1]), se numeste functie definita
implicit de ecuatia (G1]).

Conditiile in care ecuatia (6.1) definegte implicit functia f, precum si proprietatile
acesteia sunt precizate de teorema care urmeaza.

Teorema 6.1 Fie F': E — R, unde E C R? este o multime deschisd si (zo,10) € E.
Daca:

FeCYE), F(zo;y) =0, F(xo;y0) #0,

atunci exista o vecinatate U a lui xo, o vecinatate V' a lui yo st o functie f : U — V,
y= f(z), f € CYU) a.i. F(x;f(x)) =0, pentru orice x € U, f(x¢) = yo i

 Fu(; f(x))
Fy(w; f(x))’

< Functia F) (7; y) este diferita de zero in (xo; yo) si continua in acest punct. Exista deci
o vecindtate a punctului (zo; o) in care Fy(z;y) # 0. Putem presupune ca F,(x;y) > 0,
in aceasta vecinatate.

Functia F'(zo;y), de variabila y, are derivata pozitiva intr-o vecinatate V = (a, 3) a
lui yp, deci este strict crescatoare pe V. Deoarece se anuleaza in punctul gy, urmeaza ca
F(zo;a) < 0si F(xo; 8) > 0.

Functia F(z;«a), de variabila z, este continua in punctul zg si F(zo;a) < 0. Exista
deci o vecinatate U, a lui z¢ al. F(z;a) < 0, pentru orice x € U,.

Functia F'(z;f3), de variabila z, este continua in punctul zq si F(zo;3) > 0. Exista
deci o vecinatate Ug a lui zg a.l. F(z;/3) > 0, pentru orice z € Up.

Fie U = U, N Ug. Pentru orice z € U, avem: F(x;a) < 0 si F(z;5) > 0. Functia
F(z;y), ca functie de y, este strict crescatoare pe [a, (], continua pe [«, (] si are valori
de semne contrare in extremitatile intervalului. Exista atunci un punct §i numai unul
y = f(z) € (0,0) ai. F(z; f(z)) =0,

Deoarece F(xo;y0) = 0, punctului zo € U ii corespunde punctul yy € (o, ), adica
f(@o) = yo. R

Functia f este continua pe U. Intr-adevar, pentru orice x,z + h € U, putem scrie:
F(z; f(z)) = 0si F(x + h; f(xr + h)) = 0. Functia F fiind continua pe E, deducem
prin trecere la limita in a doua egalitate ca F'(z; }lllir(l) f(x+ h)) = 0. De aici gasim ca

lim (& + h) = f(@)
Notand apoi cu k = f(z + h) — f(x) = f(x + h) — y, putem scrie

F(x+h; f(x+h) = F(z; f(z)) = F(z + hjy + k) — F(z;y) =0,

f'(x) = reU. (6.2)

[F(z+hyy + k) = Fz;y + k)] + [Fay + k) = Fa;y)] = 0.

Aplicand teorema cresterilor finite deducem

Fi&y+k)h+F(xsn) k=0, &€ (z,x+h), ne(y,y+k).



6.1. FUNCTII DEFINITE IMPLICIT DE O ECUATIE 81

Tinand seama de expresia lui k£, impartind prin h gasim

flx+h) = fx)

h =0.

F(&y+ k) + Fy(x;m)

Trecand la limita pentru h — 0, cum derivatele partiale ale functiei F' sunt continue,
rezulta ca f este derivabila si are loc (6.2).

Daca derivam identitatea F'(z; f(x)) = 0 dupa regula de derivare a unei functii com-
puse, avem

Fy(w; f(x)) + Fy(a; f(2)) f'(x) =0,

de unde se deduce (6.2). >

Aceasta observatie ne permite sa calculam derivata de ordinul doi a functiei f in
ipoteza cd F' € C?(E). Derivand din nou ultima egalitate, avem

.+ F f'(x) + [F,, + F,, f'(x)] f'(x) + F, f"(z) = 0,

de unde, tinand seama de ([6.2), rezulta

2 2
() = _Fé By, =2 F Fy + F; Fé’y

Fr3
6.1.2 Functii reale de n variabile
Fie data ecuatia
F(x;y) =0, deci F(xy,29,...,T5y) =0, (6.3)
in care x = (11, Ts,...,2,) si F este o functie reald definita pe o multime £ C R

Definitia 6.3 O functie y = f(x) = f(z1,22,...,2,) definita pe o mulfime A C R" se
numeste solutie a ecuatiei (6.3) pe mulfimea A daca F(x; f(x)) = 0, pentru orice x € A,
pentru care (x; f(x)) € E.

Teorema 6.2 Fie F: E — R, unde E C R"™ este o multime deschisd si (Xo;90) € E.
Daca:

FeCYE), F(xo;5)=0, F(xo0;y0) #0,

atunci exista o vecinatate U a lui Xo, o vecinatate V a lut yoy st o functie f : U — V,
y=f(x), f € CYU) a.i. F(x;f(x)) =0, pentru orice x € U, f(xq) = yo si

of 2 (%5 f (%))

F! —

< Demonstratia urmeaza aceleasi etape cu cea din teorema precedenta. >
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6.2 Functii definite implicit de un sistem de ecuatii

Fie data ecuatia vectoriala

F(x;y) =0, (6.5)

in care x = (21,%2,...,%,), ¥ = (W1,---,ym) 1 F = (F1, Fy, ..., F,) este o functie
vectoriala definita pe o multime E C R™™,

Definitia 6.4 O functie y = f(x) definita pe o multime A C R"™ se numeste solutie
a ecuatier (63) pe multimea A daca F(x;f(x)) = 0, pentru orice x € A, pentru care
(x;f(x)) € E.

Ecuatia vectoriala (6.5]) este echivalenta cu sistemul

E(x17x27"'7xn;y17y27"'7ym)207 i:17m7 (66)
iar egalitatea y = f(x) este echivalenta cu y; = fi(x1,xo,...,x,), 1 =1, m.
Definitia 6.5 Numim determinant functional sau jacobianul functiilor Fy, Fs, ..., F,, in
raport cu variabilele yy,ya, . . ., Ym, determinantul ce are drept elemente derivatele partiale

ale functiilor F; in raport cu variabilele y;, i,7 = 1,m, adica

oF o (249
Ay1 dy2 """ Oym
ofh ot o
D(F\,Fy...,Fy) | 92 o8 df
D(y1,92, -, Ym)
OFn  OFm OF,
dy1 Oy2 """ Oym

Teoremele precedente pot fi extinse si la acest caz. Dam, fara demonstratie aceasta
teorema.

Teorema 6.3 Fie F : E — R™, unde E C R"™™ este o multime deschisd $i (Xo;yo) €
E. Daca:
D(Fy, Fy, ..., Fy)

F c CYE), F(xo; =0,
( ) ( ° YO) D<ylay27'--7ym)

(%05 ¥0) # 0,

atunci exista o vecinatate U a lut Xo, o vecinatate V' a lui yo si o functie f : U — V,
y = f(x), f € CYU) a.i. F(x;f(x)) = 0, pentru orice x € U, £(x¢) = yo si pentru
fiecare k = 1,n, derivatele functiilor fi, fo, ..., fm in raport cu variabila xj sunt solutii
ale sistemulut algebric liniar

—OF af; OF; , . P —
a—yj(x,f(x)) a—xk(x) + 9 (x;f(x)) =0, i=1m. (6.7)

j=1
Exemplul 6.3 Sistemul

F(z,y;u,v) =u+v—z—y=0,
G(z,y;u,v) =zu+yv—1=0,
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pentru x # y, defineste pe u si v ca functii de x siy. Pentru a calcula derivatele partiale
ale functiilor u = u(z,y) si v = v(zx,y), derivam cele doud ecuatii in raport cu x §i apoi
cu y. Se obtin sistemele liniare

Uy + U = 1, Uy + vy = 1,
TUy + YUy = —U, TUy + YUy = —,

al caror determinant este

D(F,G) 11
— = =y — 0.
D(u, v) . y‘ y—a#
Aplicand regula lui Cramer se obtine
y+u T+ u y+ov T+
Uy = , Uy = ————, Uy = , Uy = — :
y—x y—=x y—x y—x

6.3 Transformari punctuale. Derivarea functiilor in-
verse

Numim transformare punctuala pe R"™ orice functie f : £ — F,
y = f(x), (6.8)
in care £ C R, F = f(F) C R", sau pe componente
yi = fi(z1,20,...,1,), i=1,n. (6.9)

Definitia 6.6 Spunem ca transformarea punctuala f este o transformare regulata in
punctul Xg € E dacd existd si sunt continue toate derivatele partiale 8f;/0xy, i,k =1,n,
pe o vecinatate a lui Xo §i

D(f17f27"'7fn>

J —
(XO) D(:Ulax%"'axn

(o) # 0.

O transformare regulata in punctul x, este diferentiabila si deci continua in x,. Ja-
cobianul J(x) al unei transformari regulate intr-o vecinatate a punctului xq pastreaza
semn constant pe acea vecinatate.

Teorema 6.4 Daca transformarea f este regulata in punctul xg € E siyo = £(x,),
atunci exista o vecinatate U C E a lut Xq st 0 vecinatate V C F a lui yo a.i. restrictia
transformarii £ la vecinatatea U, adica functia £ : U — V', este o bijectie a lui U pe V,
deci inversabila pe U si inversa sa, aplicatia g :V — U,

X:g<y)> deci mk:gk(ylay%"'ayn)a ]{,‘:1,_77,,
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satisface conditia g(y,) = Xo si este o transformare regulata in yy.
Pentru fiecare j = 1,n, derivatele partiale Ogi./0y;(yo), k = 1,n, sunt solutiile sis-
temelor algebrice liniare

E :afz agk
al'k ay] (yO) 61]’ (6 0)

iar jacobianul transformarii inverse este

D(gl7927"'7gn) _ 1

D(y1,Y2, -+ Yn) (yo) = J(x0) (6.11)

< Aplicam teorema functiilor definite implicit ecuatiei vectoriale in necunoscuta x:

F(x;y) =f(x) -y =0.

Agadar, exista vecinatatile V' a lui yo, U a lui x¢ i functia g : V. — U, x = g(y),
satisfacand conditiilor g(y,) = x, si F(g(y);y) = 0, adica f(g(y)) =y, pentru orice y €
V', sau pe componente

fila1(yi, v2s - Un)s 2(U1, Y2, o Un)s o s Gn(U1, Y2, - Yn)) = Uiy 1 =1,n.  (6.12)

Aceasta Inseamna ca restrictia lui f la U este bijectiva gi g este inversa acestei restrictii.
Conform aceleiagi teoreme, functia g este diferentiabila in y,. Aplicand teorema de
derivare a functiilor compuse, derivand partial membru cu membru identitatile (6.12]) in
raport cu y; in punctul yo, obtinem sistemele liniare (6.10). Toate aceste sisteme au ca
determinant J(xq) # 0, deci admit solutie unica. Matriceal, egalitatile (6I0) exprima
faptul ca produsul a doua matrice patratice de ordinul n este egal cu matricea unitate.
Luand determinantii ambilor membri deducem

D(.f17f25"'7fn) (XO) X D(gla927"'7gn)
D(xy,x9,...,2,) D(y1,y2, -+ Yn)

(yo) =1,

de unde (G.17).

Exemplul 6.4 Fie (z,y) coordonatele unui punct din R?. Numim coordonate polare
ale acestui punct perechea (r,¢), cur € [0,00), ¢ € [0,27), legata de perechea (x,y) prin

T =Trcosp, y=rsinyp, (6.13)

relatii care definesc o transformare punctuald in R%. Determinantul functional al trans-
formarii este
D(z,y) | cosp —rsing

D(r,p) sinyp  rcose

Deci in orice punct cu exceptia originii, transformarea (6.13) este requlata si inversa ei

este
r=Va2 g, tgp= 2
X
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Exemplul 6.5 Fie (z,v,2) coordonatele unui punct din R®. Numim coordonate cilin-
drice ale acestui punct tripletul (r,p,2), cur € [0,00), ¢ € [0,27), z € (—o0,0), legat
de (z,y,z) prin

rT=rcosp, y=rsing, z=z, (6.14)

relatii care definesc o transformare punctuald in R3. Determinantul functional al trans-
formarii este

D(z,y, 2) C'OSQD —rsing 0

——————= =|sinp rcosp 0 |=r

D(r,gp,z) 0 0 1

Deci in orice punct cu exceptia celor de pe axa Oz, transformarea (6-14)) este regqulata.

Exemplul 6.6 Fie (x,y,z) coordonatele unui punct din R®*. Numim coordonate sferice
ale acestui punct tripletul (r,0,¢), cur € [0,00), 8 € [0, 7|, ¢ € [0,27], legat de (x,y, 2)
prin

r=rsinfcosy, y=rsinfsiny, z=rcosb, (6.15)
relatii care definesc o transformare punctuald in R3. Determinantul functional al trans-
formarii este

sinfcosy rcosfcosyp —rsinfsing
= | sinfsing rcosfsing rsinfcosyp | =r’siné.
cos 6 —rsinf 0

Deci in orice punct cu exceptia celor de pe axa Oz, transformarea [(G.11) este regulata.

6.4 Dependenta si independenta functionala

Fie functiile f, fi, fo,..., fm: D — R, D C R".
Spunem ca functia f depinde de functiile fi, fo,..., fm pe D, daca exista o functie
F:EFE—-R ECR™ al.

) = F(fi(x), o), fn(x)), VxeD.

Definitia 6.7 Sistemul de functii {f1, f2,..., fm} se numeste functional dependent pe
D daca cel putin una din functiile sistemului depinde de celelalte.

Sistemul de functii { f1, fa, ..., fm} se numeste functional independent pe D daca nici
una din functiile sistemului nu depinde de celelalte.

Teorema 6.5 Daca sistemul de functii {fi, fa, ..., fm} este functional dependent pe D
si functiile fi, fa, ..., fm sunt diferentiabile pe D, atunci

rg (0]‘} (x)) <m, x€D.

a{L‘k
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< Deoarece sistemul de functii {f1, fo,..., fm} este functional dependent pe D, cel
putin una din functiile sistemului, fie aceasta f,,, depinde de celelalte. Prin urmare,
avem

fm(x> = F(fl(X),f2(X), N '7fm71(X))> VX € D7

unde F este o functie diferentiabila. Derivand in raport cu x; relatia precedenta, obtinem

afm _m_l oF afk pe—
o, = 2 9y, 100 o) () ), =T

care arata ca linia m a matricei (0f;/0zy) este o combinatie liniara de celelalte m — 1
linii ale ei si deci

afi
<m-— .
rg (axk(x)>_m l<m, x€D.>

Consecinta 6.1 Daca intr-un punct Xqg € D avem

9, 1)
re (G2 ) = m,

atunci sistemul de functii { f1, fa2, ..., fm} este functional independent pe D.

Mai general, daca functiile fi, fa,..., f,n sunt diferentiabile pe D si

e (2] = <m

atunci exista o vecinatate V' a punctului x( pe care r dintre functiile fi, fo, ..., f;n sunt
functional independente.

Exemplul 6.7 Functiile fi(z,y) = v — vy, folz,y) = zy si f3(z,y) = 2* + y? sunt
functional dependente deoarece f3 = [+ 2fs.

6.5 Schimbari de variabile

Rezolvarea multor probleme de analiza matematica in care sunt implicate expresii ce
contin functii de una sau mai multe variabile si derivate ale acestora devine uneori mai
simpla daca se efectueaza o schimbare a variabilelor independente sau chiar a functiilor.
In cele ce urmeazi vom analiza modul cum se modificd aceste expresii la schimbarea
variabilelor.

6.5.1 Schimbarea variabilelor independente
Cazul functiilor de o variabila

Fie data functia y = y(x), x € E, E C R, de n ori derivabila pe FE, gi fie expresia

dy d*y
F (Z‘,y,%,w,...) .
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Fie inca x = ¢(t), t € I C R, o transformare regulata pe I, deci cu ¢'(t) # 0 pe
I. Presupunem ca ¢ este de n ori derivabila pe I. Efectuand schimbarea de variabila
x = p(t), y devine o functie de t: y = y(p(t)) = f(¢), iar expresia F' ia forma

dy d*y
G (t,y,%,ﬁ,...) .

Este deci necesar sa calculam derivatele functiei y in raport cu x in functie de derivatele
sale in raport cu t. Dupa regula de derivare a functiilor compuse, avem

dy _dyde . dy

dy 1 dy
— — / — —
a - aa YW

d de, — = .
¢ Mnee e '(t) dt

Inlocuind aici pe y prin dy/dz obtinem

d*y d (dy 1 d 1 dy 1 o d%y uody
ﬁ:d_ d_ = VTN NP T ) @(t)_g_g)(t)_ .
x r \ dx ' (t) dt \ ¢'(t) dt ©"3(t) dt dt

In mod asemanator se obtin derivatele de ordin superior.

Cazul functiilor de doua variabile

Fie data functia z = z(x,y), (z,y) € E, E C R?, de n ori derivabild pe E, si fie expresia

0z 0z 0%z 0%z 0°z
F T, Y, 2y 57 5 ) ) y e

Ox’ Oy’ 0x?’ 0xdy’ Oy?
Fie incd z = o(u,v), y = ¥(u,v), (u,v) € D C R?, o transformare regulatd pe D,

deci cu % # 0 pe D. Presupunem ca ¢ si ¢ sunt de n ori diferentiabile pe D.

Efectuand schimbarea de variabile x = ¢(u,v), y = 1¥(u,v), z devine o functie de u si v:
z = z(p(u,v),¥(u,v)) = f(u,v), iar expresia F' ia forma

u,v, %,

o 0z 0z 0%z 0%z 0%z
ou’ Ov’ du?’ dudv’ dv?’
Este deci necesar sa calculam derivatele partiale ale functiei z in raport cu = si y in
functie de derivatele sale partiale in raport cu u si v. Dupa regula de derivare a functiilor
compuse, avem

0z 0z , 0z , 0z 0z , 0z ,
(()u_(()xsou—i_(()ylpu’ 8U_amg0v+ayd}vv
de unde
0z 1 , 0z , 02 0z 1 , 0z , 0z
8_95_% %%—wu% ) a_y—% —(PU%‘FQDU% :

Inlocuind aici z prin 9z /0x si 0z/0y obtinem derivatele partiale de ordinul doi etc.
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Exemplul 6.8 Functia z = z(x,y) satisface ecuatia

0%z 0%z

A —— —_—
: 83:2+8y2

0.
Prin trecere la coordonatele polare (r,0): x =rcosf, y =rsinf, z devine o functie de r

st 0 $1 satisface ecuatia
Pz 10%2 10z

Az=—+—=—+-—=0.
T o +r2892 +T6r 0
6.5.2 Schimbari de variabile independente si functii
Cazul functiilor de o variabila

Fie data functia y = y(x), x € E, E C R, de n ori derivabila pe E, si fie expresia

dy d?y

<x7 y? dx’ dx2’
Fie incd © = p(u,v), y = ¥(u,v), (u,v) € D C R?, o transformare regulatd pe D.
Presupunem ca ¢ si ¢ sunt de n ori diferentiabile pe D. Efectuand schimbarea de

variabile z = ¢(u,v), y = ¥(u,v), y = y(z) devine ¥ (u,v) = y(¢(u,v)), care definegte o
functie v = v(u), iar expresia F' ia forma

dv d*v
G U,U,%,W,... .
Este deci necesar sa calculam derivatele functiei y in raport cu x in functie de derivatele
functiei v in raport cu u. Dupa regula de derivare a functiilor compuse, avem

dv  dy dv
/ I — 7 / /7
Yu T ¥y o= (%ﬂov du),
de unde, pentru ¢!, + ¢! (dv/du) # 0, obtinem
dy Yty m

dz ¢, + ¢, &

Printr-o noua derivare se obtine derivata de ordinul doi etc.

Cazul functiilor de doua variabile
Fie data functia z = z(z,y), (z,y) € E, E C R?, de n ori derivabild pe E, si fie expresia

% % 0%z 0%z 0%z
"0x’ Oy’ 0x2 Oxdy’ Oy’

F (:L’, Y, 2
Fie inca

r=pu,v,w), y=1uv,w), z=xuuvw), (uv,w)eDC R3,
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o transformare regulata pe D. Presupunem ca ¢, ¢ si x sunt de n ori diferentiabile pe
D. Efectuand schimbarea de variabile x = ¢(u, v, w), y = ¥(u,v,w), z = x(u,v,w), z =
z(z,y) devine x(u,v,w) = z(p(u, v, w), ¥ (u,v,w)), care definegte o functie w = w(u,v),
iar expresia F' ia forma

O’ ov’ ou2’ udv’ v’

( ow ow 0w 0w Pw )
G| u,v,w,

Este deci necesar sa calculam derivatele partiale ale functiei z in raport cu = si y in
functie de derivatele partiale ale functiei w in raport cu u si v. Dupa regula de derivare
a functiilor compuse, avem

’_|_’a_w—% /_|_’8_w +% w,+w,a_w
Xu T Xuw ou  Ox Pu T Pu ou oy u Y ou )’
’+’a_w—% ’_|_’a_w _|_% w’+¢’a_w
Xo T Xuw v Oz Po T Pu ov oy v Y ou )

Prin rezolvarea acestui sistem se obtin derivatele 0z/0x si 9z/dy. Printr-o noua derivare
a sistemului precedent obtinem derivatele de ordinul doi etc.
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Capitolul 7

EXTREME PENTRU FUNCTII
DE MAI MULTE VARIABILE

7.1 Puncte de extrem pentru functii de mai multe
variabile

Fie f: FE— R, EC R"

Definitia 7.1 Punctul xq € E se numeste punct de extrem local sau relativ al functiei f
daca exista o vecindtate V' a lui Xo a.7. diferenta f(x) — f(Xo) sa pastreze semn constant
pentru orice x € VN E. Daca:

f(x) = f(x0) <0,Vx € VNE, xq este punct de mazim local,

f(x)— f(x0) >0, Vx € VNE, x¢ este punct de minim local.

Daca diferenta f(x)— f(x¢) pastreaza semn constant pentru orice x € E, atunci xg se
numeste punct de extrem absolut. Orice punct de extrem absolut este punct de extrem
local. Reciproca nu este adevarata.

Teorema 7.1 (Teorema lui Fermat) Daca xq este punct de extrem pentru functia f

si f are toate derivatele partiale in xo = (29,29,...,22), atunci
0 R
agl(x?,xg,...,mg) =0, i=1,n. (7.1)
7
< Fie F(t) = f(af, ..., 20,20 + t,29,,,...,20), i = I,n. Dacd x¢ este punct de

extrem pentru functia f, atunci diferenta f(x) — f(xo) pastreza semn constant, deci si

Fy(t) — F;(0) péstrezd semn constant, ca atare t = 0 este punct de extrem pentru Fj. In

consecintd, conform teoremei lui Fermat, F/(0) = 0, i = 1,n, ceea ce implica (TI). >
Teorema lui Fermat precizeaza conditii necesare de extrem.

91
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Un punct xo = (29,29,...,29

sistemului

) € E pentru care are loc (I]), adica o solutie a

of
8;1:Z-

se numeste punct stationar sau punct critic al functiei f.

Teorema lui Fermat afirma ca punctele de extrem ale unei functii sunt puncte statio-
nare. Reciproca afirmatiei nu este adevarata. De exemplu, originea este punct stationar
pentru functia f(z,y) = x* — y?, deoarece f.(0,0) =0 si f,(0,0) = 0, dar nu este punct
de extrem deoarece f(x,y) — f(0,0) = 2% — y? nu are semn constant in nici o vecindtate
a originii.

Un punct stationar care nu este punct de extrem se numeste punct sa.

Daca f este diferentiabila in xq, punct de extrem pentru f, atunci df (x¢) = 0.

Teorema care urmeaza pune in evidenta conditii suficiente ca un punct stationar sa
fie punct de extrem.

Sa presupunem ca f are derivate partiale de ordinul doi in punctul x,. Notam cu

(r1,29,...,2,) =0, i=1,n (7.2)

) All A12 Alp
0% f R — Ay Ay ... A —
Ay Ay .. Ay,

Teorema 7.2 Fie f : E — R, E C R", f € C*(E) si xo un punct stationar al functiei
f, interior lui E. Atunci:

1. daca A, >0, p=1,n, xq este punct de minim,

2. dacd (—1)PA, >0, p=1,n, xq este punct de mazim,

3. dacd rg(Ai;) =r < n st A, > 0 (respectiv (—1)PA, > 0), p = 1,7, nu putem
decide asupra naturii punctului X cu ajutorul derivatelor partiale de ordinul dot,

4. daca A, nu sunt nici in unul din cazurile precedente, xo nu este punct de extrem.

< Presupunem ca f este o functie de doud variabile f(z,y) si (2o, o) fiind un punct
stationar al acesteia, notam

0? 0? 0?
= a_szc(xoayo)a B = 81—534(%"%)’ C= a—gj;(%,yo)‘

Avem de demonstrat ca:

1. dacd Ay = A > 081 Ay = AC — B? > 0, (z0, yo) este punct de minim,

2. daci Ay = A< 0gi Ay = AC — B? > 0, (w9,0) este punct de maxim,

3. dacid Ay = AC — B? = 0, nu putem decide asupra naturii punctului (xg,yo) cu
ajutorul derivatelor partiale de ordinul doi,

4. dacd Ay = AC' — B? < 0, (20, yo) nu este punct de extrem.

Scriem formula lui Taylor de ordinul intai. Deoarece (xg,yo) este un punct stationar

0 0
a—i(ﬂé’myo) =0, a—gjj(ﬂ?o,yo) =0
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si notand x — xg = h, y — yo = k, avem

2 2
Fe) = Jon) = 5[5 | o

S 2 e+ S| -

11 — B
AR? +2Bhk+ CK + a(h k)] = ol [A(Ah+3k)2+ k2+a(h,k)],

A
in care a(h, k) — 0 cand h — 0, k — 0, derivatele partiale de ordinul doi fiind continue.
Rezulta ca exista o vecinatate a punctului (zg,y) in care semnul diferentei f(x,y) —
f(xo,90) este dat de diferentiala a doua in (xg,40): d*f(xo,v0) = Ah? + 2B hk + C k2.
1. Deoarece A > 0 si AC — B? > 0, trinomul in h/k, A(h/k)>+2Bh/k + C, admite
un minim

-5

AC - B> A
W ACB M

A Ay

Ia(h k)

Fie V o vecinatate a lui (2, o) In care | < m. Pentru orice (z,y) € V, putem scrie

f(z,y) = f(zo,90) = %[m/& + a(h, k)] > 0.

Deci (z9,yo) este un punct de minim. Cazul 2. se trateaza in mod asemanator.
3. Dacid B> — AC = 0si A # 0, atunci

1 2
Z(A h+ Bk),
iar dacd A = 0, d*f(x,y0) = Ck?, de unde deducem ci d?f(zo,yo) = 0 in punctele
dreptei Ah + Bk = 0, respectiv £ = 0. Deci nu putem decide asupra naturii punctului
(x0,y0) cu ajutorul derivatelor partiale de ordinul doi.

4. Daca B? — AC' > 0, atunci d?f(xg,yo) nu pastreaza semn constant in nici o
vecinatate a punctului (xo,yo). >

de(x()a yo) =

Exemplul 7.1 Sd determindm punctele de extrem ale functiei f(x,y) = x3 + 3xy? —
15z — 12y, (x,y) € R~
Punctele stationare sunt solutiile sistemuluz

af 2 2 of
i — = — = —92) =
e 3(z+y~—5) =0, o 6(zy —2) =0,
adica: (2,1), (=2,-1), (1,2), (=1, —2). Derivatele de ordinul doi sunt
’f ’?f O f

= 6x.

YJ _p — 6y, 2L
o2 o Oxdy Y Oy?

In punctul (2, 1), A1 =12> 0, Ay =108 > 0, (2,1) este un punct de minim, f(2,1) =
—28. In punctul (—=2,—-1), Ay = =12 < 0, Ay =108 > 0, (—2,—1) este un punct de
mazim, f(—2,—1) = 28. In punctele (1,2), (—1,—2), Ay = —108 < 0. Nu sunt puncte
de extrem.
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7.2 Extreme pentru functii definite implicit
Teorema 7.3 Fie f: F — R, E CR", y = f(x), o functie definita implicit de ecuatia
F(x;y) =0. (7.3)

Punctul xo € E este punct stationar al functiei f d.d. punctul (Xo,y0), cu yo = f(Xo),
este solutie a sistemului

oF R
8_[)%(X’ y) - 07 F(X; ?/) - 07 1= 1,n, (74)
< Deoarece 5 oF of
a_a:i(X; y) + a—y(X; y) s (x) =0, cu y = f(x), (7.5)

rezulta cd Of /0x;(xo) = 0, i = 1,n, d.d. punctul (xg,yo) este solutie a sistemului (7.4)).
>

Pentru a determina punctele de extrem ale functiei f definita implicit de ecuatia (Z.3),
se rezolva sistemul (C.4]) de n + 1 ecuatii in necunoscutele zy, xs, ..., T, y.

Daca (xq,9o) este o solutie a sistemului (Z4]), atunci X este un punct stationar al
functiei f si yo = f(xo).

Pentru a vedea care dintre punctele stationare ale functiei f sunt puncte de extrem,
sa presupunem ca F' este de doua ori diferentiabila pe E.

Derivand (Z5) in raport cu z;, obtinem

°F | O°F Of [ OF Of | O°F 0f  O°F Of Of _

dx;0x; + dx;0y o, Oy Ox;0x;  Ow;0y Ox;  Oy* Oxy Ox; 0

Daca xo este un punct stationar pentru f, atunci df/0z;(xo) = 0 si din relatia
precedenta rezulta

B2 f 1 82 F
J (9.7:Z0:1:] ( 0) %—z(xo; y(]) 6%’1833] ( 0 0)

Aplicand acum Teorema [T.2] putem stabili natura punctului stationar xg. >

7.3 Extreme conditionate

In practica apar uneori si probleme care nu se pot incadra in teoria prezentata pana
aici. De exemplu: sa se determine aria maxima a unui dreptunghi daca perimetrul sau are
o valoare constanta, sau sa se determine volumul maxim al unui paralelipiped daca suma
muchiilor sale si aria totala au valori constante. In aceste probleme se cere determinarea
valorilor extreme ale unei functii de mai multe variabile, daca acestea satisfac un numar
de conditii date.
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Fie F: E—-R,ECR", n>2 y=F(r,22,...,%,), o functie reala si
Gj(x1,29,...,2,) =0, j=1m, (7.6)

un sistem de m < n ecuatii, functiile G; : £ — R fiind functional independente pe E.
Definitia 7.2 Punctul xo = (29,29, ...,2°%) € E se numeste punct de extrem al functiei
F conditionat de sistemul (7-6) daca este punct de extrem pentru F' si solutie a sistemului

(7.4).

Deoarece, in acest caz, se cauta extremele functiei F' pe multimea punctelor x € F
ale caror coordonate x1, s, ..., x, sunt legate intre ele prin cele m ecuatii (Z.0) (legaturi
intre variabilele 1, 2o, . .., x,), extremele conditionate se mai numesc extreme cu legaturi.

Extremele functiei F' definite in paragraful precedent le vom numi extreme libere sau
extreme necondifionate.

Un punct de extrem conditionat este un punct de extrem liber, dar nu orice punct de
extrem liber este punct de extrem conditionat.

Problema determinarii extremelor functiei F', conditionate de sistemul (7.6)) se poate
reduce la o problema de extrem liber prin introducerea functiei lui Lagrange:

L(x;\) = F(x) + MG1(X) + MG (x) + - - + AnGr(x), YV (x3A) € E x R™,

cu A= (A1, g, ..., A\p). Scalarii Ay, Ag, ..., Ay, se numesc multiplicatorii lui Lagrange.
Sa observam ca functiile I’ si L iau aceleasi valori in toate punctele care satisfac

sistemul (7.6]).

Teorema 7.4 Fie xo un punct de extrem al functiei F' conditionat de sistemul (7.0]).
Dacd functiile F si Gy, i = 1,m, sunt de clasd C* pe E si

e (5e) ) =m. (77)

atunci existd Ao = (A}, \9,...,02) € R™ a.i. punctul (xo; \o) € E x R™ sd fie punct
stationar al functiei L(x, ), adicd solufie a sistemului de n + m ecuatii

oL oF 0G1 oG, . —
oL\ 9f TIm sy = —1 .
oz, A = 5 () F g mx) e H AR (x) =0, 0= Lo, (7.8)
oL R
a—)\j(xé A)=Gi(x)=0, j=1m
in n 4+ m necunoscute Ti,To, ..., Tn; A, A2y .., A

< Presupunem m = 1. Sistemul (Z.6]) se reduce atunci la ecuatia

G
) _ 0.0 0 ..0y_
G(z1,29,...,Tp_1;2,) =0, cu 5 (o) #0, G(a,29,...,2, 1;x,) =0.
T
Conform teoremei functiilor definite implicit, exista functia z, = g(z1,22,...,Tn_1),
definitd intr-o vecinitate a punctului (z9,29,...,2% ;) ai g(29,29,...,2% ;) =2Y si

G(ﬂﬁl,l@, ce 7$n—1;9($1,51?27 ‘e >$n—1)) = 0.
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Inlocuind in F(zy,xs,...,%,) pe T,, obtinem functia
flxy, o, o) = F(o, 02,00 0015 9(01, T, -, Tn1),
entru care x), = (29, 29 2% ) este un extrem liber, deci
p 0 — 1y#2r - rn—1 )

of
Ox;

( 0) Oa j:]-yn_]-a

de unde, tinand seama de definitia lui f deducem

oF OF dg
8_%()(0) + 8_( )3%

in care derivatele functiei g se obtin din

0G oG, dg, . .
a—%(XO)JFa—%(XO)a—%(Xo)—O, j=1Ln-1

Prin eliminarea derivatelor functiei g, conditiile de extrem pentru functia f se pot scrie

sub forma oF
aTj(XO) %(Xo \ T T
— = — = A0, J=L4n—1
72 (%0) I (x0)
De aici deducem
oL oF oG .
——(xp: N\g) = — Ao=— =0, j= .
oz, (x0; o) oz, (x0) + 089@- (%0) s N

Orice solutie (xo; o) a sistemului (7.8)) se numeste punct stationar al functiei lui
Lagrange, iar xo punct stationar conditionat al functiei F'. Punctele de extrem conditionat
ale functiei F' se gasesc printre punctele stationare conditionate.

Pentru a stabili care dintre punctele stationare conditionate ale functiei F' sunt puncte
de extrem conditionat, vom da in continuare condi{ii suficiente de extrem condifionat.

S& presupunem ca functiile F' si G;, i = 1,m, sunt de clasd C? pe F si fie (xo; \o)
un punct stationar al functiei lui Lagrange. Punctul stationar conditionat xq este punct
de extrem conditionat pentru functia F' daca diferenta F(x) — F/(x() pastreaza semn
constant pentru orice x, solutie a sistemului (Z.0]), dintr-o vecinatate a punctului Xo.
Notam cu ®(x) = L(x;)g). Sa observam ca pentru orice solutie a sistemului (7.6))
F(x) — F(x0) = ®(x) — ®(x¢). Deoarece d®(xy) = 0, semnul diferentei ®(x) — ®(xp),
intr-o vecinatate a punctului xq este dat de diferentiala a doua

Z 8@ ax] (x0) dz; dz;,

in care insa diferentialele dx; nu sunt independente. Intr-adevar, diferentiind sistemul
([8) in xq, avem

el oG, aG, —
axl (X()) dl’l + a—xQ(Xo) dl’g + 4 al’n
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care este un sistem algebric liniar de m ecuatii cu n necunoscute: dxq,dxs, ..., dx,. In
ipoteza ([.7), putem exprima m dintre diferentialele dx;, de exemplu, primele m in functie
de celelalte n — m. Inlocuindu-le in expresia lui d*®(xg), obtinem

n—m

dQ(I)(X[)) = Z Aij dmeri dl’erj.

i.j=1
Cu A;; astfel determinati se aplica Teorema [.2] care precizeaza conditii suficiente de

extrem.

Exemplul 7.2 Sa se gaseasca valorile extreme ale formei patratice:

n

F(X) = Z Qi X325, (79)

t,j=1
cu conditia,

G (x) :zn:xf—1:0. (7.10)

Functia lui Lagrange este:

L(x,\) =F(x)—\G(x) = Zaijxixj—)\ <Zx?—1) .

ij=1 i=1

Punctele stationare ale functiei lui Lagrange sunt solutiile sistemului:
n n
S ayz;—du=0,i=Tn, Y 2?-1=0. (7.11)
Jj=1 i=1

Primele n ecuatii se mai pot scrie sub forma:

n

Y ay = Ady)w; =0, i =T,m, (7.12)

j=1

unde 9;; sunt simbolurile lui Kronecker.
Sistemul liniar si omogen (ZI2]) nu poate avea solutia banala deoarece aceasta nu
verifica ultima ecuatie ((C.I1)). Prin urmare X\ este solutie a ecuatiei

aig — A ap - a1y
21 Qg -+ A2p .
=0,
Qn1 Qpg ann_)\
adica \ este o valoare proprie a matricei simetrice A = ||a;;||. Fie Ay, k = 1,n, valorile
proprii ale matricei A si x5 = (x’f ko ,xfl), k = 1,n, vectorii proprii corespunzatori.

Deci (xx, M), k = 1, n, sunt solutiile sistemului (Z.I2)) si x; sunt punctele stationare. Din
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ultima ecuatie (Z.I1I) deducem ca ||x;||* = 1. Sa calculam F (x;). Deoarece x; verifica
primele n ecuatii (ZI1]), avem

n
E aij:vf = )\kxf, 1, k=1n.
=1

Inmultind cu 7% i sumand dupa i de la 1 la n, obtinem F (x;) = \,. Functia F, fiind
continud pe sfera Y de ecuatie > 7 = 1, isi atinge marginile pe Y si acestea sunt:
i=1

M =spp F (x) = m]?X)\k, m = ipf F'(x) = mkin)\k.
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SIRURI SI SERII DE FUNCTII

8.1 Siruri de functii reale

8.1.1 Siruri de functii. Multimea de convergenta
Fie EF C R si F(F,R) multimea functiilor definite pe E cu valori in R. Un gir (f,)neN,
cu f, € F(E,R) se numeste sir de functii reale.

Definitia 8.1 Un punct x¢o € E se numeste punct de convergenta al sirului de functii
(fn) daca sirul numeric (f,(zo)) este convergent.

Multimea punctelor de convergnta ale girului de functii (f,,) se numeste multimea de
convergentd a sirului (f,).

Exemplul 8.1 Sirul de functii (f,), cu fr, = :;fl, x € R, are multimea de convergenta
R.

8.1.2 Functia limita a unui sir de functii

Fie (f,) un sir de functii definite pe F si A C E multimea de convergenta a sirului.
Functia f: A — R, definita prin

f(z) = lim f,(z), =€ A,

n—oo

se numeste functia limita pe multimea A a girului (f,).

Exemplul 8.2 Sirul de functii f,(x) = ”2’5?{1, x € R, are multimea de convergenta R
2

si pentru orice x € R, functia limita a girului este f(x) = x*.

99
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8.1.3 Convergenta simpla
Fie (f,) un sir de functii pe £ C R.

Definitia 8.2 Spunem ca girul de functii (f,) este simplu (punctual) convergent pe E
catre functia f, daca

Ve e E, Ye>0, IN(e,x) € N pentru care |f,(z)— f(z)| <e, Vn>N. (8.1)
Din definitie rezulta ca numarul N depinde atat de € cat si de x.

Exemplul 8.3 Sirul de functii f,(x) =
()= 0.

o 2 2_ .
Intr-adevar, *= < e d.d. n > *==. Deci
n+1 €

N(e, z) = { [%} , <,

n"’—jl, x € R, este simplu convergent pe R catre

0, e > 22

8.1.4 Convergenta uniforma

Definitia 8.3 Spunem ca sirul de functii (f,) este uniform convergent pe E catre functia
f daca

Ve>0, dN(¢e) € N pentru care |f,(x)— f(z)] <e, Yn>N, Yeze E. (82)

In definitia uniformei convergente, numarul N depinde numai de ¢ si este acelasi
pentru orice xr € F.

Un gir de functii uniform convergent este si simplu convergent. Reciproca nu este, in
general, adevarata.

Exemplul 8.4 Jirul de functii f,(x) = S5, « € [0,7], este uniform convergent catre
f(x) = 0.

A

Intr-adevar,

cos nx ¢ 1 1 2 l1—¢ :
e} | <& dacd 55 <&, adica d.d. n® > ==, Deci

l1—¢
N(e) = =], e <1,
0, e > 1.
Un criteriu de convergenta uniforma este dat de teorema care urmeaza.

Teorema 8.1 Sirul de functii (f,) definite pe E converge uniform pe E la functia f
daca ezistda un sir (a,) de numere pozitive, convergent catre zero, a.i.

VneN, |fulx)— f(x)| <a,, VzeFE.
< Deoarece sgirul (a,) are limita 0,
Ve >0, IN(e) pentru care a, <¢e, Vn > N.

Prin urmare, |f,(z) — f(z)| <e,Vn > N, Vx € E, deci (f,) este uniform convergent pe
R catre f(z) =0. >

Exemplul 8.5 Sirul de functii f,(z) = Siz#, x € R cu a >0, este uniform convergent
pe R catre f(z) = 0.
Intr-adevar, w| <Ll o

nOt —_— nOt
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8.1.5 Proprietati ale sirurilor uniform convergente

In legatura cu sirurile de functii uniform convergente vom demonstra trei teoreme privind
continuitatea, derivabilitatea si integrabilitatea functiei limita.

Teorema 8.2 Fie (f,) un sir de functii uniform convergente pe E la functia f. Daca
toate functiile f, sunt continue in punctul xo € E, atunci functia limita f este continua
in punctul x.

4 Deoarece sirul (f,,) este uniform convergent pe E, are loc (82) pentru orice = € E.
In particular, avem si |f,(z0) — f(z0)| < €.

Functia f,(x) fiind continua in punctul xq, exista o vecinatate V' a lui xy a.i. pentru
r € VNE saavem |f,(x) — fu(zo)| <e. Dar

[f(2) = fxo)l <[f(2) = fu@)[ + [fa(2) = fulzo)] + [fn(20) = (o) < 3¢,

pentru orice x € V N E, ceea ce dovedeste continuitatea functiei f in punctul zy. >

Consecinta 8.1 Limita unui sir (f,) de functii continue pe E, uniform convergent pe
E, este o functie continua pe E.

Exemplul 8.6 Sirul de functii f,(x) = "Z@fﬁl, x € [0,1] este uniform convergent catre
functia f(z) = 2*, x € [0,1].

Teorema 8.3 Fie (f,) un sir de funclii uniform convergente pe intervalul marginit I C
E catre functia f. Daca toate functiile f, au deriwvate continue pe I st sirul de functii
(f1), al derivatelor functiilor f,, este uniform convergent catre o functie g pe intervalul
I, atunci functia limita f este derivabila pe I si f'(x) = g(z), pentru orice x € I.

a Fie zp € 1. Sa aratam ca f este derivabila in xq si f'(z) = g(xo).
Sirul de functii (f)) fiilnd u.c. pe I la g, urmeaza ca sirul (f)(xo)) este convergent,
deci

(a) Ve >0, INi(e) € N pentru care Vn > Ny, |fl(xo) — g(xg)| <&, Vg€ I

Functia f,(z), pentru orice n € N, avand derivata continua in punctul zy, exista o
vecinatate V' a lui zg a.i. pentru € > 0, ales mai sus, sa avem

fn() = fulmo)

T — 2o

(b) — fu(xo)

<e VxelV

Pe de alta parte, pentru orice m,n € N, putem scrie

fn(x) — fn(fo) . fm(m) — fm(x0> _ '(fn<x> — fm(x)) — (fn(xo) B fm(I(J))

r — X T — X9 r — TIg

= [/a(&) = fu ()],
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cu & cuprins intre xg si x, dupa cum rezulta aplicand teorema lui Lagrange functiei
fn(x) = fm(x). Dar sirul (f/,(£)) este convergent, deci dupa criteriul general al lui Cauchy
pentru giruri, exista Ny(e) € N a.l.

[fa(€) = [l <& Vn,m > Na.
In consecintd, pentru orice = € I, avem

Ju(w) = fulo) _ Jm () = frn(20)

T — Xo Tr — 2o

<e, Vn,m> N,.

Facand aici m — oo, rezulta

() fa() = fu(zo) _ f(x) — f(@o)

Tr — 2o T — X
Fie acum N = max{Ny, No}. Atunci, pentru orice n > N i orice z € V, din (a), (b) si
(c), urmeaza

<e, Vn> Ns.

f(a;):io(mo) —g(xo)‘ -
< f<m; : isxo) o fn(l;): : i@;(IO) + fn(xq): : :J;z(xo) . frll(mo) + ’fé(xo) _ 9(1;0)’ <30
Prin urmare,
i L@ =F@) oy e

zom0 T — X
Deci f este derivabila pe I si f'(z) = g(x), pentru orice z € I. >
Un sir (f,) poate fi u.c. catre f, cu (f,) si f derivabile, fara ca sirul (f!) sa fie u.c.

Exemplul 8.7 Sirul f,(z) = Si:fTT”’, x € [0,7|, este u.c. catre functia f(x) = 0.

Functiile f, si f sunt derivabile pe [0, 7], insd sirul derivatelor f;(x) = %5 sin2nz nu
este_convergent pe [0, 7.
Intr-adevar, pentru x = /4 girul f!(w/4)) este divergent.

Teorema 8.4 Flie (f,) un sir de functii uniform convergente pe intervalul [a,b] C E
catre functia f. Daca toate functiile f, sunt continue pe |a,b], atunci

b b b
lim [ fo(z) dx:/ [lim fn(a:)} dx:/ f(z)dx
< Sirul (f,) fiind u.c. pe [a,b] catre functia f,
Ve >0, dN(e) pentru care |f,(z)— f(z)] <e, Vn> N, Vz € [a,bl.

Pe de alta parte, functiile f,,(z) fiind continue, dupa Teorema B2 functia f(z) este
continua pe [a b]. Deci putem scrie

d:c—/f ) dz

lim fn daz—/ f(z)dz. >

n—oo

/|fn — f(x)|dx <e(b—a), Yn> N,

deci
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8.2 Serii de functii

8.2.1 Serii de functii. Multimea de convergenta

Fie f, € F(E,R) un sir de functii reale si s,, € F(FE,R) sirul definit prin
sn=Fi+fat -+ fa=) fr neN
k=1

Definitia 8.4 Perechea de siruri ((f,),(s,)) se numeste serie de functii reale si se
noteaza

f1_|_f2_|_..._|_fn+...:an. (8.3)
n=1

Sirul (s,) se numegte sirul sumelor partiale ale seriei.

Definitia 8.5 Un punct zq € E se numeste punct de convergenta al seriei (8.3) daca se-
o
ria numerica Y fn(xo) este convergenta. Multimea punctelor de convergenta se numeste

n=1
multimea de convergenta a seriei de functii.

Multimea de convergenta a seriei de functii (8.3]) coincide cu multimea de convergenta
a sirului de functii (s,) a sumelor partiale ale seriei.

Exemplul 8.8 Dat sirul de functii f,(z) = 2™, x € R, n € N, formam seria de functii
R IV (I

Deoarece sirul de functii s, (z) = 1+x+z*+---+2""! este convergent pentru x € (—1,1),
rezultd ca seria este convergentd pe (—1,1).

8.2.2 Convergenta simpla a unei serii de functii

Definitia 8.6 Spunem ca seria de functii y f, este simplu (punctual) convergenta pe
n=1
E catre functia f daca sirul sumelor sale partiale (s,) este simplu convergent catre f pe

E. Functia f se numeste suma seriei »_ f, pe E.

n=1

Folosind definitia cu € a convergentei sirului (s,,) la functia f pe F, avem urméatoarea
definitie echivalenta.

Definitia 8.7 Seria de functii > f, este simplu (punctual) convergenta pe E catre
n=1
functia f daca

n

S Jile) — f(a)

k=1

Ve e E, Ye>0, IN(e,x) € N pentru care <e, Vn>N. (84)
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Exemplul 8.9 Seria de functii > x" ' este simplu convergentd pe (—1,1) la functia
n=1
f(x) = 7, deoarece

ks
= 0
1—=x -

|sn(x) — f(2)] =

1 — 1
l1—=x 1—=x

pentru |x| < 1.

8.2.3 Convergenta uniforma a unei serii de functii

oo

Definitia 8.8 Spunem ca seria de functii > f, este uniform convergenta pe E catre
n=1

functia f daca sirul sumelor sale partiale (s,) este uniform convergent catre f pe E,

adica daca

> @) = fl)

k=1

Ve >0, IN(e) € N pentru care <e, Vn>N, VzeE.

Un criteriu de uniforma convergenta este dat de urmatoarea teorema.

Teorema 8.5 (Criteriul lui Weierstrass) Seria de functii > f, este uniform con-
n=1

oo
vergentd pe E catre functia f daca erxista seria Y a, de numere pozitive, convergentd,

n=1

A

a.i.
VneN, |fulx)] <a, YzekE.

< Pentru orice p € N avem

Z fn+k (Z‘)

k=1

[snip(2) = sn(@)] =

p p
S Z ’fnJrk(x)l S Zanﬂca
k=1 k=1

o
pentru orice n € N gi orice z € E. Seria ) a, fiind convergenta,
n=1

p
Ve >0, IN(e) € N pentru care Za”+’“<€’ Vn >N, VpeN,
k=1

de unde rezulta

|Snip(x) — sn(z)| <€, Vn>N, VpeN, VzeE,

oo
adica girul (s,) este uniform convergent pe F, deci »_ f, este u.c. pe E. >
n=1
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8.2.4 Proprietati ale seriilor uniform convergente

In legatura cu seriile de functii uniform convergente vom demonstra trei teoreme privind
continuitatea, derivabilitatea si integrabilitatea functiei suma.

o

Teorema 8.6 Fie Y f, o serie de functii uniform convergentd pe E la functia f. Daca
n=1

toate functiile f, sunt continue pe E, atunci functia suma f este continua pe E.

< Deoarece toate functiile f,, sunt continue pe E, sumele partiale s, = fi+ fo+- -+ fn
sunt functii continue pe E. Conform Teoremeil8.2] de la siruri uniform convergente, limita
f este continua pe E. >

Teorema 8.7 Fie Y f, o serie de functii uniform convergenta pe intervalul I C E la
n=1

e.9]
functia f. Daca toate functiile f, au derivate continue pe I gi seria de functii > f!

n=1
este uniform convergenta catre o functie g pe intervalul I, atunci functia suma f este

derivabila pe I si f'(x) = g(x), pentru orice x € 1.

< Sirul sumelor partiale ale seriei > f, este u.c. pe I la functia f. Sirul sumelor
n=1

partiale ale seriei Y f/ este u.c. pe I la functia g. Conform Teoremei B3] de la siruri

n=1
de functii, functia f este derivabila si derivata sa este g. >

Teorema 8.8 Fie Y f, o serie de functii uniform convergentd pe intervalul |a,b] la
n=1

functia f. Daca toate functiile f, sunt continue pe |a,b|, atunci

/f dac_/f1 dx+/f2 )dx + - /fn )dx + - (8.5)

< Deoarece functiile f,, sunt continue pe [a b), functiile s, = f1 + fo + -+ + f, sunt
functii continue pe [a, b], deci integrabile pe [a, b]. Fie

on / d:zc—/ fi(zx dx+/ fo(x) dx + - /abfn(x)da:

Seria de functii Z fn fiind uniform convergenta pe [a,b] la f, dupa Teorema B4 de la

siruri de functii, f este integrabila pe [a, 0] si

b
7}1_{20 sn(:c)dx:/ f(z)dx

b
lim o, = / f(x)dx

deci seria Z f fn(z)dx al carei gir al sumelor partiale este o, este o serie numerica

sau

convergenta §1 are loc (84)). >
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8.3 Serii de puteri

Definitia 8.9 Se numeste serie de puteri o serie de functii Y fn(x), unde functiile

n=1
fo(z) = an(z —a)”, cua,a, € R.
Agadar, forma generala a unei serii de puteri este:
ap+a(xr—a)+--+a(r—a) +--- = Zan(ac—a)". (8.6)
n=0

O serie de puteri este unic determinata de numarul a si sirul a,,. Prin trecerea lui x — a
in z, studiul seriei (B.6]) se reduce la studiul seriei de puteri ale lui z,

ao+a1x+~~~+anx"+~~:Zanx”. (8.7)
n=0

Lema 8.1 (Lema lui Abel) 1. Daca seria de puteri (8.7) este convergenta in punctul
xo # 0, atunci ea este absolut convergenta pentru orice x € R cu |x| < |zg].

2. Daca seria de puteri (8.7) este divergenta in punctul xo # 0, atunci ea este
divergenta pentru orice x € R cu || > |x|.

< Pentru x = 0 seria se reduce la aq si este, evident, convergenta.
1. Daca seria este convergenta in punctul zy # 0, atunci lim a,zy = 0 si deci exista
n—oo

M > 0 al. |a,zf| < M, pentru orice n € N. Dar, pentru orice x € R cu |z| < ||, avem

n

<M-

n
T

T
n n
lanz"| < lanxg] - |—
Zo To
n
este o serie majoranta conver-

[e.@]
Deoarece |z/xo| <1, rezulta ca seria geometrica ) |-
n=0
genta pentru seria (8.7]), deci aceasta este convergenta.
2. Demonstratie prin reducere la absurd. Presupunem ca ar exista un punct x; € R,
cu |zq| > |zo| ad. seria (87) sa fie convergenta. Atunci, dupa prima parte a teoremei,
seria ar fi convergenta pentru orice z € R cu |z| < |xy|, deci si pentru zo. Contradictie.

>

Teorema 8.9 (Existenta razei de convergentd) Oricare ar fi seria de puteri (8.7),
exista gi este unic determinat numarul real v > 0 (r poate fi $i +00) a.i.

1. seria este absolut convergenta pe intervalul (—r, ),

2. seria este divergenta pe(—oo, —r) U (1, +00).

4 Fie A C R multimea de convergenta a seriei ([871) si fie r = sup{|z|,z € A}. Daca
r = 0, atunci A = {0} si singurul punct de convergenta al seriei este x = 0. Daca
r > 0, atunci pentru orice x € (—r,r), adica pentru care || < r, exista un zo € A a.l.
|z| < |xo| < r i din teorema precedenta rezulta ca seria este convergenta in punctul z.
Deci r satisface conditia 1.

Numarul r satisface gi conditia 2 caci daca ar exista un xg € A ad. |xg| > r, aceasta
ar contrazice definitia lui r.

Unicitatea numarului r rezulta din unicitatea marginii superioare a unei multimi. o
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Teorema 8.10 (Calculul razei de convergentd) Daca p = lim {/|a,|, atunci

+oo, p=0,
r= %, 0 < p < oo,
0, p=o0.

este raza de convergentd a seriei ([8.7).

< Pentru fiecare z fixat aplicam seriei (8.7) criteriul radacinii de la serii numerice.

Avem
lim 1/ |a,|-|z|* = |z|- im /|a,| = |z|-p=A.
n—oo n—oo

Daca p = 0, atunci A = 0 < 1, pentru orice € R i seria este absolut convergenta
pe R.

Daca 0 < p < 00, seria este absolut convergenta pentru A = |z| - p < 1, adica pentru
toate valorile lui x pentru care |z| < % si este divergenta pentru A = |z| - p > 1, adica
pentru |z| > %.

Daca p = oo, atunci A = oo, pentru orice x # 0 si deci seria este divergenta pentru
orice x # 0, adica r = 0. >

Sa observam ca daca 0 < p < 0o, seria este absolut convergenta pe (—r,r) si diver-
genta pe (—oo, —r) U (r,4+00), dar nu cunoagtem natura sa in extremitatile intervalului
de convergenta.

[e.e]

Teorema 8.11 (Teorema lui Abel) Daca seria de puteri Y a,z" este convergentd in
n=0

punctul x = r > 0 atunci, pentru orice a € (0,7), ea este uniform convergentd pe [—a, 0].

< Daca seria este convergenta in punctul x = r > 0 atunci ea este uniform convergenta
pe [0,7]. Aceasta deoarece
T\ "
" = a,r" - (—)

r

si seria Y- a,r™ este convergentd iar girul (£)", cu z € (0,r) este monoton descrescitor
la zero (criteriul lui Abel).

Pentru a € (0,r) seria > |a,|a™ este o serie majoranta convergenta a seriei (8.7) pe
intervalul [—a, 0). Deci seria (87) este absolut gi uniform convergenta pe acest interval.
>

Teorema 8.12 1. Produsul unei serii cu un numar real nenul are aceeasi raza de con-
vergenta cu seria initiald.

2. Daca doua serii au razele de convergenta ry $i ro, atunci seria sumda are raza de
convergentd r > min{ry, v }.
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8.4 Serii Taylor

Fie f : I — R o functie indefinit derivabila in punctul xq € I. Formula lui Taylor
pentru functia f in punctul z, se scrie

r — Xy
1!

(x — xo)"

f(x) = f(xo) + f(@o) + -+ + f™(zo) + Ry(z), xe€l

n!

Daca girul R, (z) este convergent catre zero, adica lim R,(z) = 0, pentru z € A C 1,

n—oo

atunci seria

r — X
1!

(o) + Fllwo) + -+ ——f () + -+, z €A, (8.8)

numita seria Taylor a functiei f in punctul zq, este convergenta catre f(z), deci

T — Zo
1!

(x — xo)"

fx) = f(xo) + flao)+ -+ f @) + -+, z €A (8.9)

n!
Formula (89) se numeste formula de dezvoltare a functiei f in serie Taylor in jurul
punctului zg.

Se observa ca seria (8.8)) este convergenta pentru x = zy. O conditie suficienta de
existenta a unei multimi de convergenta este data de teorema care urmeaza.
Teorema 8.13 Seria Taylor a functier f este convergenta intr-o vecinatate V- a punctulus
xo dacd derivatele de orice ordin f™ sunt egal mdrginite pe V, adicd |f™ (x)| < M,
M > 0, pentru orice x € V' $i orice numar natural n.

< Restul R, (z), sub forma lui Lagrange, se scrie

Rufe) = EZIL ), € € (o),
deci B
T — xp)"
Rufa) < |,
insa |R,(z)| — 0 cand n — oo, deoarece seria cu termenul general a, 11 = % este

convergenta pentru orice x € R. Intr-adevar,

T — 2o

lim 2 — i —0.
n-+1

n—oo an n—oo

Daca in (8.8) luam xy = 0, seria care se obtine se numeste seria lui Mac-Laurin:

xn

2
F(@) = FO) + T /(0) + 5/ 0) 4+ P (0) + -, w €A
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Exemplul 8.10 Functia f (x) = €® este indefinit derivabila pe orice interval (—a, a),
cu a > 0 adica pe toata axa reala si |f(") (:1:)| = e* < e% pentru Yn € N. Deci
functia exponentiala admite o dezvoltare in serie Taylor pe toata axa reala. Deoarece
f™(0) =€ =1, pentru Vn € N, avem

2 n Ooxn

o T T . €
e_me§+m+m+m_¥m.

Exemplul 8.11 Functiile sinx si cosx sunt indefinit derivabile pe R i

’(sin :r;)(")‘ =

sin <x+ng)‘ <1, ‘(cosa:)(”)‘ = ‘cos (a;—kn%)‘ <1.

Deci admit dezvoltari in serii Taylor pe R.:

1,3 l‘5 l.2n+1 > x?n-&-l
— = - _ n . — _1 n
sine = =gt 5 = D G ;( S e r
22'2 1'4 x2n 0 x2n
=1—-=+4+ - 1" R —1)"
cosw ST TR S A s T 2 (=1 2n)!

Din exemplele 1 si 2 rezulta formula lui Euler: e*® = cosx + isin .

Exemplul 8.12 Functia f(x) = (1+ )%, unde x > —1 gi o numdr real oarecare este
indefinit derivabila pe (—1,00). Avem ca
1 ala=1)(a=2)---(a—n+1)

_ = £(n) _
n = n! (0) = n! ’

Daca o nu este numar natural, raza de convergenta este data de

In particular, pentru o = —1, avem

1
1+2x

=l-a+2* -2+ -+ (=1D)"a" + -

Prin integrare de la 0 la x, gasim ca

x? 373 114 xn+1

m(l4a)=c— 2 +2 -2 4 4
n(l+z)==x 2+3 4+ +(—1)
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Capitolul 9

ELEMENTE DE GEOMETRIE
DIFERENTIALA

Geometria analitica studiaza proprietatile anumitor curbe si suprafete cu ajutorul
calculului algebric. Sunt insa unele proprietati ale acestora care nu pot fi studiate cu
mijloacele puse la dispozitie de algebra si de aceea trebuie sa ne adresam analizei matem-
atice, in special calculului diferential.

Obiectul geometriei diferentiale il constituie studiul proprietatilor curbelor gi supra-
fetelor cu ajutorul analizei matematice.

9.1 Curbe plane

9.1.1 Reprezentari analitice regulate
Fie E, planul afin euclidian §i R = {O,1,j} un reper cartezian ortonormat in FEj.

Definitia 9.1 O submulfime C C E5 se numeste curba plana daca exista o aplicatie
r:] —FE, ICR, ai r(I)=C.

Daca M(r) € C, atunci
r=r(t), tel, (9.1)

este ecuatia vectoriala a curbei C. Valoarea lui ¢t pentru care OM = r(t) se numeste
coordonata parametrica a punctului M de pe curba si scriem atunci M (t). In proiectie
pe axele reperului ecuatia (O] este echivalenta cu

r=ux(t), y=y(t), tel, (9.2)
numite ecuatiile parametrice ale curbei C.
Exemplul 9.1 Aplicatia v : [0,27] — Es, definita prin
r = R(icost +jsint), t € [0,2n],

in care R este o constanta pozitiva reala, este ecuatia vectoriala a unui cerc cu centrul in
origine, de raza R. FEcuatitle parametrice ale acestui cerc se scriu

r = Rcost, y= Rsint, t € |0,2n].

111
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Ecuatiile parametrice ale unei curbe nu sunt unice. Daca o : J — I, I,J C R, este o
aplicatie surjectiva, aplicatiile r o o gi r au aceeasi imagine C, deci definesc aceeasi curba.

Definitia 9.2 O curbd C se numeste curba de clasa C*, k > 0, dacd admite cel putin o
reprezentare de forma (1) cur € C*(I).

Daca I este un interval deschis si v o aplicatie bijectiva continud cu inversa continud
atunci C se numeste arc elementar de curba.

Dacd I este un interval inchis [a, b] sir este de clasa C°(I) atunci curba C se numeste
drum. Un drum se numeste inchis daca r(a) = r(b).

Curba C se numeste curba simpla daca este un arc elementar de curba sau un drum
inchis.

Definitia 9.3 Curba C, data prin reprezentarea (91]) se numeste curba regulata de clasa
C*, k> 1, dacar € C*(I) si
r'(t) #£0, Vtel. (9.3)

Definitia 9.4 Un punct My € C se numeste punct ordinar (sau regulat) daca C admite
cel putin o reprezentare de forma (91) requlatd de clasa C*, k > 1, in punctul My. In
caz contrar, My se numeste punct singular.

Daca drept parametru se poate lua abscisa x a unui punct de pe curba, atunci
reprezentarea (0.2)) ia forma

y:f(‘r)a rel, (94)
in care f € C*(I), numiti ecuatia carteziand explicitd a curbei C. In acest caz toate

punctele curbei sunt ordinare deoarece v’ =i+ f'(z)j # 0, pentru orice = € I.
O curba plana C de clasa C* poate fi data si printr-o ecuatie de forma,

F(z,y) =0, (9.5)
in care F este o functie de clasa C*, numita ecuatia carteziand implicitd a curbei.
Definitia 9.5 Un punct My(xo,y0) € C pentru care

grad F'(zg,y0) # 0 (9.6)

se numeste punct ordinar. In caz contrar, My este un punct singular.

Deci daca My(xg,yo) este punct singular al curbei, atunci

OF oF
F(xo, =0, —(x, =0, —(xo, =0. 9.7
(0, Yo) 8(1‘:( 0:Y0) 8y( 0;Yo) (9.7)
Reprezentarea carteziana explicita poate fi privita ca un caz particular de reprezentare

implicita, pentru care F(z,y) =y — f(x).

Exemplul 9.2 Curba descrisa de un punct M situat pe un cerc de raza R, care se rosto-
goleste fara alunecare pe o dreapta fixa se numeste cicloida. O reprezentare parametrica
a curbei este

r = R(t —sint), y= R(1—cost), teR.
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Exemplul 9.3 Curba descrisa de un punct M situat pe un cerc de raza R, care se
rostogoleste fara alunecare pe un cerc fix de raza Ry, cele doua cercuri fiind tangente
exterior, se numeste epicicloida. O reprezentare parametrica a curbei este

Ry+ R
R

RD+Rt

x = (Ry+ R)cost — Rcos t, y=(Ro+ R)sint — Rsin

In particular, daca R = Ry, curba se numeste cardioida si are ecuatia carteziana
(z? +y* — 2Rx)* = 4R*(2* + v°).

Exemplul 9.4 Curba descrisa de un punct M situat pe un cerc de raza R, care se
rostogoleste fara alunecare pe un cerc fix de raza Ry, cele doua cercuri fiind tangente
interioare, se numeste hipocicloida. O reprezentare parametrica a curbei este

Ry — R Ry—R

= (Ry — R) cost + Rcos t, y=(Ry— R)sint — Rsin t.

Pentru Ry = 3R curba se numeste hipocicloida lui Steiner, iar pentru Ry = 4R curba
obtinuta se numeste astroida si are ecuatia carteziana

223 4 y2/3 _ R§/3.

Exemplul 9.5 Curba plana cu proprietatea ca in fiecare punct al ei, segmentul de tan-
genta, cuprins intre punctul de tangenta si intersectia ei cu o dreapta fixa situata in planul
curber, are lungimea constanta se numeste tractrice si are ecuatia carteziana explicita

/a2 — 2
y:au_\/az_mQ’ l'e [_a’a]
T

Exemplul 9.6 Figura de echilibru a unui fir greu st omogen, flexibil dar inextensibil, ale
carut capete sunt fizate in doua puncte se numeste lantisor. Ecuatia sa carteziana este

x
y =ach—.
a
O curba plana poate fi data si in coordonate polare (r,8).

Exemplul 9.7 Curba plana descrisa de un punct care se misca uniform pe o dreapta in
rotatie uniforma in jurul unui punct fix al ei O, a carei ecuatie este r = afl se numeste
spirala lui Archimede.

Exemplul 9.8 Curba plana descrisa de un punct care se misca cu vitezd proportionala
cu distanta parcursa pe o dreapta in rotatie uniforma in jurul unui punct fix al ei O, a
cdrei ecuatie este r = ke™ se numeste spirala logaritmica.
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Yy
N\ M
r'(to)
r(t)
My
to) x
O

Figura 9.1: Tangenta la o curba

9.1.2 Tangenta si normala la o curba plana

Fie C o curba plana de clasa C*, k > 1, data prin ecuatia (@), My(ty) un punct ordinar
al ei gsi M (t) un punct vecin lui M, (Fig. @.)).
Pentru t # ty, deducem ca

MM r(t) —r(to)

t—ty  t—ty

adica vectorul (r(t) — r(tg))/(t — to) este coliniar cu M, M, vectorul director al secantei
MyM la curba C. Cum punctul M, este ordinar, vectorul (r(t) — r(to))/(t — to) tinde,
pentru M — M, (adica t — ty), la o limita bine determinata, r'(tq) # O.

Definitia 9.6 Numim tangenta la curba C pozitia limita a secantei MqM cand punctul
M — My, pe curba.

Din cele de mai sus rezulta ca tangenta la curba C in punctul ei ordinar My(ty) are

ecuatia vectoriala
r =r(ty) + A\r'(to), X E€R, (9.8)

de unde ecuatiile parametrice
= x(ty) + Mt (to), v = y(to) + M\ (to), N € R.

Eliminand pe A obtinem ecuatia canonica

z—x(to)  y—yl(to)
P i) 99

Daca curba este data prin ecuatia explicita (@.4), din (@.9) rezulta ca ecuatia tangentei
la C in punctul sau My(xg, f(xo)) este

y — f(zo) = f'(xo) (2 — ). (9.10)
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Daca curba este data implicit prin (Q.5)) si My(xo,yo) este un punct ordinar al ei, deci
F(20,10) = 0 si, de exemplu, F;(xo,yo) # 0, curba admite intr-o vecinatate a punctului
My o reprezentare explicita, obtinuta prin rezolvarea ecuatiei (@.5) in privinta lui y. Fie
y = f(z) solutia acestei ecuatii, deci F'(z, f(x,y)) = 0, de unde, prin derivare in raport
cu x, obtinem in M,

_ F (2o, o)
3 35(950, Yo)’

cu yg = f(xp). Din ([@I0) rezulta ca ecuatia tangentei in punctul My(xg,yo) la curba C
se scrie

f(wo) =

OF OF

5 (0. 0) = 20) + 0. 10) (v — ) =0 (9.11)

Exemplul 9.9 Ecuatia tangentei la conica
F(z,y) = ana® + 2a120y + agy® + 2(bix + bay) + ¢ = 0
in punctul ei My(zo,yo) este
a1 Tox + a12(zyo + Toy) + asyoy + b1(z + o) + ba(y + o) + ¢ = 0.

Definitia 9.7 Numim normala la curba C in punctul My € C, perpendiculara pe tangenta
la curba in acest punct.

Daca curba este data prin ecuatia (O.1)), cum v = 1/(#y) este un vector director al
tangentei in My, vectorul r — r(ty), unde r este vectorul de pozitie al unui punct curent
al normalei in M, este perpendicular pe v, deci

r(to) - (r — r(to)) = 0 (9.12)

reprezinta ecuatia vectoriala a normalei la C in punctul M.
Intr-un reper cartezian ortonormat, ecuatia (0.12) ia forma

#'(to)(z — x(to)) + 4/ (o) (y — y(to)) = 0. (9.13)

Daca curba este data prin reprezentarea carteziana explicita (9.4), atunci ecuatia
normalei in punctul sau My(xg, f(xo)) este

x — xo + f'(w0)(y — o) = 0.

In sféarsit, daci curba este dati prin ecuatia implicita (@3), din (@IT) rezulti ci vec-
torul N(F} (zo,y0), I, (7o, Yo)) este un vector normal pe tangenta si deci ecuatia vectoriala
a normalei este

r =ro+ AN(rp), A €R,

sau
T—To  Y—Yo

F (0, v0) B Fé(mo,yo)’

(9.14)

cu F(xg,y0) = 0.
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9.1.3 Punctele multiple ale unei curbe plane

Fie data curba C prin ecuatia implicita
F(z,y)=0. (9.15)

Definitia 9.8 Un punct My al curbei C se numeste punct multiplu de ordinul p de
multiplicitate daca in My functia F' si toate derivatele sale partiale pana la ordinul p — 1
inclusiv se anuleaza, fara ca toate derivatele de ordinul p sa fie nule.

Daca p = 2 punctul M, este un punct dublu pentru curba C. In acest punct

oF oF
F(xo,y0) =0, %(Jﬁoa’yo) =0, 8—y($0,y0) =0

si macar una dintre derivatele de ordinul al doilea este nenula. Deci un punct dublu este
un punct singular. Intr-un asemenea punct tangenta la curba nu este unic determinata.

Pentru a gasi ecuatia tangentelor in punctul dublu My(zg,yo) la C, sa observam ca
daca v(¢,m) este vectorul director al unei tangente la C in My, atunci

m_ im f(2) = — lim M
= S == )

da o nederminare de forma 0/0, care se poate ridica cu regula lui L'Hospital:

m_ o Pl f@) 4 Ery(a, f(2)) - (@) Fi (o, 40) + Fyy (0, 90) - 7§
¢ a—zo [ (x, f(x)) + FJh (z, f(x)) - f'(x) F) (xo,90) + F)), (x0,90) - 7
sau
EY (w0, yo)0* + 2F7 (x0, y0)lm + E, (0, yo)m® = 0. (9.16)
Daca
r=ry+ \v, (9.17)

cu v(¢,m) dat de ([9.I0]), este ecuatia unei tangente in M, la C, atunci, eliminand pe v

intre (@.16) si (O.17), obtinem
E} (0, 40)(x — 500)2 + 2F:1/:Iy(x07 Yo)(x — 0)(y — Yo) + F;/g,,(l'o, Yo)(y — y0)2 =0,

care reprezinta ecualia patratica a tangentelor la C in punctul dublu My(zg,yo). Dis-
criminantul acestei ecuatii se scrie

A(zo,y0) = [Fo (0, y0))* — Fi(o, y0) - oy (w0, o).

Daca:

a) A(zo,yo) > 0, exista doua tangente reale si distincte in My(zo,yo) la C. Punctul
My se numeste punct dublu real sau nod.

b) A(xg,yo) = 0, tangentele in My sunt confundate, cele doud ramuri ale curbei au
in My un punct de intoarcere.

¢) A(xg,yo) < 0, punctul My este un punct dublu izolat.
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9.1.4 Elementul de arc

Fie curba C data prin ecuatia
r=r(t),

si My(to) un punct fix al ei. Sa notam cu s = s(¢) lungimea arcului MoM. Daca M'(t+At)
e
este un punct vecin pe curba punctului M(¢), atunci putem considera As = ||[MM’||.
—_—
Dar MM’ =r(t + At) —r(t) si deci

As

A=

At

r(t + At) — r(t) H '

Daca trecem la limita pentru At — 0, avem

. As ||, r(t+At) —r()
Am A A, Al :
de unde
ds = ||t/ (t)|| dt = ||dr]|. (9.18)

Diferentiala ds data de (@I8]) se numeste element de arc al curbei C. Daca curba este
data prin ecuatiile parametrice (0.2]), atunci din (O.I8)) avem

ds = \/x"(t) + y2(t) dt. (9.19)

In cazul reprezentarii explicite (@0.4]) aceasta revine la

ds = /14 f?(z)dx. (9.20)

Deoarece s'(t) = ||r/(t)|| > 0 in orice punct ordinar al curbei, putem rezolva ecuatia
s = s(t) in privinta lui ¢. Obtinem ¢t = @(s). Inlocuind aceastd valoare a parametrului ¢
in ecuatia (@) obtinem

r =r(p(s)). (9.21)

Deci, putem scrie ecuatiile parametrice ale curbei luand ca parametru arcul ei s, care se
mai numeste si parametru natural al curbei.
Daca curba este data parametric prin (@.21]), in care s este arcul pe curba, atunci din

@I]) rezulta

Din (@19) deducem ca lungimea arcului MyM este

dr

—l=1 22
= (9.22)

s(t) = / V) + ) dr,

iar din (0.20) i
sw) = [ VIT P
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9.1.5 Cerc osculator. Curbura

Fie curba C data prin ecuatiile parametrice
T = Ji(t), Y= y(t)7 (923)
functiile x(t), y(t) avand derivate de ordinul cel putin doi. Fie inca My(x(to),y(to)) € C.

Definitia 9.9 Se numeste cerc osculator al curbei C in punctul My € C un cerc care are
cu curba trei puncte confundate in M.

Fie cercul (r — a)? — R? = 0. Valorile parametrului ¢ pentru care curba C, de ecuatie
r = r(t), intalnegte cercul sunt solutii ale ecuatiei

o(t) = (r(t)—a)> — R* = 0. (9.24)

Cercul va intersecta curba in trei puncte confundate in My(ty) daca ecuatia (9.24)) are
radacina tripla t = tg, adica daca

¢(to) =0, ¢'(t)) =0, ¢"(to) =0.
Notam r(tg) = ro, r'(ty) = rj, r"(to) = ry. Conditiile precedente revin la:
(ro—a)> = R*=0, 1}, (rp—a) =0, rj-(rg—a)+r; =0.
Ultimele doua conditii se mai scriu
wo(a — o) + yo(b —yo) = 0, ag(a —x0) +y5(b — o) = a5 + 5,

care este un sistem Cramer, daca

" !

A = zqyy — 70y # 0,

cu solutia:

2 2 12 /2
Ty + Y Ty +
— _a/ 0 0 _ / 0 0
@ = Zo yOm/ 1" _ ol b= Yo+ xOx/ 1l (925)
0Yo0 0% 040 0¥

care dau coordonatele cercului osculator.
Prima conditie da atunci raza cercului osculator
2 12\3/2
R— (25 + ¥5) /
- |l’, 1"l /"
0Y0 0Yo

(9.26)

Cercul osculator se mai numeste cercul de curbura al curbei in punctul M,, iar raza
sa R raza de curbura a curbei in punctul M.

Daca A(a) este centrul cercului osculator, numit i centru de curburd al curbei in
punctul My, atunci din (@0.25]) avem

:L,/2 +y/2
MoA=a—19=—2 "0 (/54 al§).
CI AR
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De aici deducem ca rj - MOZ = 0, adica vectorul MOZ are directia normalei in M, la
curba. Rezulta ca centrul de curbura A se afla pe normala la curba in punctul M. Tot
de aici rezulta ca HMOEH =R

Daca curba este data prin ecuatia explicita y = f(z), coordonatele centrului de
curbura si raza de curbura in punctul My(xg, f(z0)) sunt date de
1+ f"(x0) 1+ f(x0) (1+ f2(x0))*?

R_

b= f(x)+ () | f" (o)

a =Ty — f/(330)

f"(wo)
cu f"(xo) # 0.

Definitia 9.10 Numim curbura a curbei C in punctul My inversul razei de curbura

1 Dol Ml
o— = — |3703/0 oYl

R G+ o) o

Sa presupunem acum ca parametrul pe curba C este arcul s, adica ecuatia curbei este

r =r(s).
Notand
dr
- — r’
ds
din [@22) avem ||f|| = 1, sau 22 4 §® = 1 si derivand & + iy = 0. In acest caz, curbura

k a curbei C in punctul M(s) va fi
K = |ty — Zy|.
Ridicand ultimele doua egalitati la patrat, sumand si extragand radicalul, obtinem
r=[[F]] = Vi + 2. (9.28)
Definitia 9.11 Un punct al curbei C in care curbura se anuleazd se numeste punct de

inflexiune.

9.1.6 Interpretarea geometrica a curburii

Fie 7 versorul tangentei la curba C, adica

dr
=1, 2
r= i (9.20)
atunci din (3.28) deducem
dr
=7l = ||— 9.30
o= il = |4 (9.30

Fie o = a(s) (Fig. @.2) unghiul pe care versorul tangentei in punctul M(s) € C il
face cu axa Oz, o = (i, 7). Atunci 7 = icosa+jsina. Derivand in raport cu s, obtinem

dr . . .
— = (—isina + jcosa)

ds ds’
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ol i

Figura 9.2: Interpretarea geometrica a curburii

de unde
da

ds
Fie M'(s+ As) € C, un punct vecin punctului M si fie Aa unghiul dintre tangentele

laCin M si M’, adica Aa = (7(s), 7(s + As)), atunci

Aa

As

k= lim
As—0

Unghiul A« se numeste unghi de contingenta a arcului de curba M M’. Raportul dintre
unghiul de contingenta si lungimea As a arcului MM’ se numeste curburda medie a
arcului MM', adica k,, = |Aa/As|. Curbura s a curbei C in punctul M este atunci

limita curburii medii &, a arcului M M’ cand punctul M’ tinde pe curba la punctul M.

Exemplul 9.10 Pentru orice segment MM’ al unei drepte unghiul de contingenta Ao =
0, incat curbura medie k,, = 0 st dect kK = 0 in orice punct al drepte:.

—~

Exemplul 9.11 Pentru un cerc de raza R, lungimea As a unui arc MM’ subintins de
unghiul la centru Aa este As = RA« incat K, = 1/R gi deci k = 1/R in orice punct al
cerculuz.

9.1.7 Infasuratoarea unei familii de curbe plane

Fie ecuatia
F(z,y;0) =0, (9.31)

in care « este un parametru real, iar F' admite derivate partiale continue in raport cu
toate argumentele, de ordin cel putin doi.

Pentru fiecare valoare a lui «, ecuatia (9.31)) reprezinta o curba C,. Céand « variaza
in mod continuu, spunem ca ecuatia (Q.31]) reprezinta o familie de curbe plane.
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Definitia 9.12 O curba I' tangenta la toate curbele familier de curbe C, se numeste
infaguratoarea familiei C,.

Fie C, curba din familie corespunzatoare valorii a i M punctul de contact al acestei
curbe cu infaguratoarea I'. Punctul M se numeste punct caracteristic al curbei C,,.

Pentru inceput presupunem ca M este punct ordinar pentru curbele C, si I'. Coor-
donatele sale sunt functii de parametrul «, deci

r=z(a), y=uyla). (9.32)

Cand « variaza punctul M descrie curba I, deci ([0.32) sunt ecuatiile infaguratoarei
familiei de curbe de ecuatie (O.3T]).
Deoarece punctul M apartine si curbei C,, avem

F(z(a),y(a);a) =0. (9.33)

Vectorul director al tangentei la curba I" in punctul M are coordonatele (z/(«), y'()),
iar al tangentei la curba C, in M are coordonatele

(Fy(a(a), y(a); a), —Fy(z(a), y(e): @) .

Cum cele doua curbe au aceeasi tangenta in punctul M, cei doi vectori sunt coliniari,
deci
(@) _ y'(@)
Fy(z(a),y(a)ia)  Fi(z(a),y(a);e)’

o' () Fy(x(a), y(a); ) + 3 (a) Fy((a), y(a); a) = 0.

Pe de alta parte, derivand ([@.33]) in raport cu «, avem
F(z(a), y(a); o)z’ (a) + F(z(a), y(a); a)y'(a) + F (2(a), y(a); a) = 0.
Din ultimele doua relatii rezulta
F!(z(a),y(a);a) = 0. (9.34)

Deci, daca curbele familiei (@31 au numai puncte ordinare, infaguratoarea acestei
familii este caracterizata prin ecuatiile:

F(z,y;0) =0, F.(2,y;0) =0. (9.35)

Daca
D(F,F!)

&)

D(z,y)

prin rezolvarea sistemului (@.35) obtinem o reprezentare parametrica a infaguratoarei,
iar daca F (z,y;«) # 0, prin eliminarea parametrului a se obtine ecuatia carteziana
implicita a infaguratoarei.

(z,y;) #0,
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Presupunem acum ca C, admite puncte singulare si sa aflam locul geometric al lor
cand « variaza.
Fie M (z(a),y()) un punct singular al curbei C,, deci in care

F(a(a), y(a);a) =0, F(z(e),y(e);a) =0, Fy(z(a),y(a);a) =0.
Derivand prima ecuatie in raport cu « si tinand seama de celelalte doua ecuatii, obtinem
Fl(w(a),y(a);a) = 0.

Deci si coordonatele punctelor singulare verifica (@.35). In concluzie, sistemul (0.35) re-
prezinta infaguratoarea familiei de curbe C, si locul geometric al punctelor singulare ale
familiei.

9.1.8 Evoluta unei curbe plane

Fie curba plana C de ecuatii parametrice

Definitia 9.13 Numim evoluta a curbei C locul geometric al centrelor ei de curbura.

Fie A(x,y) centrul de curbura al curbei C intr-un punct oarecare M (x(t), y(t)). Atunci
din formulele (@.25]) obtinem

x/Qt + 12t , .Z'/Qt + /2t
/ //<) y//()/ ? y:y(t)+x(t) / //() y//()/ :
' (L)y"(t) — 2" (t)y'(t) 2 ()y"(t) — ")y’ (t)
Cand t variaza, punctul M (x(t),y(t)) descrie curba C, iar punctul A(x,y) cu z, y dati

de ([@36]) descrie evoluta acestei curbe, deci (0.30) constituie o reprezintare parametrica
ale evolutes.

x=uz(t) —y'(t) (9.36)

Teorema 9.1 FEwvoluta unei curbe este infasuratoarea normalelor la aceastd curba.
4 Ecuatia normalei la curba C in punctul M (z(t),y(t)), dupa (@.I3)), este

2(t)(x — (1) + ¥ ()(y — y(t) =0, (9.37)

unde (x,y) reprezinta coordonatele unui punct curent al normalei.
Pentru a obtine infaguratoarea familiei de drepte (O.37) care depinde de parametrul
t, derivam (©.37)) in raport cu ¢:

2"(t)(x — (1)) + 3" () (y — y(t)) = 2"(t) + ¥ (1). (9.38)

Rezolvand sistemul format din ecuatiile (0.37) si (9.38) obtinem ecuatiile parametrice ale
infaguratoarei familiei de normale. Solutia acestui sistem este (Q.36]). >
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9.1.9 Evolventa unei curbe plane

Fie curba C data prin ecuatiile parametrice
r=ux(s), y=uy(s),
unde s este parametrul natural.

Definitia 9.14 Numim evolventa a curbei C o curba I' a carei evoluta este curba C.

Avem deci problema inversa celei de la paragraful precedent.

Conform definitiei, daca M (xz(s),y(s)) este un punct al curbei C, curba I' va fi descrisa
de un punct A(X,Y) situat pe tangenta in M la C, astfel incat MA si aibs directia
normalei in A la I'.

Fie 7(i,1) versorul tangentei in M la C. Evident #? + ¢? = 1. Vectorul MA este
coliniar cu 7, MA = A(s)T, adica

X =xz(s) + X(s)z(s), Y =y(s)+ A(s)y(s), (9.39)

unde A(s) se determina din conditia ca M A si aibi directia normalei in A la I', adica
sa fie perpendicular pe tangenta in A la I'. Tangenta in A la I' are parametrii directori
(X,Y) si deci conditia de ortogonalitate se scrie

iX +9Y =0.
Din (@.39) avem insa . _ . _
X =i+ A+ A, YV =+ A+ i
si deci (2 + %) (14 A) + A(& + gij) = 0. Dar &% + y* = 1 si prin derivare @i + gij = 0,

incat A = —1, de unde A = —s+k, in care k = const. Inlocuind A astfel obtinut in (9.39)
obtinem ecuatiile evolventei curbei C:

X =z(s)+ (k—s)x(s), Y =y(s)+ (k—s)y(s).

Deoarece k este o constanta arbitrara, rezulta ca o curba plana are o infinitate de evol-
vente.
Daca curba C este data prin ecuatiile x = z(t), y = y(t), ecuatiile evolventei se scriu
z'(t) y'(t)
X =uz(t)+ (k—s(t Y =y(t)+ (k—s(t .
() + (k= s0) e ¥ = y(0) (= s(0)

9.1.10 Formulele lui Frénet pentru o curba plana

Fie data curba C prin ecuatia r = r(s), unde s este parametrul natural. Atunci

dr

— =T 9.40
7 (9.40)
este versorul tangentei la curba intr-un punct M(r(s)) al acesteia. Fie inca v versorul
normalei, orientat spre centrul de curbura al curbei C in punctul M. Avem

Tov=0, V=1 (9.41)



124 CAPITOLUL 9. ELEMENTE DE GEOMETRIE DIFEREN TIALA

Figura 9.3: Reperul lui Frénet

Versorii 7 si v formeaza o baza ortonomata si deci {M,7,v} constituie un reper
ortonormat cu originea in punctul M numit reper mobil sau reperul lui Frénet asociat
curbei in punctul M.

Din (©.40) si (941) rezulta
,7-,7'-:07 7—.])_’_7.-.]/:0’ ]/]):O (942)

De aici deducem ca 7 L 7, deci 7 este coliniar cu v, adica 7 = Av, A > 0. Dar, deoarece
I|7|| = ||¥|| = &, urmeaza ca A = & si deci

dr

— = K. 9.43
s (9.43)
Tot din ([@.42]) rezulta ca v L v si deci © este coliniar cu 7, adica 7 = pr. Din (0.42),
inlocuind 7 §i 7 obtinem y = —k §i deci

d
d—Z = —kT. (9.44)
Formulele (9.40), (9.43]) si ([9.44]) care dau derivatele vectorilor r, 7, v in functie de

versorii bazei din definitia reperului Frénet se numesc formulele lui Frénet pentru curba

C.

9.1.11 Ramuri infinite. Asimptote

Definitia 9.15 Spunem cad o curba C data prin ecuatia r = r(t) are o ramurd infinitd
pentru t = to, to fiind punct de acumulare al domeniului de definitie al functiei r(t), daca

Jim [x(£)| = oo,

Curba C are in ty o ramura infinita d.d. este indeplinita una din urmatoarele trei
conditii:

(a) lim z(t) = oo, (b) lim y(t) = +o0, (c) lim z(t) = +o0, lim y(t) = +o0.

t—to t—to t—to t—to

Daca C are o ramura infinita in ¢, atunci punctul M (r(t)) € C se deplaseaza cétre co
cand t — to.
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Definitia 9.16 Directia v(¢,m) se numegte asimptotica la o ramurd infinita in ty a
curbei plane C daca
t
lim _y( ) S
t—to x(t) L

Daca m = 0 directia asimptotica este paralela cu axa Ox, iar daca ¢ = 0 directia
asimptotica este paralela cu axa Oy.

Definitia 9.17 O dreapta D se numeste asimptota la o ramura infinita in ty a curbe:
plane C daca

lim d(M(t), D) = 0. (9.45)

t—to

Teorema 9.2 Daca curba C are in ty o ramurd infinita de forma (a) si exista si este
finita
lim y(t) = b,

t—to

atunci dreapta D de ecuatie y = b este asimptota orizontala la ramura infinita in tg.

< Intr-adevér, distanta de la punctul M (r(t)) la dreapta D este in acest caz
d(M(x(t), D) = [y(t) — 0|

si evident tinde la zero pentru t — ty. >

Teorema 9.3 Daca curba C are in ty o ramurd infinita de forma (b) si exista si este
finita

thi% z(t) = a,

atunci dreapta D de ecuatie x = a este asimptota verticala la ramura infinita in tg.

< Intr-adevar, distanta de la punctul M (x(t)) la dreapta D este in acest caz
d(M(r(t), D) = |(t) — af
si evident tinde la zero pentru t — ty. >

Teorema 9.4 Daca curba C are in ty o ramura infinita de forma (c) si directia v(1,m)
este asimptotica, adica
t
lim y(t) =m,
t—to x(t)

dreapta D de ecuatie y = mx + n este asimptota oblica la ramura infinita in tg d.d.
exista si este finita:

lim [y(t) — mx(t)] = n. (9.46)

t—to
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< Necesitatea. Daca dreapta D este asimptota la curba C, atunci

t) — ylt
lim d(M(x(t), D) = lim [ma(t) —y(t) +n| _
t—to t—to m2 +1

0,

sau
linfma(t) — y(t) + ] =0,
de unde rezulta (9.44]).
Suficienta. Daca exista si este finita limita (0.46)), atunci distanta de la dreapta D
de ecuatie y = mx +n tinde la zero pentru t — tg si deci dreapta D este asimptota oblica
la ramura infinita in y. >

9.1.12 Trasarea graficului unei curbe plane

Pentru trasarea graficului unei curbe plane data prin ecuatii parametrice se efectueaza
un studiu parcurgand urmatoarele etape:
1. Se stabileste domeniul de definitie si punctele de acumulare ale acestuia. Se
stabilesc ramurile infinite ale curbei.
2. Se determina intersectiile cu azele de coordonate.
Se studiaza periodicitatea.
Se studiaza simetriile.
Se determina punctele ordinare, punctele singulare si de inflexiune.
Se determina punctele multiple si tangentele in aceste puncte.
Se intocmeste tabloul de variatie a functiilor z(t) §i y(¢) dupa modelul:

N Ot W

t
a'(t)
y'(t)
(1)
(t)

8

<

8. Se determina asimptotele curbei.
9. Se traseaza graficul.

9.2 Curbe in spatiu

9.2.1 Reprezentari analitice regulate

Fie R = {0, 1,j,k} un reper cartezian ortonormat in F.

Definitia 9.18 O submultime C C E se numeste curba in spatiu daca exista o aplicatie
r:/—-E ICR,ai r(I)=C.
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Daca M(r) € C, atunci
r=r(t), tel, (9.47)

este ecuatia vectoriala a curbei C. Valoarea lui ¢ pentru care OM = r(t) se numesgte
coordonata parametricd a punctului M de pe curba si se noteaza M (t). In proiectie pe
axele reperului ecuatia (0.I]) este echivalenta cu

r=ux(t), y=yt), z==z(t), tel, (9.48)

numite ecuatiile parametrice ale curbei C.

Ecuatiile parametrice ale unei curbe nu sunt unice. Daca o : J — I, cu I,J C R,
este o aplicatie surjectiva, aplicatiile r o v §i r au aceeasi imagine C, deci definesc aceeasi
curba.

Definitia 9.19 O curbd C se numeste curba de clasa C*, k > 0, dacd admite cel putin
o reprezentare de forma (947) cur € C*(I).

Daca I este un interval deschis st r o aplicatie bijectiva continua cu inversa continud
atunci C se numeste arc elementar de curba.

Dacd I este un interval inchis [a,b] sir este de clasd C°(I) atunci curba C se numeste
drum. Un drum se numeste inchis daca r(a) = r(b).

Curba C se numeste curba simpla daca este un arc elementar de curba sau un drum
inchis.

Definitia 9.20 Curba C, data prin reprezentarea (9.47) se numeste curba regulata de
clasa C*, k > 1, dacda r € C*(I) si

() £0, Vtel (9.49)

Definitia 9.21 Un punct My € C se numeste punct ordinar (sau regulat) daca C admite
cel pulin o reprezentare de forma ([9.47) regulatd de clasa C*, k > 1, in punctul My. In
caz contrar, My se numeste punct singular.

Daca drept parametru se poate lua abscisa x a unui punct de pe curba, atunci
reprezentarea (0.48)) ia forma

y=f(z), z=g9g(x), z€l, (9.50)

in care f,g € C*(I), numita reprezentarea carteziand explicitd a curbei C. In acest caz
toate punctele curbei sunt ordinare deoarece r' =i+ f'(z)j + ¢'(x)k # 0, pentru orice
xel.

O curb4 in spatiu C de clasa C* poate fi data si prin ecuatii de forma

F({L‘,y, Z) = 07 G(l’,y, Z) = 07 (951)

in care F' si G sunt functii de clasa C*, numit ecuatiile carteziane implicite ale curbei.
Daca curba C este data prin reprezentarile (0.48) si (@.51]), simultan, atunci pentru
orice t € I,
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Derivand aceste identitati in raport cu t, obtinem:

r' (t) - grad F(z(t),y(t), 2(t)) = 0, r'(t) - grad G(z(t), y(t), 2(t)) = 0,
de unde rezulta ca r’ (t) L grad F, v’ (t) L grad G, adica
v’ (t) = \(t) grad F(x(t),y(t), 2(t)) x grad G(x(t),y(t), z(t)), YVt € 1. (9.52)
Definitia 9.22 Un punct My(zo, Yo, 20) € C se numeste punct ordinar daca

grad F'(xg, yo, 20) x grad G(zo, Yo, z0) # 0. (9.53)

In caz contrar, My se numeste punct singular.

Reprezentarea carteziana explicita poate fi privita ca un caz particular de reprezentare
implicita, pentru care F(z,y,2) =y — f(x), G(z,y,2) = z — g(x).
Exemplul 9.12 Curba descrisd de un punct de pe cilindrul x> +y? = a* a carui proiectie
in planul Ozy se deplaseaza cu viteza unghiulara w constanta si a carui proiectie pe
axa Oz se deplaseaza cu viteza constanta se numeste elice circulara. O reprezentare
parametrica a elicer este

xr=acost, y=asint, z=10, teR.

Exemplul 9.13 Curba descrisa de un punct care se deplaseaza cu viteza constanta pe o
dreapta care se roteste in jurul unei aze fixe cu viteza unghiulara w constanta si care face
cu aceasta un unghi constant 0, diferit de w/2, se numeste elice conica. O reprezentare
parametrica a elicer este

r=atcoswt, y=atsinwt, z=>=bt, teR.

Exemplul 9.14 Curba descrisa de un punct care se deplaseaza cu viteza proportionala
cu distanta parcursa pe o dreapta care se roteste cu viteza unghiulara w constanta in
Jurul unei aze fize gi care face cu aceasta un unghi constant 0, diferit de /2, se numeste
spirala conica. O reprezentare parametrica a elicei este

z = aekt cost, y = aett sinwt, z = bekt, t e R.

Exemplul 9.15 Curbele de intersectie a doi cilindri circulari de raze a si b care se taie
sub un unghi drept se numesc bicilindrice. Fcuatiile carteziene implicite ale lor sunt
22 =a? 4 =0

Daca a = b bicilindricele sunt doua elipse.
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9.2.2 Tangenta si planul normal

Fie C o curba in spatiu de clasd C*, k > 1, data prin ecuatia (@.47), My(ty) un punct
ordinar al ei si M (¢) un punct vecin lui M,.
Pentru t # ty, deducem ca

MM x(t) — r(to)

t—ty  t—ty

adica vectorul (r(t) — r(tg))/(t — to) este coliniar cu M, M, vectorul director al secantei
MyM la curba C. Cum punctul M, este ordinar, vectorul (r(t) — r(t))/(t — to) tinde,
pentru M — M, (adica t — ty), la o limita bine determinata, r'(¢q) # O.

Definitia 9.23 Numim tangenta la curba C pozitia limita a secantei MyM cand punctul
M — My, pe curba.

Din cele de mai sus rezulta ca tangenta la curba C in punctul ei ordinar My(ty) are
ecuatia vectoriala

r=r(ty) + \r'(ts), A €R,

de unde ecuatiile parametrice
x=x(ty) + A2'(to), vy =ylto) + Ay (to), 2= z(to) + A2'(to), A ER,
sau
r'(to) x (r —r(tp)) =0,
sau sub forma carteziana
z—x(t) _y—ylh)  z—2(to)
' (to) y'(to) 2 (to)
care reprezinta ecuatiile canonice ale tangentei la curba C.
Vom nota cu

I./

B
versorul tangentei intr-un punct M (t) € C.

Daca curba C este data prin ecuatiile explicite ([@.50), atunci toate punctele curbei
sunt ordinare i ecuatiile tangentei la curba in punctul My(zo, f(x0), g(z0)) se scriu

t (9.54)

T~ %o _ y — [(@o) _ z — g(wo)
1 (o) g'(xo)
Daca curba C este data implicit prin ecuatii de forma (@51), din ([@52]) rezulta ca
vectorii '(tg) si

v = grad F'(z9, Yo, 20) % grad G(zo, %o, 20)

sunt coliniari gi deci v este un vector director al tangentei la curba in punctul ei ordinar
Moy(z0, y0, 20), Incat, ecuatia tangentei se scrie

v X (r—ry) =0,
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care conduce la ecuatiile canonice

T—To Y—Y _ 2~ %0

¢ m n
in care / / / /
FF FF FF
6:‘ y z ,m:‘ z x ,n:‘ r y‘ (9.55)
G’y G’ Mo G, G Mo G G; Mo

Definitia 9.24 Numim plan normal la curba C in punctul My € C, planul perpendicular
pe tangenta in My la curba.

Planul normal este definit de punctul M; si de vectorul sau normal care este coliniar
cu vectorul director al tangentei la curba in M, deci are ecuatia

r'(to) - (r —r(ty) = 0,
care in reperul cartezian R se scrie
2 (to)(x — 2(to)) + ¥/ (to) (y — y(to)) + 2'(to) (2 — 2(to)) = 0. (9.56)

Daca curba este data explicit prin ecuatiile (@.50), din ecuatia (@56) deducem ca
planul tangent in punctul My(xo, f(x¢), g(z0)) este caracterizat prin ecuatia

(z — o) + f'(z0)(y — f(z0)) + ¢'(x0)(z — g(x0)) = 0.

Daca curba este data implicit, vectorul v este un vector perpendicular pe planul
normal la C in punctul My(xo, 3o, 20), Incat, ecuatia sa se scrie

v-(r—ry) =0,

sau, in reperul R
U(x —x0) +m(y — yo) +n(z — 20) =0,

cu £, m, n dati de ([@.58) si F(xo, Y0, 20) = 0, G(z0, Yo, 20) = 0.
Exemplul 9.16 Se dau curba:
r = a(sint + cost)i + a(sint — cost)j + be 'k
si punctul ei My(0). Deoarece
r(0) = a(i—j)+ bk, r'(0)=a(i+]j)— bk,
ecuatiile tangentei in My la curba se scriu

r—a y+a z-—b

a a b’

iar ecuatia planului normal va fi a(x — a) + a(y + a) — b(z — b) = 0.
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Exemplul 9.17 Se dau curba: y = 2¢*, z = 3In(x + 1) §i punctul My(0,2,0) situat pe
curba. Deoarece f'(0) =2, ¢'(0) = 3, ecuatiile tangentei in My vor fi

r y—2 =z
1 2 3
iar ecuatia planului normal:  + 2(y —2) + 3z = 0.

Exemplul 9.18 Se dau curba:

F(x,y,2) =2 +y*—10 =0,
G(r,y,2)=y*+22—-25=0

si punctul My(1,3,4). Deoarece grad F(x,y,z) = 2xi + 2yj, gradG(x,y, z) = 2yj + 2zk
st dect

J
6 0 | =4(12i — 4j + 3k),
6

<

Il
=N
0 o ®

ecuatiile tangentei se scriu
xr—1 y—3 =z-4

12 -4 37
iar ecuatia planului normal: 12(x — 1) —4(y —3) +3(z —4) = 0.

9.2.3 Elementul de arc

Fie curba C data prin ecuatia
r=r(t),

si Mo(tp) un punct fix al sdu. Sa notam cu s = s(t) lungimea arcului MyM. Daca
M'(t + At) este un punct vecin pe curba punctului M (t), atunci putem considera As =

[|MM'||. Dar MM' = r(t + At) — r(¢) si deci

As

A=

At

r(t + At) — r(¢) H '

Daca trecem la limita pentru At — 0, avem

_As || r(t+ AL —r()
A A7 [ Ay At !
de unde
ds = ||r'(t)|| dt = ||dr]|. (9.57)

Diferentiala ds data de (Q.57) se numeste element de arc al curbei C. Daca curba este
data prin ecuatiile parametrice (9.48)), atunci din ([9.57)) avem

ds = \/x2(t) + y2(t) + 22(t) dt. (9.58)
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In cazul reprezentarii explicite (9.50]) aceasta revine la

ds = \/1+ f2(x) + g?(v) dz.

Deoarece s'(t) = |[[r'(t)|[ > 0 in orice punct ordinar al curbei, putem rezolva ecuatia

s = s(t) in privinta lui . Obtinem ¢ = ¢(s). Inlocuind aceasta valoare a parametrului ¢
in ecuatia ([0.47) obtinem

r =r(p(s)). (9.59)

Deci, putem scrie ecuatiile parametrice ale curbei luand la parametru arcul ei s, care

se mai numeste si parametru natural al curbei.
Daca curba este data parametric prin (@.59), in care s este arcul pe curba, atunci din

@E1) rezulta

t=r

dr

=1
ds

)

deci vectorul )
dr r

- = 9.60
ds =TIl (9-60)

este un vector unitar, adica t? = 1.
Din (©.58) deducem ca lungimea arcului MyM este

s=slt) = [ VAR A dr

respectiv

wwm:/iﬂ+ﬁw+wwﬁ.

9.2.4 Planul osculator. Reperul lui Frénet

Definitia 9.25 Numim plan osculator la curba C in punctul My € C, un plan care
intersecteaza curba in trei puncte confundate in M.

Fie curba C data prin ecuatia r = r(t) si fie My(r(¢p)) un punct ordinar al ei. Un plan
oarecare prin M, are ecuatia
N (r—r(ty)) =0. (9.61)

Coordonatele parametrice ale punctelor de intersectie ale acestui plan cu curba sunt
radacinile ecuatiei

O(t) = N - (x(t) — r(ty)) = 0. (9.62)

Pentru ca planul ([@.61]) sa fie plan osculator la curba in punctul My(ty) este necesar ca
t =t sa fie radacina tripla a ecuatiei ®(¢) = 0. Deoarece ®(tg) = 0, va trebui sa avem
inca

P'(to) =N -1'(tg) =0, D"(ty) =N-1"(ty) =0.

De aici rezulta ca vectorul N trebuie sa fie coliniar cu produsul vectorial r'(¢y) x r”(to),

adica putem lua
N = r/<t0) X I‘H(tg).
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Deci, daca
r'(to) x 1"(to) # 0,
ecuatia planului osculator la curba C in punctul M, este
(r'(to) x r'(to)) - (r — r(to)) = 0,
sau
(r —r(to),r'(to),r"(ty)) = 0.

In reperul cartezian R aceasta devine

r—x(to) y—ylto) z— z(to)
' (to) y'(to) 2'(to) =0.
z"(to) y"(to) Z"(to)

Definitia 9.26 Un punct My(ty) € C in care
I'/(t()) X r,/(to) =0 (963)
se numeste punct de inflexiune al curbei C.

Deci, in orice punct ordinar si neinflexianar al curbei planul osculator este unic de-
terminat.
Fie My un punct ordinar si neinflexianar al curbei C.

Definitia 9.27 Numim normala principala la curba C in punctul My intersectia planului
normal cu planul osculator la curba C in M.

Vectorul director al normalei principale este deci un vector coliniar cu produsul dublu
vectorial

(r'(tg) x v"(tg)) x ' (o).
Ecuatia normalei principale se scrie atunci
(r —r(ty)) x [(v'(to) x ¥"(t0)) x ¥'(to)] = 0.
Vom nota versorul normalei principale intr-un punct M(¢) € C cu
(r' xr") xr

= . 9.64
"= @) <] (9-64)

Definitia 9.28 Numim binormala la curba C in punctul My, perpendiculara pe planul
osculator in punctul My la curba.

Vectorul director al binormalei in M, la curba este coliniar deci cu vectorul r'(ty) X
r’(tp). Ecuatia binormalei se va scrie

(r —r(ty)) x [r'(tg) x r"(t)] = 0.
Vom nota versorul binormalei intr-un punct M (t) € C cu
I
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Definitia 9.29 Numim plan rectificator (rectifiant) la curba C in punctul My, planul
determinat de tangenta si binormala la C in M.

Ecuatia planului rectificator este
(r —r(ty),r'(to), r'(to) x r"(t9)) = 0.
Versorii t, n, b dati de (@.54), (O.64) si ([O.65]) satisfac relatiile
t?=n’=b?’=1, t-n=n-b=b-t=0.

planul normal

binormala

planul rectificator

/ 1
I'/X//I,'/

. normala principalg
v/ (' xr’)xr

tangenta

planul osculatg

Figura 9.4: Reperul lui Frénet

Reperul cartezian ortonormat {M,t,n,b} cu originea intr-un punct M, ordinar si
neinflexionar al curbei se numeste reper mobil sau reperul lui Frénet atasat curbei in

punctul M.
Sa gasim in incheiere expresiile versorilor reperului Frénet cand curba este data prin
ecuatia r = r(s), unde s este parametrul natural. Deoarece 7* = 1, deci ¥ -t = 0,

deducem ca r L 1 si
(i x ¥) x I = P*F — (- F)F = ¥

Rezulta ca ||t x ¥|| = ||¥||. Din (@.60), ([@.64) si (@.65) obtinem atunci

-
t=f n=——) b=__—
Iy

 — —txn (9.66)
[IE]]

In acest caz, ecuatiile axelor si planelor reperului Frénet in punctul M(r(s)) € C se
scriu:
- ecuatia tangentei: (r —r(s)) x t(s) =0,
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- ecuatia normalei principale: (r —r(s)) X n(s) = 0,
- ecuatia binormalei: (r —r(s)) x b(s) =0,

- ecuatia planului normal: t(s)-(r — r(s)) = 0,

- ecuatia planului rectificator: n(s)-(r — r(s)) = 0,

- ecuatia planului osculator: b(s)-(r — r(s)) = 0.

Exemplul 9.19 Se da curba r =3costi+ 3sintj + 4tk (elicea circulara). Sa scriem
ecuatiile azelor gi planelor reperului Frénet atasat curbei intr-un punct M(t) al acesteia.

Deoarece ¥/ = —3sinti = 3costj+ 4k, ds = ||r'(¢)|| dt = 5dt. Deducem cat = s/5.
Avem deci

3 . 3 S 3 S

r=3cos S it3sin it tsk § Sirdsm il ¢ i in 2
= COS — S1n — —S = ——S1n — — S1n — — = ———COS—1——S1n —
5 53755 5Ty IR 25 ‘5 o5 M s

incat
1 N . C Lo . .
t= 5(—351nt1+3¢ostj+4k), n = —costi—sintj, b= 5(481nt1—4costj+3k).

Ecuatiile axelor sunt:
- ecuatitle tangentei:
x—3cost y—3sint z—4t
—3sint  3cost 4

- ecuatitle normalet principale:

r—3cost y—3sint z—4t
cots  sint 0

- ecuatiile binormalei:

x—3cost y—3sint z—4t
4sint ~  —4cost 3

Ecuatuile planelor sunt:
- ecuatia planului normal: —3xsint + 3y cost + 4z — 16t = 0,
- ecuatia planului rectificator: x cost + ysint — 3 =0,
- ecuatia planulut osculator: 4xsint — 4y cost + 3z — 12t = 0.

9.2.5 Curbura unei curbe in spatiu

Fie M(s) si M'(s+ As) doua puncte vecine pe curba C data prin ecuatia r = r(s) si A«
unghiul dintre tangentele la C in cele doua puncte.

Definitia 9.30 Numim curbura a curbei C in punctul M,

Ao
As

k= lim
As—0
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Daca t(s) si t(s + As) sunt versorii tangentelor la curba in punctele M si respectiv
M’ atunci

A
Hu5+A@—t@m:23m7§,
de unde
t(s +As) —t(s)|| |sin 22 | Aa
As | A As |’
Trecand aici la limita pentru As — 0, obtinem
, t(s + As) — t(s) dt
1 —_— = — _—
Asto | As | Asto As ds||’
incat
ko= [[t]] = IF]]. (9.67)

Cantitatea R = 1/k se numeste raza de curbura a curbei C in punctul M.
Din ([0.66) gasim imediat ca n = R¥ =Rt, de unde
t=kn. (9.68)
Daca curba C este data prin reprezentarea r = r(t), regulata de ordin cel putin doi,
curbura in punctul ordinar M (t) are expresia

e xr

//||
K= —
[Ie[[?

(9.69)
Intr-adevir, presupunand ¢ = t(s), avem

dw_drir
ds dtds  ds’

r = r ﬁ 2+r’d—2t
N ds ds?’

AN
. o / " ov
Fxi=(r xr’) (ds) :
Dar, cu (Q.51), ds/dt = ||r'||, incat

r =

||t/ x r
[[[°

//H
[IE]] = |l < ¥| =

Inlocuind in (@67) obtinem (259).
Din (@.69) rezulta ca un punct ordinar al unei curbe este punct de inflexiune d.d. in
acel punct curbura este nula.

Teorema 9.5 Conditia necesard si suficientd ca o curba sa fie o dreapta este ca in orice
punct al ei curbura sa fie nula.

<4 Necesitatea. Daca curba C este o dreapta, atunci r =rg +tv, r' = v, r’ =0 si
din ([@69) deducem k = 0, pentru orice ¢t € R.

Suficienta. Din x = 0, tinand seama de (0.67)), urmeazi t = 0 si deci t = v (vector
constant), sau I = v, de unde r =sv + rg, deci curba este o dreapta. >
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9.2.6 Torsiunea unei curbe
Fie din nou M (s) si M'(s+ As) doua puncte vecine pe curba C data prin ecuatia r = r(s)

si AQ unghiul dintre binormalele la C in cele doua puncte.

Definitia 9.31 Numim torsiune absoluta a curbei C in punctul M,

Ap
As |’

Daca b(s) si b(s+ As) sunt versorii binormalelor la curba in punctele M si respectiv
M’ atunci

A
l|b(s + As) — b(s)|| =2 sinTﬂ ,
de unde
b(s + As) —b(s)|| sin &2 AB
As % As|
Trecand aici la limita pentru As — 0, obtinem
. |Ap . ||b(s+ As ‘ H
lim |—| = lim
As—0 AS As—0
incat
7| = HbH : (9.70)

Darb—txnglt—ﬁn 1ncatb—t><n de01bJ_t§1d1nb2—1rezultab b—O
adica b L b. In concluzie, b este coliniar cu n, incat

b n| = ||bl| =|].

Cum insid n =Rt, n = Rt + Rt, avem

b-n=(txn)n=(tnn)=(t,RE+RE,Rt) = —R*(t,,{) = —W(r’niﬂ r),
r
incat
7| = —Kr’.l.o’;)' (9.71)
|I5]]

Definitia 9.32 Numim torsiune a curbei C in punctul M(s), marimea

o ERD (9.72)
[isls
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Deoarece b este coliniar cu n, urmeaza ca b = An, de unde,
b=—-mn.

Daca curba C este data prin reprezentarea r = r(t), regulata de ordin cel putin doi,
torsiunea in punctul ordinar si neinflexionar M (t) are expresia

B (r/7 r//7 rl//)

= . 9.73
v/ > 7| |2 ( )

Intr-adevir, presupunand ¢t = t(s), avem

et o (dt 2 Ly et o (dt 5 g (0 > d2t +r,d3t
T ds’ ds ds?’ ds ds ) ds? ds3’

aga incat, cu ds/dt = ||r'||,

R dt\° 1 . r' xr’
(I',I', I‘) :(I'/,I‘//,I‘m) <£> :<I'/,I'//,I'///) ||r/||67 HI‘H = W7

care inlocuite in (3.72) dau (Q.73).

Definitia 9.33 Un punct al curbei C in care torsiunea este nuld se numeste punct planar.

Teorema 9.6 Condifia necesara si suficienta ca o curba sa fie o curba plana este ca in
orice punct al ei torsiunea sa fie nula.

< Necesitatea. Daca curba este plana, planul osculator fiind planul curbei, rezulta
c& b este un vector constant, deci b = 0 i din @10) deducem ca T = 0.

Suficienta. Daca 7 = 0, urmeaza ca b=0 si deci b = by (vector constant). Cum
b-t = 0, rezulta ca by - = 0, de unde, prin integrare, by - r(s)+D = 0, D fiind o
constanta de integrare. De aici deducem ca toate punctele curbei se gasesc in planul de
ecuatie by - r+D = 0, adica este o curba plana. >

9.2.7 Formulele lui Frénet

Fie C un arc de curba regulat de ordinul cel putin trei, format din puncte ordinare si
neinflexionare, dat prin ecuatia
r =r(s),

unde s este parametrul natural. Fie inca R = {M,t,n,b} reperul Frénet (Fig. 0.3
atagat acestui arc in punctul M(s), in care

r X7

ot

[ il

si fie )
k=||¥||, 7=-b-n,
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Figura 9.5: Reperul lui Frénet

curbura si torsiunea curbei in punctul M (s).
Formulele lui Frénet exprima modul cum variaza reperul lui Frénet cand punctul M
parcurge arcul de curba, dau deci derivatele versorilor reperului in functie de versorii
reperului.
Prima dintre aceste formule se obtine imediat din (9.74),, ([@.74), si expresia curburii.
Se gaseste
dt
ds

Tinand apoi seama ca b este coliniar cu n si de expresia torsiunii, obtinem

K. (9.75)

db
— = —Tn. 9.76
7= T (9.76)
In fine, din n = b x t, prin derivare, avem n = bxt+bxt si tinand seama de prece-
dentele doua formule, rezulta

dn

ds

Coordonatele vectorilor t, n, b sunt functii numai de curbura k si torsiunea 7 ale
curbei in punctul M. Rezulta de aici ca daca cunoastem curbura si torsiunea:

= —kt+7h. (9.77)

k=k(s), T=r1(s), (9.78)

prin integrarea sistemului (Q.75) - (O.77) se obtin versorii t = t(s), n = n(s), b = b(s),
iar din

Iy

ds
obtinem r = r(s), adica ecuatia unui arc de curba de curbura si torsiune date. Doua arce
de curba astfel obtinute coincid pana la o misgcare in spatiu. Din acest motiv ecuatiile
(@1]) se numesc ecuatiile intrinseci ale curbei.

9.3 Suprafete

9.3.1 Reprezentari analitice regulate

Fie R = {O,1,j,k} un reper cartezian ortonormat in E.



140 CAPITOLUL 9. ELEMENTE DE GEOMETRIE DIFEREN TIALA

Definitia 9.34 O submultime § C E se numeste suprafata daca exista o aplicatie r :
A—E, ACR? ai r(A)=S8.

Daca M(r) € S, atunci
r=r(u,v), (u,v)€A, (9.79)

este ecuatia vectoriala a suprafetei S, iar u gi v pentru care OM = r(u,v) se numesc
coordonate parametrice sau curbilinii ale punctului M de pe suprafata si se noteaza
M (u,v). In proiectie pe axele reperului ecuatia (Q.79) este echivalenta cu

r=ux(u,v), y=ylu,v), z==z2u,v), (u,v)€A, (9.80)
numite ecuatiile parametrice ale suprafetei S.
Exemplul 9.20 Aplicatiar : A — E, A =[0,27] x [-7n/2,7/2|, definita prin

r = R(icosu+ jsinu)cosv + Rksinv, (u,v) € A,

R fiind o constanta reala pozitiva, reprezinta o sfera cu centrul in origine si raza R.
FEcuatiile parametrice ale acestei sfere se scriu

x = Rcosucosv, y= Rsinucosv, z= Rsinv, (u,v) € A.

Ecuatiile parametrice ale unei suprafete nu sunt unice. Daca o : A" — A, cu A, A’ C
R?, este o aplicatie surjectiva, aplicatiile r o v i r au aceeasi imagine S, deci definesc
aceeasi suprafata.

Definitia 9.35 O suprafatd S se numeste suprafati de clasa C*, k > 0, dacd admite
cel putin o reprezentare de forma (9.79) cu r € C*(A).

Daca A este o multime deschisa sir o aplicatie bijectiva continud cu inversda continud
atunci S se numeste suprafata simpla.

Definitia 9.36 Suprafata S, data prin reprezentarea (9.79) se numeste suprafata regu-
lata de clasa C*, k > 1, dacar € C*(A) si

r.(u,v) X ry(u,v) #0, V(u,v) €A. (9.81)
In (@81) am notat r, = dr/du, r, = dr/dv.

Definitia 9.37 Un punct My € S se numegte punct ordinar (sau regulat) daca S admite
cel putin o reprezentare de forma (9.79) requlata in punctul My. In caz contrar, My se
numeste punct singular.

Daca drept parametri se pot lua abscisa x si ordonata y ale unui punct de pe suprafata,
atunci reprezentarea (0.80) ia forma

z= f(z,y), (v,y) € D CR? (9.82)
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in care f € C*(D), numitd ecuatia carteziand explicitd a suprafetei S. In acest caz toate
punctele suprafetei sunt ordinare deoarece

r, xr,=—p(z,y)i—q(z,y)j+k#0, (9.83)

pentru orice (z,y) € D, unde p = 0f/0z, ¢ = 0f /0y (notatiile lui Monge).
O suprafatd S de clasd C* poate fi datd si printr-o ecuatie de forma

F(z,y,2) =0, (9.84)

>

in care F este o functie de clasa C*, numita ecuatia carteziand implicitd a suprafetei.
Daca suprafata S este data prin reprezentarile (9.80) si (0.84]), simultan, atunci pentru
orice (u,v) € A,
F(z(u,v),y(u,v), z(u,v)) = 0.

Derivand partial aceasta identitate in raport cu w si v, obtinem:

{ r, (u,v) - grad F(z(u,v), y(u,v), z(u,v)) = 0,
r, (u,v) - grad F(z(u,v),y(u,v), z(u,v)) =0,

de unde rezulta ca r, (u,v) Lgrad F, r, (u,v) L grad F', adica
r, (u,v) x ry(u,v) = AMu,v) grad F(z(u,v), y(u,v), 2(u,v)), V(u,v) € A. (9.85)
Definitia 9.38 Un punct My(zo,v0, 20) € S se numeste punct ordinar daca
grad F'(o, Yo, 20) # 0 (9.86)
In caz contrar, My se numeste punct singular.

Reprezentarea carteziana explicita poate fi privita ca un caz particular de reprezentare
implicita, pentru care F(z,y,z) = z — f(z,y).

Exemplul 9.21 Fie C o curba in planul Oxz, de ecualii: x = f(u), y = 0, z = g(u).
Prin rotirea curbei C in jurul azei Oz se obtine o suprafata de rotatie de ecuatii: x =
f(u)cosv, y = f(u)sinv, z = g(u). Astfel:

(a) prin rotirea cercului: x = a + becosu, y =0, z = bsinu, cu a > b, se obtine torul:

z = (a + beosu) cosv, y = (a+ bcosu) sinv, z = bsinu;
(b) prin rotirea lantisorului: * = ach(u/a), y =0, z = u, se obtine catenoidul:
x =ach(u/a)cosv, y =ach(u/a)sinv, z = u;
(c) prin rotirea tractricei: x = asinu, y = 0, z = a(In tg (u/2) + cosu), se obfine
pseudosfera:

x =asinucosv, y = asinusinv, z = a(ln tg (u/2) + cosu).

Exemplul 9.22 Suprafata generata de o curba C (numita profil) in miscare de rotatie
in Jurul unet drepte si in acelast timp de translatie paralela cu aceasta dreapta, vitezele
acestor miscari fiind proportionale, se numeste elicoid. Daca se ia axa Oz drept azxa de
rotatie, o reprezentare parametrica a elicotdulur este

= f(u)cosv, y = f(u)sinv, z = g(u) + av.
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9.3.2 Curbe pe o suprafata

O curba C situata pe suprafata S poate fi data printr-o reprezentare curbilinie parame-
trica de forma
u=u(t), v=o(t), telCR. (9.87)

Ecuatia vectoriala a curbei C se obtine inlocuind pe u si v din reprezentarea (Q.87) in

@.79):
r=r(u(t),v(t)), tel, (9.88)

r=xz(u(t),vt)), yv=y(ult),vt), z==zu),v(t), tel. (9.89)

Curba C situata pe suprafata S poate fi data si printr-o ecuatie curbilinie explicita
v = f(u) sau printr-o ecuatie curbilinie implicita F'(u,v) = 0.

9.3.3 Planul tangent si normala la o suprafata

Fie suprafata S data prin ecuatia (@.79) si Mo(ug, v9) un punct ordinar al suprafetei, deci
pentru care

r.(ug, vo) X 1, (1, v9) # 0.

Prin punctul M, se pot duce pe suprafata o infinitate de curbe. Fie C o curba oarecare
prin M, situata pe suprafata, data prin ecuatiile (O.87), a carei reprezentare carteziana
parametrica este (O.88]). Daca ty este valoarea parametrului ¢ corespunzatoare punctului
My ca punct pe curba C, al. u(ty) = wug, v(tg) = vo, un vector director al tangentei in
My(to) la curba C este

r'(to) = u'(to)ru(uo, vo) + v'(to)ry(uo, v0)- (9.90)

Din ([@.90) rezulta ca oricare ar fi curba C C S, care trece prin punctul M, vectorul
director al tangentei la curba in M, este o combinatie liniara a vectorilor necoliniari
r.(uo,vo) si ry(ug,vg). Deci tangenta prin M, la oricare dintre aceste curbe apartine
planului determinat de punctul M, si vectorii necoliniari r,(ug, vo) §i ry(ug, v9) paraleli
cu planul.

Definitia 9.39 Numim plan tangent la suprafata S in punctul ordinar My € S, locul
geometric al tangentelor prin My la toate curbele de pe suprafata care trec prin M.

Daca r este vectorul de pozitie al unui punct curent al planului tangent, atunci ecuatia
planului tangent este

(r — r(uo, Vo), Tu(Uo, Vo), Ty(uo, vo)) = 0. (9.91)

Definitia 9.40 Vectorul h se numeste vector tangent la S in My daca este vector direc-
tor al tangentei la o curba C de pe S ce trece prin M.
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Definitia 9.41 Numim spatiu vectorial tangent la S in punctul My, Ty, (S), spatiul vec-
torial director al planului tangent la S in My, adica multimea tuturor vectorilor tangenti
la S in M.

O baza a spatiului tangent o formeaza sistemul de vectori {r,(ug, vo), ry(ug, vo) }-

Definitia 9.42 Numim normala intr-un punct ordinar My € S dreapta prin My perpen-
diculara pe planul tangent in My la S.

Din definitia planului tangent rezulta ca putem lua ca vector director al normalei la
suprafata S in punctul ei ordinar M, vectorul

N(u,v) =r,(u,v) X r,(u,v) = A(u,v)i+ B(u,v)j + C(u,v)k, (9.92)
unde
|l Yu Ru | Ru Tu | Tu Yu
Alu,v) = A , B(u,v) = o , C(u,v) = v

Cu aceasta notatie, ecuatia planului tangent se mai poate scrie
N (ug, vo) - (r — r(ug,vp)) = 0,
de unde ecuatia carteziana
A(ug,vo)(z — x(ug,vo)) + Blug, vo)(y — y(ug, vo)) + C(ug, vo)(z — 2(ug,vp)) = 0.
Ecuatia vectoriala a normalei in My(ug,v9) € S la suprafata va fi atunci
(r — r(up, v9)) X N(ug,v9) =0,
iar ecuatiile canonice ale normalei se vor scrie

x — x(ug, vo) _ Y- y(uo, vo) _ A= 2(ug, Vo)
A(UO,’U()) B(UO,’U()) C(UO,U())

Daca suprafata S este reprezentata analitic prin ecuatia carteziana explicita (0.82),
tinand seama de (0.83]), un vector director al normalei este

N(z,y) = —p(z,y)i—q(z,y)j + k,
a.l. ecuatia planului tangent in punctul My (zo, yo, f(Zo,%0)) al suprafetei se scrie
—p(20, Yo)(x — o) — (0, Y0)(y — Yo) + 2 — f(x0, y0) = 0,
iar ecuatiile canonice ale normalei

r—To  Y—Yo _Z—f(xo,yo)

—p(l’o, yo) —Q(Ioa yo) 1
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Daca suprafata S este reprezentata analitic prin ecuatia carteziana implicita (0.84)),
tinand seama de (@.85]), un vector normal suprafetei in punctul My(xo, yo, 20) € S, pentru
care F(xg,yo,20) = 0, este

N (2o, Yo, 20) = grad F'(zo, Yo, 20),
a.l. ecuatia planului tangent se scrie

grad F'(zo, Yo, 20) - (r — o) = 0,
sau, sub forma carteziana

Fy (20,90, 20)(x — o) + Fy (@0, Yo, 20) (Y — yo) + F2(20, Y0, 20) (2 — 20) = 0.
Ecuatia normalei va fi
(r — o) x grad F(xo, Yo, 20) = 0,

iar ecuatiile canonice ale normalei

T — Zg . Y—Yo N 2 = 20

Fl(20,90,20)  Fj(wo,90,20)  FL(wo, Y0, 20)

Definitia 9.43 Numim plan normal la suprafata S in punctul ei ordinar My orice plan
care contine normala tn My la S.

Definitia 9.44 Numim sectiune normala a suprafetei S curba de intersectie a suprafetei
cu un plan normal.

9.3.4 Linii si retele pe o suprafata

Definitia 9.45 Numim familie simpla de linii pe o suprafata S o familie uniparametrica
de curbe situate pe suprafata cu proprietatea ca prin fiecare punct ordinar al ei trece o
curba a familiei st numai una.

Daca suprafata este data prin reprezenarea parametrica ([0.80), o familie simpla de
linii pe S poate fi data printr-o ecuatie de forma

o(u,v) = ¢, (9.93)

unde ¢ este o constanta arbitrard. Deoarece (0.93]) poate fi privita ca solutia generala a
unei ecuatii diferentiale de forma

P(u,v)du+ Q(u,v) dv =0, (9.94)

in care P(u,v) si Q(u,v) sunt functii continue pe A, deducem ca o familie simpla de linii
pe S poate fi data printr-o ecuatie diferentiala de forma (©9.94]).
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Exemplul 9.23 Curbele v = const si u = const formeaza doua familii simple de linii pe
suprafata S. Ecuatiile lor diferentiale sunt dv = 0 si respectiv du = 0. Prin fiecare punct
Moy(ug,v9) € S trece curba v = v din prima familie i curba uw = uy din cea de-a doua
familie. Ecuatiile vectoriale ale acestor curbe sunt

r =r(u,vg), r=r(ug,v).
Aceste familit simple de linii se numesc liniile parametrice ale suprafetei.

Definitia 9.46 Numim retea pe suprafata S doua familic simple de linii de pe S cu
proprietatea ca prin fiecare punct ordinar al ei trece cate o curba din fiecare familie
avand in acest punct tangente distincte.

O retea pe suprafata S poate fi data prin ecuatiile p(u,v) = ¢1, ¥(u,v) = ¢9, cu

conditia
D(p,¢)
D(u,v) 70,
sau printr-o ecuatie diferentiala de forma
A(u,v) du® + 2B(u, v) dudv + C(u,v) dv* = 0, (9.95)

cu conditia B? — AC' > 0 in A.

Exemplul 9.24 Cele doua familii de linii parametrice ale suprafetei formeaza o retea pe
suprafata. fntr—adevdr, vectorii directori ai tangentelor in My sunt r,(ug, vy) $i respectiv
r,(ug, vo). Punctul My fiind ordinar, tangentele in My sunt distincte. Vom numi aceastd
retea, reteaua parametrica a suprafetei. Ecuatia sa diferentiala este dudv = 0.

9.3.5 Prima forma fundamentala a unei suprafete
Fie suprafata S, regulata de ordin cel putin unu, data prin ecuatia
r=r(u,v), (u,v)€A.

In fiecare punct ordinar M (u,v) al suprafetei, sistemul de vectori {r,,r,} formeaza o
baza in spatiul vectorial Th,(S) tangent la S in M, a.i. orice vector dr € Ty, (S) se scrie
dr = r,du + r,dv.

Spatiul vectorial T;(S) poate fi organizat ca spatiu euclidian. Produsul scalar din F
induce pe Ty (S) produsul scalar

(b(drl, dI‘Q) = dl"l . dI‘Q, Vdrl, dI'Q € TM(S)

Daca in baza {r,,r,}: dr; = r,duy + r,dvy, drs = r,dus + r,dvs, notand (dupa Gauss)
cu
E=r’ F=r,-1, G=r2

expresia analitica a produsului scalar in Ty, (S) va fi

¢(dry,dry) = Eduydugy + F (duydvg + dusdvy) + G dvydos.
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Evident, forma biliniara ¢ este simetrica, iar forma patratica asociata
®(dr) = Edu® + 2F dudv + G dv?, Vdr =r,du+ r,dv € Ty(S), (9.96)
este pozitiv definita. Aceasta forma patratica se numeste prima forma fundamentald a
suprafeter.
Desi ecuatia ®(dr) = 0 este de forma ([9.95)), ea nu definegte pe S o retea reala deoarece
F? - FEG < 0.

Daca suprafata S este data prin ecuatia explicita z = f(x,y), ludnd pe x i y drept
parametri, prima forma fundamentala a suprafetei se scrie:

&(d, dy) = (1+p®) de® + 2pq dx dy + (1 + ¢%) dy?,

unde s-a notat (dupa Monge) cu p = df/0z, ¢ = 0f/0y.

Exemplul 9.25 Prima forma fundamentala a planului Oxy, de ecuatie z = 0, este
®(dz, dy) = da* + dy?.

Prima forma fundamentald defineste metrica suprafetei (indusa de metrica lui E),
adica ne permite sa calculam lungimea unui arc de curba situat pe suprafata, unghiul
dintre doua directii tangente intr-un punct al suprafetei cat si aria unui domeniu de pe
suprafata.

Lungimea unui arc de curba de pe suprafata
Fie C :AAB un arc de curba pe suprafata S, dat prin ecuatiile
u=u(t), v=u(t), tela,b,
cu extremitatile in punctele A(a), B(b). Ecuatia sa vectoriala este
r=r(u(t),v(t)), tEela,bl,

prin urmare dr = r'(t) dt = (r,u'(t) + r,v'(t)) dt si ca atare elementul de arc va fi dat de

ds = ||dr|| = \/®(dr) = \/®(u/, ") dt.

Lungimea arcului de curba AB se scrie atunci

b b
LAB:/A ds:/ «/(I)(u’,v’)dt:/ VEU? + 2Fu/v' + Guv? dt,
AB a a

in care coeficientii £, F, G ai formei patratice ® se calculeaza in punctul M (u(t), v(t)).
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Unghiul dintre doua directii tangente suprafetei
Fie
Cl : u:ul(tl), ’U:’Ul(tl), CQ : U:'ng(tg), U:UQ(tQ),

dous arce de curbd pe suprafata S, care se intersecteaza in punctul Mj i fie ¢! si respectiv
t valorile parametrilor pe cele doud curbe pentru care se obtine punctul M. Prin unghi
dintre arcele C; si Cy in punctul Mj, intelegem unghiul 6 dintre vectorii directori ai
tangentelor la cele doua arce in M. Deoarece

Cl . r= r(ul(tl),vl(tl)) = rl(tl), CQ . r= I'(U,Q(tg),’l}gﬁg)) = I'Q(tg),

rezulta ca

cosf — 1 (z‘f) : r’z/<t83 _ dry-dry | g(dry,dry) |
I EIHe DI Jar? ar3 |, \/®(dry) /@ (dr2) |,
sau
cos — E duyduy + F(duydvs + dusdvy) + G dvydo, .
VE dui + 2F duydvy + G dvi \/E du3 + 2F dusdvy + G dv3 |

Exemplul 9.26 Sa calculam unghiul dintre liniile parametrice ale suprafetei care trec
prin punctul My(ug,vo), ale caror ecuatii sunt: v = vy, u = uy. Avem

Ci: r=r(u,v) =ri(u), Co: r=r(ug,v) =rs(v)
si deci dry = r,du, dry = r,dv si cum dry - dry = Fdudv, ||dry|| = VE du, ||drs|| =

VG dv, gdsim

F
cosl = ——

VEG |y,

Directiile dr; si dry tangente intr-un punct M la suprafata sunt ortogonale daca
dry - dry = 0, sau

qb(drl? drg) = EdulduQ + F(duldvg + dUdel) + deldvg =0. (997)

Definitia 9.47 O refea pe S se numeste ortogonala daca directiile definite de ea in
fiecare punct sunt ortogonale.

Teorema 9.7 Reteaua
A(u,v) du? + 2B(u,v) dudv + C(u,v) dv* =0 (9.98)

este ortogonala d.d.

AG — 2BF + CE =0, (9.99)
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< Intr-adevar, presupunand A # 0, ecuatia (9.98) se mai scrie

du\ 2 du
Al — 2B—+C =0.
(dv) * dv *

Daca dry(duy,dvy), dra(dusg, dve) sunt directiile definite de ecuatia (0.98)), atunci
du1 dUQ QB du1 dU2 C

doy de A dv dvy, A

care inlocuite in conditia de ortogonalitate ([0.97), conduc la conditia (@.99). >
Reteaua parametrica pe S este ortogonala d.d. F' = 0 in fiecare punct de pe S.

Elementul de arie a unei suprafate

Fie v = vy, u = ug liniile parametrice ale suprafetei prin punctul My (ug, vo) si dry = r,, du,
dry = r,dv vectorii diferentiali ai directiilor tangentelor la cele doua linii. Vom numi
element de arie a suprafetei S aria paralelogramului construit pe vectorii dry, drs ca
laturi

dS = ||dry x drs|| = ||ry X || dudv = VEG — F2dudv.

9.3.6 A doua forma fundamentala a unei suprafete

Fie data suprafata S, regulata de ordin cel putin doi

r=r(u,v), (u,v)eA (9.100)
si fie
r, Xr
N=_—+="v (9.101)
[Ty X 1|

versorul normalei la S in punctul M (u,v). Deoarece N* = 1, urmeazd cd N -N, = 0,
NN, =0, adica N, N, € T)/(S).
Aplicatia T : Ty (S) — Tw(S), definita prin

T(dr) = —dN = — (N,du + N,dv), Ydr =r,du+ r,dv € Ty(S)

se numeste operatorul lut Weingarten.
Prin calcul direct se arata ca:

{ T(aldrl + OéQdI'Q) = alT(drl) + O@T(drg),

T(dr) - dry = dry - T(drs), Vdry,dry € Ty (S),

adica T este o transformare liniara simetrica pe Ty (S). Putem atunci asocia lui T' forma
biliniard ¢ pe Ty (S):

w(drl, dI‘Q) = T(dl‘l) . drg, Vdrl, dI'Q € TM<8) (9102)
Din N-r, =0, N-r, =0, prin derivare rezulta:

N, r,+N:-r,,=0, N, vr,+N-r,, =0, N,-r,+N-r,, =0, N,-r,+N-r,, =0.
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Notand: L=N"-ry,, M =N-r,,, N =N r,,, obtinem expresia analitica a formei 1 in
baza {r,,r,}:

W(dry, dry) = Lduydug + M (duydvy + dugdvy) + N duydos. (9.103)
Forma patratica asociata formei biliniare simetrice v, a carei expresie analitica este
U(dr) = T(dr)-dr = —dN-dr = N - d°r = L du® + 2M dudv + N dv?,
se numeste a doua forma fundamentald a suprafetei. Tinand seama de ([Q.I0T]), coeficientii

formei W vor avea expresiile:

1
L:_ru7rv7ruu7M: rmrmruva—]\[: Iy, Ty, Tyw), A:EG_F2
e mar ), M = (et N = (nr)
Daca suprafata este data prin ecuatia explicita z = f(z,y), forma a doua fundamen-

tala se scrie )

V1I+p2+¢?

unde p = df /0x, ¢ = 0f /Oy, r = O*f/0x?, s = O*f /0xdy, t = O*f/Dy>.

U(dx,dy) = (r dz* + 2s dxdy + t dy?),

Definitia 9.48 Directia dr(du,dv) tangentd in M la S se numeste asimptotica daca
W(dr) = L du® + 2M dudv + N dv* = 0. (9.104)

Daca L, M, N nu sunt simultan nuli, ecuatia (9.104]) determina doua directii asimp-
totice reale distincte, confundate sau imaginare, dupa cum M? — LN este pozitiv, nul
sau negativ.

Definitia 9.49 Punctul M(u,v) € S se numeste:
a) hiperbolic dacd M? — LN > 0,
b) parabolic dacd M? — LN = 0,
c) eliptic dacd M? — LN < 0.
Un punct al suprafetei in care L = M = N = 0 se numeste punct planar.

Exemplul 9.27 1. Toate punctele unui hiperboloid cu o panza si ale unui paraboloid
hiperbolic sunt hiperbolice. Directiile asimptotice sunt directiile generatoarelor rectilinii
ale acestor suprafete.

2. Toate punctele unui elipsoid, hiperboloid cu doua panze sau paraboloid eliptic sunt
eliptice.

3. Toate punctele unut plan sunt planare.

Definitia 9.50 Numim linii asimptotice pe suprafata S curbele de pe suprafata ale caror
angente in fiecare punct al lor au directii asimptotice.

Pe o suprafata formata din puncte hiperbolice, liniile asimptotice formeaza o retea
reala numita refeaua asimptotica, a carei ecuatie diferentiala este (O.104)).

Reteaua parametrica pe S este o retea asimptotica d.d. L = N = 0.

O proprietate a liniilor asimptotice este pusa in evidenta de teorema care urmeaza.
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Teorema 9.8 Planul osculator in fiecare punct ordinar al unei linii asimptotice coincide
cu planul tangent la suprafata in acel punct.

<4 Fie uw = u(t), v = v(t) o linie parametrica pe S, deci a carei directie a tangentei in
M (u(t),v(t)) este asimptotica: ¥(dr) = 0 sau N - d?r = 0, adicd N - r” = 0. Dar cum
N - r’ = 0 pentru orice curba, deducem r’ x r” || N, adica normala la planul osculator
este coliniara cu normala la & in M, deci planul osculator coincide cu planul tangent la
suprafata. o

Consecinta 9.1 Orice dreapta situata pe o suprafata requlata este linie asimptotica pe
suprafata.

Exemplul 9.28 Generatoarele rectilinii ale hiperboloidului cu o panza si ale paraboloi-
dulut hiperbolic sunt linii asimptotice pe aceste suprafete.

Definitia 9.51 Spunem ca doua directii dry(duq, dvy), drs(dus,dvs) tangente la S intr-
un punct ordinar al ei sunt conjugate daca

(dry, dry) = Lduydug + M (duydvy + dugdvy) + N dvydvy = 0. (9.105)
Teorema 9.9 Reteaua
A(u,v) du* + 2B(u,v) dudv + C(u,v) dv* = 0
este o retea conjugata d.d. AN —2BM + CL = 0.

< Demonstratia este asemanatoare celei de la Teorema 0.7, >
Reteaua parametrica pe S este conjugata d.d. M = 0.

Exemplul 9.29 Fie sfera de raza R cu centrul in origine r = R(icosv + jsinv) cosu +
Rksinu. Avem

r, = —R(icosv+ jsinv)sinu + Rkcosu, r, = R(—isinv+ jcosv)cosu,
r, X r, = —[R*(icosv + jsinv) cos® u + R%k sin u cos u],
deci ||r, x 1,|| = R?cosv, N = —[(icosv + jsinv) cosu + ksinu]. Apoi
ry, = —R(icosv + jsinv)cosu — Rksinu,
r,, = R(isinv — jcosv)sinu,
ry, = —R(icosv + jsinv) cosu,

deunde: L=N'r,, =R, M=N-r,, =0, N=N"-r,, = Rcos?u, deci
U (dr) = R(du® + cos® udv?), ¥(dry,dry) = R( duyduy + cos® u dviduvy).

Ecuatia ¥(dr) = 0 nu are radacini reale, deci sfera nu are directii asimptotice, toate
punctele sale sunt eliptice.

Doua directii dry(duy, dvy), dra(dusg, dvsy) tangente intr-un punct al sferei sunt conju-
gate daca du;dus + cos? u dvidv, = 0.



9.3. SUPRAFETE 151

9.3.7 Curbura normala. Curburi principale

Fie data suprafata S, regulata de ordin cel putin doi
r=r(u,v), (u,v)€A (9.106)

si fie C,, un arc al unei sectiuni normale la S in punctul M (u,v), reprezentat analitic prin
ecuatiile
u=u(s), v=nuv(s), (9.107)

unde s este parametrul natural pe C,,. Cum planul osculator al curbei C,, in M este planul
sectiunii normale, rezultd ca N = +n,, sau |N - n,| = 1, unde am notat cu n,, versorul
normalei principale la curba C,. Fie k,, curbura sectiunii normale C, in M (u(s),v(s)).
Din prima formula a lui Frénet avem ca

o
ds?

= Ky Ny, (9.108)

de unde, cu [N - n,| = 1, deducem pentru curbura sectiunii normale expresia

_|N-d’r

fin = ds?

(9.109)

_ ‘ w(dr)|
(dr)

Deoarece raportul W(dr)/®(dr) nu depinde decat de directia dr tangenta in M la S,
putem da urmatoarea definitie.

Definitia 9.52 Numim curbura normala a suprafetei S in punctul ei ordinar M (u,v),
in directia dr(du,dv), raportul

K, (dr) = (9.110)

Din ([@.I09) deducem atunci: &, = |K,|.
Tinand seama de (0.104]) si (O.110) rezulta ca directiile asimptotice intr-un punct al
suprafetei S se caracterizeaza prin conditia K, (dr) = 0.

Definitia 9.53 Numim directie principala intr-un punct ordinar al suprafetei S directia
tangenta la S pentru care curbura normala are o valoare extremd.
Valoarea curburii normale pentru o directie principald se numeste curbura principala.

Directiile principale sunt nedeterminate in punctele planare (pentru care L = M =
N = 0) si in punctele ombilicale (pentru care coeficientii celor doua forma fundamentale
sunt proportionali). In primul caz K, = 0 pentru orice directie, iar in cel de-al doilea
caz K, nu depinde de directie.

Teorema 9.10 Prin orice punct ordinar al unei suprafete, care nu este punct planar sau
ombilical, trec doua directii principale reale si distincte.
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<a Daca dr(du, dv) este o directie principala, deci pentru care K, are o valoare extrema,
atunci derivatele partiale ale lui K, (du,dv) in raport cu du i dv se anuleaza. Cum
U = K,®, din 0K,,/9(du) =0, 0K,,/0(dv) = 0, deducem

OU/0(du)  OV/D(dv)
9%/0(du) _ 0B/d(dv)

Ky,

sau
Ldu+Mdv Mdu+ N dv

— =K. . A11

Edu+ Fdv Fdu—+ Gdv " (9 )

Deci directiile principale satisfac ecuatia diferentiala

Edu+Fdv Fdu-+ Gdv

Ldu+Mdv Mdu+Ndo |~ (9.112)
sau echivalent
dv? —dudv du?
E F G |=0
L M N
sau nca
(EM — FL)du® 4+ (EN — GL)dudv + (FN — GM) dv* = 0. (9.113)

Discriminantul ecuatiei (T113) D = (EN —GL)?—4(EM — FL)(FN —GM) se poate
pune sub forma

D = L[E(FN — GM) —G(EM — FL)]?> + EG—_FQ(EN —GL)?>0
" EG EG '

Cum D > 0 in orice punct care un este planar sau ombilical, ecuatia (Q.I13]) are doua
radacini reale si distincte. >

Teorema 9.11 Doua directii dry si dry tangente in punctul M la S sunt principale d.d.
sunt ortogonale gi conjugate.

< Directiile dry(duy, dvy), dre(dus, dvy) sunt ortogonale si conjugate daca:

{ ¢(dry, dry) = E durdus + F(durdvy + dusdvr) + G dvidvs = 0, (9.114)

W(dry,dre) = L duydus + M (duydvg + dusdvy) + N dvydoy = 0.

Necesitatea. Daca directiile dr;, dry sunt principale, atunci (dus, dvy) i (dus, dvs)
sunt radacinile ecuatiei (O113)) si tindnd seama de relatiile dintre radacinile si coeficientii
unei ecuatii de gradul al doilea, rezulta ca verifica (O.114]), adica sunt ortogonale si
conjugate.

Suficienta. Sistemul (O.114]) in necunoscutele (dug, dvy) admite solutii nebanale d.d.
(duy, dvy) satisface (Q.112), adica directia dr; este principala. Schimband rolul celor doua
directii, rezulta ca si dry este principala. >
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Definitia 9.54 Numam linii de curbura ale suprafetei S curbele de pe suprafata tangente
in fiecare punct al lor directitlor principale.

Ecuatia diferentiala a liniilor de curbura este ecuatia (Q.112]).

In vecindtatea oricirui punct al suprafetei S, care nu este planar sau ombilical, liniile
de curbura formeaza o retea conjugata si ortogonala.

Reteaua parametrica pe S este reteaua liniilor de curbura d.d. F = 0 (este ortogonala)
si M =0 (este conjugata).

Din (@ITT) rezulta ca o directie principala dr(du,dv) este o solutie nebanald a sis-
temului:

(L — EK,)du+ (M — FK,)dv =0,
(M — FK,)du+ (N — GK,) dv = 0.

Dar curbura normala intr-o directie principala este o curbura principala. Cum sis-
temul precedent admite solutii nebanale d.d. determinantul sau este nul, rezulta ca
curburile principale sunt radacinile ecuatiei

L-EK, M-FK,|
M- FK, N—GK, | " (9.115)

sau
(EG — F*)K? — (EN —2FM + GL)K,, + LN — M* = 0. (9.116)
Ecuatia (Q.1T6]) ne permite sa calculam direct (fara a determina directiile principale)
curburile principale: Ky = K, (dry), K, = K, (drs).
Produsul radacinilor ecuatiei (OI16) se mai numeste curburd totald (gaussiana) a
suprafetei in punctul M
LN — M?
EG — F?’
iar semisuma acestor radacini se mai numeste curburda medie a suprafetei in punctul M

K:Kl'KQI

EN — 2FM + GL
2(EG — F?)

1
H: §(K1+K2) —

Cu acestea ecuatia (Q.116) se mai scrie K2 — 2H K,, + K = 0.
Punctul M al suprafetei S este: a) hiperbolic daca IC < 0, b) parabolic daca K = 0,
c) eliptic daca IC > 0.

Exemplul 9.30 Sfera de razd R are curbura totald constantd K = 1/R?.
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Capitolul 10

INTEGRALA RIEMANN SI
EXTINDERI

10.1 Primitive. Integrala nedefinita

Fie I un interval oarecare (marginit sau nemarginit, inchis sau deschis) al axei reale
sif:I—R.
Definitia 10.1 Se numeste primitiva a functiei f pe intervalul I, o functie F': I — R,
deriwabila pe I, care satisface condifia

F'(z) = f(z), Vxel. (10.1)

Din definitie rezulta ca functia si primitiva ei sunt definite pe un interval ce nu se
reduce la un punct si nu pe o reuniune de intervale sau alt tip de multime de numere
reale.

Cand spunem ca functia F'(z) este primitiva functiei f(z), fara a indica intervalul I,
atunci se subintelege ca [ este orice interval pe care functia f este definita.

Teorema 10.1 Daca F(x) este o primitiva a functiei f(x) pe intervalul I, atunci functia
F(z) + C este de asemenea o primitiva a functiei f. Daca F(x) si ®(x) sunt doud
primitive ale functiei f pe intervalul I, atunci ®(z) — F(z) = C, oricare ar fix € I.

< Deoarece (F(z) + C) = f(x), rezulta ca F(x) + C este o primitiva a functiei f.
Pe de alta parte, deoarece F'(x) si ®(x) sunt primitive ale functiei f(x) pe intervalul I,
rezulta ca (®(z) — F(x)) = 0. Cum [ este interval, deducem ca ®(z) — F(x) = C. >

Din aceasta teorema rezulta ca daca functia f admite o primitiva atunci ea admite
o infinitate de primitive; daca F(z) este o primitiva a functiei f(x), atunci orice alta
primitiva este de forma F'(x) + C. Spunem ca primitiva unei functii se determina pana
la o constanta aditiva.

Definitia 10.2 Se numeste integrala nedefinita a functiei f : I — R, multimea tuturor
primitivelor functiei f pe intervalul I.

155
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Integrala nedefinitd a functiei f se noteaza cu simbolul [ f(z)dz. Din teorema prece-
denta rezulta ca daca F(x) este o primitiva oarecare a functiei f(z) pe intervalul I,
atunci

/ f(@)de = F(z)+ C, CcR. (10.2)

Din definitie si expresia ([0.2]), rezultd urmatoarele proprietati imediate ale integralei
nedefinite:
d
i [ r0)de) = s an, 4 ( [ rrae) = s (103

/ dF(z) = F(z)+ C, / F(2)dz = F(z) + C. (10.4)

In legatura cu primitivele unei functii se pun urmatoarele probleme:

- care sunt clasele de functii ce admit primitive;

- daca o functie admite primitive, cum se determina ele.

In ceea ce priveste prima problema afirmam ca: orice functie continua admite primi-
tive. Demonstratia va fi data in capitolul urmator. Ne vom ocupa numai de primitivele
functiilor continue.

In legatura cu a doua problema, precizam ca ne va preocupa determinarea primitivelor
acelor functii pentru care primitivele pot fi exprimate sub forma finita, adica pot fi
exprimate cu ajutorul unui numar finit de operatii aritmetice sau operatii de compunere
a functiilor elementare.

Exista si functii continue ale caror primitive nu pot fi exprimate sub forma finita. De
exemplu:

g2 .9 9 Sinx  cosx 1 e’
e, sinz®, cosz”, ;

x?’L

, , etc.

xn Inz’ =z

10.2 Calculul primitivelor

10.2.1 Integrala sumei si produsului cu o constanta

Daca functiile f si g au primitive pe intervalul I, atunci functia f + ¢g are primitive pe [
si

/ (F(z) + g(2)) d = / (@) do + / o(z) dz. (10.5)

Daca functia f are primitive pe intervalul I si o € R, atunci functia o f are primitive
pe I si

/ af(z)de = a / f(z) dz. (10.6)
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10.2.2 Integrarea prin parti

Teorema 10.2 Daca functiile u si v, definite pe intervalul I, au derivate continue pe I,
atunci
/uv’da: = uv — /u’v dx. (10.7)

< Deoarece (uv) = u'v+uv' si deci uv’ = (uv)' — v'v, tindnd seama de (I0.4), rezulta
([I0), numita si formula de integrare prin parti. ©

Daca presupunem ca functiile v si v, definite pe intervalul I, au derivate continue
pana la ordinul n + 1 inclusiv, atunci are loc formula

/uv(”+1)d:v = wv™ — v o (D)™ 4 (—1) D /u(”+1)v dz, (10.8)
numita si formula generalizata de integrare prin parti.

10.2.3 Schimbarea de variabila in integrala nedefinita

Teorema 10.3 Fie I si J doua intervale si functiile w - I — J, f :J — R. Daca
functia w are derwata continua pe I, f este continua pe J, iar F este o primitiva a
functiei f, adica are loc (I0.2), atunci functia compusa F ou : I — R, definita prin
(Fou)(t) = F(u(t)), este o primitiva a functier f(u(t)) - u'(t) pe I si deci

/ Flu(t)) - (t) dt = Fu(t)) + C. (10.9)

< Deoarece functiile F' gi u sunt derivabile, functia F' o u este derivabila si avem

d dF
EF(U@)) =

Cum F'(z) = f(x), rezulta ca

(u(t)) - w'(2).

d

S F(u(t) = fu(t)) - u'(2),

de unde (I0.9). >

Teorema precedenta sta la baza metodei schimbarii de variabila (metoda substitutiei)
in integrala nedefinita. Ea se folosegte de fapt pentru gasirea primitivelor functiei f(z)
pe J atunci cand, in urma substitutiei © = u(t), este mai ugor de gasit o primitiva a
functiei f(u(t))u'(t) pe I. Daca ®(t) este o primitiva a functiei f(u(t))u/'(t), atunci

F(u(t)) = ®(t) + Cy. (10.10)

Aceasta relatie ne permite sa determinam pe F'(x). Pentru aceasta presupunem ca functia
u : I — J este inversabild, adica exista functia u™' : J — I, t = u(x). Inlocuind in
(I0.10)), gasim

F(z) = ®(u(x)) + C,.
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Exemplul 10.1 Prin schimbarea de variabila x =t + a ob{inem

d
I:/ L —Injr—a|+C.

r—a

Exemplul 10.2 Prin schimbarea de variabila x =t 4+ a obtinem

1:/<d$ _ ! L o

z—a)* n—-1 (z—a)"!

Exemplul 10.3 Se da integrala

dx
I= ) —— 2_p<.
/w2—2ax+b’ “

Deoarece 12 — 2ax +b = (x — a)®> + a® cu a = Vb — a2, prin schimbarea de variabild
xr = at + a, obfinem

1 dt 1 1 r—a
I:a/tQ—f—l :aarctgt—l-C’:aarcth—i-C.

10.2.4 Integrarea prin recurenta

In multe cazuri functia de integrat depinde nu numai de argumentul sau ci si de un
numar natural n. Se poate Intampla ca aplicand metoda de integrare prin parti sa
obtinem o integrala de aceeasi forma dar pentru o valoarea a lui » mai mica cu cel putin
o unitate. Continuand in acest mod, dupa un numar finit de pasi ajungem la una din
integralele imediate. O asemenea metoda de calcul a integralelor se numeste integrarea
prin recurenta. Vom ilustra aceasta metoda prin cateva exemple.

Exemplul 10.4 Fie integrala

dt
L= —=_ N.
/(t2+1)” "e

Integrand prin parti, avem

t2

b= (@) e

De unde
1 t 2n —1

nia(®) =55 CESRT

I,(t), cu I(t) = arctgt + C.

Exemplul 10.5 Fie integrala

Ax+ B
Jo(z) = d 2-b<0 N.
(x) /(x2—2ax+b)” z, a <0, ne
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Dupa transformari evidente, gasim

A 2(x —a) dx
Tnl@) = 5/ (22 — 2ax + b)"dm +(Aa+ B)/ (22 — 2ax + b)"

Pentrun =1 obtinem

A Aa+ B —
Jl(x)ziln(x2—2ax+b)+ a;— arctgxaa—i-c, a=Vb—a?

Pentru n > 1, sa efectuam in integrala a doua schimbarea de variabila x = ot + a, cu

a=+vVb—a?. Avem

/ (22 — QCZ; Yo / [(z — ac)i;c+ o azilfn(t),

in care I,(t) este integrala din exercitiul precedent. Prin urmare

I () = A 1 +Aa+B 7 (T
T 2(1 =) (22 — 2ax + b))t a2l TP a0 )

10.3 Integrarea functiilor rationale

O clasa importanta de functii ale caror primitive se pot exprima sub forma finita este
clasa functiilor rationale. Prin functie rationala se intelege o functie de forma

(10.11)

unde P(x) si Q(x) sunt polinoame reale.

Asemenea functii sunt definite pe reuniuni de intervale si sunt continue pe tot dome-
niul de definitie. Vom presupune ca P(z) gi Q(z) nu au factori comuni.

Fara a restrange generalitatea putem presupune ca

grad P(z) < grad Q(x). (10.12)

In caz contrar, facand impartirea, avem

ggg = O(z) + glg)) grad Py (z) < grad Q(z). (10.13)
Va fi atunci suficient sa ne ocupam de integrarea functiilor rationale de forma (T0.11])
cu conditia (I0.12). Presupunem ca grad Q(z) = n.
Daca a;, i = 1,7, sunt radacinile reale, de ordinele de multiplicitate n; si oy, £ 8,
k =1, s, sunt radacinile complexe de ordinele de multiplicitate my, ale ecuatiei Q(x) = 0,
atunci Q(z) se poate factoriza sub forma

Q(z) = ap(x —a)™ - (z — a,,)”’(x2 —2pr+q)™ - (.1:2 —2psx +q5)™,  (10.14)
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unde ny + - +n, + 2(my + - - + my) = n, iar ay + i, sunt radacinile ecuatjiei
v =2 +q =0, cu p; —q <O0.

Vom numi fractii simple functiile rationale de forma

A Mz + N
(x —a)" (22 —2px+q)™’

unde A, M, N,a,p,q € Rcup?*—q<0,n,mecN.

Orice functie rationald de forma (I0.IT]) se poate reprezenta in mod unic sub forma
unei sume finite de fractii simple.

Cand se cunoagte descompunerea (I0.14) a polinomului Q(x), pentru scrierea functiei
rationale R(z) ca suma de fractii simple trebuie sa tinem seama de urmatoarele:

a). Prezenta unui factor de forma (z — a)™ in (I0I4) furnizeaza in descompunere o
suma de fractii simple de forma

Al AQ An

m—a+(x—a)2+.”+m‘

(10.15)

b). Prezenta unui factor de forma (2? — 2px + ¢)™ in (I0.I4) furnizeaza in descom-
punere o suma de fractii simple de forma
M1£U+N1 MQ.Z'—FNQ + + me+Nm
2?2 =2pr+q (2% —2px + q)? (22 — 2px + @)™

(10.16)

Coeficientii A;, M}, N, se pot determina prin metoda coeficientilor nedeterminat;i.
Rezulta ca integrarea functiilor rationale se reduce la integrarea fractiilor simple.
Integrarea acestora s-a facut in exemplele precedente.

10.3.1 Integrale reductibile la integrale din functii rationale

Prin functie rationala in variabilele x, y intelegem o functie de forma

P(z,y)
Qz,y)’

unde P(z,y) si Q(x,y) sunt polinoame in variabilele z §i y.
A). Primitive de forma

R(z,y) =

/ R(sinz, cosx) du.

Efectuand schimbarea de variabild ¢t = tg 7, adica x = 2arctgt, t € R, integrala devine

. 2t 1\ dt
/R(sma:,cosx)dx—Q/R(1+t271+t2) 142

Daca integrala se poate scrie sub una din formele

/f(sinx) cosx dx, /f(cosa:)sinxd:v, /f(tgx) dx,
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sunt de preferat substitutiile t = sinz, t = cosx, t = tgx, respectiv.

B). Primitive de forma
/R(;E, \ a:c—i—b) dx
cx +d

Presupunem ca ad — bc # 0, caci in caz contrar

ar +b

=k.
cx +d

Cu ajutorul schimbarii de variabila

jax +b dt"™ —b
t={——, r=—,
cr+d a—ct"
b dt™ —b gt
/R P puiius dx:n(ad—bc)/R ot dt.
cx+d a— cth (a — ct™)?

C). Primitive de forma

obtinem

/R((II, Vax? +bx + ¢) dx.

Presupunem ca trinomul az? + bx + ¢ ia valori pozitive pe un anumit interval si ca
b? — dac # 0.

Integralele de aceasta forma se reduc la primitive din functii rationale in urma unei
substitutic Euler.

1. Daca a > 0 se poate face schimbarea de variabila

t* —
Vax? +br +c=xva+t, x:m.

Obtinem
/R axQ—l—bx—i-c) dr =

:—2/3( 2 —c t2\/_—bt—|—c\/_> t2\/_—bt+c\/_dt‘

b_2ta | b—20/a (b— 20/a)?

2. Daca ¢ > 0 se poate face schimbarea de variabila

2t\/c— b
Var? +bx +c =zt ++/c, x:L.

a — t?

Obtinem

/R(x,\/M) i —
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_2/R<2t\/5—b tz\/E—bt+a\/E> t2\/6—bt+a\ﬁdt

a—12 "’ a — t2 (a — t2)?

3. Dact a < 0si ¢ < 0 avem b? — 4ac > 0, caci altfel az® + bx + ¢ < 0 pentru orice
x € R. Fie z; si x5 radicinile reale ale ecuatiei axz? + bz + ¢ = 0. Atunci

az® +bx +c = a(z — 1) (x — 22).

Efectuand substitutia

Va(r —z)(z — 32) = t(z — zy),

rezulta
—_— ary — x1t? a(wy — 1)t dt
/R<x’ ax2+bx+c) dm:Qa(xZ_xl)/R( a—1t2 7 a—t2 (a —t2)%
D). Integrale binome.
Prin integrale binome intelegem integralele de forma
= / o™ (az” + b)Pda, (10.17)

unde m, n, p sunt numere rationale. Cebagev a demonstrat ca exista numai trei cazuri in
care o integrala binoma se poate reduce la o integrala dintr-o functie rationala.
S& efectusim in integrala (I0.I7) schimbarea de variabila 2" = t, adicad x = t'/".

Obtinem
1 [ m 1 [ m t+0\"
I = _/ T at + b)Pdt = —/t ot (%) dt. (10.18)

n n

Cele trei cazuri in care integrala binoma [ se reduce la o integrala dintr-o functie
rationala sunt:
< - - ml
1. Daca.p (.este Intreg s1 =
variabila ¢t = u®.

=, cur gi s numere intregi, se efectueaza schimbarea de

2. Daca p nu este intreg, dar ™ este intreg, p = © cu r si s numere intregi, se efectueazs
n S

schimbarea de variabila at + b = u®.

T

v A m+1 A m—+1 A o .
3. Daca p nu este intreg, —— nu este Intreg, dar - TP tef;ce Intreg, p = - cur sl s
a

numere intregi, se efectueaza schimbarea de variabila = = u?®.

10.4 Integrala definita

10.4.1 Sume integrale Riemann. Integrabilitate

Fie [a,b], a < b, un interval inchis gi marginit al axei reale. O multime finita gi ordonata
de puncte
A ={xg,x1,...,2,} Clab], a=z9g<m1 < -+ <xp=0>0,
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determina o diviziune sau o partitie a intervalului [a, b]. Punctele g, x1, . .., z, se numesc
puncte de diviziune ale diviziunii A. Fiecare interval [x;_1,z;], i = 1,n, se numeste
interval partial al diviziunii A. Daca notam cu dx; = x; — x;_1 lungimea unui interval

partial al diviziunii, avem
n
b—a= g 0x;.
i=1

Definitia 10.3 Se numeste norma a diviziunii A numdrul v = v(A) = max {(5:@,2‘ =1, n} ,
adica lungimea celui mai mare interval al diviziunii A.

Fie (A,) un sir de diviziuni ale intervalului [a,b] si (v,) sirul normelor acestora,

v, =v(A,), n € N.

Definitia 10.4 Spunem ca sirul (A,) este un sir normal de diviziuni ale intervalului
[a,b] daca lim v, = 0.

Fie f : [a,b] — R o functie definita pe intervalul inchis gi marginit |a, b], A o diviziune
a intervalului [a,b] §i & € [z, 2], i = 1,n.

Definitia 10.5 Se numeste suma integrala Riemann a functiei f corespunzatoare di-
viziunii A si unei alegeri date a punctelor intermediare &, numarul o = oa(f) definit

prin
= (&) dws.
i=1

Deoarece exista o infinitate de diviziuni ale unui interval [a, b] si pentru fiecare di-
viziune exista o infinitate de moduri de alegere a punctelor intermediare &;, rezulta ca
pentru o functie f multimea sumelor integrale Riemann este o multime infinita.

Sumele Riemann au urmatoarele proprietati:

1. Suma Riemann a functiei constante f(x) = ¢, x € [a, b] este

n

oa(c) = Zcéxl = CZ dx; = c(b—a).

=1

2. Da fyg:la,b] — R si a, B sunt constante arbitrare, avem oa(af +3g) = aoa(f)+
oalg).

A

f(z) < g(x), Vx € [a,b], atunci oa(f) < oal(g). In

3. Daca f,g : [a,b] — R si ,
>0,V 6[ ,b], atunci oa(f) > 0.

particular, daca f(z)

4. Pentru orice functie f : [a,b] — R, avem |oa(f)] < oa(|f])-
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Definitia 10.6 Numarul finit I se numegte limita sumelor integrale oa(f) cand norma
diviziunii tinde la zero, dacd oricare ar fi € > 0, exista un d(e) > 0 a.i. pentru orice
diviziune A a carei norma v(A) < §(e) si pentru orice alegere a punctelor intermediare,
sa avem

loalf) = 1| <e.
Scriem atunci .
I=limoa(f) = 13102 F(&) bx;.
P
Se poate demonstra ca definitia precedenta este echivalenta cu definitia urmatoare:

Definitia 10.7 Numadarul finit I se numeste limita sumelor integrale oa(f) cind norma
diviziunii tinde la zero, dacd pentru orice sir normal de diviziuni (A,,), sirul corespunza-
tor al sumelor integrale o, = oa, (f) este convergent la I, adica

lim o, =1,

n—oo

pentru orice alegere a punctelor intermediare &;.

Daca exista numarul I spunem ca functia f este integrabild (in sens Riemann) pe
[a, b], iar I se numeste integrala definita sau integrala Riemann a functiei f pe [a, b] si se
noteaza

b
Hﬁ=/ﬂ@m

Numerele a si b se numesc limite de integrare, functia f functia de integrat sau inte-
grand, iar x variabila de integrare.

Exemplul 10.6 Functia f(x) = ¢, x € [a,b], este integrabila si

/abcdx — ¢(b—a).

Daca functia f este pozitiva, atunci suma Riemann oa(f) reprezinta suma ariilor
dreptunghiurilor de baza z; — x;_; si de inaltime f(&;). Deci oa(f) aproximeaza aria
multimii din plan

D,={(z,y) eR*|a<z<b 0<y< f(z)},

delimitata de axa Oz, graficul functiei f si dreptele x = a, x = b. Se poate arata ca daca
f este continua, atunci multimea D, are arie si

b
AD,) = | f)d.

Mai general, daca f,g : [a,b] — R sunt doua functii continue si f(z) < g(x) pe [a,b],
atunci multimea

Dy ={(z,y) eR* |a <z <b, flx) <y<g(z)},
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cuprinsa intre graficele functiilor f, g si dreptele x = a, x = b, are arie si

b
A(D,) = / l9(z) — f(x)) da.

Teorema 10.4 Numarul I(f) asociat unei functii f pe intervalul [a,b] este unic deter-
minat.

< Prin reducere la absurd. [[} — L| < |} —o|+|c —L| <5+ 5=¢€ 0
Teorema 10.5 Orice functie f : [a,b] — R, integrabila pe [a,b], este marginita pe [a,b].
< Deoarece f este integrabila pe [a, b], rezulta ca exista I cu proprietatea ca lui € = 1

ii corespunde un ¢ > 0 a.l.
oalf) =11 < 1, (10.19)

oricare ar fi diviziunea A cu v(A) < § si oricare ar fi punctele intermediare &;.

Fie A o asemenea diviziune. Este suficient sa aratam ca f este marginita pe fiecare
interval [zy_1, 2], kK = 1,n. In acest scop, pentru z € ()1, 1], arbitrar, consideram
urmatorul sistem de puncte intermediare

& =wmy, deci 1 #k, & = .
Atunci, din (I0.19) avem
[f(x) 0z + Y flag) dm; — 1| < 1,
i#k
de unde .
[F(@)] < My, eu My = ——(1+]| > fla) bzl + 1)) > 0.
Tk itk

Luénd M = max { My, k = 1,n}, obtinem |f(z)| < M, Vz € [a,b]. >

Consecinta 10.1 O functie nemarginita pe un interval inchis nu este integrabila pe acel
interval.

Reciproca teoremei nu este adevarata. Exista functii marginite pe un interval inchis
sl marginit [a, b], fara a fi integrabile pe acel interval.

10.4.2 Sume Darboux. Criteriu de integrabilitate

Fie f : [a,b] — R o functie marginita si A o diviziune a intervalului [a, b]. Deoarece f
este marginita pe [a, b], ea este marginita pe orice interval partial [x; i, z;]. Exista deci
numerele

m =inf f(z), M =sup f(z), z € [a,b)],

m; = inf f(x), M; =sup f(z), z € [z;_1,x),

care se gasesc in relatia

m<m; < f(x) < M; <M, V€ lr;_1,]. (10.20)
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Definitia 10.8 Sumele
s=sa(f) =Y mibz;, S=Sa(f) =) Moz, (10.21)
i=1 =1

se numesc sume integrale Darboux (s - inferioarda, S - superioard) ale functiei f cores-
punzatoare diviziunii /.

Pentru o diviziune data A se pot forma o infinitate de sume Riemann o, dar numai
o singura suma Darboux inferioara sa si o singura suma Darboux superioara Sa; in plus,
pentru orice diviziune A, avem

m(b—a) < spa <op <Sxa < M(b-—a). (10.22)
In adevir, oricare ar fi & € [zi1, 7], avem
m <m; < f(&) < M; < M,
de unde, prin inmultire cu dx; si sumare dupa i, obtinem (I0.22]).

Teorema 10.6 (Criteriul de integrabilitate) Conditia necesard si suficientd ca func-
tia f : [a,b] — R sa fie integrabila pe |a, b] este ca oricare ar fie > 0 sa existe un §(g) > 0
a.i.

Sa(f) —salf) <e, (10.23)

pentru orice diviziune A a carei norma v(A) < 4.
Conditia (I0.23)) se poate scrie si sub forma

lirr(l)(SA - SA) =0.

Daca functia f este integrabila pe [a,b], atunci pentru orice sir normal de diviziuni,
sirurile (s,), (Sn) §i (0,,) sunt convergente si au aceeasi limita I. Sirurile (s,), (S,) si
(0,) aproximeaza integrala, sirul (s,) prin lipsa, iar sirul (S,) prin adaos.

Aplicand criteriul de integrabilitate vom gasi unele clase de functii integrabile.

Teorema 10.7 Orice functie f : [a,b] — R continua pe [a,b] este integrabila pe [a,b].

< Deoarece f este continua pe intervalul inchis si marginit [a, b] rezulta ca ea este
uniform continua pe [a, b]. Prin urmare, oricare ar fi ¢ > 0 exista un (¢) > 0 a.i. pentru
orice x,z’" € [a, b] pentru care |z — 2’| < 4,

£
b—a

() = f(2')] <

Fie acum A o diviziune a intervalului [a, b] avand norma v(A) < § si [z;_1, 2], 1 = 1, n,
subintervalele partiale ale diviziunii.
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Deoarece f este continua pe [a,b], ea este continua pe orice subinterval [z; 1, x;].
Dupi a doua teoremi a lui Weierstrass, rezulta ca existd = si M in [z;_1, ;] a.i.

m; = f(xi"), M;= f(xiw)

7

Prin urmare

n n

Sa—sa =Y (My—m)dw; =Y (f(x)") = f(2}")) 6.

i=1 =1

Deoarece v(A) < 6, rezulta cd dz; < 6(¢) si deci, cu atat mai mult [zM — 27| < §(e).
Pentru asemenea puncte avem f(x) — f(2") < 7= si deci

n
g
SA—SA<b_a;5Ii:€.I>

Continuitatea este suficienta dar nu necesara pentru integrabilitate. Exista functii
discontinue pe [a, b] care sunt integrabile pe [a,b]. Astfel, functiile monotone pot avea
discontinuitati dar sunt integrabile.

Teorema 10.8 O functie monotona pe |a,b] este integrabila pe [a,b].

<4 Daca f este constanta pe [a,b] ea este integrabila. Vom presupune ca functia
monotona f : [a,b] — R este diferita de o constanta si deci f(a) # f(b). O functie
monotona pe [a,b] este marginita pe [a, b] caci multimea valorilor ei este cuprinsa intre
f(a) si f(b). Sa presupunem ca f este monoton crescatoare.

Fie A o diviziune a lui [a, b] si [x;_1, 4], i = 1, n, subintervalele partiale ale diviziunii.
Deoarece f este crescatoare, avem

m = f(a) = f(xo), mi= f(xie1), M;= f(x;), M= f()=f(z,).

e
M—-—m’

Fie ¢ > 0 g1 §(¢) = . Pentru orice diviziune A a carei norma v(A) < avem

M—-—m"

n n n

Sa = sa = D (M =m0 by = 3 () = F (i) 62y < g 3 (J () = i),

Deci, Sa — sa < € si dupa criteriul de integrabilitate, functia f este integrabila pe [a, b].
>

10.4.3 Proprietati ale functiilor integrabile
1. Daca f este integrabila pe [a,b] atunci f este integrabila si pe [b, a] si
b a
/ f(x) d:p:—/ f(z)dx. (10.24)
a b

Pentru b = a avem atunci

/aaf(a:)dx:().
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2. Daca f si g sunt integrabile pe [a,b] si o, 5 € R sunt constante arbitrare, atunci
functia af + B¢ este integrabila pe [a, ] si

b b b
/ (af(x) + Bg(x))dx = a/ f(z)dx + ﬁ/ g(x)dzx. (10.25)
3. Daca f si g sunt integrabile pe [a, b], atunci
b b
flz) <g(z), z € [a,b] = / f(z)dx < / g(x)dx. (10.26)
4. Daca functia f este integrabila pe [a, b], atunci functia |f| este integrabila pe [a, b] si

/abf(a:)da:

5. Daca f si g sunt integrabile pe [a, b], atunci functia f - g este integrabila pe [a, b].

g/ﬂﬂ@u% a<b.

6. Daca f este integrabila pe [a,b], f(x) # 0 pe [a,b] si ﬁ este marginita pe [a, b],

atunci functia ﬁ este integrabila pe [a, b].

7. Daca f este integrabila pe [a, b], atunci ea este integrabila pe orice subinterval inchis
si marginit [a, 5] C [a, b].

8. Daca f este integrabila pe [a, c] si [c, b], atunci este integrabila pe [a, b] §i avem

Kﬂ@mzlvm@+[%@m.

O functie f se numeste continud pe portiuni pe |a,b] daca exista o diviziune a inter-
valului [a, 0],
a=xg< ;< - <xp,=0>

al. f este continud pe intervalele deschise (zy_1,xy), k = 1,n, are limitele laterale finite
f(xo+0), f(z1—0), f(z14+0), ...,f(x,—0) si ia valori arbitrare in capetele subintervalelor

[$k_1,$k], k‘ = 1,n.
9. Orice functie continua pe portiuni pe intervalul [a, b] este integrabila pe [a, b].

10.4.4 Formule de medie

Teorema 10.9 Fie f si g doud functii integrabile pe [a,b] si m, M marginile inferioard
si superioara a valorilor functiei f pe [a,b]. Daca g(x) pastraza semn constant pe [a, b]
atunci exista numarul p € [m, M| a.i.

b b
/ f(z)g(x) dx :u/ g(x)du. (10.27)
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<4 Din m < f(z) < M pentru orice x € [a, b], presupunand g(z) > 0 pe [a, b], rezulta

mg(x) < f(x)g(x) < Mg(), Ve € [a,b).

Cum f si g sunt integrabile pe [a,b], produsul f(z) - g(x) este o functie integrabila pe
[a, b] si dupa proprietatea 3. rezulta

/ x) dz </ Flx)g(x)de < M/ (10.28)

Deoarece g(x) > 0 urmeaza ca fa g(x)dx > 0. Daca fa g(x)dr = 0 din (I028) rezulta

: /  f(a)o(e) dr =

si deci (I0.27)) are loc oricare ar fi . Daca insa f(f g(z) dz > 0, impartind prin f; g(z) dx

(I0:28)) devine

fg

Formula (I0.27)) se numeste prima formula de medie sub forma generald.
Daca sunt indeplinite conditiile teoremei precedente si in plus f este continua pe [a, b,
atunci exista £ € [a, ] a.i.

/ f(@)g(x) dz = f(€) / o(z) da. (10.20)

In adevir, in acest caz exista & € [a,b] a.i f(&) = u, deoarece m < p < M.
Daca in teorema precedenta luam g(x) = 1, (I0.27) devine

/ F(@) do = plb—a), (10.30)

iar daca in plus f este continua, atunci exista £ € [a, b] a.l.

/ F@)de = F(E)(b - a). (10.31)

rmu num rima formula de medie.
Formula se este la d d

10.4.5 Existenta primitivelor functiilor continue

Fie f : [a,b] — R o functie integrabila pe [a,b]. Deoarece f este integrabila pe orice
subinterval [c, x|, ¢,z € [a, b], definim functia F': [a,b] — R prin

_ / oL (10.32)

Functia F' se mai numeste integrala cu limita superioara variabila sau integrala definita
ca functie de limita superioara.
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Teorema 10.10 Daca functia [ este integrabila pe [a,b] atunci functia F este uniform
continud pe |a, b].

4 Deoarece f este integrabila pe [a,b] este marginita pe [a, b], deci existd un M > 0
al. |f(z)] < M pe [a,b]. Dar pentru orice z,z" € |a,b] putem scrie

F(z)— F(2') = /ggf(t)dt— /x,f(t)dt = /xf(t) dt—l—/,cf(t)dt = //xf(t)dt.
De aici rezulta
P~ Pl =1 [ foya <) [ 1ola < Mo -
si folosind definitia continuitatii uniforme rezulta concluzia teoremei. >

Teorema 10.11 (Existenta primitivelor functiilor continue) Orice functie reald
f i la,b] — R continud pe [a,b] admite primitive pe [a,b]. Una dintre aceste primitive

este functia (10.33).

< Fie z arbitrar din [a,b] i h a1. x + h € [a,b]. Avem

P = Fw) 1 ( /C“h Ft)dt — / " H dt) = / i a

Aplicand teorema de medie rezulta ca exista & € [x,x + h] sau £ € [z + h, 2] al.

z+h
/ f(tydt=h- ().

Prin urmare

F(z+h) — F(x)

== — 1)
Deoarece pentru h — 0, £ — x i f este continua pe [a, b, rezulta ca ’llirr(l) f(&) = f(z).
Deci exista
. Flx+h)—F(z)

adica F' este derivabila gi F'(z) = f(x). >
Prin aceasta teorema am dovedit ca derivata integralei definite ca functie de limita
superioara este functia de sub semnul de integrala

& | = s
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10.4.6 Metode de calcul a integralelor definite

Teorema 10.12 (Formula fundamentala a calculului integral) Daca functia f :
[a,b] — R este continua pe [a,b] si ®(x) este o primitiva a ei pe [a,b] atunci

b
/ f(z)dz = B(b) — B(a). (10.33)

4 Fie ®(z) o primitiva a lui f(x) pe [a,b]. Dupa teorema precedenta,

Fla) = / oy

este de asemenea o primitiva a lui f(x) pe [a, b] si deci

@(x):/xf(t)dt%—C.
Atunci ] \ ,
(I)(b)—(I)(a):/ f(t)dt+/ f(t)dt:/ F(t) dt. o

Asgadar, pentru calculul integralei definite a functiei f(x) este suficient sa cunoagtem
o primitiva a functiei f(z).

Formula (I0.33) se numeste formula fundamentald a calculului integral sau formula
lui Leibniz-Newton. Numarul ®(b) — ®(a) se noteaza ®(x)|%, incat formula (I0.33) se mai
scrie

b
/ fla)de = o(x)|". (10.34)
Teorema 10.13 (Formula schimbarii de variabild) Daca:
1. functia f : la,b] — R este continud pe [a,b],
2. functia ¢ : [, 5] — [a,b] are derivata continud pe (o, (] si p(a) = a, () = b,

atunci are loc formula

b B
[ rarin= [ o) ar (10.35)

< Deoarece f(x) este continua pe [a, b] ea are primitive pe [a, b]. De asemenea functia
flp(t)) - ¢'(t) fiind continua pe [«, F] are primitive pe [«, §]. Daca F(x) este o primitiva
a lui f(x) pe [a,b] atunci F(p(t)) este o primitiva a functiei f(p(t)) - ¢'(t) pe [, 5]
Aplicand formula lui Leibniz-Newton, avem

8 b
/ fle(@)@'(t) dt = F(e(8)) — F(p(a)) = F(b) = F(a) = / f(x) dw. >
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Teorema 10.14 (Formula de integrare prin parti) Daca u §i v au derivate con-
tinue pe [a,b], atunci are loc formula

b b
/ w'dr = uv|Z—/ uw'vdx. (10.36)

< Deoarece uv’ = (uv)’ — u'v rezulta ca

b b b b
/uv'da::/ (uv)’dx—/ u'vd:c:uv\Z—/ wvdr. >

Formula (T0.36) se mai scrie gi sub forma

b b
/ udv = UU\Z—/ v du. (10.37)

Formula (I0.36) sau (I0.37) se numeste formula de integrare prin parti.
O generalizare a teoremei precedente este teorema:

Teorema 10.15 Dacd u gi v au derivate pand la ordinul n+ 1 continue pe |[a,b], atunci
are loc formula

b b
/ w " dr = [uv™ — o™ 4 (1) ™M) B 4 (1) / u™Vy dz. (10.38)

O aplicatie importanta a formulei (I0.38]) este data de:

Teorema 10.16 Daca f are derivate pand la ordinul n+ 1 continue pe |a, b, atunci are
loc formula

—a —a n b
f(b) = fla) + be’<a> I Gl F™(a) + % / (b—2)" ") () dz. (10.39)

n!

< Formula (I0.39)) se obtine luand in (I0.38) u(x) = (b_n—f)n si v(z) = f(z) i tinand

seama ca .
b—x)"~ S

i) = () b= T W) =

Inlocuind aici pe b cu x si pe a cu zy avem

r — 2o
1!

(x — xo)"

f(x) = f(zo)+ [ (wo)+- -+

n!

f(”)(x0)+i/x(x—t)”f(”+1)(t) dt, (10.40)

n! Ja

care este formula lui Taylor cu restul sub forma integrala.
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10.5 Integrale improprii

Pana aici, studiind integrala definita, am presupus ca intervalul [a, b] este marginit
si functia f(z) marginita pe [a,b]. Exista probleme care necesita extinderea notiunii de
integrala definita, cerand fie ca intervalul de integrare sa fie nemarginit, fie ca functia sa
fie nemarginita.

Fie f : [a,+00) — R o functie integrabila pe orice interval marginit [a,t] C [a, +00).
Notam

t
Flt) = / (@) da.

Definitia 10.9 Daca exista si este finita tlim F(t) spunem ca functia [ este integrabild

pe |a, +00) si scriem

/ " fla)de = tim F(1) (10.41)

st 0 vom numi integrala improprie de speta intai.

[e.e]
In acest caz spunem c& [ f(z)dx este convergentd.

a
Daca functia F(f) nu are limita pentru ¢ — oo sau daca lim |F(t)| = co spunem ca

t—o0

integrala este divergenta.

Exemplul 10.7 Integrala

I
/—dx, a >0,
:Ea

este convergenta pentru o > 1 si divergenta pentru o < 1.
In adevar, avem

F<t>:/td_x:{ L -], e,

0 T Int —Ina, a=1

st deci

1 1
: _ ) oo a> 1
t1i>123 () { ~+00, a < 1.

b +oo
Analog se definesc si integralele [ f(z)dz, [ f(z)d.

Fie ®(z) o primitiva a functiei f(z) pe [a,00). Aplicand formula lui Leibniz-Newton
pe intervalul [a, t], putem scrie

F(t)= / f(z)dx = ®(t) — D(a).

Rezulta de aici ca integrala este convergenta d.d. exista gi este finita lim ®(¢). Notand

t—o00

®(+00) = lim ®(x) putem scrie

/ " fla) da = (+o00) — B(a) = B()|7,
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care se numeste formula lui Leibniz-Newton pentru integrale tmproprii de speta inta:.
Fie f : [a,b) — R o functie integrabila pe orice interval marginit [a,t], a < t < b i
lim |f(z)| = 4o00. Notam

r—b—0

F(t) = /at (@) da.

Definitia 10.10 Daca exista si este ﬁnitdtliino F(t) spunem ca functia f este integrabila

pe [a,b) si scriem
b
dr = lim F(t
[ 1@ e = 1w P
st 0 vom numi integrala improprie de speta a doua.

b
In acest caz spunem c& [ f(z)dx este convergentd.
Daca functia F'(¢t) nu are limita pentru ¢ — b — 0 sau daca tlilgno |F'(t)| = oo spunem

ca integrala este divergenta.
In aceasta situatie punctul b se numeste punct singular.

Exemplul 10.8 Integrala
b

[ v

a

este convergenta pentru o < 1 gi divergenta pentru o > 1. Punctul b este punct singular.
In adevar, avem

t
F(t) :/ d—.flf — _ﬁ |:(b—t1)a*1 - (b_a1)a71i| y Q@ 7é 17
o (b —In(b —t) +1n(b — a), a=1

st dect

1 1
lim F(t) =4 —ab-a* a <1,
t—b—0 +OO, o 2 1

Analog se definesc gi integralele

b
[ 1@ tim 1) =+,

b
/ f(z)dz, cua lim |f(x)] =4oc0, lim |f(z)|=+o0.
o r—a—+0 z—b—0
Formula lui Leibniz-Newton ramane adevarata si pentru integrale improprii de speta
a doua daca exista si sunt finite th};no (1), respectiv . lirr}ro d(t).
—b— —a

Din cele de mai sus rezulta ca studiul integralelor improprii se reduce la cercetarea
limitei functiei

P = [ s
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la +o00 pentru integrale improprii de speta intai gi la stanga lui b pentru integrale improprii
de speta a doua.

Teorema 10.17 (Criteriul lui Cauchy-Bolzano) Condilia necesard si suficientd ca

integrala improprie
b
| rtayas,

avand numai pe b ca punct singular, sa fie convergenta este ca oricare ar fi € > 0 sa
existe un A € [a,b) a.i. pentru orice t,t' € (A,b) sa avem

/tt/ f(z)dx
/tt/ f(x)dx

teorema este o consecinta a teoremei lui Cauchy-Bolzano de caracterizare a functiilor cu
limita finita pentru t — b — 0 (b = +o0 sau finit). >

<e&.

< Deoarece

< |F(t) = F(t)],

b
Definitia 10.11 Integrala improprie [ f(x)dx, cub = 400 sau finit, se numeste absolut

b
convergentd dacd integrala improprie [ |f(x)|dx este convergentd. In acest caz spunem

ca f este absolut integrabila pe [a,b).

b
Teorema 10.18 Dacd integrala improprie [ f(x)dx este absolut convergentd atunci ea

este convergenta.

< Pentru orice t,t" € (a,b) avem

/ " w)ds / | f(a) de

si concluzia teoremei rezulta tinand seama de teorema precedenta. >
Reciproca teoremei nu este adevarata. Exista integrale improprii care sunt conver-
gente fara a fi absolut convergente.

<

b
Definitia 10.12 Integrala improprie [ f(x)dx se numeste semiconvergenta dacd ea este

a
convergenta dar nu este absolut convergenta.

Teorema 10.19 (Criteriul de comparatie) Fie integrala improprie

[

avand numai pe b ca punct singular, cu b = 400 sau finit.
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a). Daca exista un A € [a,b) a.i. |f(x)| < g(z) pentru orice x € (A,b) si daca integrala
b

b
[ g(z)dz este convergentd, atunci si integrala [ f(x)dx este convergentd.
a a

b). Daca exista un A € [a,b) a.i. f(x) > h(x) > 0 pentru orice x € (A,b) si daca
b b
integrala [ h(z)dx este divergentd, atunci si integrala [ f(x)dx este divergentd.

< a). Deoarece pentru orice ¢,t' € [a,b) cu A <t <t avem

/ )] dr < / " gla)d
b

aplicand criteriul lui Cauchy-Bolzano tindnd seama ca integrala [ g(x)dx este conver-

a

b b
gentd, rezultd cd integrala [ |f(z)|dx este convergentd, adica integrala [ f(z)dz este
a a
absolut convergenta si deci convergenta.
b

b). Daca presupunem c& integrala [ f(z) dx este convergentd, dupa partea a). a teo-

a
b

remel, ar rezulta ca integrala [ h(z) dx este convergenta. Se ajunge astfel la contradictie.
a

>
Consecinta 10.2 Fie integrala improprie de speta intas faoo f(z)dx.

a). Daca existda un o > 1 gi un A € [a,+00) a.i. |f(x)|z® < M, pentru orice x €
(A, +00) atunci integrala este absolut convergenta.

b). Daca exista un o < 1 si un A € [a,400) a.i. f(x)z® > m > 0, pentru orice
x € (A, +00) atunci integrala este divergentd.

Consecinta 10.3 Fie integrala improprie de speta a doua fabf(:v) dx, avand pe b ca
punct singular.

a). Daca exista un o« < 1 gi un A € [a,b) a.i. |f(z)|(b—x)* < M, pentru orice
x € (A,b) atunci integrala este absolut convergenta.

b). Daca ezista un o > 1 gi un A € [a,b) a.i. f(x)(b—x)* > m > 0, pentru orice
x € (A,b) atunci integrala este divergenta.

Exemplul 10.9 (Integrala lui Euler de prima speta) Fie integrala

1
B(p,q) = / xp_l(l — x)q_ldx, p,q € R.
0

Integrala este convergenta pentru p > 0 si ¢ > 0 st divergenta pentru p < 0 sau q¢ < 0.
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Exemplul 10.10 (Integrala lui Euler de speta a doua) Fie integrala

['(p) :/ 2P le *dr, peR.
0

Integrala este convergenta pentru p > 0 si divergenta pentru p < 0.

10.6 Integrale care depind de un parametru

10.6.1 Trecerea la limita sub semnul integral

Integralele de forma

b b(y)
1) = [ fewde 0= [ fapd

a a(y)
se numesc integrale care depind de un parametru. Functia f(x,y), definita pe o multime
[a,b] x E, unde E C R, este integrabila pe [a,b] pentru orice y € E si a(y), b(y) sunt
functii definite pe E.

Fie yo un punct de acumulare al multimii ¥ i fie
g(x) = lim f(x,y), V€ [a,b].
Yy—yo

Definitia 10.13 Spunem ca functia g este limita uniforma pe [a,b] a functiei f cand
Yy — Yo daca

Ve >0, 30(g) > 0 pentru care |f(x,y) —g(z)| <e cu |y —1y| <9, Va € [a,b].

Teorema care urmeaza ne da regula de intervertire a operatiei de integrare cu operatia
de trecere la limita.

Teorema 10.20 Daca g este limita uniforma pe [a,b] a functiei f si f este continua pe
[a,b] oricare ar fiy € E, atunci

lim bf(x,y)dm:/ab [lim f(m,y)] dz. (10.42)

y—v0 J, Y—Yo

< Functia g(z) este continua pe [a, b]. Intr-adevir, pentru orice sir (Yn), yn € E,
Yn — Yo, situl (f,), fu(z) = f(x,y,) este un gir uniform convergent pe [a, b] la functia
g(z). Dupa teorema referitoare la continuitatea sirurilor de functii uniform convergente,
rezultd atunci ca g(z) este continua pe [a, b] si deci integrabila pe [a, b].

Deoarece g este limita uniforma pe [a, b] a functiei f, rezulta ca

/abf(w,y)dx—/abg(x)dﬂf

de unde (I0.42). >

b
S/ |f(x,y) — g(x)| de < e(b—a), pentru |y —yo| <9,
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10.6.2 Derivarea integralelor care depind de un parametru

Teorema 10.21 Fie f : D — R, unde D = [a, 3] X [c,d] C R?. Dacd functia f(x,y)
este continua $i are derivata partiala in raport cu y continud pe D, iar functiile a,b :
[c,d] — [ov, B] au derivate continue pe [c,d], atunci functia J : [c,d] — R este derivabila
pe [c,d] si

b(y)
)= [ Hen)dr V00— iy (104)

a Fie yo € [¢,d]. Aratam ca J este derivabila in yq si are loc (I043]) pentru y = yq.
Sa notam a(y) = a, b(y) = b, a(yo) = aog, b(yo) = by i sd observam ca

bo b a bo
J(y) = f(z,y)dx + b f(z,y) dw—/ flz,y)de, J(y) = f(x,y0) dx.
Deci:
Y—Yo

bo _ b ¢
_ [ ey = Sy o] Foy)do— —— [ f(z,y)do.
ag Y—1Y Y—"%Yo bo y=Y a0

Ne vom ocupa pe rand de fiecare din integralele din membrul drept.
Aplicand teorema lui Lagrange functiei f, ca functie de variabila y, avem

f(x,y) B f(l’,y())
Y—Y

= fy(@,y0+m),  |nl <l|y— ol

Functia f,(z,y) fiind uniform continua pe D, urmeaza ca pentru orice ¢ > 0 exista un
d(e) >0 al.

f(x,y) — f(xayo)
Y—Y

= fy(@,w0)| = [f5(@, 90 +n) — fy(z, 90)| <&, pentru |y —yo| <6

sl pentru orice = € [ag, bo|, deci functia

f(x,y) — f(z,9)
Y —Yo

converge uniform pe [ag, bo] la f, (7, y0) cand y — yo. Conform teoremei precedente

bo . bo o bo

lim
Yy—1Yo Y — 1Yo

ag

Aplicand teorema de medie celei de a doua integrale, avem

- bf(x,ymxzw
Y Yo bo y %

~f(b(yo) + &), 1] < [b—bol
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si la limita

R T
(¢ lim f,y) dz = (yo) £ (0(Yo): yo):
Y=Y Y — Yo S
deoarece b este derivabila pe [c,d] si f este continua pe D.

Asemanator, gasim

(@  lim —

Y=Y Y — Yo

Din (a), (b), (¢) si (d) rezulta (I0.43)). >

/ " fery) da = ' (90) F (a(y0). o).

179
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Capitolul 11

INTEGRALE CURBILINII

11.1 Notiuni de teoria curbelor

Reamintim ca daca x,y, z sunt trei functii continue pe un interval I C R, multimea

I a punctelor M € R? de coordonate (z(t),y(t), z(t)), t € I, se numeste curbd continud,
lar

r=ua(t), y=y(t), z=2(t), tel (11.1)

se numesc ecuatiile parametrice ale curbei I', t este parametrul pe curba. Daca raportam
pe R? la un reper ortonormat {0, 1,j,k}, in care i = (1,0,0), j = (0,1,0), k = (0,0, 1),
si r este vectorul de pozitie al punctului M € I' fata de O, ecuatiile (IT.]) se pot scrie
sub forma

r=r(t)=x@)i+yt)j+z@t)k, tel. (11.2)

In acest mod, curba I' este imaginea intervalului / prin functia vectoriala (IT.2)).
Daca z(t) = 0, atunci
r=uxt), y=yt), tel (11.3)

r=r(t)=x()i+y(t)j, tel. (11.4)

reprezinta o curba plana, situata in planul Ozy.

Pe o curba putem stabili doua sensuri de parcurs. A orienta curba inseamna a alege
un sens de parcurs pe ea; o astfel de curba o vom numi orientatd. Unul din sensurile
de parcurs 1l vom numi pozitiv, iar celalalt negativ. In general, se alege ca sens pozitiv
sensul de deplasare a punctului M (t) pe curba cand ¢ creste.

Partea din curba I' formata din punctele M (t) cu t € [a,b] C I se numeste arc de
curbd continud sau drum cu originea in punctul A(a) si extremitatea in punctul B(b). Un
drum se numeste cu tangenta continua daca functiile x(t), y(t), z(t) au derivate continue
pe [a, b].

Punctul My(ty) se numeste punct singular al curbei I' daca r'(ty) = 0. Un drum
cu tangenta continua se numeste drum neted daca nu are puncte singulare. Un drum
se numeste partial neted sau neted pe portiuni daca este reuniunea unui numar finit de
drumuri netede.

181
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11.2 Lungimea unui arc de curba

Fie I' un drum cu extremitatile A(a) si B(b) (cu A = B daca drumul este inchis),
orientat in sensul de cregtere a parametrului ¢ € [a, b].

Pe drumul I" alegem punctele A = My, M, ... , M; 1, M;, ... , M, = B, in ordinea
dictatd de orientarea lui I'. Spunem ca punctele M;, i = 0,n, definesc o diviziune a lui
', pe care o vom nota cu Ap. Vom numi normd a diviziunii Ar numarul vp = v(Ar) =
max d(Mi—ly Mz)

i=1n
Diviziunea Ar a lui I' determina o diviziune A a lui [a, b]:

a=th<ti1 <...<ti1<t;<...<t,=0b, (11.5)

cu norma v = v(A) = max(t; — t;_1) si reciproc. S& observam ca v — 0 implica vp — 0.

1=1n
Reciproca fiind adevarata numai pentru drumuri deschise.
Diviziunea Ar a lui I' defineste o linie poligonala AM M, ... M;_1M;... B, inscrisa
in I a carei lungime este

(o= d(M;_y,M,). (11.6)
i=1
Deoarece M;(z(t;),y(t;), z(t;)), avem

ba = Z V(@) —z(tioa)? + (y(t:) — y(tio))? + (2(t:) — 2(ti1))? (11.7)

Definitia 11.1 Drumul I se numeste rectificabil daca exista si este finita limita lungi-
malor La a liniilor poligonale inscrise in ' cand norma diviziunii tinde la zero. Numarul

L =1lim/, (11.8)

v—0

se numeste atunci lungimea drumului I

Teorema 11.1 Orice drum I' cu tangenta continua este rectificabil i lungimea lui este
data de

L:/ ()] dt. (11.9)

< Aplicand teorema lui Lagrange functiilor z(t), y(t) si z(t) pe intervalul [¢;_1,t;], {a
se mal scrie

la= Z \/x’2(0f) +y2(0)) 4+ 22(67) - (i — tioa),
i—1

cu 07,0707 € (x;_1,x;). Fie, pe de altd parte, oo suma Riemann a functiei

171

F(t) = \J22(t) + y2(0) + 22()
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corespunzatoare diviziunii A gi punctelor intermediare 0; € [t;_1,t;], adica

aA_Z\/a:fQ )+ y2(0:) + 22(0:) - (L — tia).

Deoarece f(t) este integrabila pe [a, b],

b
lim 05 = / V) + v () + 22 dt

Dar lim {p = hm oa sl deci

_ / b VR (0) + () + 220 de. v

Fie M(t) € I si s(t) lungimea arcului de curba AM. Atunci

= [l

ds = ||r'(8)||dt = \/2(t) + y(t) + 2(t) dt.

de unde s'(t) = ||r'(t)]|] si deci

ds se numeste element de arc al curbei I'.

11.3 Integrale curbilinii de primul tip

Fie I’ :AAB un arc de curba neteda pe portiuni, data prin ecuatiile parametrice (I1.1])
si f(M) = f(z,y, z) o functie definita pe arcul AB.

Fie inca Ar o diviziune a arcului AAB, A diviziunea corespunzatoare a intervalului
[a,b], Pi(T;) EMZ-_:Mi, cu 7; € [ti_1,t], i = 1,n, puncte intermediare ale diviziunii Ar si

s; lungimea arcului M;_M;

:/ti \/x’Q(t)+y’2(t)—|—z’2(t) dt. (11.10)

Definitia 11.2 Se numeste suma integrala a functiei f, corespunzatoare diviziunii Ar

a arcului AB si punctelor intermediare P;, suma

oaclf) =3 _f(P)s Zf 2(7i), y(7:), 2(73)) 51 (11.11)
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Definitia 11.3 Spunem ca functia f este integrabila pe AB daca exista si este finita
lim UAp(f) = [,
vr—0

oricare ar fi punctele intermediare P;.

Daca functia f este integrabila pe AB atunci I se numeste integrala curbilinie de

primul tip a functiei f pe AB si scriem

I:/f(M)dsz/f(x,y,z)ds
AB AB

Prin urmare

/ f(z,y,2)ds = ulplgoz flz(m),y(m), 2(13)) si- (11.12)

Teorema care urmeaza da legatura intre integrala curbilinie de primul tip si integrala
Riemann.

Teorema 11.2 Daca functia f(x(t), (t), 2(t)) este integrabila pe intervalul [a,b], atunci
functia f(z,y,z) este integrabila pe AB St

/ f(,y, ) ds = / P, y(6), 2\ a2(0) + y2(0) + (W dt. (11.13)

@ Deoarece arcul AB este neted pe portiuni, functiile z(t), y(t), z(¢) sunt continue
si au derivate continue [t;_1,t;]. Aplicand atunci teorema de medie integralei (ITI0),
obtinem s; = \/x2(0;) +v'%(0;) + 2%(0;) - (t; — t;_1), cu 0; € [t;_1,t;]. Putem scrie deci

UAF Zf 7'7, (Tz))\/x’Z(ei) 4 y/2<0i) + 2’2(97;) . (ti _ ti—l)- (11.14)

Consideram functia ®(t) = f(z(t) )22 (t) +y2(t) + 2%(t), definita pe [a, b],
integrabila pe [a, ] i fie oA suma sa Rlemann Corespunzatoare diviziunii A si punctelor
intermediare 7;. Avem ca lim o, = lim o, de unde (IL13). »

vr—0
Interpretarea geometrica a integralei curbilinii

Fie f(M) = f(z,y) $i AB un arc de curba plana, dat prin ecuatiile parametrice (IT3).
Sa consideram suprafata cilindrica avand curba directoare AB gi generatoarele paralele

cu axa Oz. Pe aceasta suprafata sa consideram curba neteda pe portiuni A’B’, de ecuatii
parametrice x = z(t), y = y(t), z = f(z(t),y(t)), t € I. Atunci, f f(z,y) ds este tocmai

AB
aria portmnu din suprafata cilindrica cuprinsa intre generatoarele AA’, BB’ si arcele de

curba AB A’ B
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11.4 Integrale curbilinii de tipul al doilea

Fie AB un arc de curba neteda, dat prin ecuatiile (I1.]), orientata de la A la B, in sensul

de crestere a parametrului ¢ de la a la b. Fie Ar o diviziune a arcului AB si M;(x;, ys, 2;),
cu z; = x(t;), vi = y(t;), zi = z(t;), punctele diviziunii si Py(&,n:, (), cu & = z(1),
n; = y(7:), ¢ = z(1;), puncte intermediare. Proiectiile segmentului orientat [M;_1M;] pe
axele de coordonate Oz, Oy, Oz, sunt segmentele orientate [z;_1, x;], [yi—1, ¥i] sl respectiv

—~

[2i_1, zi]. Aceste segmente sunt in acelagi timp proiectiile arcului orientat M; 1 M; pe cele

trei axe. Fie inca f(M) = f(x,y, z) o functie definita pe arcul AB.

Definitia 11.4 Se numeste suma integrala in raport cu x a functiei f, corespunzatoare

diviziunii Ar a arcului AB si punctelor intermediare P;, suma

ox(f) = Zf(Pz‘) (Ti — @) = Zf(ﬁz',%(i) (zi — 1) (11.15)

Definitia 11.5 Spunem ca functia f este integrabila pe AB in raport cu x dacd exista
s este finita
Jim oR, (f) = I%,
oricare ar fi punctele intermediare P;.
Daca functia f este integrabila pe AB in raport cu x, atunci I* se numeste integrala

curbilinie de tipul al doilea in raport cu x a functiei f pe AB si scriem

[ #yz)de =l S f(6mG) (o1 = ). (11.16)
AB =

In mod analog putem forma sumele integrale ale functiei f in raport cu y si in raport
cu z:

oh () = DS B (i = wicr), 0an(f) = DS (P (5= 20)

si putem defini integralele curbilinii de tipul al doilea ale functiei f in raport cu y si in
raport cu z:

/ fl,y,2) dy = Vlrigozl F & mis G) (Wi = Yia),

AB

[ )i = i 36,6 )

AB
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—~

Teorema 11.3 Daca functia f(z(t),y(t),2(t)) este integrabila pe [a,b], iar AB este un

arc neted, atunci functia f(x,y,z) este integrabila pe AB in raport cu x i

/f(x,y,z)da::/ f(x(t),y(t), z(t)'(t) dt. (11.17)

< Aplicand teorema lui Lagrange functiei z(t), suma integrala (IT.15]) se mai scrie
75 (f XH 2(73),y(), 2(r))a (60) (= ti-a).

cub; € (t;—1,t;). Consideram apoi functia ®(t) = f(z(t),y(t), z(t))a'(t), definita pe [a, ],
integrabila pe [a, b] i fie 0% suma sa Riemann corespunzatoare diviziunii A si punctelor
intermediare 7;. Avem ca lim o} = = lim 10%, de unde (IT.I7).

vr—0

In mod asemanator se arata ca

/&m%@@szuwwmamwmw

b
/f(:v,y,z)dz:/ f(z(t),y(t), 2(t))2'(t) dt.

Daca arcul AB este un segment de dreapta paralel cu axa Oz atunci
/f(:c,y,z) dz = 0, /f(x,y, 2)dy =0, etc.
AB AB

Integrala curbilinie de tipul al doilea de forma generala

Fie AB un arc de curba neteda _pe portiuni si trei functii P(M), Q(M), R(M) definite

pe arcul AB P integrabila pe AB in raport cu x, () in raport cu y si R in raport cu z.
Prin zntegmla curbilinie de tipul al doilea de forma generala intelegem expresia

I:/de—i-Qdy—i-Rdz:/P(M)d:c—i—/Q(M)dy+/R(M)dz. (11.18)

AB AB AB AB

Uneori este comod sa scriem integrala curbilinie de tipul al doilea sub forma vectoriala.
Fie F(z,y,2) = P(x,y, 2)i+Q(x,y, z) j+ R(z, y, z) k o functie vectoriala definita pe arcul
AB. Deoarece dr = idzr + jdy + kdz, urmeaza ca Pdr + Qdy + Rdz = F - dr si deci
(ITIR) se scrie sub forma
I= /F-dr. (11.19)

AB
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Fie 7 = dr/ds versorul tangentei la curba, orientat in sensul cresterii parametrului s.
Avem atunci urmatoarea legatura intre integrala curbilinie de tipul al doilea de forma
generala si integrala curbilinie de primul tip:

/F-dr: /(F-T) ds. (11.20)

AB AB

11.5 Independenta de drum a integralelor curbilinii

Definitia 11.6 O mul{ime de puncte din plan sau spativ se numeste conexa daca oricare
doua puncte ale ei pot fi unite printr-un arc de curba complet continut in multime.

Definitia 11.7 O mulfime deschisa si conexd se numeste domeniu.

Definitia 11.8 O multime de puncte din plan sau spafiu se numeste convexa daca ori-
care doua puncte ale ei pot fi unite printr-un segment de dreapta complet continut in
mulfime.

Orice multime convexa este si conexa. Reciproca nu este adevarata. Exista multimi
conexe care nu sunt convexe.

Definitia 11.9 Un domeniu plan D se numeste simplu conex daca, oricare ar fi curba
inchisa I din D, multimea plana marginita de I' este inclusa in D.

Un domeniu D din spatiu se numeste simplu conex daca, oricare ar fi curba inchisa
[’ din D, exista cel putin o suprafata S marginita de I, situata in intregime in D.

Un domeniu care nu este simplu conex se numeste multiplu conex.

Fie D C R? un domeniu si P(M), Q(M), R(M) trei functii definite pe D.
Definitia 11.10 Spunem ca integrala curbilinie

]:/de+Qdy+Rdz (11.21)
AB
unde AAB este un drum in D, este independenta de drum n D daca, oricare ar fi A, B €

D si oricare ar fi arcele netede pe portiuni I'y si I'y situate in D cu extremitatile in A si
B, avand aceeasi orientare, avem

/de+Qdy+Rdz:/de—i-Qdy—l—Rdz. (11.22)

I I
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Teorema 11.4 Conditia necesara si suficienta ca integrala I sa fie independenta de drum
in D este ca oricare ar fi drumul inchis C, neted pe portiuni, continut tin D sa avem

/deJererRdz_O. (11.23)
C

< Necesitatea. Presupunem [ independenta de drum pe D. Fie C' un contur inchis
continut in D si A, B € C. Notam cu I'; si I'y arcele determinate de punctele A si B pe
C, avand aceeasi orientare (de exemplu, de la A la B). Atunci

Pdr+Qdy+ Rdz = / Pdrx+ Qdy+ Rdxz.

Al B Al'>B

Deoarece C'= AI'y BU BT, A, rezulta (I1.23)).
Suficienta. Presupunem ca are loc (IT23]). Fie I'y si I'y doua arce situate in D cu
extremitatile in A i B, avand aceeasi orientare. Deoarece AI'y BUBI';A = C din (I1.23))

rezulta (IL.22). >

Proprietatile integralei curbilinii I depind de proprietatile expresier diferentiale P dz+
Qdy+ Rdz.

Definitia 11.11 Spunem ca expresia diferentiala Pdx + Q dy + Rdz este o diferentiala
exacta pe D, daca existd o functie U(z,y, z), diferentiabila pe D, a.i.

dU(z,y,z) = P(z,y,2) dr + Q(z,y, 2) dy + R(z,y, 2) dz. (11.24)
Functia U se numeste primitiva expresiei diferentiale Pdx + QQ dy + Rdz.

Teorema 11.5 Fie P,(Q), R trei functii continue pe D. Integrala I este independenta de
drum pe D d.d. Pdx 4+ Qdy + Rdz este o diferentiala exacta pe D.

< Necesitatea. Presupunem [/ independenta de drum pe D. Fie A?W un drum in D
si
U(z,y,z) = / Pdrx+ Qdy+ Rd=.
AM
Daca © = z(7), y = y(7), z = 2(7), T € [a,t] este o reprezentare parametrica a arcului
A?V[, atunci

U(t) = / (P(r)a'(r) + Q(7)y (1) + R(7)2'(7)) dr,

de unde, prin derivare, U'(t) = P(t)x'(t) + Q(t)y'(t) + R(t)Z'(t) sau dU = Pdz + Q dy +
Rdz.
Suficienta. Daca Pdx + Q dy + R dz este o diferentiala exacta, rezulta ca

ou ou ou
_p _ A 11.2
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—~

si deci pentru orice arc AB din D, putem scrie

]—/—dx —dy~|—g—UdZ—
- / SO0+ S0+ G010 di = / Utyde = UG

adica I nu depinde de drum. >
Din (IT.25)) rezulta ca daca I este independenta de drum in D atunci functiile P, Q, R

satisfac conditiile
oP 0 0 OR OR 0P
or _oQ 09 _ IR (11.26)
oy ox 0z oy dr 0z’
Se poate arata ca daca domeniul D este simplu conex, atunci este adevarata si reciproca
afirmatiei precedente.

11.6 Notiuni elementare de teoria campului

Definitia 11.12 Se numeste camp scalar pe domeniul D o functie reald U(x,y, z) defi-
nita pe D.

Daca U(x,y, z) are derivate partiale pe D, atunci vectorul

ou ou ou
gradU = —i+ —j+ — 5

iy (11.27)

se numeste gradientul campului scalar U.
Daca functia U este diferentiabila atunci dU = grad U - dr.

Definitia 11.13 Se numeste camp vectorial pe domeniul D o functie vectoriala F(x,y, z)
definita pe D.

Definitia 11.14 Céampul vectorial F(x,y, z) se numeste camp potential daca existd un
campul scalar U(z,y, 2) a.i. F(z,y,2) = gradU(z,y, 2). In acest caz, functia U, numita
potentialul lui F = (P, Q, R), este primitiva expresiei diferentiale F-dr = Pdx+ Q dy +
Rdz.

Definitia 11.15 Se numeste divergenta a campului vectorial F = (P,Q, R), campul

scalar oP 90 OR
F—_ . -% "
div ox + dy * 0z

Un camp vectorial se numeste solenoidal daca divF = 0.
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Definitia 11.16 Se numeste rotor al campului vectorial F = (P, Q, R), campul vectorial

Lo
OR acz), <ap 8R>, (6@ ap) ol
fOtF:(——— it )it o5 7 k=5 a3 o
oy Oz dz O Jor Oy P Qy s

Definitia 11.17 Se numegte circulatia campului vectorial F = (P, Q, R) pe arcul AAB,
integrala I = [ F - dr.
AB

Daca F este un camp potential atunci rot F = 0. Daca domeniul D este simplu conex,
atunci este adevarata si afirmatia reciproca.

Pentru ca integrala [ sa fie independenta de drum pe D este necesar, iar daca D este
simplu conex, este si suficient ca rot F = 0.

11.7 Orientarea curbelor si domeniilor plane

Fie IT un plan raportat la reperul cartezian ortonomat {O, i, j} orientat drept. Spunem
in acest caz ca planul Il este orientat pozitiv. Versorul k = i X j este versorul normalei
la fata pozitiva a planului II, iar —k este versorul normalei la fata negativa. Un plan
orientat pozitiv il vom nota Oxy.

Un contur inchis C' din planul II se numeste orientat pozitiv daca un observator
perpendicular pe plan, in directia normalei pozitive la plan, care se misgca pe conturul C,
vede mereu in stanga lui domeniul D marginit de conturul C'. In acest caz spunem c&
domeniul D este orientat pozitiv.

Daca domeniul D este multiplu conex, adica frontiera lui este formata din mai multe
contururi inchise, orientarea pozitiva se defineste ca mai sus pe fiecare din contururile
inchise care alcatuiesc frontiera lui.

11.8 Calculul ariei cu ajutorul integralei curbilinii

Fie D, un domeniu compact definit prin D, = {(z,y), ¢(z) <y < ¢(z),z € [a,b]},
unde ¢ si ¥ sunt functii continue pe [a,b] si p(z) < ¥(z) pentru xz € (a,b). Vom numi
un asemenea domeniu simplu in raport cu axa Oy.

Un domeniu D,, compact, definit prin D, = {(z,v), ¢(y) <z < ¢¥(y),y € [¢,d]}, se
numeste simplu in raport cu ara Oz.

Un domeniu plan poate fi simplu si in raport cu Ox si in raport cu Oy.

Fie C' conturul inchis, orientat pozitiv, ce margineste domeniul D, presupus simplu
in raport cu axa Oy, A, A’ si B, B’ punctele in care dreptele x = a si respectiv x = b

intalnesc curbele y = ¢(x), y = ¢¥(x). Atunci C —ABUBB'UB'A'U AA.
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Sa calculam integrala curbilinie § yde = [ yde+ [ yde+ [ yde+ [ yda. Insi

¢ A BB’ BA ATA

AB
Jydzz[ydmz@, [ydx:/ab¢(x)dx, /ydx:/ba¢(m)dx.
AB

BB’ ATA BA

Prin urmare §ydx = f; e(x)de + [ p(x)de = — ff[w(x) — ¢(z)] dx. Deci aria dome-
c
niului D, este datd de A = — § ydx. Pentru domenii simple in raport cu Oz, se poate
C

arata ¢cd A = § xdy. Formule de acest tip au loc pentru orice domenii D maérginite de
c

una sau mai multe curbe continue si inchise. In astfel de cazuri se utilizeaza formula ce
rezulta din acestea

1
Azif{xdy—ydx,

c

integrala curbilinie fiind luata pe frontiera conturului C', care margineste domeniul D,
orientat in sens pozitiv.
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Capitolul 12
INTEGRALE MULTIPLE

12.1 Integrala dubla

12.1.1 Definitia integralei duble

Fie D o multime de puncte din plan sau spatiu.

Definitia 12.1 Numim diametru al multimii D, marginea superioara a distantelor din-
tre punctele ei.

Multimea D este marginita daca si numai daca diametrul sau este finit.
Fie D un domeniu plan inchis gi marginit, de arie 2.

Definitia 12.2 Numim diviziune A a domeniului D o mulfime finita de submultimi ale
lui D fara puncte interioare comune, a caror reuniune este D,

A:{Dl, DQ, ey Dn}CD,

n
cu |J D; = D. D; se numesc elementele diviziunii A.
i=1

Fie d; = max{d(P,Q), P,Q € D;} diametrul multimii D;, i = 1,n.

Definitia 12.3 Numim norma a diviziunii A numarul v = v(A) = max{d;, i = 1,n}.

Notam cu w; aria elementului D; al diviziunii A, cu Y w; = Q si cu Pi(&,n;) € Dy,
i=1

1 = 1, n, puncte arbitrare, numite puncte intermediare ale diviziunii A. Fieinca f: D —
R.

Definitia 12.4 Se numeste suma integrala Riemann a functiei f, corespunzatoare di-
viziunii A a domeniului D si punctelor intermediare P;, suma

oalf) =D F(P)wi =) f(&m)w (12.1)

193
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Definitia 12.5 Numarul finit I se numegte limita sumelor integrale oa(f) cand norma
diviziunii tinde la zero, dacd oricare ar fi € > 0, exista un d(e) > 0 a.i. pentru orice
diviziune A a carei norma v(A) < §(e) si pentru orice alegere a punctelor intermediare,
sa avem |oa(f) —I| < e.

Scriem atunci

I=limoa(f) = }/{%Z;f(fum)wi-

Daca exista numarul I spunem ca functia f este integrabila pe D, iar I se numeste
integrala dubla a functiei f pe D gi se noteaza

1) = [ #(w.0) dod.

Exemplul 12.1 Daca f(z,y) = C pe D, atunci

O'A(f) = ijz = Ci Wi = CQ,
=1 =1

//C’dxdy = CQ.
D

Se poate demonstra ca orice functie integrabila pe D este marginita pe D.

st dect

12.1.2 Sume Darboux. Criteriu de integrabilitate

Fie f : D — R o functie marginita si A o diviziune a domeniului D. Deoarece f este
marginita pe D, ea este marginita pe orice element D; al diviziunii. Exista deci numerele

m:inff(x,y), M:supf(x,y), (l’,y) €D,

m,LIIIlff<I,y), Mizsupf(x7y>> (xvy)EDh

care se gasesc in relatia

Definitia 12.6 Sumele
S = SA(f) = Zmiwi, S = SA(f) = ZMM%
i=1 =1

se numesc sume integrale Darboux (s - inferioarda, S - superioard) ale functiei f cores-
punzatoare diviziunii /.
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Sumele Darboux au proprietati asemanatoare sumelor Darboux definite pentru inte-
grala simpla.

Teorema 12.1 (Criteriul de integrabilitate) Conditia necesard si suficientd ca func-
tia f : D — R sa fie integrabila pe D este ca oricare ar fi e > 0 sd existe un 6(g) > 0
a.i.

Sa(f) = salf) <e, (12.2)

pentru orice diviziune A a carei norma v(A) < 4.

Aplicand criteriul de integrabilitate putem pune in evidenta clase de functii integra-
bile.

Teorema 12.2 Orice functie f: D — R continua pe D este integrabila pe D.

Proprietatile functiilor integrabile pe D sunt analoage proprietatilor functiilor inte-
grabile pe [a,b]. Semnalam aici doar teorema de medie.

Teorema 12.3 Fie f o functie integrabila pe D si m, M marginile inferioara si supe-
rioard ale valorilor functiei f pe D. Existd atunci numdrul pn € [m, M| a.i.

/D/ f(x,y) dedy = psL.

Daca f este continua pe D, atunci exista punctul P({,n) € D ai. f({,n) = p. In
acest caz avem urmatoarea formula de medie

[[ 1w oty = re.me

Daca f(z,y) = 1 pe D din formula precedenta gasim

Q:/D/dxdy:/D/dw,

formula care da expresia ariei domeniului D cu ajutorul integralei duble. Aici dw = dxdy
se numeste element de arie in coordonate carteziene.

12.1.3 Reducerea integralei duble la integrale simple iterate
Cazul domeniului dreptunghiular

Teorema 12.4 Daca functia f este integrabila pe dreptunghiul

D={(z,y), a<z <b c<y<d
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si pentru orice x € [a,b], exista integrala simpla

um:/}@wm%

b

atunci existd i integrala iterata [ I(x)dx si are loc egalitatea
a

//f(a:,y) d:xdy:/b[(:t) d:v:/bd:v/df(x,y) dy. (12.3)

D

Cazul domeniului oarecare

Vom considera mai intai cazul unui domeniu D, simplu in raport cu axa Oy

Dy ={(z,y), ¢(x) <y <¢(z),z € [a,b]},
unde ¢ si ¢ sunt functii continue pe [a, b] si p(z) < ¥(z) pentru = € (a,b).

Teorema 12.5 Daca functia f este integrabilda pe domeniul D, si pentru orice x € [a, b,

exista integrala simpla
P(z)

H@—/f@wm

»(z)

b

atunci existd i integrala iteratd [ I(x)dx gi are loc egalitatea

b

/ / F(@,y) dudy = / I(2)dx = /b d 7)f(x,y) dy. (12.4)
Dy a o(z)

A Fie ¢ =inf p(z), d =sup¢(z), =z € [a,b] si dreptunghiul
D={(z,y), a<xz<b, c<y<d}
Definim pe D functia f(z,y) prin

- f(ZE, )7 (‘Tﬂ )EDy7
f(%y):{o’ ’ (ZE,z)ED\Dgﬁ

//f(x,y) da:dyz//f(x,y) dzdy. (12.5)

Evident ca
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Pentru x fixat din [a, b] avem

B 0, € [c, p(x)),
fle,y) =4 flz,y), y € [p(), ¥ ()],
0, y € (Y(x),d].

Deoarece pentru fiecare x fixat din [a, b] exista integrala I(x), rezulta ca exista gi integrala

d ¥(z)
10) = [Fewdy= [ fa)dy=1()
c o(x)
Atunci, dupa (I2.3])
b b Y(x)
// T,y da:dy—/f(x) dr = /dx / f(z,y)dy. (12.6)
D a e o)

Din (I2.0) si (12.6]) rezulta (12.4). >
Sa schimbam rolul variabilelor x gi y in teorema precedenta, adica sa presupunem ca
domeniul de integrat este simplu in raport cu axa Ox

D, ={(z,y), ¢(y) <z <Y(y), y € [c,d]},

unde ¢ si ¥ sunt functii continue pe [¢,d] si p(y) < ¥(y) pentru y € (¢, d).
Daca functia f este integrabila pe domeniul D, si pentru orice y € [c,d], exista

¥(y) d
integrala simpa J(y) = [ f(z,y)dz, atunci existd si integrala iteratd [ J(y)dy si are
©(y) c
loc egalitatea
d ¥(y)

//f(x,y)d:cdyz/ dy—/dy / flz,y)d (12.7)

Daca domeniul de integrat D nu este simplu in raport cu nici una dintre axe, se
imparte in subdomenii simple si se aplica formulele precedente.

Interpretarea geometrica a integralei duble

Daca f(z,y) > 0, (z,y) € D, deoarece produsul f(F;) - w; este volumul unui cilindru
drept cu baza D; si inaltimea egald cu f(F;), integrala dubla pe D din functia f(z,y)
este tocmai volumul corpului delimitat de cilindrul cu generatoarele paralele cu axa Oz
avand drept curba directoare frontiera domeniului D, planul Oxy si suprafata z = f(z,y),
(r,y) € D, adica

~ [t dsay.
D
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12.1.4 Formula lui Green

Vom studia acum legatura dintre integrala dubla pe un domeniu compact si integrala
curbilinie pe frontiera acelui domeniu.

Teorema 12.6 (Formula lui Green) Daca P(z,y) si Q(x,y) sunt doud functii con-
tinue pe domeniul plan D, orientat, marginit de curba C, Q) are derivata partiala in
raport cu x, iar P are deriwata partiala in raport cu y, continue pe D, atunci

fpdx +Qdy = // [a—Q - 6—1'1 dady. (12.8)

< Consideram pentru inceput cazul unui domeniu simplu in raport cu axa Oy

Dy ={(z,y), ¢(x) <y < ¢(z),x € [a,b]},
unde ¢ si ¢ sunt functii continue pe [a, b] §i ¢(x) < ¢(x) pentru z € (a,b). Presupunem
acest domeniu orientat pozitiv. Fie
C=ABUBB UBAUAA

frontiera sa descrisa in sens direct.
Deoarece P(x,y) este continua pe D,, cu derivata partiala in raport cu y continua pe
D,, avem

/D[g—}y)dxdy - a/bdx::)a_j; _ a/b [P(z,¢(x)) — Pz, p(x))] de =
:/bP(W(@)d%—/bP(x,so(fc))dxz - / P(z,y) da:+/P(:c,y) d

7 A7 AB

Dar integralele pe segmentele BB’ gi A’A, paralele cu axa Oy sunt nule. Obtinem

/ / didy = — z{ P(z,y) dz.

Aceasta formula ramane valabila si pentru un domeniu D oarecare, simplu sau multiplu
conex, care poate fi descompus intr-un numar finit de domenii simple in raport cu Oy

/ —d:ﬁdy = —]{P(aj,y) da.

c

Analog se arata ca daca D este un domeniu inchis cu frontiera neteda, iar Q(z,y)
este o functie continua pe D si are derivata partiala in raport cu x continua pe D, atunci

//—dxdy = j{Q(fE,y) dy
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Adunand membru cu membru ultimele doua relatii obtinem (I2.8]).
Daca u,v : D — R sunt doua functii continue pe D care au derivate partiale continue
in raport cu x continue pe D, atunci luand in formula lui Green P = 0 i ) = u - v,

obtinem
// u— dxdy = %uv dy — //v— dxdy,

numita formula de integrare prin parti in integrala dubla.

12.1.5 Schimbarea de variabile in integrala dubla

Sa analizam mai intai modul cum se transforma un domeniu plan printr-o transformare
punctuald a lui R2.

Fie D, domeniul plan marginit de o curba C, imaginea domeniului D’, marginit de
curba C’, prin transformarea punctuala regulata

T = .T(& 77)7 /
{ y=yE&n), EMED (129)
cu jacobianul
J(Em) = ggf}; £0, (EmeD.

Definitia 12.7 Spunem ca transformarea domeniului D' in domeniul D este directa daca
unui punct care se deplaseazda pe C' in sens direct i corespunde prin (I2.9) un punct care
se deplaseaza pe C in sens direct. In caz contrar spunem ca transformarea este inversa.

Teorema 12.7 Daca jacobianul J(&,m) > 0 in D', transformarea punctuala (12.9) este
directa.

4 Aria 2 a domeniului D este data de

://da:dy:j{xdy,
D c

conturul C' fiind parcurs in sens direct.
Sa calculam transformata acestei integrale prin (I2.9)

:%x(g,n)[gderayd} jf d§+x Lay
2

_ /D / [a% (zg—z) -2 (xg—m dédn = /D / J(&,m) déds.

De aici rezulta ca daca J(&,n) > 0, pentru ca €2 > 0 este necesar sa parcurgem conturul
C’ 1n sens direct, deci transformarea este directa.
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Daca aplicam formula de medie ultimei integrale duble, obtinem

Q=1[J(&,m)|- 2, (&,m) € D', (12.10)

unde Q' = [[ d&dn este aria domeniului D'.
D/

Putem acum deduce formula schimbarii de variabile in integrala dubla. Fie A’ o
diviziune a domeniului D’ careia, prin transformarea (I2.9) 1i corespunde diviziunea A a
domeniului D. Daca w; si w] sunt ariile elementelor D; si respectiv D, cu (I210) avem

w; = [J(&m)|-wi,  (&,m) € D, (12.11)

pentru ¢ = 1, n.
Daca notam cu

X; = :U(fiﬂ?i), o |
{ Yi = y(fl’nl), (xz;yz) e D,
avem egalitatea
D o iden = 3 Felm), (66 ) 1766 )] - (1212)

i=1 i=1

Trecand aici la limita pentru v/ = v(A’) — 0, ceea ce implica v = v(A) — 0, obtinem
[ swwdedy= [ [ saten.uienn 1€l dedn
D D

care este formula schimbarii de variabile in integrala dubla.

12.2 Integrale de suprafata

12.2.1 Notiuni de teoria suprafetelor

Fie D un domeniu in planul Oxy si f : D — R o functie cu derivate partiale continue
pe D. Multimea ¥ = {(z,y,2), z = f(z,y), (z,y) € D} se numeste suprafata neteda.
Spunem ca

z= f(z,y), (x,y)€ D, (12.13)

este ecuatia explicita a suprafeter 2.
Spunem ca suprafata > admite o reprezentare parametrica requlata daca punctele sale
(z,y, z) pot fi reprezentate sub forma

Y ; y(u,v), (u,v) €A (12.14)
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unde A C R? este un domeniu plan, iar functiile x,y, 2 admit derivate partiale continue
pe A care satisfac conditia

A2+ B2+ C*>0, (u,v)€A, (12.15)
e D) ._Diw) ._ Dy
y?'z Z7x m?y
A=2D2 po 200 =
D(u,v)’ D(u,v)’ ¢ D(u,v)

Daca reprezentarea parametrica ([I2.14]) stabilegte o corespondenta biunivoca intre punc-
tele (u,v) € A si punctele (z,y, z) € 3, atunci suprafata 3 este o suprafata neteda.
Ecuatiile (T2ZT4]) se pot scrie si sub forma vectoriala

r =r(u,v) = z(u,v)i+ y(u,v)j + z(u,v)k, (u,v) € A. (12.16)
Vectorii
“ou T o

sunt vectorii tangentelor la curbele v = const gi v = const in punctul de coordonate
parametrice (u,v). Conditia (IZI5]) exprima faptul ca vectorii r,, si r, nu sunt coliniari
in nici un punct al suprafetei.

Normala la suprafata are directia vectorului

N=r,xr,=Ai+ Bj+ Ck (12.17)

si deci versorit normalei sunt dati de

n— ry XTy Ai+ Bj+ Ck ' (12.18)
£y x || £VA2+ B2+ C?
Prin alegerea unuia din cei doi versori ai normalei, orientam suprafata alegand una dintre
fetele sale ca fiind fata pozitiva.
Daca «, 3, sunt unghiurile dintre versorul n al normalei la fata pozitiva a suprafetei
si versorii i, j, k ai axelor, atunci

n=icosa+ jcos + kcos~.

Orice suprafata definita printr-o reprezentare explicita, de forma (I2.13) este o su-
prafata cu doua fete. Pentru o astfel de suprafata se alege de obicei ca fata pozitiva fata
superioara a suprafetei in raport cu planul Ozy, adica aceea pentru care versorul n al
normalei intr-un punct al suprafetei face un unghi ascutit cu axa Oz, deci cosy > 0,
avand deci cosinii directori ai normalei

- - 1
cosa = ——b cos f = S N — (12.19)

Y ) 7 Y
/1+p2_|_q2 /1+p2_|_q2 /1+p2+q2
unde p = 0f /0x, ¢ = 0f /0y (notatiile lui Monge).
Orice suprafata neteda inchisa este o suprafata cu doua fete. Pentru o astfel de
suprafata se alege de obicei ca fata pozitiva fata exterioara a suprafetei, adica aceea
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pentru care versorul normalei la suprafata este indreptat spre exteriorul corpului marginit
de suprafata.

Fie C' o curba inchisa (contur) ce margineste suprafata . Un sens de parcurs al
conturului C' se numeste pozitiv sau coerent cu orientarea suprafetei daca un observator
situat pe conturul C', in directia si sensul normalei la suprafata, care se migca in acest
sens, vede suprafata in stanga lui.

12.2.2 Aria suprafetelor

Fie ¥ o suprafata neteda definita prin ecuatia explicita
z=f(x,y), (v,y)€D, (12.20)

unde D este un domeniu marginit din planul Oxy.

Fie {Dy, Ds, ... , D,} o diviziune a domeniului D, M;(&;,n;) un punct arbitrar din
D; st Pi(&,mi, f(&,n:)) punctul corespunzator de pe 3.

In punctul P; € ¥ construim planul tangent. Cilindrul cu generatoarele paralele cu
axa Oz gi curba directoarea frontiera elementului D; taie pe planul tangent o portiune
plana de suprafata de arie .S;. Daca w; este aria lui D; atunci

W; = S’L| COS’Y(Pi)‘v sau Sl =V 1 +p2 + qlez C Wi, (1221)

unde y(FP;) este unghiul dintre normala la suprafata in P; gi axa Oz.
Aria suprafetei > este atunci definita prin

_ 1 REERT 2, 2
S—ll{)%;& 11/13(1)21\/14-}7 +q

(12.22)

* Wi,
M;
unde v este norma diviziunii domeniului D. Rezulta ca

S = // V' 1+ p?+ ¢ dady. (12.23)
D

Expresia

1
dS =+\/1+p?>+ ¢dxdy = dxdy,

| cos 7|

se numeste element de arie pe suprafata 3 in coordonate carteziene.
Daca suprafata ¥ este data printr-o reprezentare parametrica

r=r(u,v), (u,v) € A,
atunci

s= [[vaT B ca = [[ ik du
A A

iar elementul de arie are expresia

dS = VA2 + B2+ C?dudv = ||r, X r,|| dudv.
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12.2.3 Integrala de suprafata de primul tip

Fie suprafata 3 data prin reprezentarea parametrica
r =r(u,v) = z(u,v)i+ y(u,v)j + z(u,v)k, (u,v) € A, (12.24)

unde A este un domeniu plan marginit, iar functiile x, y, z au derivate partiale continue
pe A si satisfac conditia
||ty X ry|| >0, (u,v) € A.

Fie {41, 02, ... , 0,} o diviziune a domeniului A, avand norma v si fie w; aria
elementului §;. Acestei diviziuni a domeniului A 1i corespunde prin reprezentarea (12.24])
o diviziune a suprafetei ¥: {01, 09, ... , 0,} si fie S; aria elementului o;. Elementul
o; este la randul lui o suprafata neteda reprezentata parametric prin ecuatiile (I2:24]) cu
(u,v) € 6;. Aria sa este data de

S; = // ||ty X 1| dudv. (12.25)
0;

Fie F(z,y, z) o functie definita pe ¥, P;(z;, y;, 2;) un punct arbitrar din o; si M;(u;, v;)
punctul corespunzator din §;, i = 1, n:

X; = x(uiavi)a Yi = y<ui77)i)> Zp = Z(uhvi)'

Definitia 12.8 Numim suma integrala a functiei F' pe suprafata > suma
o(F) =Y F(P)Si=Y_ F(ziy,2)S: (12.26)
i=1 i—1

Definitia 12.9 Spunem ca functia F' este integrabila pe ¥ daca exista si este finita

I =limo(F) (12.27)

v—0

st aceasta este independenta de alegerea punctelor P;. Numarul I se numeste integrala
de suprafata de primul tip a functier F' pe X si scriem

// F(z,y,z)dS = ll/lir(l)zl F(xi,yi, 2)S;. (12.28)
bX =

Teorema 12.8 Daca functia F(x,y, z) este continud pe ¥ atunci ea este integrabild pe
DI}

// F(z,y,2)dS = // Fa(u, ), y(u,0), 2(u, v))||tw X 10| dudv. (12.29)
by A
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< Aplicand teorema de medie integralei duble (I2.23]), rezulta
Si = HI‘u X rUHMi c Wi .

Prin urmare, putem scrie

n

o(F) = ZF(B)& =D F(a(My),y(M;), 2(My))| [t X 1ol37, - wi.

i=1
Fie, pe de alta parte,

n

o(¥) = Z U (M;)w; = Z Fa(M;), y(My), 2(M;)| v X 1| ag, - wi,

suma integrala a functiei
V(u,v) = F(x(u, ), y(u, v), z(u, v)||ra(u, v) X ey (u, v)|],

definita pe A, corespunzatoare punctelor intermediare M;(u;,v;) € J;. Functia ¥ fiind
continua pe A este integrabila pe A si deci avem

limo(F) = lim o(V),

v—0 v—0

de unde (I2:29)).

Daca suprafata ¥ este data prin ecuatia explicita z = f(x,y), (z,y) € D, functia f
avand derivate partiale continue pe D, iar F fiind continua pe X, formula (I2.29) devine

// F(z,y,z)dS = // F(z,y, f(z,y))V/1+ p? + ¢% dedy. (12.30)

12.2.4 Integrale de suprafata de tipul al doilea
Fie suprafata ¥ data prin reprezentarea parametrica
r=r(u,v) =z(u,v)i+y(u,v)j + z(u,v)k, (u,v) € A, (12.31)

unde A este un domeniu plan marginit, iar functiile x, y, z au derivate partiale continue
pe A. Vom presupune ca determinantii functionali A, B, C' nu se anuleaza in A.

Presupunem ca suprafata ¥ este orientata, avand ca fata pozitiva fata superioara in
raport cu planul Ozy, adica aceea pentru care versorul n al normalei Intr-un punct al
suprafetei face un unghi ascutit cu axa Oz.

Fie D proiectia suprafetei > in planul Oxy. Presupunem ca domeniul plan D este
orientat. Fie {Dy, Ds, ... , D,} o diviziune a domeniului D, M;(&;,n;) un punct arbitrar
din D; si Pi(&,n:, ¢;) punctul corespunzator de pe 3.

In punctul P; € ¥ construim planul tangent. Cilindrul cu generatoarele paralele cu
axa Oz si curba directoarea frontiera elementului D; taie pe planul tangent o portiune
plana de suprafata de arie S;. Daca w; este aria lui D; atunci w; = S;|cos~y;|, unde
~vi = 7(P;) este unghiul dintre normala la suprafata in P; si axa Oz. Fie inca F(x,y, 2)
o functie definita pe 3.
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Definitia 12.10 Se numeste suma integrala in raport cu planul z = 0 a functiei F, pe
suprafata X, suma

o = ZF<Pi)Wi = ZF<£Z'7771'7<7L)W2'-
i=1 i=1

Definitia 12.11 Spunem ca functia F este integrabila pe ¥ in raport cu planul z = 0
daca exista si este finita
liII(l) o* =17,

oricare ar fi punctele intermediare P;.

Daca functia F' este integrabila pe 3 in raport cu planul z = 0, atunci I* se numeste
integrala de suprafata de tipul al doilea in raport cu planul z = 0 a functiei F' pe ¥ si
scriem

) =

Deoarece w; = S;| cos~;|, putem scrie

o= ZF(fz‘a%QﬂcosM . S,
i=1

de unde prin trecere la limita pentru v — 0, rezulta

// F(z,y, 2) dedy = // F(z,y, 2)| cos | dS, (12.32)

care exprima legatura intre integrala de suprafata de tipul al doilea in raport cu planul
z = 0 si integrala de suprafata de primul tip.

Daca suprafata ¥ este datd prin reprezentarea parametrica (I2.31]), atunci

C B 1 D(z,y)
A2+ B2+ C?  FE[ruxrl| D(u,v)

cosy =

Daca functia F' este continua pe X, atunci dupa (I2.29)

/ E/ Fla,y, 2) dedy = + /A/ F(:E(u,v),y(u,v),z(u,v))g Eii; dudv,

cu + daca X si A au aceeasi orientare si cu — daca X si A au orientari diferite.
Daca suprafata ¥ este data prin ecuatia explicita z = f(x,y), (z,y) € D, formula

precedenta devine
[ Py 2 sty =+ [ | Py sia,) doy
5 D

cu + daca X gi D au aceeasi orientare si cu — daca X si D au orientari diferite.
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In mod asemé#nitor se definesc integralele de suprafata de tipul al doilea in raport cu
planele x = 0 i y = 0 ale functiei F' pe X si

/Z/F(a:,y, z) dydz = /E/ F(x,y, 2)| cosa| dS,
/E/F(:E,y,z) dzdx = /E/F(%y, 2)| cos 3| dS.

Daca functia F este continua pe ¥, atunci dupa (I2:29)

// F(z,y,2) dydz = + //F(:v(u, V), y(u,v), 2(u, v))% dudv,
b A

(u, v)

/Z/ F(z,y,z)dzdx = j:/A/F(x(u,v),y(u,v),z(u,v))ggzzg dudv,

cu + daca X gi A au aceeasi orientare si cu — daca X si A au orientari diferite.

Integrala de suprafata de tipul al doilea de forma generala

Fie ¥ o suprafata neteda si P(M), Q(M), R(M) trei functii definite pe suprafata >, P
integrabila pe ¥ in raport cu planul z = 0, @ in raport cu planul y = 0 si R in raport cu
planul z = 0.

Prin integrala de suprafata de tipul al doilea de forma generala intelegem expresia

//dedz+dedx+Rdxdy://dedz—l—//@dzdm—i—//Rdxdy. (12.33)
> 5 > D)

Uneori este comod sa scriem integrala de suprafata de tipul al doilea sub forma
vectoriala. Fie
F(z,y,2) = P(z,y,2)i+ Q(z,y,2)j + R(z,y, 2)k

o functie vectoriala definita pe suprafata . Deoarece,
n=icosa+ jcos + kcos,

daca X si A au aceeasi orientare, atunci

//dederdeda:—l—Rdacdy = //(Pcosoﬂ—@cosﬁnLRcosv) ds,
5 5

//dedz—l—@dzd:z:—l—Rdxdy://F-ndS,
2 )

care reprezinta flurul campului vectorial F prin suprafata ..

adica
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12.2.5 Formula lui Stokes

Formula lui Stokes exprima o legatura intre integrala de suprafata si integrala curbilinie
pe frontiera acestei suprafete. Aceasta formula generalizeaza formula lui Green.
Fie

un camp vectorial definit pe suprafata X, pentru care exista campul vectorial

_(OR 0QY. oP ORY, oQ 0P
rOtF_(ﬁy 82)1+<8z 8x>J+(3x ay)k

Teorema 12.9 (Formula lui Stokes) Fluzul campului vectorial rot F prin suprafata
Y este egal cu circulatia campului vectorial F pe conturul I' ce margineste suprafata 3,
avand orientarea coerentd cu orientarea suprafetei, adica

//(n -Tot F) dS = 7{F . dr. (12.34)

]{de—l-Qdy—FRdz:
T

OR 0Q oP OR 0Q 0P
//( — Z)dydz—l—(az — 8x)dzd9€—|—(ax — ay)dxdy.

Fie suprafata ¥ data prin ecuatia explicita

z:f(x,y), (l’,y)ED,

<4 Avem de aratat ca

unde D este proiectia suprafatei ¥ in planul Ozy. Fie C' (frontiera domeniului D)
proiectia frontierei I' in planul Oxy. Vom presupune ca orientarea conturului C' este cea
impusa de orientarea lui I', coerenta cu orientarea suprafatei 3, avand versorul normalei

la fata pozitiva a lui ¥ dat de (I219). Atunci

of cos 3
a1 Ty
Y cosy

(12.35)

Sa transformam pentru inceput primul termen din integrala curbilinie

L= § Ple.y.2)do = § Play. f(o.)do = § Pla,y. f(o.p)do

r r C

Aplicand ultimei integrale formula lui Green, obtinem

I, = // aayP(:E y, f(z,y)) dedy = // (GP a@fgi) dxdy,
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P P
()
0z cosy
care provine din integrala de suprafata

// (8_P_8_Pcosﬁ) cosydS.
0z cos7y
I, —dex—//( cosﬂ—a—Pcosy) s
Ay

si iIn mod asemanator obtinem

JyZ]{Qdy:// (g—gcosy—aa—cjcosa) ds,
e = ff (G- ) s

Adunand membru cu membru ultimele trei formule obtinem (I2:34)).

Demonstratia formulei lui Stokes s-a facut in ipoteza ca suprafata orientata > se
poate proiecta biunivoc pe fiecare din planele de coordonate, iar frontiera sa este o curba
neteda. Teorema ramane insa valabila si in cazul general al unei suprafete netede pe
portiuni avand frontiera neteda pe portiuni.

Formula lui Stokes contine ca un caz particular formula lui Green. Daca ¥ este
domeniul plan orientat de contur I' situat in planul z = 0, atunci cosa = 0, cos 3 = 0 si
cosy = 1, care inlocuite in (I2Z:34)) ne conduc la formula lui Green.

sau, tinand seama de (12.35])

Deci

12.3 Integrala tripla

12.3.1 Definitia integralei triple

Fie V o domeniu spatial marginit, de volum V. Numim diviziune A a domeniului V' o
multime finita de submultimi ale lui V' fara puncte interioare comune, a caror reuniune
este V
n
A={Vi, Vo, ... . Vi}cV, Jvi=VW
i=1
V; se numesc elementele diviziunii A.
Fie d; = max{d(P,Q), P,Q € V;} diametrul multimii V;, i = 1,n. Numim normd a
diviziunii A numarul b= v(A) = max{d;, i = 1,n}. Notdm cu 7; volumul elementului

V; al diviziunii A, cu Z 7, =V sicu Py(x;,vi, %) € Vi, i = 1,n, puncte arbitrare, numite

puncte intermediare ale diviziunii A. Fieinca f:V — R.
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Definitia 12.12 Se numeste suma integrala Riemann a functiei f, corespunzatoare di-
viziunit A a domeniului V' i punctelor intermediare P;, suma

oa(f) = Zf(Pz) T = Zf(xl,yz,zz) T (12.36)

Definitia 12.13 Numarul finit I se numegte limita sumelor integrale oa(f) cand norma
diviziunii tinde la zero, daca oricare ar fi e > 0, exista un §(¢) > 0 a.i. pentru orice
diviziune A a carei norma v(A) < §(€) si pentru orice alegere a punctelor intermediare,
sa avem

loa(f) —I| <e.

Scriem atunci

Daca exista numarul I spunem ca functia f este integrabila pe V', iar I se numeste
integrala tripla a functiei f pe V si se noteaza

I(f) = ///f(m,y,z) dzdyd:.

Exemplul 12.2 Daca f(z,y,z) = C pe V, atunci

o)=Y Cr=CY m=cv,
i=1 i=1

///C’dxdydz =CV.
%

Se poate demonstra ca orice functie integrabila pe V' este marginita pe V.

st dect

12.3.2 Sume Darboux. Criteriu de integrabilitate

Fie f : V — R o functie marginita si A o diviziune a domeniului V. Deoarece f este
marginita pe V, ea este marginita pe orice element V; al diviziunii. Exista deci numerele

m = iIlff(l’,y7Z>, M= supf(x,y,z), (I'7y, Z) ev,

mi = inff<x7yvz>7 Mz = Sup f(x,y72)7 (xaya Z) € ‘/ia

care se gasesc in relatia

m<m; < flz,y,2) < M; <M, VY(z,y,2) €V
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Definitia 12.14 Sumele
SZSA(f):Zmz’Tu S:SA(f):ZMm
i=1 =1

se numesc sume integrale Darbouz (s - inferioard, S - superioard) ale functiei f cores-
punzdtoare diviziunii /.

Sumele Darboux au proprietati asemanatoare sumelor Darboux definite pentru inte-
grala simpla.

Teorema 12.10 (Criteriul de integrabilitate) Condifia necesard si suficienta ca
functia f 'V — R sa fie integrabila pe V este ca oricare ar fi ¢ > 0 sa existe un
d(e) >0 a.t.

SA(f) — SA<f) <g, (12.37)

pentru orice diviziune A a cdarei norma v(A) < 0.

Aplicand criteriul de integrabilitate putem pune in evidenta clase de functii integra-
bile.

Teorema 12.11 Orice functie f : V — R continua pe V' este integrabila pe V.

Proprietatile functiilor integrabile pe V' sunt analoage proprietatilor functiilor inte-
grabile pe [a,b]. Semnalam aici doar teorema de medie.

Teorema 12.12 Fie f o functie integrabila pe V' si m, M marginile inferioara si supe-
rioard ale valorilor functiei f pe V. Erxista atunci numarul p € [m, M| a.1.

///f(x,y,z) drdydz = pV.
7

Daca f este continua pe V', atunci exista punctul P(§,n,¢) € V ai. f(&,n,() = p.
In acest caz avem urmatoarea formula de medie

J[] w2 dedyaz = sienow,

Daca f(z,y,z) =1 pe V din formula precedenta gasim

Vz/v//dxdydz:/v//dr,

formula care da expresia volumului domeniului V' cu ajutorul integralei triple. Aici
dt = dxdydz se numeste element de volum in coordonate carteziene.
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12.3.3 Reducerea integralei triple la integrale iterate
Cazul domeniului paralelipipedic

Teorema 12.13 Daca functia f este integrabila pe paralelipipedul
V={(x,9,2), a1 <x < ag, by <y<by c1 <2< oo}

$t pentru orice
(l’,y) €D = {(.T,y), a1 S z S Qg, bl S Yy S b2}7

exista integrala simpla

Ia,y) = / F(z,y, 2) dz,

atunci existd i integrala iterata [[ I(x,y) dzdy si are loc egalitatea
D

/V// f@,y,2) dedydz = /D/](f”’y) drdy = /D/dﬂfdy!f(x,y,z) dz.  (12.38)

Cazul domeniului oarecare

Vom considera mai intai cazul unui domeniu V, simplu in raport cu axa Oz

V. = {(z,v,2), p(z,y) <z <(z,y), (z,y) € D.},

unde ¢ si ¢ sunt functii continue pe D,, unde D, este proiectia domeniului V, pe planul
z=0.

Teorema 12.14 Daca functia f este integrabila pe domeniul V, si pentru orice (x,y) €
D,, exista integrala simpla

P(z,y)
I(x,y) = / f(x,y,2)dz,

o(z,y)

atunci existd i integrala iterata [[ I(x,y)dxdy si are loc egalitatea
D,

P(z,y)
/V[/f(:v,y, z) drdydz = /D/ I(x,y)dedy = /D/ dxdyw(z/w flz,y,2)dz.  (12.39)

Daca domeniul de integrat V' nu este simplu in raport cu nici una dintre axe, se
imparte in subdomenii simple si se aplica formulele precedente.
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12.3.4 Formula lui Gauss-Ostrogradski

Vom studia acum legatura dintre integrala tripla pe un domeniu compact si integrala de
suprafata pe frontiera acelui domeniu.
Fie
F(x,y,z) = P(z,y,2)i+ Q(z,y, 2)j + R(x,y, 2)k

un camp vectorial definit pe domeniul V marginit de suprafata >, pentru care exista
campul scalar

. 0P 0Q OR
leF—a——i‘a_y‘i‘a

Teorema 12.15 (Formula divergentei) Daca functiile P,Q, R si campul scalar div F

sunt continue pe V', atunci
///(div F)dr = //(F -n)dS, (12.40)
1% b

unde n este versorul normalei exterioare la .

< Avem de aratat ca

/// (aP @+g_f) dxdydz:/E/(Pcosa-i—Qcosﬁ_FRcosv) is.

Consideram cazul unui domeniu simplu in raport cu axa Oz

V={(z,y,2), px,y) <z <Y(x,y), (z,y) € D.},

unde ¢ si ¥ sunt functii continue pe D,, unde D, este proiectia domeniului V' pe planul
z = 0. Sa evaluam al treilea termen folosind formula de calcul a integralei triple

// —d:cdydz—//dxdy / —dz_
el(z,y)
://R(x’y’w(x’y))dmy—// R(z,y, o(x,y)) dedy.

Sa observam ca suprafata > care margineste domeniul V' se poate scrie: ¥ = ¥, UX UY;,
in care Y; si X, sunt fata inferioara si fata superioara, iar ¥, fata laterala. Deoarece pe
fata superioara cosy > 0, pe fata inferioara cosy < 0, iar pe fata laterala cosvy = 0,
tinand seama de formula de calcul a integralei de suprafata de tipul al doilea, avem

// —dxdydz—//Rdxdy+//Rdxdy+//Rdwdy://Rdxdy
Xs ¥ > >
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///8—Rdxdydz = //RcosvdS,
0z
1% )

care nu este altceva decat formala divergentei pentru campul vectorial F = Rk, cores-
punzatoare domeniului V' simplu in raport cu axa Oz. Aceasta formula este adevarata
si pentru un domeniu V care poate fi impartit intr-un numar finit de domenii simple in
raport cu axa Oz.

Daca V' este un domeniu ce se poate descompune intr-un numar finit de domenii
simple in raport cu axa Oz, iar P(z,y, z) este o functie continua, cu derivata partiala in
raport cu x, continua pe V, atunci

///a—Pda:dydz://PcosadS.
Ox
v b

Daca V este un domeniu ce se poate descompune intr-un numar finit de domenii simple
in raport cu axa Oy, iar Q(z,y, z) este o functie continua, cu derivata partiala in raport
cu y, continua pe V', atunci

/V/ aa—gdxdydz:/E/PcosﬁdS.

Prin urmare, daca V' este un domeniu ce se poate descompune intr-un numar finit de
domenii simple in raport cu toate axele, adunand ultimele trei relatii obtinem (I2.40]).

Daca u,v : V — R sunt doua functii continue pe V' care au derivate partiale continue
in raport cu x continue pe V', atunci luand in formula lui Gauss-Ostrogradski P = u - v
si @ = R =0, obtinem

/// u@ dxdydz = // uv dydz — ///v% dxdydz,
ox ox
% by 1%

numita formula de integrare prin parti in integrala tripla.

si deci

12.3.5 Schimbarea de variabile in integrala tripla

Fie V un domeniu spatial marginit si V' imaginea sa prin transformarea punctuala re-
gulata

x = x(§n,0),
y=y&n.C), (&n ¢ eV, (12.41)
Z = 2(57 777 C)?
cu jacobianul
s )= 208D Lo e e v

D(&,n,0)



214 CAPITOLUL 12. INTEGRALE MULTIPLE

Se poate ardta ca si la integrala dubla cd daca V = [[[ dzdydz, este volumul domeniului
%

_ /V / 17(6,m,0)) dedndC.

Daca aplicam formula de medie ultimei integrale, obtinem

V= 1[J(&,m0, )| - V' (0,0, ) €V, (12.42)

— []] deanac
V/
este volumul domeniului V.

Fie A’ o diviziune a domeniului V' céreia, prin transformarea (I2.41]) ii corespunde
diviziunea A a domeniului V. Daca 7; si 7/ sunt volumele elementelor V; si respectiv V|

cu (IZ.42) avem

V', atunci

unde

= [J(&, i, G| - (&omis G) € V], (12.43)
pentru i = 1, n.
Daca notam cu
m(fm%@);
yi = y(&, i, G),  (Tisviy 2:) €V,
Zp = Z(fi,nz',(z‘)y

avem egalitatea
Z f(@i yis 2i) T = Z F@(&mis G)yy (& mis Gy 2§ mis G)) 1 (&imis G)| 73 (12.44)
i=1 i=1

Trecand aici la limita pentru v/ = v(A’) — 0, ceea ce implica v = v(A) — 0, obtinem

// f(ey, 2 da:dydz—// (€0, y(€.m,C), 2(Em,O)) (€., O] dédndc,

care este formula schimbarii de variabile in integrala tripla.

Exemplul 12.3 Sa se calculeze integrala
x
I = dzxdyd
uﬁyﬁ+w+%+ﬁxy%
1%

V={(z,y,2) | 2> +y* + 22 < R®, >0,y >0, 2> 0}.

unde

Trecem la coordonate sferice:

x = rsinf cos @, - -
y=rsinfsinp, (r,0,¢) € [0, R] x [0,—} X [O, —}.

2
z =rcosb,
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Se gaseste
dr dy dz = r*sin @ dr df dy

st dect

3sin GCosgo
]—/ dgp/ d@/ B R dr.

Efectuand calculule se obtine

2
oo 9 9 a
I_§<R +a lna2+R2>'

215
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Capitolul 13

ECUATII DIFERENTIALE
ORDINARE

13.1 Ecuatii diferentiale de ordinul I

13.1.1 Ecuatii diferentiale. Solutii

Definitia 13.1 Se numesc ecuatii diferentiale ecuatiile ale caror necunoscute sunt func-
tii de una sau mai multe variabile, in care intra atat functiile cat si derivate ale lor.

Daca functiile necunoscute depind de mai multe variabile, ecuatiile se numesc ecuatiz
cu derivate partiale; in caz contrar, adica daca functiile necunoscute depind de o sin-
gura variabila independenta, ecuatiile se numesc ecuatii diferentiale ordinare. In cele ce
urmeaza ne vom ocupa de acestea din urma.

Deoarece in numeroase aplicatii fizice variabila independenta este timpul care se
noteaza cu t, vom utiliza gi noi aceasta notatie. Functiile necunoscute vor fi notate

cu z, y, z ete. Derivatele acestora in raport cu t le vom nota ', z”, ..., ™.

Definitia 13.2 Fie F(t,z,2',...,2") o functie reald avind drept argumente variabila

reald t € [a,b] si functia reald x impreund cu derivatele ei o', 2", ..., x™. Relatia
F(t,z,2',...,.2™)=0 (13.1)

se numeste ecuatie diferentiala de ordinul n daca se cere sa se determine functiile x =
x(t), definite pe intervalul [a,b], avind derivate pand la ordinul n inclusiv in orice punct
al intervalului [a,b] a.i. sa avem

F(t,x(t),z'(t),...,2™(t)) =0, Vtela,bl.

Functiile reale x(t) care indeplinesc conditiile precedente se numesc solutii ale ecuatiei

diferentiale (131).

217
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Daca n = 1 obtinem ecuatiile diferentiale de ordinul intai, care sunt, conform definitiei
precedente, de forma implicita

F(t,z,2) =0 (13.2)

sau sub forma explicita
¥ = f(t,x). (13.3)

Exemplul 13.1 FEcuatia ' = x+1t este o ecuatie diferentiala de ordinul intai. O solufie
a acestei ecuatii este x(t) =e' —t—1,t € R. Functia z(t) = Ce' —t — 1, unde C este o
constanta arbitrara, reprezinta o familie de solutii ale ecuatiei date.

Exemplul 13.2 Ecuatia " —x = t, t € R este o ecuatie diferentiala de ordinul doi.
Functia z(t) = Cie' + Che™" —t, t € R, cu Cy si Cy constante arbitrare, reprezintd o
familie de solutii ale ecuatiei date.

In continuare ne vom ocupa numai de ecuatii diferentiale de ordinul intai. Din exem-
plele prezentate se vede ca ecuatiile diferentiale admit familii de solutii care depind de
constante arbitrare. Pentru ecuatii diferentiale de ordinul intai aceste familii depind de
o singura constanta arbitrara.

Definitia 13.3 Spunem ca functia v = x(t,C) este solutia generala a ecuatiei diferen-
tiale de ordinul intai (13.2) daca x = x(t,C) este o solutie a ecuatiei (I32) si daca prin
particularizarea constantei C' obtinem orice solulie a ecuatier (13.2).

Solutia generala a unei ecuatii diferentiale se mai numeste si integrala generala a
ecuatiei considerate.

Definitia 13.4 Se numegte solutie particulara a ecuatiei (I3.3) o solufie v = x(t), t €
[a,b], care se obtine din solutia generald dand constantei C' o valoare particulara.

Exemplul 13.3 Ecuatia x = tx' + (2)* are solufia generald x(t) = Ct + C? t € R.
Solutia x(t) =t + 1 este o solufie particulara care se obtine pentru C' = 1.

O solutie a ecuatiei diferentiale (I3.2) care nu contine o constanta arbitrara nu este
in mod necesar o solutie particulara. O astfel de solutie se numeste solutie singulard.

Exemplul 13.4 Functia x(t) = —%t2, t € R este o solutie a ecuatier diferentiale din
exemplul precedent, dar nu este o solutie particulara deoarece nu se obfine din solutia
generala prin particularizarea constantei C'. Este deci o solufie singulard.

Graficul unei solutii a unei ecuatii diferentiale este o curba plana numita curba inte-
grala.
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13.1.2 Interpretarea geometrica a unei ecuatii diferentiale de
ordinul intai

Sa consideram ecuatia diferentiala sub forma explicita (I3.3]), functia f fiind definita
intr-un domeniu D C R2.

Fiecarui punct (tg,z9) € D 1i corespunde o directie de coeficient unghiular zj, =
f(to, xg). Prin urmare ecuatia ' = f(t,x) asociaza fiecarui punct My(ty, zo) o directie
v(1, f(to,x0)). Daca z = z(t), (t,x) € D este o solutie a ecuatiei (I3.3), fiecarui punct
M(t,z(t)) € D i se asociaza directia v(1, f(¢,x(t))). Graficul solutiei x = x(t) este deci
curba integrala din D care are proprietatea ca in fiecare punct al ei, tangenta la curba
are directia v.

Problema integrarii ecuatiei (I33)) in D revine la gasirea curbelor integrale din D cu
proprietatea ca in fiecare punct al lor sunt tangente campului de directii v(1, f(t,z)).

Exemplul 13.5 FEcuatia ' = 1, t € R, defineste campul de directii v(1,1) paralel cu
prima bisectoare a azxelor. Curbele integrale sunt drepte paralele cu aceasta bisectoare.
FEcuatia lor este z(t) =t + C, t € R, unde C este o constanta arbitrard. Orice paraleld
la prima bisectoare este o curba integrala particulara.

13.1.3 Conditii initiale. Problema lui Cauchy

Problema determinarii solutiei ecuatiei diferentiale (I3.3]) care pentru ¢ = ¢, ia valoarea
xr = xg, deci al carei grafic trece prin punctul (o, xg), se numeste problema lui Cauchy,
iar conditia ca x(ty) = o se numeste condifie inifiald.

Exemplul 13.6 Fie ecuatia diferentiala ' = f(t), cu f o functie continua pe |a,b].

Solutia ei generala este data de

t
ﬂﬂ:/f®ﬁ+a
to
unde ty € [a,b], iar C este o constanta arbitrara. Solutia care satisface conditia initiald
x(to) = o, o € R, este

x@:m+[f@#

De aici rezulta ca pentru orice punct (to,zo) € [a,b] X R exista o solutie unica care
satisface conditia x(to) = o, sau, altfel spus, prin orice punct din [a,b] x R C R?, trece
o curba integrala a ecuatiei ' = f(t) si numai una.

13.1.4 Ecuatii diferentiale explicite, integrabile prin metode el-
ementare

1. Ecuatii diferentiale care provin din anularea unei diferentiale exacte

Sa consideram ecuatia diferentiala de ordinul intai sub forma simetrica

P(t,z)dt + Q(t,z)dx =0, (13.4)
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P si @ fiind functii continue, cu derivate partiale continue pe un domeniu D C R2.
Sa observam mai intai ca orice ecuatie ' = f(¢,x) se poate pune sub forma (I3.4]) cu

—P/Q =T

Teorema 13.1 Daca functiile P(t,x) si Q(t, ) au derivate partiale continue in domeniul
D C R?, care verificd pentru orice (t,z) € D relatia

oP  0Q

_—= 13.5
dxr Ot (13.5)
integrala generald a ecuatiei (137)) este data de
t T
(/mmmm+/Q@@%:a<m%mD. (13.6)
to zo

< Deoarece functiile P si ) satisfac conditia (I3.5]), expresia diferentiala P(¢,z) dt +
Q(t, z) dz este o diferentiala exacta, adica exista functia F'(¢,x), diferentiabila in D a.i.

dF(t,z) = P(t,x)dt + Q(t, x) dx, (13.7)

sau
or oF
E = P(t,%), a—m = Q(t,l’), V(t, .Z') eD.

Integrand ecuatia a doua in raport cu x avem F(t,x) = f;; Q(t, &) dé + G(t). Inlocuind
in prima ecuatie si tinand seama de (I3.0), gasim
*oP

. a_g(taé) d§ + G'(t) = P(t, ),

de unde rezulta G(t) = ft P(7,20)dr si deci

to

t T
F(t,z) = / P(7,z0)dr +/ Q(t, &) dé.
to 0
Cu F(t,x) astfel determinata, integrala generala a ecuatiei (I3.4]) este data de F'(t,z) =
C, cum rezulta din (I3.7). >

Integrala generala (I3.0) se obtine prin doud operatii de integrare numite si cuadraturi.
Ea definegte solutia generala a ecuatiei (I3.4]) sub forma implicita.

Exemplul 13.7 Sd se integreze ecuatia (t* — 2%) dt — 2tz dx = 0 $i apoi sd se determine
curba integrald care trece prin punctul (1,1).

Avem P(t,x) =t — 22, Q(t,z) = —2tx si P, = Q; = —2x, deci membrul sting al
ecuatiei date este o diferentiald exacta. Atunci integrala generald este data de

t T
/ (7% — 2d)dr — 2/ t&dé =C,  (to,z0) € D.
to xo

sau %t?’ —ta? = C. Solutia particutard care satisface conditia initiald datd este t3 — 3tz +
2=0.
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2. Ecuatii cu variabile separate

Fie ecuatia diferentiala P(t)dt + Q(x)dz = 0, unde P(t) este derivabila pe [a,b] si
Q(z) este derivabila pe [c,d|. Functiile P si @ satisfac conditia (I3.5]) pentru orice
(t,z) € [a,b] X [c,d]. O astfel de ecuatie se numeste cu variabile separate si integrala sa
generala este data, dupa (I3.0]), de

| poar [ e -c.
cu (to, zo) € [a,b] X [c,d].

Exemplul 13.8 Sd se determine solufia ecuatiei (z* + 1)dt + (2t + 1)z*dx = 0, care
trece prin punctul (1,0). Putem separa variabilele

1 x?

dt dz =0
w1t =Y

cu solutia generald In (2t +1)? + x — arctgx = C. Solutia particulard care satisface
conditia datd este In (2t +1)? + z — arctgz = In 9.

O ecuatie diferentiald de ordinul intai de forma 2’ = f(t) - g(z) este o ecuatie cu
variabile separabile. Intr-adevar, ea poate fi pusa sub forma

1
Ft)dt — e =o

3. Metoda factorului integrant

Fie ecuatia diferentiala

P(t,z)dt+ Q(t,z)dx =0, (13.8)

P si @ fiind functii continue, cu derivate partiale continue pe un domeniu D C R?2.

Daca P dt + @ dx nu este o diferentiala exacta in D, ne propunem sa determinam o
functie p(t, z) a.d. expresia p(P dt+ @ dx) sa fie o diferentiala exacta in D. Trebuie deci
sa avem

o 9Q P

) ) oy
O )= D). s Q2 P2, (E _ a—x) —0. (139)

Definitia 13.5 Functia p(t, x), definita in D gi cu derivate partiale continue in D, care
verifica ecuatia (13.9), se numeste factor integrant al ecuatiei (13.8).

Ecuatia (I3:9]) este o ecuatie cu derivate partiale pentru functia p(t, ). Dupa cum se
va vedea mai tarziu, integrarea ei revine la integrarea ecuatiei (I3.8). Dar aici nu avem
nevoie de solutia generala a ecuatiei (I3.9), ci doar de o solutie particulara a acesteia si
in anumite cazuri determinarea unei astfel de solutii este posibila.
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De exemplu, daca ecuatia admite un factor integrant p(¢), functie numai de ¢, ecuatia

(I3.9) devine
Ldp 1 (8P OQ)

oz ot

si determinarea lui p este posibila dacd membrul drept al ecuatiei (I3.10) este functie
numai de t.
Intr-adevar, in acest caz in ecuatia (I3.10) variabilele se separa si obtinem pe u printr-

o cuadratura L /0P 90
npuy= | = ——— )
n /Q(mr m)ﬁ

In mod asemanétor, daca ecuatia admite un factor integrant p(z), functie numai de

x, ecuatia (I3.9) devine
Ldu 1 (0Q 0P
pwde P\ ot Oz
si determinarea lui p este posibila daca membrul drept al ecuatiei (I3I1]) este functie

numai de x.
In acest caz, obtinem

(13.11)

1_/1 9Q _oP\
e AN T A

Exemplul 13.9 Sd se integreze ecuatia (t3sinz — 2x)dt + (t*cosx +t) dr = 0. Avem
P,=t3cosx — 2, Qy = 4t3cosx + 1 si deci

1 /0P 0Q\ 3
@(%_W)__E

. . 1 dﬂ o 3 . . . v 1
este functie numatr de t. Ca atare avem La i sho solutie particulard este 1 = 3.

fnmul}find ecuatia cu i, obfinem
2 1
(sinx — t—f dt + (tcosa:‘ + t_2) dex =0
a carei solufie generald este tsinx + 5 = C'.

4. Ecuatii omogene

Ecuatiile diferentiale de forma
dr  P(t,x)

dt — Q(t,z)
unde P(t,x) si Q(t, x) sunt functii omogene in ¢ si x de acelagi grad m se numesc ecuatii
diferentiale omogene. Deoarece

P(t.a) = t"P(L 7). Qlt.a) =1"Q(L7),
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ecuatia se poate pune sub forma
dx x
—=f(-). 13.12
=1 () (13.12)

Prin schimbarea de functie x = ty ecuatia (I3.12)) se transforma intr-o ecuatie cu variabile
separabile. Intr-adevir, deoarece 2/ = ty +y ecuatia devine ty/ +y = f (y), sau separand
variabilele p
_dy 4t (13.13)
fy)—y ¢
care este o ecuatie cu variabile separate. Daca f este continua si f(y) —y # 0, integrand
obtinem

dy
Inft|+C = / — =D(y
‘ O
si solutia generald a ecuatiei (I3.12)) este

Int| +C = (%) . (13.14)

Daca yq este o radacina a ecuatiei f(y) —y = 0, atunci y(t) = yo este o solutie a ecuatjiei
ty' +vy = f(y), deci z(t) = yot este o solutie singulara a ecuatiei (I3.12]).

Exemplul 13.10 Sd se gaseascd solutia ecuatiei t* + 2x* = txa’, care satisface conditia
initiala x(1) = 2.
Cu schimbarea de variabila x = ty, ecuatia devine

ydy dt

1+¢2 t

cu solutia generald t = C+/1+ y2. Inlocuind pe y, avem t* = CVE + 22. Conditia

initiala determina pe C = \/Lg Solutia particulard cdutatd este t*v/5 = /12 + x2.

Y

5. Ecuatii reductibile la ecuatii omogene

Sa consideram o ecuatie de forma
dx at + bx + ¢
i - = - 13.1
dt f<a’t+b’x+c’) (13.15)

unde a, b, ¢, a’, I/, ¢ sunt constante.

a). Dacd ¢® + (¢)? = 0, (I3I5) este o ecuatie omogend. Cu substitutia x = ty se
separa variabilele.

b). Daca ¢® + (¢)* > 0 si abl — a’b # 0, dreptele

at+br+c=0, dt+br+ =0

se intersecteaza intr-un punct (tg,zo). Prin schimbarile de variabila independenta si de
functie 7 =t — ty, £ = x — xg, ecuatia devine

g at + b
i =1 (i ve)
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care este o ecuatie omogena.
v . v / / . .
c). Dacd ¢+ () > 0 si abl — a'b =0, rezultd & = & =k gi deci

dr f at + bx + ¢
dt 7 \k(at+bz)+c )"
Prin schimbarea de functie at + bz = y ecuatia (I3.13]) se transforma intr-o ecuatie cu

variabile separabile. Intr-adevar, deoarece bz’ = 1y’ — a, separand variabilele ecuatia
devine

d
+y = dt.
bf (kZJrC,) +a
Daca bf ( kyyfc,) + a # 0, prin integrare obtinem
d
t+C = / f/ = B(y).
bf (kZJrc/) +a

Revenind la variabilele initiale, solutia generala a ecuatiei (I3.15]) va fi data implicit prin:
t+ C = ®(at + bx).

6. Ecuatii liniare de ordinul intai

O ecuatie de forma

dx
i a(t)z + b(t), (13.16)
unde a(t) si b(t) sunt functii continue pe un interval I, se numeste ecuatie diferentiald
lintara de ordinul intai.
Daca b(t) = 0 ecuatia se numeste omogena
dr
dt
Sa integram mai intai ecuatia omogena, care este o ecuatie cu variabile separabile. Intr-
adevar, putem scrie

a(t)z.

dx
— =a(t)dt
L
de unde .
ln]x|:/ a(r) dr +1n|C),
2
sau ’

t
x(t):C’exp/ a(t)dr, tel,

to
cu ty € I, fixat, reprezinta solutia generala a ecuatiei omogene. Daca notam cu

wo(t) = exp / t a(r) dr,

to

o solutie particulara a ecuatiei omogene, atunci solutia sa generala se scrie

x(t) = Cxo(t).
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Teorema 13.2 Solufia generala a ecuatier liniare neomogene este suma dintre solutia
generala a ecuatier liniare omogene corespunzatoare si o solutie particulara a ecuatiei
neomogene.

< Fie *(t) o solutie particulara a ecuatiei neomogene si y(t) = z(t) — 2*(t). Avem

ca y'(t) = 2'(t) — (27)'() sau ¢/ (t) = a(t)(x(t) — 27(2)), adicd y'(t) = a(t)y(t). Deci, y(t)
este solutia generala a ecuatiei omogene y(t) = Czo(t). Incat

x(t) = Cxo(t) + 2 (1).

O solutie particulara a ecuatiei neomogene se poate obtine prin metoda variatiei
constantelor. Aceasta consta In a cauta o solutie de forma solutiei generale a ecuatiei
omogene, in care constanta C' se inlocuieste printr-o functie u(t),

x*(t) = u(t)xo(t). (13.17)

Inlocuind in ecuatia (I3106) gisim (2)(t) — a(t)zo(t))u 4+ zo(t)u’ = b(t). Cum zy este
solutie a ecuatiei omogene, ramane, pentru determinarea functiei u, ecuatia

zo(t)u' = b(t).

o[ S

care inlocuita in (I3.I7) ne conduce la solutia particulara
t
b(s
z*(t) :xo(t)/ (5) ds.
to :UO(S)
Solutia generala a ecuatiei neomogene se scrie atunci
t
b(s)
x(t) = Cxo(t) + xo(t)/ ds.
to xo(s)

Geometric, ea reprezinta o familie de curbe ce depinde liniar de constanta arbitrara C'.

O solutie a acestei ecuatii este

Exemplul 13.11 Sa se integreze ecuatia liniara neomogend x' = xtgt + cost, pentru
tce R\ {f +nr}.
Ecuatia omogena corespunzatoare, ¥’ = xtgt, are solufia generald

1 s
x(t)=C-——, teR {—+n7r}.
(®) cost \ 2
Cautam pentru ecuatia neomogend o solutie particulara de forma
1
" (t) = u(t) - —.
(t) = ult) - —
Se obtine pentru u ecuatia u' = cos’t, de unde u(t) = %H— }1 sin2¢t. In consecinta, solutia

generala a ecuatier date este

1 1 1
t)=C- “t4 = sin2t ) -
x(t)=C cost+(2 +4sm >

1 s
" tGR\{§+n7r}.

COS
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7. Ecuatii de ordinul intai reductibile la ecuatii liniare
a). Ecuatia Bernoulli este o ecuatie de forma

¥ =a(t)r+b(t)z*, ae€R\{0,1}. (13.18)

Prin schimbarea de functie 2'7% = ¥, ecuatia Bernoulli se transforma intr-o ecuatie

liniara. Intr-adevar, cum (1 — a)x~*2’ = ¢/, inlocuind in (I3I8)) obtinem

y =1 —aa(t)y + (1 —a)b(t),

care este o ecuatie liniara.
b). Ecuatia Riccati este o ecuatie de forma

2’ = a(t)z® +b(t)x + c(t). (13.19)

Daca se cunoagte o solutie particulara z*(t) a ecuatiei Riccati, prin schimbarea de functie
r ="+ i, ecuatia (I3.19) se transforma intr-o ecuatie liniara. Intr-adevar, cum 2’ =

(z*)' = 5y, ecuatia (I3.19) devine

(27 — ~yf = a(t) (91; 4 1)2 +b(0) (x + 5) 4 et).

Y Y

De unde, tinand seama ca x* este solutie, obtinem

y' = —(22"(t)a(t) + b(t))y — a(t),

care este o ecuatie liniara.

8. Ecuatii algebrice in 2’
Fie ecuatia diferentiala
ao(t, z) ()" + ar(t, ) ()" 4 -+ apr (8 2)2 + an(t, 1) =0, (13.20)

care se obtine prin anularea unui polinom in 2z’ cu coeficientii a (¢, x) functii continue i
ao(t,z) # 0.

Considerat ca ecuatie algebrica in 2/, (I3.20) are n radacini fy(t, z), k = 1,n. Fiecare
radacina reala ne da o ecuatie diferentiala de forma z’ = f(¢,z). Orice solutie a unei
astfel de ecuatii este solutie a ecuatiei (I3.20).

13.1.5 Alte ecuatii de ordinul intai, integrabile prin metode e-
lementare

1. Ecuatia z = f(2/)

Daca f este o functie cu derivata continud, solutia generala a ecuatiei z = f(2’) este data
parametric de

t= [ rwdec o= fo)
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Intr-adevar, sa punem 2’ = p si sa luam pe p ca variabila independenta. Avem

x=f(p), dev=f(p)dp, dt= %dw = %f’(p) dp,
de unde obtinem pe t ca functie de p printr-o cuadratura.
Exemplul 13.12 Sa se integreze ecuatia
T = ap(2)" + ap_1 (2" 4 a2 + ap.

Punem x’ = p. Atunci de = pdt, dt = %dm, de unde

1
t= /g(nanp”_l +(n—1)ap_1p" 2+ +ay)dp.
Solutia generala este data de

n

t=-"wap" 4 a1 p" P4+ agp+arInp+ C,
T = app" + app" P+ +ap+ay, p>0.

2. Ecuatia F(z,2') =0

Integrarea ecuatiei F'(z,z’) = 0 se reduce la o cuadratura daca se cunoasgte o reprezentare
parametrica a curbei F'(u,v) = 0, anume u = ¢(7), v = (1), T € [a, b].

intr—adevér, daci ¢ si ¢ sunt continue, iar ¢ are derivata continua pe [a,b], putem
scrie x = (1), @’ = Y(7), T € [a,b] 51 deci

d 1
—=¢r), dt=—=¢(r)dr,

incat integrala generala este data parametric de
1
t= / ——¢ (r)dr+C, z= (7).
(1)

3. Ecuatia t = f(2)

Daca f este o functie cu derivata continua, solutia generala a ecuatiei t = f(2') este data
parametric de

(=1 o= [pf@)dp+C
fntr—adevér, sa punem x’ = p si sa luam pe p ca variabila independenta. Avem
t=f(p), dt=f(p)dp, dx=pdt=pf(p)dp,
de unde obtinem pe x ca functie de p printr-o cuadratura.

Exemplul 13.13 Sd se integreze ecuatia t = 22'+€* . Punem ' = p. Atuncit = 2p+e®,
dx = pdt = (2p + peP) dp. Solutia generala este data de

t=2p+el, x=p"+(p—1)e’ +C.
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4. Ecuatia F(t,2') =0

Integrarea ecuatiei F(t,2’) = 0 se reduce la o cuadratura daca se cunoaste o reprezentare
parametrica a curbei F'(u,v) = 0, anume u = ¢(7), v = (1), T € [a,b].

Intr-adevir, daci ¢ si ¢ sunt continue, iar ¢ are derivatd continud pe [a, b], putem
scrie t = (1), &€ = (1), T € |a,b] si deci

»dt
dr = ¢'(T)i(7) dr,

incat integrala generala este data parametric de

= o(r), == /W)@'(T) dr + C.

5. Ecuatia Lagrange

Se numeste ecuatie Lagrange o ecuatie diferentiala de forma
A2 )t + B(z")z + C(2') = 0,

cu A, B, C functii continue, cu derivate de ordinul intai continue pe un interval [a, b].
Daca B(z') # 0, ecuatia Lagrange se poate scrie sub forma

x = p(a')t + ¥(2).
Integrarea ecuatiei Lagrange se reduce la integrarea unei ecuatii liniare. Intr-adevir,

daca notam z’ = p, avem x = ¢(p)t + ¢ (p). Derivam in raport cu ¢ si tinem seama ca p
este functie de ¢:

p—olp) = [ o)t + /()L (13.21)

de unde, pentru p — ¢(p) # 0, rezulta

d _ ¢p) ,, ¥

N )

dp p—o(p)  p—e(p)
care este o ecuatie liniara in ¢ ca functie necunoscuta si p ca variabila independenta. Prin
integrarea acesteia obtinem pe ¢ ca functie de p, care impreuna cu x = (p)t + ¥ (p)
determina integrala generala sub forma parametrica.

Daca p = pg este o radacina a ecuatiei p — p(p) = 0, atunci p(t) = po este o solutie a

ecuatiei (I3.21)) si deci z = pot + ¥ (po) este o solutie singulard a ecuatiei lui Lagrange.
Evident, vom avea atatea solutii particulare cate radacini are ecuatia p — p(p) = 0.

Exemplul 13.14 Sd se integreze ecuatia x = 2tz’ + (2/)2. Punem ' = p. Atunci
x = 2tp + p? si diferentiem: dx = 2pdt + 2t dp + 2pdp. Dar dx = pdt si deci

dt 2

—=——t—-2,

dpp
care este o ecuatie liniard, a carei solutie generald, pentru p # 0, este t = 7% — 2%, incat
solutia generala a ecualier date se scrie

cC p 20 p?
t=— —2=, = — — =, e R\ {0}.
o T A S ¢ \ {0}
Pentru p = 0 se obtine x(t) = 0, care este o solutie singulara.
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6. Ecuatia Clairaut

Se numeste ecuatie Clairaut o ecuatie diferentiala de forma
x =tz' + ().

unde 1 este o functie cu derivata continua pe un interval [a, b].
Ecuatia Clairaut este o ecuatie Lagrange particulara, anume cu ¢(p) = p. Pentru

integrarea ei procedam la fel ca pentru integrarea ecuatiei Lagrange. Inlocuim 2’ = p,
x = tp+1(p), apoi derivam in raport cu ¢ si {inem seama ca p este functie de t. Obtinem

t+)- =0

Avem doua posibilitati. Sau % =0, p = C sideci z(t) = Ct+(C) este solutia generala
a ecuatiei Clairaut. Sau t +1'(p) = 0, care ne conduce la solutia singulara

t=—9(p), x=-p(p)+vp).

Exemplul 13.15 Sa se integreze ecuatia v = ta’ + (2')*. Punem x’' = p si derivind
obtinem: p = tp' + p+np™ 1 sau p'(t + np™ ) = 0. Avem: p' =0, p = C, care dd
solutia gererald x(t) = Ct + C™. Sau t = —np™t, x = (1 — n)p", care reprezintd o
integrala singulara.

7. Ecuatia = = f(t,2)

Notand 2’ = p, avem = = f(t,p) si derivam in raport cu ¢, tinand seama ca p este functjie
de t. Obtinem

_of af dp

p—a G_p%’

de unde putem explicita pe dp/dt. Daca aceasta ecuatie poate fi integrata si p = ¢(t, C)
este solutia sa generala, atunci z(t) = f(t, ¢(t,C)) este solutia generala a ecuatiei date.

Exemplul 13.16 Sa se integreze ecuatia
(2')? +ta’' + 3z +* = 0.

Punem x' = p, avem p*+tp+3x+t> = 0. Derivam in raport cut: 2pp'+p+tp'+3p+2t = 0
sau (2p+ 1)(p' +2) = 0. Din p' = =2 urmeaza p = —2t + C, de unde solulia generald

ﬂw:—%w+mo—%mwc—mﬁ,t63.

Apoit = —2p si x = —p?, care reprezintd o integrald singulard.
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8. Ecuatia t = f(x,12')

Notand 2’ = p, avem t = f(x,p) si derivam in raport cu z, considerand pe ¢ gi p ca
functii de . Obtinem
1 of n af dp

p Or Op dx’
Daca putem integra aceasta ecuatie gi p = p(z, C') este solutia sa generala, atunci ¢(z) =

f(z,¢(xz,C)) este solutia generala a ecuatiei date.

Exemplul 13.17 Sa se integreze ecuatia t = ﬁx + (/). Punem z’ = p, avem t =
%x + p™. Derivam in raport cu x. Obtinem

dp 1

— - (np" — =) =0.

o p )
Deci Z—Z =0, p = C, de unde solutia generald t(z) = Lz + C", sau x = np"*', t =
(n+ 1)p™, care reprezinta o integrald singulard.

13.1.6 Teorema de existenta si unicitate

In cele ce urmeazi vom stabili conditiile in care problema lui Cauchy pentru o ecuatie
diferentiala de ordinul intai are solutie unica si vom da un mijloc de constructie efectiva
a acestei solutii.

Fie ecuatia diferentiala de ordinul intai

' = f(t, x), (13.22)

cu conditia initiala

Teorema 13.3 Daca:
a). functia f(t,z) este continua pe domeniul inchis D, definit prin

D ={(t,z) €R? |t —to| < a, |z — | < b}
b). pentru orice (t, 1), (t,z2) € D, functia f(t,x) satisface inegalitatea
|f(t,l’1)—f(t,l'2)| SL|$1_I'2|’ L>0a

numita conditia lui Lipschitz, atunci exista un numar real pozitiv h < a $i o singura
functie x = x(t) definita si derivabila pe intervalul [ty — h,ty + h], solutie a ecuatiei
(1322) pe intervalul [ty — h,to + h] si care satisface conditia initiala (13.23).

< Functia f(t,z) este continua pe domeniul inchis D, deci este marginita pe D. Fie
M >0, a.l.
|f(t,x)| <M, (tz)€D.

Luam h = min{a,b/M} si fie I = [ty — h,to + h).
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Pentru determinarea solutiei vom folosi metoda aproximatiilor succesive. Metoda
consta din a construi un sir de functii

xo, 1(t), ..., xu(t), ...
care converge in mod uniform pe I catre o functie care indeplineste conditiile din enuntul
teoremei.

Primul termen al girului il luam z( si se numeste aproximatia de ordinul zero. Al
doilea termen al girului de functii, numit gi aproximatia de ordinul intai, il definim prin

t
ZE1<t) :Jfo+/ f(t,l‘o) dt, t e ],
to

aproximatia de ordinul doi prin

ZEQ(f) =X +/ f(t,l‘l(t)) dt, tel

si in general, aproximatia de ordinul n, prin

xn(t) = zo + /ttf(t,xn_l(t)) dt, tel. (13.24)

Sirul de functii astfel definit are urmatoarele proprietati:
1. Toate functiile x,(t), n = 1,2, 3, ... satisfac conditia initiala x,(ty) = xo.
2. Toti termenii girului sunt functii continue pe intervalul I. Intr-adevar, f este
continua pe D, deci toate integralele care intervin sunt functii continue pe I.
3. Pentru orice n € N, z,,(t) € [xo — b, x¢ + b], pentru t € [ty — h,to + h].
Demonstratie prin inductie. Deoarece |f(t,zo)| < M, avem

|$1 - l“o| =

/t f(t, l’o) dt‘ S

t
to

Sa presupunem ca aproximatia de ordinul n — 1 indeplineste aceasta conditie, deci x,,_1 €
[xg — b, 2o + b]. Atunci |f(t,z,_1)| < M si putem scrie

|20 — @0| =

t
to

prin urmare, pentru ¢ € I toate aproximatiile apartin intervalului [zq — b, 2 + b].

Vom arata acum ca sirul de functii (x,(t)) converge uniform pe intervalul I la o
functie z(t) cand n — oo. Convergenta acestui sir este echivalenta cu convergenta seriei
de functii

ro+ (1 —x0) + (xa — 1) + -+ (T — Tpo1) + -+ - (13.25)

deoarece sirul sumelor partiale ale seriei (I3.25]) este tocmai girul (zy,).
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Pentru a arata ca seria (I3.25]) este uniform convergenta pe I este suficient sa aratam
ca ea este majorata de o serie numerica cu termeni pozitivi convergenta. Mai precis, vom
arata ca pentru orice t € I,

t—to|™

n!

n(t) — am 2 (D) < M- 171 , neN. (13.26)

Demonstratie prin inductie. Avem

[21(t) = wo| =

t
/ f(t,ﬂfo) dt‘ S M|t—t0|,
to

deci pentru n = 1 inegalitatea (I3.20]) este verificata. Presupunem ca ea este adevarata
pentru n — 1, adica

[t —to|" !

s (1) = anaf) < M2

(13.27)

si aratam ca este adevarata si pentru n. Avem

|2 () = 20 (1) <

/t[f(t, Tno1) = f[(t, 2p2)] dt‘

to

si daca folosim conditia lui Lipschitz si inegalitatea (I3.27), gdsim

t—to|"
Tn Q7nl < Tp—1 — Tp—2| dl| < —t
onlt) = a0l < 2| [ af < o] a0,
(n—1)!
de unde ([I3.26)).
Deoarece |t — ty| < h, avem majorarea
M (Lh)
() =z, ()] < = L tel,
fralt) — aa(t)) < 2Ry

de unde rezulta ca seria (I3.25]) este absolut si uniform convergenta pe I, deoarece seria

numerica
S
- L n!

este convergenta. Intr-adevar, folosind criteriul raportului avem

. Anp41 . Lh
lim = lim =
n—oo (U, n—oo 1, + 1

Se poate observa ca avem efectiv

OOM oMo
- =— (" —1).

n!
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Rezulta de aici ca sirul aproximatiilor succesive are ca limita o functie continua pe [

z(t) = lim z,(t).

n—oo

Trecand la limita in relatia de recurenta (I3.24)), gasim ca

x(t) = xo + /tt f(r,xz(r))dr, tel. (13.28)

Derivand ([I3.28) in raport cu t, obtinem
' (t) = f(t,z(t), tel,

de unde deducem ca functia = x(t) este solutie pe I a ecuatiei diferentiale (I3.22). Ea
verifica si conditia initiala (I3:23)), cum rezulta din (I3.:28).

Unicitatea solutiei rezulta din unicitatea limitei unui sir convergent.

Functiile z,(t) constituie aproximatii ale solutiei z(¢), care sunt cu atat mai apropiate
de z(t) cu cat n este mai mare. Deci metoda folosita in demonstratia precedenta, numita
metoda aproximatiilor succesive, da si un procedeu de aproximare a solutiei ecuatiei
diferentiale (I3:22]) care trece printr-un punct dat (to, zo), adica un procedeu de rezolvare
a problemei lui Cauchy.

13.2 Ecuatii diferentiale de ordin superior

13.2.1 Solutia generala. Solutii particulare

Fie ecuatia diferentiala
F(t,z, o, ... ,2™)=0. (13.29)

Ordinul maxim al derivatei care figureaza in (I3.29) se numeste ordinul ecuatiei diferen-
tiale (I3.:29). Daca n > 2 spunem ca ecuatia diferentiala este de ordin superior.

Reamintim ca functiile * = xz(t), definite pe intervalul [a,b], avand derivate pana
la ordinul n inclusiv in orice punct al intervalului [a,b] se numeste solutie a ecuatiei
diferentiale (I3.:29) pe intervalul [a,b] daca

F(t,z(t),z'(t),...,.2"™ () =0, Vtea,b.
Exemplul 13.18 FEcuatia diferentiala de ordinul trei
" =2+ -2 =0
admite solutiile x1(t) = €', xo(t) = cost, x3(t) = sint. Ecuatia admite si solufia

z(t) = Cre' + Cycost + Cysint, t€R,

unde Cy, Cy, C3 sunt constante arbitrare.
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Din exemplul precedent se vede ca solutiile unei ecuatii diferentiale de ordin superior
pot depinde de constante arbitrare.

Definitia 13.6 Funclia x = z(t,Cy,Cy,...,C,) este solutia generala a ecuatiei dife-
rentiale (I3.29) in domeniul D C R?, dacd este solutie a ecuatiei (13.29) si dacd prin
alegerea convenabila a constantelor se transforma in orice solufie a ecuatier (13.29) al
carei grafic se afla in D.

Solutia generala a unei ecuatii diferentiale de ordinul n poate fi scrisa si sub forma
implicita
(I)(t, x, Cl, CQ, ceey Cn> =0.
De obicei, unei relatii de aceasta forma i se da denumirea de integrala generala a ecuatiei
diferentiale de ordinul n.
Solutia generala a unei ecuatii diferentiale de ordinul n poate fi scrisa si sub forma
parametrica

t:(p(T,Cl,Cg,...,Cn), I:Q/}(T,Cl,CQ,...,Cn>.

Definitia 13.7 Numim solutie particulara a ecuatiei (I3.29) orice functie x = z(t),
t € [a,b], (t,z) € D C R?, care se obfine din solufia generald dand valori particulare
constantelor Cy,Cs, ..., C,,.

Graficul unei solutii particulara a ecuatiei (I3.29) este o curba plana numita curba
integrala.

Exemplul 13.19 Fcuatia z” + x =t are solutia generald x(t) = Cy cost + Cysint + t,
t € R. Funclia x(t) = cost + t este o solutie particularda care se obfine din solutia
generala pentru C; =1 si Cy = 0.

Solutia generala a unei ecuatii diferentiale de ordinul n depinde de n constante arbi-
trare.

13.2.2 Integrale intermediare. Integrale prime
Fie data ecuatia diferentiala de ordinul n
F(t,z,a',...,z™)=0 (13.30)

si fie
q)(t717,01702,...70n) =0 (1331)

integrala sa generala. Daca derivam relatia (I3.31]) de n — k ori si eliminam intre aceste
n — k + 1 relatii constantele Cy11, Ciio, ..., C,, obtinem o relatie de forma

Utz o, ... " HC, Cy, ..., C) = 0. (13.32)
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Definitia 13.8 Se numeste integrala intermediara a ecuatier (13.30) o ecuatie diferenti-
ala de ordinul n—k, de forma (13.32), care contine k > 1 constante arbitrare si care este
verificatd de integrala generali (I3:31) a ecuatiei (I330). In particular, pentru k = 1,
(13:33) se numeste integrald prima.

Cunoasterea unei integrale intermediare simplifica rezolvarea ecuatiei diferentiale initiale.
Daca (I3:32) este o integrala intermediara a ecuatiei (I3.30), atunci integrarea ecuatiei
(I3.30) se reduce la integrarea ecuatiei (I3.32), care este o ecuatie diferentiala de ordinul
n—k.

intr-adevér, integrala generala a ecuatiei (I3.32)) contine n — k constante arbitrare i
daca adaugam la acestea cele k constante care intra in structura ecuatiei (I3:32)), solutia
gasita va contine n constante arbitrare, deci va fi integrala generala a ecuatiei (I3.30).

In particular, cunoagterea a n integrale prime distincte ale ecuatiei (I3.30)

Utz 2., 2"V .C)=0, i=TIn (13.33)

este echivalenta cu cunoagterea solutiei generale a ecuatiei (I3.30]), deoarece din sistemul
(I3:33) putem obtine pe z, ', ..., ™Y in functie de t, Cy, Cy, ..., C,, de unde, in
particular, rezulta x = x(t,Cy, Cy, ..., C,), adica solutia generala a ecuatiei (I3.30).

13.2.3 Conditii initiale. Problema lui Cauchy

In multe probleme care conduc la rezolvarea unei ecuatii diferentiale de forma (I3:30)
nu este necesar sa cunoastem solutia generala ci doar o anumita solutie, care sa satisfaca

In general, se cere o solutie a ecuatiei (I3.30) cu proprietatea ca pentru t = g, = si
derivatele sale pana la ordinul n — 1 iau valori date

(to) = xo, #'(to) =, ..., z" V(te) = af . (13.34)

Problema determinarii solutiei x(t) care satisface conditiile initiale (I3:34]) se numeste
problema lui Cauchy.

13.2.4 Ecuatii de ordin superior integrabile prin cuadraturi
1. Ecuatia 2™ =0

Este cea mai simpla ecuatie diferentiala de ordinul n. Prin n cuadraturi succesive obtinem
solutia generala sub forma

C
1 'tn—l _I_

Cy _9 Ch—
- £ e
(n—1) +

1
T t+ Cy,
(n—2)! T

x(t) =

adica un polinom arbitrar de gradul n — 1.

Exemplul 13.20 Sd se gdseascd solutia ecuatiei x®) = 0, care satisface conditiile initi-
ale:
2(0) =1, 2/(0) =0, 2(0) = -1, 2®(0) = 0, 2™ (0) = 1.
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Solutia generala este

C(}(t) 4't+§t ‘l—?t‘l—?t‘f‘C%

Condititle initiale precizate conduc la solutia particulara

1 1
x(t) = ﬂt“— 5752+1, teR.

2. Ecuatia 2™ = f(t)

Daca f este continua pe intervalul [a, b], solutia generala a acestei ecuatii se poate pune
sub forma

1 ' n—1 Cl n—1 Cn—l
) = Gty L P e S

(n—1)"!YJ,
cu tg € [a,b].

Intr-adevir, ecuatia se mai scrie (z"~V) = f(t), de unde, prin cuadraturi succesive,
avem
ft t)dt + Cy,
iL'(n 2) L dtj; dt+01t+02,

v = [odt [ dt - [0 () dt+ Gt 4 S+ G

Ramane de aratat ca

/t:dt/t:dt---/t:f(t) it (n_ll)!/t:(t—T)”_lf(T) dr. (13.35)

Prin inductie dupa n. Pentru n = 2, avem

/t:dt/t:f(t)dt:/t:de/t:f(T)dT:/t: [/:f(f)dr] dQZ//Df(T)deT,

unde D este triunghiul din planul 67 marginit de dreptele 7 = 60, =t si 7 = tg.
Inversand ordinea de integrare, putem scrie

Jsermse— [  sera] o= -

Deci formula (I3.35]) este adevarata pentru n = 2. Presupunem (I3.353]) adevarata pentru
n—1 si aratam ca este adevarata pentru n. Din (I3.35]) pentru n trecut in n—1, integrand
in raport cu ¢t avem

/t:dt/t:dtm/t:f(t)dt /dt/ "2 f(7)dr
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T /d@/ () dr = oy // (0 — )2 f(r) df dr =
gy L [o-mriman = L [ arsoar

Deci formula este adevarata pentru orice n.

Exemplul 13.21 Sa se determine solufia ecuatiei ™ = sint, care satisface conditiile
initiale x(0) = 1, 2/(0) = —1, 2”(0) = 0. Prin trei integrari succesive obtinem solufia
generala

1
x(t) = cost + iCltz + Cyt + Cs.

Solutia problemei lui Cauchy este x(t) = cost + t* — t.

3. Ecuatia F(t,2() =0

Daca se cunoagte o reprezentare parametrica a curbei F'(u,v) = 0 gi anume u = ¢(7),
v =1(7), cu @ si ¥ functii continue i ¢ cu derivata continua pe [a, b], atunci integrala
generald pe [a,b] a ecuatiei diferentiale se obtine prin n cuadraturi.

Intr-adevir, luand t = (1), 2™ = (1), avem dt = (1) dr, de™Y = () dt =
(1) (7) dr. De unde obtinem printr-o cuadratura

"1)—/1/1 T)dr + Cy = Wy(1) + C4.
Apoi dz™ = (U,(7) + Cy) dt = (¥,(7) + C1)¢'(7) dT. De unde
o2 = [ W) dr + Crplr) + Ca = Ba(r) + Cuplr) + Co

Repetand operatia de n ori, obtinem solutia sub forma parametrica

t=p(1), x=V,(7)+ Puoi(e(7)),

in care P,_; este un polinom de gradul n — 1 in ¢(7).
Daca ecuatia poate fi explicitats in raport cu ¢, adica putem obtine t = f(x™), atunci
o reprezentare parametrics este dati de 2 =7, t = f(7).

Exemplul 13.22 Sa se gaseasca solutia genemld a ecuatier t = x” + Inx”. Punem
=71, t=1+1In7. Avem dr’ = 7dt =7(1+ )dT Se obtine solutia generala

1 3
t=7+In1, z= 67'3+Z7'2+C’1(7'+1n7')+02.
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4. Ecuatia F(z" Y z() =0

Daca se cunoagte o reprezentare parametrica a curbei F(u,v) = 0 si anume u = (1),
v =1(7), cu ¢ si ¢ functii continue i ¢ cu derivata continua pe [a, b], atunci integrala
generala pe [a,b] a ecua’glel diferentiale se obtine prin n cuadraturi.

Intr-adevir, luand :13 D = (1), 2™ = (1), avem dz"V = /(1) dr, dz"V) =

Y(7)dt. De unde dt = ) dt si printr-o cuadratura obtinem

. 90 T - (n—1) _
t—/ 'gb(T) dT+01 _\IJ(T)—|—01, x _90(7—)7

Asadar am redus problema la cazul precedent.

4)

Exemplul 13.23 Sd se integreze ecuatia ) - ) = —1. O reprezentare parametricd

este 23 =1, 24 = —%, 7 # 0. Obtinem dz® = dr, dz® = —%dt, deci dt = —7 dr. Se
obtine solutia generala
1 1
t:—§T2+Cl, IL':—ET + = ClT ——027' —|—C3

5. Ecuatia F(2("2 2™) =0

Daca se cunoagte o reprezentare parametrica a curbei F(u,v) = 0 si anume u = ¢(7),
v =1(7), cu ¢ si ¢ functii continue §i ¢ cu derivata continua pe [a, b], atunci integrala
generald pe [a, b] a ecuatiei diferentiale se obtine prin n cuadraturi.

Intr-adevir, luand ™2 = o(7), 2™ = (), din de ) = 2™ g, da2 =
(=1 dt, prin eliminarea lui dt gisim

Y dp=D = 2 =2 — ' (7)ah(7) dr,

(n=1) \/ / T)dr + C4, ("2 = o(T).

Asadar am redus problema la cazul precedent.

de unde

13.2.5 Ecuatii carora li se poate micsora ordinul
1. Ecuatia F(t,2® 2*+D 20y =0

Ecuatia se transforma intr-o ecuatie diferentiala de ordinul n — k prin schimbarea de
functie ) = u. Derivand si inlocuind obtinem ecuatia

F(t,u, .. .. ,u™M) =0,

Daca aceasta ecuatie poate fi integrata, sulutia sa generala va fi de forma
u(t) = p(t,Ch,...,Chy).

Integrarea ecuatiei date se reduce atunci la integrarea ecuatiei de ordinul k:

2% = o(t,Ch, ..., Chy).
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Exemplul 13.24 In ecuatia

™ sint — 2™ Veost+1 =0,

(n—1)

punem x = u §i ecuafia se transforma intr-o ecuafie liniara in w:

w'sint —ucost+1=0.

2. Ecuatia F(z,2',...,2™) =0

Prin schimbarea de functie 2’ = p, luand pe x ca variabila independentéa, reducem ordinul
ecuatiei date cu o unitate. Obtinem succesiv
dx >z d (dx) _dp dp

at ~Pae T a\at) T at T

Br d (dPx\ d [ dp\ d [ dp\  (dp 2+ L d%p
ar dt \dz ) " at \Par ) " de \Paz )P TP\ ) TP ar
dp dk—1

N . . o : . 2 .
Se observa ca derivatele Ccllt—,f se exprima cu ajutorul lui p, £, ..., =L, Inlocuite in
ecuatie ne conduc la o ecuatie de ordinul n — 1 in functia p de variabila independenta .
Exemplul 13.25 Sa se integreze ecuatia
va” — (2')? = 2%

Punem ' = p, 2" = p2 i obtinem ecuatia
) dx

d
xp—p =p® + 2%,
dx
care este o ecualie 0mogenda.
3. Ecuatia F(t,z,2,...,2) =0 omogena in z,2/,..., 2
Ecuatia fiind omogena in z, 2/, ..., z™, se poate pune sub forma

/ (n)
F<t,£,...,x_):o.
T T

. . / . .
Cu schimbarea de functie = = u, obtinem succesiv
o' =zu, v =z +u), 2" =z + 3uu +u”).

¢ o z® VI . _ . o .
Se observa ca “— se exprima in functie de u, v/, ..., u*=1 care inlocuite in ecuatie ne
conduc la o ecuatie de ordinul n — 1 in w.

Exemplul 13.26 Sa se integreze ecuatia
tra” +t(z')? — xa’ = 0.
Este o ecuatie omogend in x, x’, . Cu schimbarea de functie % = u, ob{inem
u — %u +2u* =0

care este o ecuatie Bernoulli.
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4. Ecuatia F(t,z, ‘fi—”t”, ce ‘é:—f) = 0 omogena in t,x,dt,dx,...,d"x
Fiind omogena in toate argumentele se poate pune sub forma

z dr td’x " ldnx _0

thdt’ a2’ dtn )T

Prin schimbarea de functie ¥ = u si schimbarea de variabila independentd ¢ = €7, se
transforma intr-o ecuatie careia i se poate reduce ordinul cu o unitate. Obtinem succesiv

x dx ' tdzx "y
—=u, —=Uu+u t—=u +u.
t T odt T di?

vy _1dk . A~ . . N
Se observa ci produsele t* 1flt—ff nu contin decat pe u si derivatele sale in raport cu 7

pana la ordinul k, incat ecuatia devine
Flu,u' +u,u” +4,...) =0,

care este o ecuatie ce nu contine explicit variabila independenta, de forma studiata la
punctul 2., deci careia i se poate reduce ordinul cu o unitate.

Exemplul 13.27 Fcuatia
t2wx” +t*(2')* — 5tex’ +42® =0
este omogena de ordinul 4. fmpdmfz’nd prin t? se poate pune sub forma

x T T\ 2
St () =55 - 4(—) =0.
t + (@) t + t
Punem t =€, x = tu $1 ecuatia devine
ur” + (u')? — 2uu’ = 0.

Luand acum u' = p obtinem ecuatia liniara

d 1
L +-p—2=0.
du u

5. Ecuatia F(z,t2’ t?2", ... t"z™) =0

Prin schimbarea de variabila independenta t = €7, obtinem o ecuatie careia i se poate
reduce ordinul cu o unitate. Obtinem

2
t;(j/:d—x t2x//:d_x_d_x
dr’ dr? dr
S 5y 1k (k) ISRVEDN . . dz dkz . ..
e observa cd t"z'" se exprima in functie numai de 2%, ..., 9. Prin urmare ecuatia ia
forma )
I3 de d°rz dx 0
Ty,—,—= — —,... | =
Ydr’dr? dr ’
in care nu apare explicit 7. Punem j—i = p si luam pe x ca variabila independenta. Se

reduce astfel ordinul ecuatiei cu o unitate.



Capitolul 14

ECUATII SI SISTEME
DIFERENTIALE LINIARE

Studiul ecuatiilor si sistemelor de ecuatii diferentiale liniare ofera exemplul unei teorii
inchegate, bazata pe metodele si rezultatele algebrei liniare.

14.1 Sisteme diferentiale liniare de ordinul I

Un sistem de ecuatii diferentiale liniare de ordinul intai este de forma:
j=1

unde a;; si b; sunt functii reale continue pe un interval I C R. Sistemul (I4.1]) se numeste
neomogen. Dacd b; = 0, i = 1, n, atunci sistemul ia forma:

@ = Z aij(t)r;, i=1mn, tel (14.2)
j=1

si se numeste omogen.
Prin solutie a sistemului diferential (I4.]]) se intelege un sistem de functii

(@1 (8),22(t)s .. an(t)), tel,

continuu diferentiabile pe intervalul I care verifica ecuatiile (I4.]) pe acest interval, adica:
n
w(t) =Y ay(t)z;(t) +bi(t), Vtel, i=Tn.
j=1

In general, multimea solutiilor sistemului (IZI)) este infinitd si o vom numi solutie
generala. O solutie particulara a sistemului se poate obtine impunand anumite conditii.
Cel mai uzual tip de conditii 1l constituie conditiile initiale:

x1(tg) = :r?, xo(to) = xg, oy xp(te) = :vg, (14.3)

241
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unde ty € I i (29,29, ...,2%) € R™ sunt date si se numesc valori inifiale.

Prin problema Cauchy asociata sistemului (I4.]) se intelege determinarea unei solutii

a sistemului (IZ]]) care sa verifice conditiile initiale (T4.3]).

Din punct de vedere geometric, o solutie a sistemului (I4.]]) reprezinta parametric o
curba in spatiul R", numita curba integrala a sistemului (I4.7]).

Fie matricea A(t) = ||a;;(t)||, patratica de ordinul n si vectorii din R™:

x(t) = (z1(t), 22 (), ..., 2, (1)), b(t) = (b1(t),b2(t), ..., ba(t)), X0 = (27, 25,...,22).

Fie inca aplicatia T" = T'(¢;x), liniara in x, definitd in baza canonica din R", prin

n
T(t;ej) = > a;j(t)e;. Atunci sistemul (I4.]]) se poate scrie sub forma vectoriala:
=1

xX' =A(t)x+b(t), sau x' =T(¢t; x)+b(t), tel, (14.5)

iar conditiile initiale (I4.3)):
x(to) = Xo. (14.6)

Teorema 14.1 Daca a;; st b; sunt functii continue pe I, Vty € I si oricare ar fi vectorul
xo € R", exista o singura solutie x = x(t) a sistemului liniar (14.5), definita pe intreg
intervalul I si satisfacand conditia initiala (14.6]).

< Pentru ty € I fixat, construim aproximatiile succesive:

x(t) = xq, x"(t) = x0+/T(t;xk(t))dt+/b(t) dt, tel (14.7)

to to

si ardtdm cd sirul (x*(t)) rey converge uniform pe I la solutia cautata.

In adevir, notand cu f(t,x) = T(;x) + b(t), avem pentru ¢ € I i x oarecare

unde L = sup||A(t)||, pentru ¢ € [. Prin norma unei matrice intelegem tot norma
euclidiana, adica radacina patrata din suma patratelor tuturor elementelor sale. Daca
notdm cu M = sup ||x*(t) — xp||, pentru ¢ € I, vom gdsi majorarea

(LIt —to])*

o k=0.123

[ (1) — =" ()| < M -

care atrage convergenta uniforma pe I a sirului (xk(t)) la solutia cautata. o
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14.2 Sisteme diferentiale liniare omogene

Vom studia pentru inceput sistemul diferential omogen (I4.2]), care sub forma vecto-
riala se mai scrie
xX' =A({t)x, sau X' =T(t; x), tel. (14.8)

Teorema 14.2 Dacd x'(t) si x*(t) sunt doud solutii particulare ale sistemului omogen
(T7-8) si v, a0 € R, atunci agx'(t) + aox?(t) este de asemenea solutie.

< Cum x!(¢) gi x*(t) sunt solutii, putem scrie
[ x! (1) + aox?(t)] = T(t; anx' (t) + ax?(t)). &

Teorema 14.3 Multimea solutiilor sistemului omogen (17.8) formeaza un spatiu vecto-
rial de dimensiune n.

<4 Ca multimea solutiilor sistemului (I£8)) formeaza un spatiu vectorial rezulta din
Teorema Pentru a demonstra ca dimensiunea acestui spatiu este n vom arata ca
exista un izomorfism intre spatiul S al solutiilor sistemului (I4.8)) si spatiul R™. Pentru
aceasta introducem aplicatia I' : § — R" definita prin I'(x) = x(to), pentru ¢ty € [
fixat. Evident ca I' este o aplicatie liniara. Din Teorema [I4.1] de existenta si unicitate
a solutiei problemei lui Cauchy asociata sistemului (I4.8) rezulta ca T' este surjectiva
(adica I'(S) = R") i injectiva (adica ker[' = {0}). Prin urmare, I' este un izomorfism
al spatiului S pe R". Deci, dim S = dimR" =n. >

Din Teorema [I4.3] rezulta ca spatiul S al solutiilor sistemului (I£8) admite o baza

formata din n elemente. Fie {x!(t),x?(t),...,x"(t)} o astfel de bazi, adica un sistem de
n solutii ale sistemului (I4.8)), liniar independente pe I.
Orice sistem de n solutii {x'(¢),x?(t),...,x"(¢)} liniar independente ale sistemului

(I438)) se numeste sistem fundamental de solutii.
Matricea X (t), patratica de ordinul n, ce are drept coloane coordonatele celor n
vectori solutii,

X(t) = [x*t), x*(t),...,x"(t)], tel,

se numeste matrice fundamentald. Deoarece (x*(t))" = A(t)x*(t), pentru k = T,n,
rezulta ca matricea X () este solutie a ecuatiei diferentiale matriceale

X'(t) = AX(t), tel. (14.9)

(S-a notat cu X'(t) matricea formata din derivatele elementelor matricii X (¢)). Evident,
matricea fundamentala nu este unica.

Fiind dat un sistem de n solutii ale sistemului (I4.8]), se numeste wronskianul acestui
sistem, notat cu W (t), determinantul

W (t) = det X (£). (14.10)

Teorema 14.4 Daca exista un ty € I a.i. W{(ty) = 0, atunci W(t) = 0 pentru orice
tel.
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< Deoarece W (ty) = 0, intre coloanele determinantului (I4.10), pentru ¢ = ¢, exista
o relatie de dependenta liniara, deci exista scalarii A1, Ao, ..., A\, € R, nu toti nuli, a.i.

Ax(to) + Aox2(to) + - .. 4+ AuX"(to) = 0.
Cu acesti \; formam combinatia liniara
x(t) = Mx!(t) + Ax2(t) + ...+ A\x"(t), tel.

Observam ca x(t) astfel definit este o solutie a sistemului (I4.8)) si x(ty) = 0. Dar din
Teorema[I4.]] care asigura unicitatea solutiei problemei lui Cauchy pentru sistemul (I4.8))
cu conditia initiala x(tg) = 0, rezulta ca x(t) = 0 pentru orice ¢ € I, adica intre coloanele
determinantului (T4.10) exista o relatie de dependenta liniara pentru orice ¢ € I si deci
W (t) = 0 pentru orice t € I. >

Teorema 14.5 Sistemul de solutii {x'(t),x>(t),...,x"(t)} este fundamental d.d. existd
un ty € I a.i. W(ty) #0.

< Daca sistemul {x'(¢),x?(¢),...,x"(t)} este fundamental el este liniar independent pe
I, deci pentru ty arbitrar din I, vectorii x!(¢), x*(to), . .., X"(to) sunt liniar independent;i
si in consecinta W (ty) # 0.

Reciproc, daca exista un ty € I a.d. W(ty) # 0, dupa Teorema [I44] W (t) # 0 pentru
orice t € I, deci sistemul {x'(¢),x*(t),...,x"(t)} este liniar independent pe I, adica este
sistem fundamental. >

Din teoremele precedente rezulta:

Teorema 14.6 Dacd {x'(t),x*(t),...,x"(t)} este un sistem de n solutii ale sistemu-
lui (I4.8) pentru care exista un ty € I a.i. W(ty) # 0, atunci acesta este un sistem
fundametal de solutii pentru (14.8) si solutia sa generald este de forma

x(t) = e1x () + eox*(t) + ... F X" (t) = X(t)e, tel,
in care ¢ = (c1,Ca, ..., Cy) este un vector arbitrar din R".

Exemplul 14.1 Sistemul

o4 4

1
_ — — /:2 —_ =
v=sr—gy Y =2y

admite solutiile particulare: x1(t) = 1, yi(t) =t si z2(t) = 2t%, yo(t) =13, t € (0,00).
Deoarece W (t) = —t3 # 0, cele doud solutii formeazd un sistem fundametal de solutii
pentru sistemul dat si deci solutia generala este

o(t) =c1 +2ct%, y(t) =cit+cot’.
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14.3 Sisteme diferentiale liniare neomogene
Vom studia acum sistemul diferential neomogen
xX' =A({t)x+b(t), sau x' =T(t; x) +b(t), tel. (14.11)

Un prim rezultat se refera la structura multimii solutiilor.
Teorema 14.7 Fie X (t) o matrice fundamentala a sistemului omogen corespunzator
(14.8) si x*(t) o solutie particulara a sistemului neomogen (14.11). Solutia generald a
sistemulut neomogen este suma dintre solutia generala a sistemului omogen si o solutie
particulara a sistemului neomogen, adica

x(t)=X({t)c+x*(t), tel, (14.12)
unde ¢ € R" este un vector arbitrar.

< Fie x(t) o solutie a sistemului neomogen. Punem y(t) = x(¢) — x*(¢). Avem
y=x—x"=Ttx)+b— (T(t;x*)+b)=T(t;x —x*) =T(t;y),

deci y(t) este solutia generala a sistemului omogen, adica y(t) = X(¢)c, c € R" si deci

are loc (I412). »

Teorema 14.8 (Metoda variatiei constantelor) Fie X (t) o matrice fundamentald
a sistemului omogen (14.8). Atunci o solutie particulard a sistemului neomogen (14.11])
este

x*(t) = X(t) u(t) = ui (t)x' (t) +ua(t)x*(t) + -+ + un(t)x" (1), (14.13)
unde functia u : I — R"™ este data, pana la un vector constant aditiv, de

u(t)=X"'t)b(t), tel. (14.14)

< Cautam o solutie particulara pentru sistemul neomogen de forma solutiei generale a
sistemului omogen, in care vectorul c il presupunem o functie u(t), deci de forma (I£13).
Derivand si inlocuind in ([I4.17), se obtine

X'(H)u(t) + X (1) u'(t) = AH)X () u(t) + b(t),

care impreuna cu (I49) da X (¢)u/(t) = b(t). Dar W(t) # 0, deci existd X 1(¢), incat
u'(t)=X"1t)b(t), t €I

Din (I4.12)), (I413)) si (I£14) rezulta ca solutia problemei lui Cauchy pentru sistemul
(TZI1) cu conditia initiala x(ty) = xq este

x(t) = X ()X (o) xo + /X(t)X—l(s)b(s) ds, tel. (14.15)

Matricea U(t,s) = X (t)X ~!(s) se numeste matricea de tranzitie a sistemului.
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Exemplul 14.2 Fie sistemul liniar neomogen

x’—4x—4 +1
- rIYTY

, 1
; ysz—;y—l—t, t € (0,00).

Asa cum am vavut, solufia generald a sistemului omogen corespunzator este
o(t) =c1 +2ct%, y(t) =cit+cat’.
Cautam pentru sistemul neomogen o solufie particulara de forma
¥ (t) = u(t) + 22 v(t), y(t) =tu(t) +t2v(t).
Deriwand si inlocuind in sistem, obtinem
w+ﬁdza tu + 30 =t

sau, rezolvand in privinta lui u' siv':

o = 9 1 , 1 N 1
ST 2 3
de unde, prin integrare
1 1
H=2t—Int, v(t)=>——.
w(t) =2 —Int, o) =5 — 5

Inlocuind in 2*(t) si y*(t), obtinem solutia particulard a sistemului neomogen
* * 2 1
z*(t) =4t — 1 —Int, y*(t) =3t —ét—tlnt
st deci solutia generala a sistemulut neomogen este

1
z(t) = c; + 2cot* + 4t — 1 — Int, y@y:qt+@§+3¥—§t—ﬂnut>0.

Problema cea mai dificila in rezolvarea unui sistem liniar o constituie determinarea
unui sistem fundamental de solutii.

In cele ce urmeazd vom ardta ci in cazul particular cand matricea A a sistemului este
o matrice constanta, problema determinarii unui sistem fundamental de solutii se reduce
la o problema de algebra liniara si anume la determinarea valorilor proprii si a vectorilor
proprii ai matricei A.
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14.4 Sisteme diferentiale liniare cu coeficienti con-
stanti
Consideram sistemul diferential liniar omogen cu coeficienti constanti
x' = Ax, sau x' =T(x), teR, (14.16)
unde A = ||a;;|| € M(R) este o matrice patratica cu elemente constante.
Aplicatia T': R — R" definita prin T'(e;) = Zn: aije;, j = 1,n, este o transformare
liniara pe R™. -
Teorema 14.9 Functia x : R — R", definita prin
x(t) =ueM, teR, (14.17)

este o solutie a sistemului (14.16) d.d. X\ este valoare proprie a transformarii liniare T,
tar u vector propriu corespunzator.

< Derivand (I4.17) si inlocuind in (I4.16), obtinem
T(u) = Au. (14.18)

Deci A trebuie sa fie valoare proprie pentru 7', iar u vector propriu corespunzator.
Reciproc, daca u este vector propriu al transformarii liniare T corespunzator valorii
proprii A, atunci are loc (IZIX), de unde prin inmultire cu e, gdsim ci x(t) dat de
(I4I7) este solutie a sistemului (I4.16]).
Pentru a obtine solutia generala a sistumului (I4.16) sunt necesare n solufii liniar
independente, care in general nu pot fi toate de forma (I4.IT) deoarece nu orice transfor-
mare liniara poate fi adusa la expresia canonica.

Teorema 14.10 Daca transformarea liniara T poate fi adusa la expresia canonica, adica

existd n vectori proprii ul, u?, ..., u” liniar independenti, corespunzatori valorilor pro-
prii A1, Aa, ..., Ay nu neaparat distincte, atunci functiile
x'(t) = uleM x?(t) = u?e, .. x"(t) = u"eM!, teR (14.19)

formeaza un sistem fundamental de solulii pentru sistemul diferential (17.16]).

< Prin ipoteza sistemul {u',u? ... u"} de vectori din R" formeaza o bazd in R" in
care matricea transformarii 7" are forma diagonala diag{Ai, Ao, ..., A\, }, deci
T(u*) = \u*, k=Tn (14.20)

Conform teoremei precedente, functiile (I£19) sunt solutii ale sistemului (IZ£10). Pentru
a forma un sistem fundamental de solutii este necesar sa fie liniar independente. Fie deci
combinatia liniara

arx' () + aox*(t) + -+ a,x"(t) =0, te€R.
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Tinand seama de ([I4.19]), urmeaza

ajuteMt + apuett + -+ oznu”e’\"t =0, teR.

Deoarece {u',u? ... u"} formeazd o bazi in R", rezulti ci egalitatea precedenti are

loc numai dacd oy =0, ay =0, ..., a, = 0 si deci vectorii x*(¢), x*(¢), ..., x"(t) sunt
liniar independenti. >

Exemplul 14.3 Sa determinam solutia generala a sistemului

/

¥ =3y—4z, ¢y =-2 I =-2x+y.

Matricea transformarii liniare asociate este

03 —4
A= 00 -1
-2 1 0

FEcuatia caracteristicd a transformarii liniare T este > — 7T\ — 6 = 0, cu raddcinile
A = =1, \y = =2, \3 = 3, simple. Deci transformarea T poate fi adusa la expresia
canonica. Vectorii proprii corespunzatori sunt

u' = (1,1,1), u*=(52,4), u’=(51,-3).
Deci functiile
x'(t) =e'(1,1,1), x*(t)=e%(5,2,4), x*(t)=¢e%(51,-3)
formeaza un sistem fundamental de solutii. Solufia generala a sistemului se scrie atunci

z(t) = cre™" + bege % + Heze,
y(t) = cre™t + 2c0e7 2 + 33, teR.
2(t) = cre”! + dege ™t — 3eze

Daca ecuatia caracteristica admite o radacina complexa A;, atunci Ay = Ay, conjugata
sa complexa, este de asemenea o radacina. Vectorii proprii corespunzatori vor avea
coordonate complex conjugate. Deoarece e’ = cos@ + isin 6 si deci

1 . A 1 . .
5(629 + 7y = cos ¥, 2—2,(620 — e ) =sing,

putem inlocui solutiile complexe corespunzatoare x'(t), x*(t) (complex conjugate) prin
solutii reale, efectuand schimbarea

y'(t) = %(Xl(t) +x%(1),  y(t) = oo (x'(t) —x*(1)).
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Exemplul 14.4 Sa determinam solutia generala a sistemului

Ecuatia caracteristica este \2 +1 = 0 si deci \y = i, Ay = —i, iar vectorii proprii
corespunzatori u' = (1,7), u? = (1, —i). Un sistem fundamental de solutii (complexe) va

fi

x'(t) = (e",ie), x*(t) = (e, —ie™™).
Prin schimbarea precedenta, obtinem sistemul fundamental de solutii (reale)
y'(t) = (cost, —sint), y*(t) = (sint,cost),
incat, solutia generala a sistemului diferential dat se va scrie
x(t) = cycost + cysint,  y(t) = —cysint + co cost.

Daca transformarea liniara T' nu poate fi adusa la expresia canonica si A este o valoare
proprie multipla de ordinul m, atunci se poate cauta o solutie de forma

x(t) = Pp_1(t)eM, teR

unde P, () este un vector ale carui coordonate sunt polinoame de grad cel mult m — 1.
Daca Ay, Ao, ..., A\s sunt valorile proprii ale transformarii liniare T i mq, mao, ..., ms
ordinele lor de multiplicitate, cu my + mo + ... + m, = n, solutia generala a sistemului

(I416) va fi de forma
x(t) =) Pu, (), teR
k=1

unde P,,,, _1(t) sunt vectori ale caror coordonate sunt polinoame de grad cel mult my — 1,
k = 1,s. Coeficientii acestor polinoame se determind prin identificare, in functie de n
dintre ei, alesi drept constante arbitrare.

Acest mod de a obtine solutia generala a sistemului se numeste metoda coeficientilor
nedeterminati.

Exemplul 14.5 Sa determinam solutia generala a sistemului
o=y, Yy =—x+2

Ecuatia caracteristicd este (A — 1)> = 0 si deci \y = 1, cu my = 2, iar vectorul pro-
priv corespunzitor u' = (1,1). Transformarea liniara T nu poate fi adusd la expresia
canonica. Cautam atunci solutia generala sub forma

z(t) = (a+bt)e', y(t) = (c+ dt)e".

Derwand si inlocuind in sistem, obfinem pentru a, b, c, d sistemul: a +b = ¢, b = d,
a—c+d=0,b—d=0, care este compatibil dublu nedeterminat. Luand a = c1, b = co,
gasim ¢ = ¢y + co, d = ¢o a.i. solutia generald va fi

z(t) = (e1 + cat)e',  y(t) = (a1 + c2 + cat)el.
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14.5 Ecuatii diferentiale liniare de ordinul n
Sa consideram ecuatia diferentiala liniara de ordinul n, neomogena
2™ 4 a, ()" 4 a, (e = f(t), tel (14.21)
si ecuatia omogena asociata
2™+ a, ()" 4 e, (D=0, tel (14.22)

unde a,(t), i = 1,n si f(t) sunt functii continue pe intervalul I.

Ecuatia diferentiala (I4.21]) (respectiv (I4.22)) se reduce la un sistem diferential de
ordinul I. Asociem functiei necunoscute z, functia vectoriala x = (z1,xs,...,x,) prin
relatiile

vi=x, xo=21, x3=2a", ..., z, ="V, (14.23)

Cu aceasta substitutie, ecuatia neomogena ([4.2]]) este echivalentd cu urmatorul sistem
diferential liniar de ordinul intai

~

T, = Tit1, izlan_lv
{ v = —an(t)ar — - — ay()en + F(1). (14.24)
Mai precis, aplicatia A definitd prin x = A(x) = (z,2/,...,2(""Y) este un izomorfism

intre multimea solutiilor ecuatiei (I£2]]) si multimea solutiilor sistemului (I4.24]).
Ecuatiei omogene (I4.22)) 1i corespunde prin izomorfismul A sistemul liniar omogen

= —ap(t)ry — - — ar(t)zy,. (14.25)

{ rh=x, i=1,n-—1,

Din teorema de existenta si unicitate a solutiei pentru sisteme diferentiale, rezulta:
Teorema 14.11 Oricare ar fi to € I si oricare ar fi (zo,x),...,v™ V) din R™ existd o
singura solutie v = x(t) a ecuatiei (14.21)), definita pe intreg intervalul I si care satisface
conditiile initiale

x(t()) = Xo, I/(to) = x{h crey $E)n_1) (tO) - x(()n_l)~ (1426)

Conform Teoremei [I4.3] de la sisteme diferentiale avem:

Teorema 14.12 Multimea solutiilor ecuatiei omogene (14.22) formeaza un spatiu vec-
torial de dimensiune n.

Fie {z!(t),z%(t),...,2"(t)} o baza in acest spatiu, adica n solutii liniar independente
ale ecuatiei (I£.22). Ca si in cazul sistemelor diferentiale liniare, un sistem format din n
solutii liniar independente ale ecuatiei (IZ.22]) il vom numi sistem fundamental de solutii.

Cum prin izomorfismul A fiecarei solutii z(t) a ecuatiei omogene ii corespunde o solutie

x(t) = (z(t),2'(t),..., ="V (1))
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2

a sistemului omogen, sistemului de solutii {z', z%,..., 2"} 1i corespunde matricea

x@=| @ @@y . (14.27)
e G e

Fie inca W (t) = det X (t) wronskianul sistemului de solutii. Din Teorema [I4.5] deducem
atunci:

Teorema 14.13 Sistemul de solutii {z'(t), z*(t), ..., 2" (t)} este fundamental d.d. existd
un to el a.i W(to) 7é 0.

In final, obtinem din Teorema [14.6t

Teorema 14.14 Fie {z'(t),2*(t),...,2"(t)} este un sistem fundamental de solufii pen-
tru ecuatia (14.23), atunci solutia generald a ecuatiei (14.29) este

2(t) = c1z'(t) + e2®(t) + -+ + cua”(t), tel, (14.28)
unde cq,Cs, . .., c, sunt constante arbitrare.

Exemplul 14.6 Ecuatia diferentiald " + a*x =0, a € R\ {0} admite solutiile z*(t) =
cosat, x*(t) = sinat. Wronskianul sistemului {z'(t),z%(t)} este

W(t): cos at sin at -

—asinat acosat

Deci {x'(t), z%(t)} formeazd un sistem fundamental de solutii pentru ecuafia datd, iar
solutia ei generala este

x(t) = cicosat + cpsinat, t € R.
cu ¢q,co constante arbitrare.

Din Teorema [I4.7 de la sisteme liniare neomogene, rezulta ca solutia generala a
ecuatiei liniare neomogene de ordinul n, este de forma

x(t) = crot (t) + cor®(t) + - - - + ™ (t) + ¥ (1), t € 1, (14.29)

unde {z'(t), 22(t),...,2"(t)} este un sistem fundamental de solutii pentru ecuatia omo-
gena asociata, iar z*(t) este o solutie particulara a ecuatiei neomogene.

O solutie particulara pentru ecuatia neomogena se poate cauta prin metoda variaties
constantelor deja utilizata pentru sisteme; vom lua deci 2*(t) de forma

() = uy ()2 (t) + ug ()2 (t) + - - + up(t)2"™(t), (14.30)
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in care {z'(t),z%(t),...,2"(t)} este un sistem fundamental de solutii pentru ecuatia
omogena, iar u(t) = (ui(t), us(t), ..., u,(t)) este o solutie a sistemului (I4.14)

X(t)u'(t) = b(t), (14.31)
cu b(t) = (0,0,..., f(t)), dupa cum rezulta din (I£24]), adica

............................... (14.32)
. (x")(”—Q)u’n =0
N (x”)(”‘l)ug = f(t)

Deoarece det X (t) = W (t) # 0 pe I, sistemul (I£32) determina in mod unic functia
u/(t). Solutia sa se scrie
u'(t) = X 1(t)b(t). (14.33)

De unde se determina atunci u(t) pana la un vector c arbitrar.

Exemplul 14.7 Fie ecuatia 2" + a*r = cosat, a € R\ {0}. Solutia generald a ecuatiei
omogene asociate este
x(t) = ¢y cosat + cysinat, t € R.

Cautam o solutie particulara pentru ecuatia neomogenda sub forma
z*(t) = uy(t) cosat + us(t) sinat, t e R.

in care u)(t) gi uh(t) verifica sistemul

ujcosat + upsinat =0, —au] sinat + auy cos at = cos at.
Rezulta
! ! sin 2at, . ! (1 + cos 2at)
N, = —— 5 == — .
! 2a 2 a
De unde, pana la constante aditive arbitrare, obtinem
(t) L cos2at (t) L L Gnoa
u = —cos2at, wus(t)=— — sin 2at.
! 4a? ro 2a 4a?

Avem deci solutia particulara

. 1 1
x*(t) = @cosat—i- %tsmat, teR.
Solutia generala a ecuatiei date se scrie atunci
. 1 I, .
x(t) = ¢y cosat + cosinat + — cosat + —tsinat, t e R.
4a? 2a

cu ¢y, co constante arbitrare. Solutia problemei lui Cauchy cu conditiile initiale x(m/a) =
0, 2'(7/a) = —7/2a, cum ¢y = — 5, 2 =0, este x(t) = £ sinat.
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14.6 Ecuatii de ordinul n cu coeficienti constanti

O ecuatie diferentiala liniara
L,(z) = apr™ + a1V 4 a2+ apr =0, ag#£0 (14.34)

unde a;, 1 = 0, n sunt constante reale, este o ecuatie de ordinul n, cu coeficienti constanti,
omogena.

Pentru aceasta clasa de ecuatii putem determina totdeauna un sistem fundamental
de solutii.

Cautam o solutie de forma z = €. Deoarece 1*) = r*e™ inlocuind in ecuatia (T434)
obtinem e K, (r) = 0, unde

Kn(r) = agr™ + ayr ' + -+ ap_y7 + a, = 0. (14.35)

Prin urmare, numarul r (real sau complex) trebuie sa fie radacina a ecuatiei algebrice
(T437) pe care o vom numi ecuafia caracteristicd a ecuatiei diferentiale (T£34).

In cele ce urmeazi vom analiza modul in care se poate obtine un sistem fundamental
de solutii in functie de natura radacinilor ecuatiei caracteristice.

14.6.1 Ecuatia caracteristica are radacini distincte

Teorema 14.15 Daca ecuatia caracteristica are radacinile simple ry, o, ..., 1y, atunci
solutiile particulare

zi(t) = et mo(t) = e a1, (t) = e, (14.36)
formeaza un sistem fundamental de solufii ale ecuatiei (14.57).

< Ca functiile (I4.36) sunt solutii rezulta din teorema precedenta. Wronskianul acestui
sistem de solutii este

1 1 o1
r r R
WO = eS| ~en (100 1m0
k=1 e k=1 1<j<i<n
(A ¢ St

deoarece r; # r; pentru i # j. Deci solutiile (IZ.30) formeaza un sistem fundamental de
solutii. >

Daca toate radacinile ecuatiei caracteristice sunt reale, atunci solutia generala a
ecuatiei diferentiale (I4.34)) este de forma

z(t) = cre™t + ™ 4+ -+ ™, teR. (14.37)

Daca ecuatia caracteristica are o radacina complexa r = o+ i3, atunci si 7 = o — i3
este radacina, si solutiile cu valori complexe

et iBt — eot(cos Bt + isin ft), e @ = ¢ (cos Bt — i sin Bt),
pot fi inlocuite in (I4.37) prin solutiile cu valori reale
1

§(€(a+z,@)t + e(a—zﬁ)t> B 5t7 ?<e(a+zﬁ)t _ e(a—z,@)t) — % gin 5t
]
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14.6.2 Ecuatia caracteristica are radacini multiple

Teorema 14.16 Daca ecuatia caracteristica (14.33) are radacina multipla v = o, de
ordinul de multiplicitate m + 1, atunci functiile

sunt solutii liniar independente ale ecuatiei (14.54).

< Pentru orice t € R si r real sau complex, are loc identitatea
L(e) = e K,(r).
Sa derivam aceasta identitate de p ori in raport cu r, p = 1, m,

L) = [ Ko (r).

r

Sa observam ca operatorul L, comuta cu derivata in raport cu r deoarece L, este un
operator liniar cu coeficienti constanti, iar e’ are derivate de orice ordin continue. In
membrul drept vom aplica regula lui Leibniz de derivare a unui produs. Putem deci scrie

Ly(tPe™) = e [tP K, (r) + Cot? 'K (r) + - + C;,’K,(Lp)(r)]. (14.38)

Pe de alta parte, daca r = « este radacina multipla, de ordinul de multiplicitate m + 1,
a ecuatiei caracteristice K, (r) = 0, atunci

Kn.(a) =0, K/ (a) =0, ..., K™ (a) =0, K" (a) #0. (14.39)

Din (I4.38)) rezulta atunci ca L, (tPe*!) = 0, pentru p = 0, m.

Solutiile tPe*, p = 0, m, sunt liniar independente pe R deoarece functiile t*, p = 0, m,
sunt liniar independente pe R. >

Daca radacina r = « a ecuatiei caracteristice este reala, atunci contributia ei la solutia
generala a ecuatiei diferentiale (I4.34)) este de forma

z(t) = (co+at+--+cut™e™, teR. (14.40)

Daca ecuatia caracteristica are o radacina complexa r = o + i3, atunci §i 7 = o — i3
este radacina, si solutiile cu valori complexe

tPele Bt — #Pet(cos Bt +isin ft), tPel@ Bt = tPe (cos Bt — isin ft),

pot fi inlocuite prin solutiile cu valori reale

1 . .
étp(e(o‘“ﬂ)t + e(aﬂmt) = tPe® cos fAt,

%tp(e(a“ﬂ)t - e(o‘_iﬁ)t) = tPe™ sin 3t,
i
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cu p = 0, m, contributia acestei radacini la solutia generala a ecuatiei diferentiale (I4.34])
fiind de forma

2(t) = (O cpt)e cos B+ (Y ) i7)e sin Bt.
p=0

p=0
Pentru determinarea unei solutii particulare a ecuatiei neomogene

Lo(z) = apz™ 4+ a1z Y + -+ 4 a, 10" + a,z = f(1),
putem folosi metoda variatier constantelor.

Exemplul 14.8 Sa se integreze ecuatia
o = — teR\{ng}.

Ecuatia omogend z" + x = 0 are ecuatia caracteristicd r* + 1 =0, cu raddcinile r, = 1,
ro = —i. Solutia generald a ecuatiei omogene este deci

x(t) = ¢y cost + cosint.
Cautam o solutie particulara pentru ecuatia neomogena sub forma

x*(t) = uy(t) cost + uy(t) sint,

cu
uy cost 4+ upsint = 0, —u’lsint—i—u;costzcost,
de unde vy = —tgt, uh =1 gi deci
ui(t) = In|cost|,
Uz(t) = t,

incat, solutia generala a ecuatier neomogene va fi
x(t) = ¢y cost + cosint + cost - In| cost| + tsint.

In unele cazuri particulare putem gasi o solutie particulara, prin identificare, fara a
apela la metoda variatiei constantelor. Un astfel de caz este cel in care termenul liber al
ecuatiei neomogene este de forma

f(t) = P(t)e® cos Bt + Q,,(t)e™ sin B,
unde Pp,(t) si Qi (t) sunt polinoame, m = max{grad P, (t), grad Q,,,(t)}.
In acest caz se poate cauta o solutie particulara de forma
T (t) = Pi(t)e™ cos Bt + Q7 (t)e™ sin ft,

in care P (t) i QF,(t) sunt polinoame de grad cel mult m, ai caror coeficienti se determina
prin identificare.

Daca r = a + 13 este radacina a ecuatiei caracteristice, de ordin de multiplicitate p,
atunci, pentru a fi posibila identificarea, solutia particulara se cauta de forma

a*(t) = t' P’ (t)e™ cos Bt + tPQ7, (t)e™ sin [t.
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Exemplul 14.9 Sa se gaseasca solutia generala a ecuatier
o™V 422" 4 52" + 82" + 4x = 40~ + cost.

Ecuatia caracteristicd r* 4 213 4+ 512 + 8r +4 = 0 are raddcinile ri = ry = —1 si 13 = 21,
ry = —2i. Solutia generala a ecuatiei omogene se scrie

2(t) = (c1 + cat)e " + c3cos2t + ¢4sin2t, t e R.

Deoarece r = —1 este radacina dubla pentru ecuatia caracteristica, vom cauta o solutie
particulara de forma
2*(t) = At’e" + Bcost + Csint.

Introducdnd in ecuatie si identificand coeficientii, se gaseste A =4, B =10, C =1/6 gi
deci solutia generala a ecuatiei neomogene va fi

1
z(t) = (c1 + cat)e™" + c3cos 2t + cysin 2t + 4t?e™" + 6 sint, teR.

14.7 Ecuatia lui Euler

O ecuatie diferentiala liniara de ordinul n de forma
apt"z™ + ayt" Y 4o 4, gt + anz = f(t), (14.41)

cu a;, © = 0,n constante reale, se numeste ecuafia lur Euler.

Prin schimbarea de variabila independenta |t| = €7, ecuatia (IZ41]) se transforma
intr-o ecuatie diferentiala liniara cu coeficienti constanti.

Intr-adevar, luand, pentru t > 0, t = €7, gasim

2
t:z:':d—x t2x":—dm—d—$
dr’ dr?  dr’

adica, t*2*) este o combinatie liniard cu coeficienti constanti de derivatele pani la ordinul
k ale functjiei x in raport cu 7. Inlocuind in (IZ4T]) obtinem o ecuatjie liniara cu coeficienti
constanti, de forma

A1z dz

d"x
b oot by — + by = f(e7). 14.42
drm + Ydrn—1 tor O Ydr +bnz = f(e7) ( )

bo

Pentru t < 0 se ajunge la acelasi rezultat.
Ecuatia omogena corespunzatoare ecuatiei (I4.42)) admite solutii de forma e*”, unde
r = « este o radacina a ecuatiei caracteristice. Revenind la ecuatia initiala si observand
ca e = (e7)* = |t|*, deducem ca ecuatia Euler omogena admite solutii de forma [¢|“.
Cautand pentru ecuatia Euler omogena o solutie de forma

£(t) = A, A0,
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gasim ecuatia caracteristica a ecuatiei Euler
K,(r)=ayr(r—1)---(r—=m+1)+---4+a,_1r+a, = 0.

Fie ry, r9, ..., r, radacinile ecuatiei caracteristice. In functie de ordinele de multi-
plicitate si natura acestor radacini, se determina, la fel ca la ecuatia diferentiala liniara
cu coeficienti constanti, un sistem fundamental de solutii.

Daca toate radacinile ecuatiei caracteristice sunt reale, atunci solutia generala a
ecuatiei diferentiale (IZ41]) este de forma

x(t) = c|t|™ 4+ colt|* + -+ cult|™, te RN\ {0}

Daca ecuatia caracteristica are o radacina simpla complexa r = «a + i3, atunci si
T = a — i3 este radacina, si lor le corespund solutiile cu valori reale

[t cos(BIn [t]),  |t|* sin(B1n [¢]).

Daca r = « este radacina reala de ordinul de multiplicitate m + 1 a ecuatiei caracte-
ristice, atunci contributia ei la solutia generala este de forma

z(t) =(co+ecilnft| +---+ ¢, In™[t])]H|*, te R\ {0}

Daca ecuatia caracteristica are o radacina complexa r = a + 13, de ordinul de multi-
plicitate m + 1, atunci si 7 = a — 0 este radacina de acelasi ordin de multiplicitate, si
contributia acestor radacini la solutia generala este de forma

m m

x(t) = (Z cp InP |t])[t|* cos(BInt]) + (Z ¢, I [t])[t|* sin(In |t]).

p=0 p=0

Pentru determinarea unei solutii particulare a ecuatiei Euler neomogene putem folosi
metoda variatier constantelor.
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