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PREFATA

Cartea de fata se adreseaza, in primul rand studentilor facultatilor
de matematica si informatica din anii I si II, dar §i absolventilor de
linvatamadnt superior care se pregatesc pentru examenele de licenta.

Datorita caracterului ei sintetic, lucrarea poate fi un breviar pentru
studentii facultatilor cu profil tehnic sau de arhitecturd §i poate fi urmarita
de toti iubitorii de geometrie diferentiala, care doresc sa isi completeze
cunogstintele de matematici superioare.

Aparatul matematic folosit nu depaseste cadrul analizei matematice
studiate in anul I, insa cunostintele de geometrie analitica sunt
fundamentale.

Lucrarea Lectii de geometrie diferentialda nu  este un tratat de
specialitate, ea constituie un suport la cursul de Geometrie Il, tinut de
catre autori la Facultatea de Matematica si Informatica din cadrul
Universitatii Spiru Haret, in semestrul al Il-lea al primului an de studiu,
dupa noua programa analitica.

Continul teoretic, succint prezentat si insotit de numeroase exemple,
Jjustificarile date fiecarei proprietati sau relatii contribuie la consolidarea
cunostitelor de geometrie a viitorului matematician sau informatician.

Autorii multumesc pe aceastda cale tuturor celor care vor sustine cu

observatii pertinente mesajul acestei lucrari.

Autorii






INTRODUCERE

Geometria analitica studiaza proprietatile curbelor si suprafetelor, in
particular, a dreptelor si planelor, cu ajutorul calculului algebric.

Asociind fiecdrui punct din plan sau din spatiu un sistem ordonat de
doua, respectiv, trei numere — coordonatele punctului, care 1i fixeaza pozitia
fata de un sistem de referintd dat, rezulta ca unei figuri (curba sau suprafata)
ii corespunde o anumitd reprezentare analiticd care pune in bijectie
proprietatile figurii de cele ale reprezentarii analitice respective.

Exista si unele proprietati ale curbelor sau suprafetelor, pentru studiul
carora metodele de calcul algebrice sunt insuficiente, de aceea este necesara
o noud abordare analitica, de data aceasta, realizatd cu ajutorul aparatului
analizei matematice, in special a calculului diferential.

Studiul diferential al curbelor si suprafetelor, precum si altor entitati
geometrice, constituie obiectul geometriei diferentiale.

Inceputurile geometriei diferentiale se impletesc cu cele ale analizei
matematice, in a doua jumatate a secolului al XVII-lea si in prima jumatate
a secolului al XVIII-lea cand a fost elaborata teoria curbelor plane.

Studiul suprafetelor a fost realizat ceva mai tarziu, in a doua jumatate
a secolului al XVIlI-lea, Euler a studiat curburile sectiunilor normale ale
suprafetelor, propietatile suprafetelor desfasurabile si unele proprietati ale
curbelor din spatiu. Prima carte de geometrie diferentiala, Application de
[’analyse a la géométrie a fost publicatd in 1807 de Monge, creatorul scolii
franceze de geometrie diferentiala.

Gauss a avut o contributie deosebitd in dezvoltarea geometriei
diferentiale. In memoriul, Disquitiones generales circa superficies curvas,
publicat in 1828, Gauss utilizeaza pentru prima data coordonatele curbilinii si
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introduce prima si apoi, a doua forma fundamentala ale unei suprafete.
Interesat de studiul geodeziei, defineste curbura totala a suprafetei cu ajutorul
reprezentarii sferice si studiaza liniile geodezice.

Creearea primei geometrii neeuclidiene de citre Lobacevski (1826) si
introducerea de catre Riemann a spatiilor care 11 poartda numele (1854),
au contribuit la largirea orizontului geometriei diferentiale.

La not in tard, primele lucrdri de geometrie diferentialda apartin lui
Bacaloglu (1859) care a considerat o altd curburd a suprafetei In afara
curburii totale si a curburii medii. Insd primul geometru roman ale carui
lucrari au atras atentia matematicienilor din lumea intreaga a fost 7ifeica.

Acesta a introdus o clasd de curbe si o clasa de suprafete care astdzi i
poarta numele.

O contributie importanta in ramurile geometriei diferentiale moderne, a
avut-o Vrdnceanu, creatorul teoriei spatiilor neolonome.

In cartea de fatd se studiazi elementele principale care stau la baza
geometriei diferentiale a curbelor si suprafetelor. Notatiile folosite sunt cele
clasice, iar eventualele schimbari de la regulile de notatie sunt semnalate pe
parcursul aceste carti.

In Capitolul introductiv 1 sunt reaminitite pe scurt notiunile generale
asupra vectorilor si operatiilor cu vectori si sunt date cateva din criteriile de
diferentiabilitate ale unor clase de functii vectoriale cu una si, respectiv doua
argumente scalare.

In al doilea Capitol sunt studiate notiunile fundamentale ale geometriei
diferentiale ale curbelor plane, iar pentru aprofundare facem trimitere la
bibliografia de la sfarsitul acestei carti.

In Capitolul 3 sunt prezentate citeva din proprietitile de bazi ale
geometriei curbelor straimbe care decurg direct din cele studiate in capitolul
precedent. De asemenea, sunt prezentate triedrul si formulele lui Frenet
asociate unui punct pe o curba stramba.

Geometria diferentiald a suprafetelor constituie nucleul lectiilor
prezentate 1n aceastd lucrare, iar intelegerea rezultatelor principale ale
Capitolului 4 se bazeaza implicit pe cunoasterea temeinicd a notiunilor
prezentate 1n celelalte capitole.
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Capitolul 1

ELEMENTE DE ANALIZA VECTORIALA

1.1. Vectori in spatiu. Operatii cu vectori

Reamintim urmatoarele notiuni studiate la cursul de geometrie analitica.
Norma sau lungimea unui vector
v=vi+v, j+v k
este scalarul real pozitiv definit prin

==z o2

Directia sau versorul e al vectorului v este vectorul de lungime egald cu
unitatea ale carui componente sunt

Y - v, - A%
X i+ Y

e =
2 2 2 2 2 2
\/vx +v, +V] \/vx +v, + V]

Fie vectorii u si v definiti prin
u=ui+u,jtuk; v=vi+tv, j+v.k
Introducem urmatoarele operatii:

1°) Suma a doi vectori
Zt+;:(ux +vx)f+(uy +vy)}'+(uz +vz)7c
2°%) Produsul unui vector cu un scalar
a ;z(avx)f+(avy)}+(avz)l;; aeR

3% Produsul scalar a doi vectori este prin definitie

=l ees( )

iar expresia analitica este data de relatia

u-v=uyv, +uy +uyv,
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4°) Produsul vectorial a doi vectori este prin definitie

i j ok
uxv=lu, u, u,/l.
vx vy Vz

Modulul produsului vectorial este

oo =fellfsin{ ).

Daca
w=wit+w, j+wk
este un alt vector, atunci se defineste
5% Produsul mixt a trei vectori prin

o = —\Not ,_, .\ —
(M,V,W)Z(MXV)'WZ V. Vy V.|

Cu aceste operatii introduse sa amintim cateva din consecintele mai importante

ce decurg din definitii.
Py) Unghiul a doi vectori se poate exprima cu ajutorul relatiei
==\ u-v UV, +uy, v,
coslu,v|=
| i v Ju? i v

P,) Conditia ca doi vectori sa fie ortogonali este

=

<!
Il
o

P3) Conditia ca doi vectori sa fie coliniari este
uxv=0.
P4) Conditia ca trei vectori sa fie coplanari este

(1x7)- w=0.
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1.2. Functii vectoriale de un argument scalar

Fie I cRun interval si M € R’ raportat la un sistem ortogonal xOyz.

Functia vectoriald r :/ - R® definita prin:
r=r(t)=x(t)i+y(t)j+z(t)k, Vtel (1.1)
se numeste vectorul de pozifie al punctului M, unde i, j, k sunt versorii
axelor de coordonate (vezi figura 1.1).
Pe componente relatia se scrie:
x=(t)
(C): yzy(l), (te])
z=z (t)
Cand ¢ variaza 1n intervalul /, punctul M descrie curba (C) din spatiu.
Asadar, curba(C) este imaginea geometrica a functiei vectoriale (1.1)
si se numeste ecuatia vectoriald a curbei (vezi figura 1.1).
Daca
;(t) = g; te [a,b]
atunci spunem ci vectorul este constant si in acest caz r pastreazi directia si
modulul constante.
Presupunand ca functiile scalare x(¢), y(¢), z(¢) sunt derivabile pe I, functia
vectoriald (1.1) este derivabila pe /, iar derivata sa este prin definitie
= (’)2%222}) r(t+A2—r(t)’ (1.2)
unde Areste o crestere arbitrard a argumentului astfel Incat 7+ Az e l.
Relatia (3) scrisd pe componente devine

x(t+Ar)—x(1) y(t+At)—y(1)

x'(t)=£ir}) At ’ y'(l)zijir%) At ’
(1.3)
, . z(t+At)—z(t
2 (0)- i 22020

15



V4
M
/N (©
'/éA
i >
O j y
Fig. 1.1 @

Mai departe, rezulta ca intr-un punct ¢ € 7, derivata unei functii vectoriale

se obtine derivand componentele scalare ale functiei:
P(e)=x'(t)i+y'(6)j+2(t)k (1.4)
Daca functia vectoriald (1.1) admite derivate pdna la ordinul k (k>1)

si sunt continue, atunci spunem cd functia ;() este de clasa C*[a,b].

Interpretarea geometrica a derivatei 7(t)

Fie punctele M, M'e(C)de vectori de pozitie, respectiv

F(t)=OM; F(t+At)=0M (1.5)
Atunci vectorul (vezi figura 1.2)
Ar=r(t+At)-r(t) (1.6)

. . A . -
este situat pe coarda MM, iar vectorul X: are acelasi suport cu Ar.

Pentru Ar — 0, punctul M — M', iar secanta MM' devine tangenta MT.
Prin urmare, vectorul F(t)are directia tangentei in M la curba (C).

Sensul pozitiv corespunde sensului de crestere al argumentului t.

16



Tk X
N\

X Fig.1.2

Fixdm un punct 4e(C) si alegem un sens de crestere al argumentului ¢,

prin introducerea functiei s:/ < R — R, definita prin

S=S(Z)=m VM e(C) (1.7)
In acest caz
MM’ = AM'— AM = s(1 + At)—s(¢) = As > 0 (1.8)
Observam ca
‘A;‘ =‘MM" = MM'. (1.9)
Trecand la norma in relatia (1.2) si tinAnd cont de (1.9)
_ p Ar MM’
7 (£)| = lim Arl_ 1imu£= I ‘—ﬁzl- im>=y()=4  (1.10)
A0 Af| Aa-0 Ag A M0 As At A0 At dt
Presupunénd ca arcul AM’ este rectificabil avem
lim MM _ (1.11)
As—0  Ag
iar din (1.10) deducem ca
ds
—2>0. 1.12
y (1.12)

Astfel, modulul derivatei, ‘7’(t)‘ intr-un punct t €l este egal cu derivata

functiei s=s(t) ce determind lungimea arcului curbei AM < (C) mdsurat

de la un punct fix A pana la punctul curent M corespunzator valorii t a
argumentului.

17



Observatie

Pentru un vector de modul constant, r(t) si r'(t) sunt ortogonali.
Intr-adevir, dacd r(¢)=constant, atunci

)

astfel ca prin derivare se obtine
;(t)-7(t)=0<:> ;(t)L?'(t) [ (1.13)

= r(t)-r(t)=const.

In notatiile uzuale, diferentiala functiei vectoriale de o variabild
scalard, r= ;(t), pentru ¢ e I, daca exista, este vectorul:

dr=r'(t)dt (1.14)

Astfel, daca functia vectoriala ;z;(t) este diferentiabile pe /, atunci si

componentele ei scalare, dx,d y,dz sunt functii diferentiabile pe / si in plus,

dr=idx+jdy+kdz (1.15)

In sfarsit, si remarcim ca pentru cazul unei curbe (C) de clasa

C"'(I)data de (1.1), are loc formula lui Taylor:

;(t—irAt):;(t)—ir%;’(t)—k@ 7 (t)+...
(1.16)

Ay L))

(n+1)!

unde ¢—0 cand Ar—0, iar pentru =0 si Ar=¢ obtinem formula lui

Mac — Laurin
- t - £ — t" (n)
r(t)—r(0)+ﬁr(0)+§r (0)+...+Er (O)+(n+l)!

(r(”)(0)+2) (1.17)

18



1.3. Functii vectoriale de doua argumente scalare

Fie I, J c R, douaintervale, D=1xJ, iar r:D>R o functie vectoriala

de doud argumente scalare definita prin:

;:;(u,v):x(u,v);+y(u,v)}'+2(u,v)/;, (M,V)ED (1.18)
Fie M eR® avand coordonatele x,y,z. Atunci, evident:
x=x(u,v)
(8): 1y=y(u,v), (u,v)eD (1.19)
Z=z(u,v)

Suprafata (S) este imaginea geometricd a functiei vectoriale (1.18) si
se

numeste ecuatia vectoriald a suprafetei (). Ecuatiile (1.19) ne dau repre-

zentarile parametrice ale lui (S) (vezi figura 1.3 ).

A 4
<

Fig.1.3 u m

Cand u =const. si v este variabil, extremitatile vectorului » vor descrie

o curba pe aceasta suprafata ce depinde de un singur parametru v.
Notim (y,)aceastd curba (vezi figura 1.4). Prin urmare, derivata lui »

in raport cu variabila v va fi conform (1.4)
19



r=xli+yj +2k (1.20)

unde
x;_@:hmx(erAv)—x(v)’ y,z_zhmy(v-i-Av)—y(v);
av Av—0 v v oy A0 Av
z’za—zzlim Z(V+AV)—Z(V). (1.21)
V' Oy a0 Av

In mod analog, pentru v=const. si u variabil, se poate defini curba(y,)
depinzand de parametrul u, iar vectorul tangent la curba (y,) in punctul M,

notat »’ este:

r=xi+y'j +zk (1.22)
unde:
x'—@—l x(u+Au)—x(u) ’—ﬁ—l y(u+Au)-y(u)
w Oou Au—0 u > Y= ou Au—0 u ’
(1.23)
Zl', :6__ lim z(v+Au)—z(u)
au Au—0 Au

Presupunand ca functiile scalare x(u,v),y(u,v),z(u,v) sunt diferentiabile

pe D, urmeaza mai departe

Fig. 1.4

dx=xdu+x/dv,dy=y du+y dv,dz=z du+z dv (1.24)

Consideram ca functia vectoriala » este derivabild in raport cu variabilele
independente x, y,z, astfel incat:

dr=idx+ jdy+kdz (1.25)
20



iar din relatiile (1.24) si (1.25) avem:
dr =;(x; du+x,dv) +}'(y; du+y,dv)+ 12(2; du+z,dv) (1.26)
sau grupand dupa dusi dv se obtine:
dr= ()C;;-i- yij+ zl'jc)du + (xﬁJr yij+ le;)dv = %du +%dv (1.27)
Astfel diferentiala totald a functiei vectoriale r = ;(u,v) in punctul curent
pe suprafatd va avea expresia:
d?:%dw%dv (1.28)
Formula (1.28) ne di descompunerea vectorului dr dupa doua directii,
una tangenta la curba (y,), iar cealalta tangenta la curba (7, ).
Daca functia vectoriala (1.18) admite derivate partiale pana la ordinul
k (k>1) si sunt continue, atunci spunem cd r este de clasia C* (D).

Aplicand procedeul cunoscut din analiza scalard se obtin diferentialele

totale de ordinul n pentru functia r =r(u,v):

- NG,
a7 = P au+ gy (1.29)
ou ov
De exemplu, pentru n=2 se poate scrie:
- - ©) 27 27 27
a7z L aus gy =a—fdu2 2 07 dudv+a—fdv2 (1.30)
ou ov ou ouov ov

21



Capitolul 2

GEOMETRIA DIFERENTIALA
A CURBELOR PLANE

2.1. Reprezentarea analitica a curbelor plane

O curba plana (C) raportata la un sistem de axe ortogonale xOy poate

fi reprezentatad de una din urmatoarele tipuri de ecuatii

0%
v=f(x)
(1) (C)y=f(x).xe(ab) ‘
(ecuatia explicita) \ J
\
\
| \
a O b X
Fig. 2.1
g F(x,y)=0
(1) (C):F(x,9)=0,(x,y)e DCR?, =
Dz(a,b)x(c,d)
(ecuatia implicita)
o Fig.2.2 X
x=x(t) y .
(1) (C): telcR (ecuatiile parametrice)
y=y(t),

-

(1v) (C): ;:r(t)=x(t)f+y(t);+z(t)7c:(x(t),y(t),z(t))
(ecuatia vectoriala)
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Fig.23

unde reste vectorul de pozifie al punctului M e (C), curba(C)fiind
imaginea geometrica a functiei vectoriale ;z;(t) (vezi figura 2.3).

(V) (C): p=p(a), ae(b.9) (ecuatiile in coordonate polare)

unde (p,a) sunt coordonatele polare ale punctului curent pe curba.

Daca se alege drept parametru pe curba arcul s= M , unde 4 este un
punct fix pe curba (C), iar M este punctul curent, atunci obtinem reprezentarea
parametrica

X=X\S
(V1) (C): (5) , se(a.p) (ecuatiile intrinseci)
y=y(s)
Scalarul s se numegste parametru natural al curbei (C).
Legatura dintre reprezentarile (1)—(V).
(I)—(1). Din (2.1) se poate scrie

y=f(x)e F(xy)=y-f(x)=0

y Exemplu
| 2.1. Curba y=x?, xe[-11]
| 1 | data in reprezentare explicitd (vezi figura
1 | 2.4) se poate scrie cartezian implicit sub
-1 0 I % forma
Fig. 2.4 y-x>=0, (x,y)e[-L1]x[0,1]] m
(II)—>(I). Daca se poate rezolva ecuatia
(C): F(x,y)=0
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in raport cu una din variabilele x sau y, atunci se obtine exprimarea cartezian
explicita respectiv implicita a lui (C).
Exemplu
2.2. Curba
X’y—x+y-2=0, ()c,y)eR2

reprezentata cartezian implicit, admite reprezentarea (/) sub forma

2

Y= +1,xeR L] (2.1)

(I)—(1r1). Alegem in(7),abscisa x drept parametru, rezulta repren-
tarea (/1)
y=f(x),xe[a,b] S x=t, yzf(t), te[a,b]

Pentru exemplificare, din (2.1) se obtine
P +2

—,teR
t°+1

xX=t, y=

(II1)—(1I). Daca se poate elimina ¢ intre ecuatiile parametrice
X= x(t), y= y(t), te [a,b]
atunci se gaseste reprezentarea cartezian implicita (/) sau explicita (7).

De exemplu, se poate elimina 7 in ecuatiile parametrice ale curbei
2

3at 3at
x= =5 V= 2;teR,(a>O).
1+¢ 1+¢
Astfel, dacd se impart cele doua ecuatii, termen cu termen, rezulta
y=1x,
apoi inlocuind ¢ = 2 in prima ecuatie obtinem reprezentarea
X

x> +y"-3xy=0 m
(I11)—(1v). Evident, ecuatiile scalare
x=x(t), y=y(1)
se pot restrange sub forma unei ecuatii vectoriale

;z;(t) =x(t)f+y(t)}+z(t)7ci
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(I)—(1v). Evident, putem scrie
?=t?+f(z)}, tela,b].
(I1)—-(V). Se scrie la coordonate polare in ecuatia implicita,
x=pcosa, y=psina, a€[0,2x], (2.2)
unde M (p,a)e(C) este punctul curent pe curba. Daca ecuatia
F(pcosa, psina)=0
poate fi rezolvata in raport cu una din variabila independente, spre exemplu,
p. atunci se ajunge la ecuatia in coordonate polare (V)
p=p(a)
Alte exemple
2.3. Curba definita explicit de functia

f:R—)R,f(x)=x3
are reprezentarea grafica in figura 2.5.
y

Fig. 25
Parametrizarea se poate realiza alegand

(1) {y _,

iar ecuatia implicita a acestei curbe este
(I):y-x'=0 m

(teR)

3
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2.4. Fie cercul de raza r centrat in origine definit cartezian prin

x2 + yZ — r2
avand reprezentarea in figura 2.6.
y

Fig. 2.6

Arcul de curba AMB are ecuatia explicitd
m: y=\/r2 —xz, xe[—r,r],

iar parametrizarea se poate face, fie alegand

— x=t
AMB -

e EEr te[—r,r],

fie cu

~—~ |Xx=rcost
AMB:{ ., tel0,x].
y=rsimt

P
Analog, pentru arcul ANB se rationeaza similar, obtinand ecuatia

cartezian explicita
Z]—VT?: y==rr=x*, xe[—r,r]

sau parametrizand alegand una din parametrizarile

— x=t
ANB :

5 ° t )
N e[ rr]

—~ |x=acost
ANB : { tE[7Z',27Z’].
y=bcost,

Pentru a gasi ecuatiile in coordonate polare corespunzatoare arcului 2]\—/[?3,
se inlocuiesc
x=pcosa, y=psina, ac[0,27] (2.3)
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in ecuatia implicita, de unde rezulta
p=r n

2.5. Elipsa de semiaxe a si b are ecuatia

2 2
X
2

N

reprezentatd in figura 2.7 si admite urmatoarele reprezentari

e

Fig. 2.7
m: yzéxlaz—xz, xe[—l,l]
(1) Y
ANB:yz—éx/az —x*, xe[-11]
a

(11r) M:{F“Cfm, te]0,7]
y =bsint

Ecuatiile in coordonate polare se gasesc analog inlocuind relatiile(2.7) in

ecuatia implicita, astfel

— ab
AMB: p= , ae|0,x
r a’cos® a +b*sin* & [0.7]
— —ab
ANB: p=—; , a e[;z,27r] [ |

a’cos® a +b*sin* &
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2.2. Elementul de arc si lungimea unui arc de curba plana

2.2.1. Arc de curba regulat

(i) Fie (C) o curba plana definita parametric de ecuatiile (/) si M un
punct situat pe curba.

Prin definitie, punctul M (x,,y,)se numeste punct regulat (ordinar) al

curbei, daca
x?(t,)+ " (1,) #0.
unde ¢, este parametrul care corespunde bijectiv coordonatelor carteziene.

(if) Daca curba (C)este definita cartezian explicit, atunci conditia ca

punctul M (x,,y,) s fie punct regulat al curbei este
1+ (x,) 0.

(iti) Pentru o curba definita implicit prin ecuatia (/) conditia ca M

sa fie punct regulat se scrie
FP+F?#0
unde expresia din membrul stang se calculeaza in punctul (x,,y, ).

(iv) In sfarsit, daci curba este dati in coordonate polare, atunci
coordonatelor carteziene(x,,y,) le corespund bijectiv coordonatele polare
(p,a)iar conditia devine

pr+p?#0.
Prin definitie, un arc de curba se numeste regulat daca toate punctele

arcului sunt regulate.
2.2.2. Elementul de arc pe o curba

Fie 4e(C)fixat, iar M e(C)un punct curent regulat. Daca lungimea

arcului 4AM masurat in sensul de parcurgere al arcului este (vezi figura 2.6)
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s=s(t), (2.4)
atunci, elementul de arc 4B este, prin definitie, diferentiala functiei (2.4).
Insa, din (1.6)
&l
—=|r'(¢ 2.5
L) @5
(i) De aici rezulta expresia analitica a elementului de arc pe o curba
plana reprezentata prin ecuatia vectoriala (17)
ds= H?’(t)”dt, (2.6)
(if) Tinand seama de relatiile
r(t) = x(t)i+ y(t)j;
r'(t) = x’(t)i +y'(t)j
se obtine expresia elementului de arc pentru o curbd avind reprezentarea

parametrica (/I1):

ds=/x""+y" d¢ (2.7)

(iii) Mai departe, daca se considera drept parametru pe curba abscisa
x a punctului curent M (x,y), rezultd ca pentru o curba definita cartezian

explicit de (1) are loc relatia
ds=+/1+y"” dx. (2.8)

(iv)Fie acum o curba (C) data in coordonate polare. Folosind

formulele de trecere la coordonate polare (2.3) rezulta

x'=p'cosa — psina;

y'=p'sina+ pcosa, (2.9)
iar mai departe,
X +yr=p +p" (2.10)
de unde daca tinem seama de (2.7)
ds=+/p>+p"* déo, (2.11)
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(v) Fie curba (C) datd prin ecuatia implicita(//). Presupunand ca y
depinde implicit de variabila independenta x, prin relatia y = y(x) si tindnd
seama de conditiile de regularitate, din teorema functiilor implicite rezulta
K

-

!

y'= (2.12)

unde prin F, s-anotat derivata partiala a functiei 7 (x, y) in raport cu variabi-

la independentd x. Din (2.8) si (2.12) rezulta expresia analiticd pentru acest caz

2
ds= 1+[F"J dx. (2.13)
ry
Exemple
2.6. Elementul de arc al cicloidei este
x=a(t—sint
(C):{ ( ) , te[0,27] (2.14)
y=a(l—cost)
este
ds= 2asiné (2.15)

Intr-adevar, curba fiind reprezentatd parametric, elementul de arc se

exprima cu ajutorul relatiei (2.7)

ds=+x"? +y"dt =\/a2 (l—cost)2 +a’sin’ tdt =
=a\/coszt+sin2l—2costdt=a1/2(1—cost)dt=

=a,/4sin2%dt=2asin%dt ]

2.7. Elementul de arc al lantisorului

X X

(C): yz%{e“ +e_“J; xe[0,b]
este

ds=shXdx
a
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Intr-adevdr, tindnd seama de definitia functiilor hiperbolice, ecuatia
curbel se rescrie

y =ach£; xe[O,b],
a

ds=41+y*dx= }1+sh2£dx=ch£dx [ |
a a

2.8. Elementul de arc al cardioidei

(C):p=a(l+cosa) (2.16)

iar

este
dSZZLICOS% (2.17)
Intr-adevar, din (2.9) avem

ds= a\/(l +cosoc)2 +sinada=av2+2cosada =
=a,/2(1+cosa)da=a‘{4cosz%da= 2acos%da m

2.9. Elementul de arc al cercului de raza r

(€): 477 e[0,24] 2.18
“|y=rsint’ Bk (2-18)

este
ds=rdt (2.19)

Intr-adevir, din (2.7) avem

ds=+/x"+y"”dt =\/r2 (sinzm—cos2 t)dt:rdt |

2.2.3. Lungimea unui arc de curba plana

Prin definitie, lungimea arcului 4B pe curba (C) este

(2.20)
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Astfel, tinand seama de relatiile (2.6), (2.7), (2.8), (2.11), (2.13) se

/N
obtin expresiile analitice ale lungimii unui arc AB pe o curba data

corepunzatoare reprezentarilor (1 —1V).

b
() =[N+ dx, 2.21)
b F! 2
(1) (=] 1{?)3] dx, (2.22)
a y
|
(£11) =[xy ds, (2.23)
fo
|
1w —
(17) (= Hr (t)Hdz, (2.24)
)
(v1) (=[NP +p" dx, (2.25)
Exemple

2.10. Sa se afle lungimea cercului de raza r.
Fie cercul definit parametric prin

X =rCcost
(C):{ , 1e[0,27].
y =rsint,
Notand
¢ —lungimea cercului,
atunci din (2.23) rezulta

2z 2z
Kczjlds:J‘rdt=27rr u
0

0

2.11. Sa se afle lungimea unei bucle a cicloidei

. xza(t—sint)
(C).{y _ a(l—cost)’ te [0,27[]
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B
/‘_\
[0 27 Y
Fig.2.8

O bucla a arcului cicloidal se poate parcurge pe intervalul 7e[0,27]

(vezi figura 2.8). Astfel, din exemplul 2.6 s-a stabilit elementul de arc

ds =2asinLdr,
2
cu ajutorul formulei (2.15), iar cu relatia (2.23) rezulta
27 by 4

2r
{— = jds= I2asin£dt:—4acos£ =8a ]
AB 2 2
0 0 0

2.12. Sa se afle lungimea unui arc al 1antisorului definit la exercitiul 2.7

y= achf, xe [O,b]
a
Aplicand relatia (2.21) avem

b ; b X b X X
o= 1+ (x)de= ] /1+sh2;dx=fo ch=dx=ash=

=a(sh2—sh9j:ashé ]
a a a

b
0
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2.3. Tangenta intr-un punct al unei curbe plane

2.3.1. Ecuatia tangentei intr-un punct al unei curbe plane

Fie M(x,y)e(C)un punct ordinar sau regulat i.e. un punct in care

x4+ % #£0.
Notam

T(X,Y)- punctul curent pe tangentd,

M (x,y)— punctul curent pe curba.

(i) Atunci ecuatia tangentei in 7'la o curba definita explicit va fi

([) (MT): Y—yzy'(X—x),

Observatie

(2.26)

In liceu obisnuiam sd notam panta tangentei in punctul curent,

corespunzatoare curbei definite cartezian de ecuatia (7), prin m=y".

(ii) Intrucat pentru o curba definitd cartezian de ecuatia(17), derivata

functiei y = y(x), se obtine asa cum am vazut in Capitolul 1 din teorema

functiilor implicite
y=-t
F;

astfel incat relatia (2.26) se rescrie sub forma
F/
(MT): Y—y:—Ff, (X —x)

y

Sau

(MT):(Y - y)F/+(X -x)F/=0
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v
M(t,)
(1)
; T(X,Y)
dr.
7 () )
X
0 Fig.2.9

(iti) Mai departe, pentru o reprezentare parametrica a unei curbe,

(C): x=x(t), yzy(t)
rezulta ca

,_dy _y'()dt_y

Cdx x’(t)dt X

b

unde 1n ultima relatie am folosit notatia uzuald pentru derivata functiei y n
raport cu 7. In aceste conditii, ecuatia (2.26) devine
X—-x Y-y

(ur): == (2.29)

(iti) Ecuatia vectoriala a tangentei intr-un punct ordinar la o curba

definita de (/7)) se deduce tinand seama ca dreapta ce trece printr-un punct

R .o . d
M (t,), avand vectorul de pozitie (z,), are directia vectorul d_r
t

(7): (MT): 7(1)=r (1) + 255, 2R (2.30)
Exemple
2.13. Sa se scrie ecuatiile tangentei curba
(C): y=x+1

in punctul de abscisd x=e.
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Daca T(X,Y) este punctul curent al tangentei la curba dusa prin punctul
(x,»)e(C) atunci din (2.26) pentru
x=e, y=e+1, y'=1
rezulta
Y-g-1l=X-¢g=X-Y+1=0 m
2.14. Sa se scrie ecuatia tangentei la curba
(©): {x = e’t c?st
y=é'sint
in punctul 4(1,0).
Observam ca punctul 4(1,0)corespunde bijectiv valorii =0, deci
A(0)e(C).
Atunci ecuatia tangentei intr-un punct A(z,)este datd de (2.29), unde

(X,Y) este punctul curent pe tangenta, iar

x(to)zx; y(to)

=Yy
x'=x(1)); ' =y'(1,).

)

Avem

x'(t)=¢'(cost—sint), y'(t)=e'(cost+sint)

iar
x(O) =1; y(O) =0,
x'(0)=1 »'(0)=1.
Cu acestea ecuatia tangentei (2.29) devine
X-1=Y
sau

X—-y-1=0 [
2.15. Sa se scrie ecuatiile tangentei la curba
(C):x3 +3x°y—1*+9=0
in punctul 4(0,3).
Notand
F(x,y)zx3 +3x’y-»"+9=0,
36



panta tangentei la curba intr-un punct oarecare (x,y)e(C) este

,  F 3x*+6xy
y=—F=-

T 22 A0
F, 3x" =2y
iar, in punctul (0,3) se obtine m=y'=0.
Astfel ecuatia tangentei la curba in puctul curent scrisa sub forma

F!
Y—yp=-2(X-

in punctul B(0,3)

2.3.2. Orientarea tangentei intr-un punct al unei curbe plane

(i) Alegem un sens de crestere al tangentei corespunzatoare sensului
pozitiv al functiei s =s(¢) sau s=s(x) ce exprima arcul pe curba, unde  sau

x reprezintd parametrul, respectiv abscisa punctului M.

Versorul

—

ar, =1, 2.31)

T=—

ds’

ne da sensul pozitiv al tangentei (MT).

Intr-adevar,

podr dt_,ar (2.32)
a s

Relatia (2.32) arata ca vectorul 7 are directia tangentei(MT)si sensul

—

.dr A . . . .
lui 1 (intrucat A >0), adicd sensul lui t crescator corespunde sensului
t

de cregtere pozitiv ales pe curba (C).

Apoi, tinand seama si de (1.6)
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(cllr ds
1 =
z = —= ﬁ =
H = &5 " ds 1.
dr dt
(if) Pentru o curba reprezentata parametric prin ecuatiile intrinseci (77)
(VI) (C): x=x(s),y=y(s)
cosinugii directori ai tangentei
;zx'(s)7+y'(s)}, (2.33)
sunt
x'(s):cosa; y'(s):sina; a:m(;,;j, (2.34)
iar derivatele
dx dx
X'=— y'=— 2.35
FTARET (233)

exprima parametrii directori ai tangentei.

2.2.3. Unghiul dintre tangenta si raza vectoare

Pentru o curba data in coordonate polare
(C): p=p(0),
unghiul dintre tangenta (MT) si raza vectoare OM corespunzitoare unui

punct M este (vezi figura 2.8)
V:m(m); a+V =p.

Rezulta
tgf—-tga
tgV =tg(f-a)=—t—==
gV =tg(p a)1+@agﬂ (2.36)
Insa
! 1 9, [
tgﬂzl': (psin@)  p'sin@+ pcosd tgaz%. (2.37)

=

(pcosé’), - p'cos@— psin@’
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Din (2.36) si (2.37) rezulta

el
thZ—' 2.38
P (2.38)

X

Exemple
2.16. Sa se calculeze unghiul V dintre tangenta M7 si raza vectoare
OM unde M este un punct pe cardioida definita la exemplul 2.6
(C):p=a(l+cosa).

Aplicand formula (2.18) rezulta ca

20052g
1
thzﬁz—/{( reosa) 2 =—Ctg% n

! —4si . Qa
Y2 /{sma 2sin? &

2.17. Sa se arate spirala logaritmica
p=ad®
isi taie razele vectoare sub un unghi constant.
Aplicand formula (2.18) se obtine

S
P ake™ k
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2.3. Normala intr-un punct punct la o curba plana

2.3.1. Ecuatia normalei intr-un punct al unei curbe plane

Fie M (x,y) un punct regulat al unei curbe plane(C).
Perpendiculara pe tangenta (MT) in M la curba datd se numeste
normala in M la curba (C)(vezi figura 2.11).

Astfel, odata determinatd panta tangentei in punctul curent —)’, se stie

. . . 1
s1 panta normalei in acelasi punct ——.

Notand cu N(X,Y) punctul curent pe normala notatd (MN), atunci

ecuatia acesteia se va scrie sub urmatoarele forme

(1 (MN): ¥~y = (X ~x), 2.39)

(1) (MN): (X =x)F]~(Y = y)F/=0 (2.40)

(1) (MN): X_;x - Y;,y (2.41)
Exemple

2.18. Sa se scrie ecuatia normalei la curba
y=In*x+1
in x=e.
Daca N(X,Y) este punctul curent al normalei la curba dusa prin punctul

(x,y), atunci pentru x=e

relatia (2.39)devine prin Inlocuire

Y—2=—§(X—e)<:>eX+2Y—ez —4=0 m
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2.19. Sa se scrie ecuatia normalei la curba
x=¢' cost
(C): .
y=é'sint
in punctul 4(1,0).
Tinand seama de exemplul 2.12, normala in punctul 4(0) se determina

cu relatia (2.41), deci

sau
X+Y-1=0 =m
2.20. Sa se scrie ecuatiile normalei la curba
(C):x3 +3x°y—y*4+9=0

in punctul 4(0,3).

Din exemplul 2.13, rezulta ca intr-un punct arbitrar pe curba

F!=3x" +6xy, F = 3x* -2y
iar, in 4(0,3), relatia (2.32)devine
0-(Y-3)+6(X-0)=0X=0 m

2.4.2. Orientarea normalei intr-un punct al unei curbe plane

Sensul pozitiv al normalei (MN) (vezi figura 2.11) este dat de versorul
n=2t (2.42)

Tinand seama de(2.1) si (2.22

- -

;zx'(s);+ y'(s)]zcosai—sina}, (2.43)
rezulta

— — — —

n:x"(s)i+y"(s);':—sinai+cosaj, (2.44)

41



unde,

Fig. 2.11

Observatii
1°) Sensul pozitiv al normalei coincide cu sensul pozitiv ales pe o

normala principald la o curba din spatiu (vezi paragraful 3.6).

Intr-adevir, daca vectorul de pozitie al punctului M (x,y) pe curba (C)

este

;(s) = x(s);+ y(s)}
atunci

d’r .2 =

e =—sinai+cosa
astfel

n =M= —sina i+ cosa} ]
|7 /ds?|

2%) Cosinusii directori ai normalei(MN) sunt
(= (s), ¥'(s)) (2.45)

Comparand acest rezultat cu (2.28), rezultd ca vectorul normalei este
orientat spre concavitatea curbei (vezi figura 2.11).
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2.5. Segmentele tangenta si normala, subtangenta si subnormala

Fie o curba (C) si un punct M regulat in care am definit tangenta si

normala la aceasta curba .
Numim segment tangentd in punctul M al curbei (C) distanta de la

punctul M la punctul T, unde tangenta (MT) taie axa Ox.

Numim segment normald in punctul M al curbei (C) distanta de la

punctul M la punctul N, unde normala (MN) taie axa Okx.

Proiectiile ortogonale ale segmentelor tangenta si normala pe axa Ox
se numesc respectiv subtangentd si subnormald.
Observatie.
Subtangenta si subnormala sunt segmente orientate.
Daca notam cu P proiectia punctului M pe axa absciselor, atunci se pun
in evidentd urméatoarele segmente (vezi figura 2.12)
MT — segmentul tangenta,
PT —subtangenta,
MN - segmentul normala,
PN — subnormala.
(i) Cazul curbei(C) definite explicit
(C):y=f(x).
Ecuatiile tangentei si normalei la curba (C) intr-un punct M sunt
(MT): Y-y=)'(X-x); (MN): Y—y:—%(X—x).
Abscisele punctelor de intersectie X, , respectiv, X, ale acestor drepte
cu axa Ox se obtine ludnd x =0 1n cele doua ecuatii

X, = x_yl; Xy =x+. (2.46)

!

de unde

TP:OP—OT:x—[x—l,j; PN=ON-0P=(x+y')-x="
y
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Prin urmare

PT =—§; PN =y (2.47)

T(X,,0)
Fig.2.12

Segmentele |MT| si |[MN| se determind din triunghiurile dreptunghice
[MPTsi [MPN]:

2
MT|=MP + PT? = [y? +|2 :H\/Hy’z (2:48)
Yy
IMN| = MP* + PT* = [y* + (') =1+ (2.49)

(ii) Pentru o curba definita cartezian de ecuatiile implicite

(C):F(x,y)zO,

se inlocuieste

in relatiile (2.48) si (2.49) se rationeaza ca in primul caz.

(iii) Daca curba(C)este reprezentata parametric
(©): {x =x(t)
y=y(1),

se Inlocuieste

in (2.48), (2.49) si se obtin analog
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(2.50)

PT=—y%, PN =y (2.51)

N N N 252)
(v) Cazul curbelor definite(C) prin coordonate polare (V')

(C): p=p(6).
Se duce perpendiculara pe raza vectoare a punctului M (vezi figura

2.13) care intersecteaza tangenta si normala in punctele 7, respectiv N.
In acest caz, avem

Rd

jur|=

MT — segmentul tangenta polara,
MN — segmentul tangenta polara,
OT —subtangenta polara,

ON - subnormala polara.

Daca se noteaza

V —unghiul dintre tangenta i normala, atunci

Yo
thZ—, 2.53
P (2.53)

Fig. 2.13

N
'MT|=‘§‘”)2“’2; NPy (2.54)
2
ﬁzp—; ON|=|p. ]
or| > [ON] = (2.55)
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Exemple
2.21. Sase afle segmentul tangentd, segmentul normald, subtangenta
s1 subnormala corespunzdtoare curbei
(C):x3 —xp? +2x+y-3=0
in punctele in care tangenta si normala in M (1,1) intersecteaza axa Ox.

In cazul de fatd curba este definita de o ecuatie implicita
F(x,y)sx3 —xp* +2x+y-3=0,
unde
F; —2xy+1
Se aplica relatiile (2.39) si(2.40)pentru
y=-4, x=1, y=1,
astfel ca

J17

7=~
4

M N|=V17, PTz—i, PN=—4 m

2.22. Aceleasi cerinte pentru curba(C), definita de ecuatiile
parametrice
x=e¢' cost
(€): {y =¢'sint
si M (0) punctul fixat pe curba.
Avem
x=x(0)=1 x'=¢'(cost —sint) x'=x'(0)=1
{y =y(0)=0 { {

Mai departe se aplica relatiile (2.51) s1 (2.52)
Jx?+y? =0, |MN| :l,w/x'z +y? =0,
X

PT=—2x'=0; PN=py/x'=0 m
y

y'=eé'(cost+sinr)

Y

M1 =
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2.23. Sa se detemine subtangenta si subnormala intr-un punct arbitrar

la parabola de ecuatie carteziana
(C): Y2 =2px, p>0

Notdm

F(x,y)zy2 —2px=0
Atunci,
_ F_ 2p p
) y oy
iar daca tinem seama de relatiile (2.47), rezulta
2
pr=—2 - Y _ 2 5,
y p p

De aici de deducem o proprietate a parabolei, si anume ca originea

sistemului de axe imparte subtangenta parabolei y* =2 px in doud parti egale

(vezi figura 2.14).
Deoarece OQ este linie mijolcie in triunghiul [MPT] rezulta o alta

proprietate a parabolei.

0

/

T )

o —
=4
=

Fig.2.14

Axa Oy imparte segmentul tangenta in doua parti egale.

Aplicand din nou relatiile (2.47), rezulta

PN=yy'=y-§=p

Cu alte cuvinte, subnormala parabolei y* =2px este constanta §i este

egala cu parametrul parabolei m
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2.24. Sa se afle segmentul de tangenta intr-un punct arbitrar M al
curbei
x=t—tht
(C): 1 (tractricea)

Sa observam mai intai ca
1 chzt—l_shzt , sht

_x’ = 1 — = = ; = .
ch’t ch’t ch’t 4 ch’¢
1ar
h*z+sh®t sh?#(sh?¢+1
x’2+y’2=S 2S = ( 5 ):thzl,
ch™t ch™t
unde am tinut seama de relatia fundamentala din teoria functiilor hiperbolice
ch’t—sh’t=1.
y
M
(0] T X
Fig.2.15

Aplicdm mai departe relatiile (2.52)
1

X4y = sh; thtz%-thtzl

sht
ch? ¢

Prin urmare, tractricea (vezi figura 2.15) are proprietatea ca segmentul

e

2
y/

tangenta este constant m

2.25. Sa se afle tangenta polara, normala polara, subtangenta polara si
subnormala polara intr-un punct arbitrar al spiralei logaritmice

(C): p=ac™, k>0.
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Avem

p' = ake™ =k p; \/p2 +p” =\/,o2 +i2p? = p1+ K
Se aplica mai departe relatiile (2.54) si (2.55) astfel incat

|MT| \/p +p' ——-p\/1+k2=l\/l+k2p
o kp k
|MN|=\/p2+p'2=\/l+k2p
. 2
‘OT‘z p p—z—p, ‘ON‘ |p|—kp ]

ko k

Din aceste rezultate se obpne urmatoarea proprietate a spiralei logaritmice
si anume:

Cele patru segmente de tangenta, subtangenta, normala si subnormala

polara sunt proportionale cu distanta polara a punctului considerat.

2.6. Punctele singulare ale unei curbe plane orientate
2.6.1. Natura punctelor singulare ale unei curbe plane

Studiul tangentei si normalei s-a facut 1n ipoteza ca punctul M este un
punct regulat (ordinar) al curbei(C). Reamintim ca un punct M situat pe o
curba (C) se numeste ordinar sau regulat, daca este verificatd una din conditiile
de la paragraful 2.2.1.

Daca punctul considerat este singular, atunci ecuatiile stabilite pentru
tangenta si normala stabilite in paragrafele 2.2 si 2.3 isi pierd valabilitatea.

Ne propunem in contiunuare sa studiem comportamentul curbei in
vecindtatea unui astfel de punct.

Fie curba pland reprezentata cartezian de ecuatia

(C): F(x,y)zO, (x,y)eDcR2

unde F e C'(D). In acest caz, solutiile sistemului
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F (x, y) =0
F!(x,y)=0 (2.56)
Fl(x.y)=0
sunt coordonatele punctelor singulare ale unei curbe plane.
Observatie

Sistemul (2.47)este in genral incompatibil, deci, in general, curbele

plane nu au puncte singulare.

Un punct singular solutie a sistemului(2.47) se numeste punct dublu,
daca cel putin una din derivatele partiale de ordinul 2 ale lui F(x,y)este

diferita de zero.
Daca intr-un astfel de punct toate derivatele pana la ordinul doi sunt
nule, iar cel putin una din derivatele de ordinul al treilea este diferita de

zero, atunci punctul singular se numeste punct triplu.
2.6.2. Studiul punctelor duble ale unei curbe plane

Pentru a studia tangenta intr-un astfel de punct M (x,y) situat pe curba
pland (C) plecam, de la faptul ca tangenta (MT) este pozitia limita a
secantei MM'cand M — M', unde M'(x+Ax, y+Ay)e(C).

In ipoteza ca F (x,y) este de clasa C", aplicam formula lui Taylor cu

rest astfel Incat

1 / /
F(x+Ax, y+Ay)=F(x,y)+1—![Fx (x,y)Ax+Fy (x,y)Ay}+

1
5|:F;r; (x,y)(Ax)2 + ZFV_,],/ (x,y)AXAy + Fy”2 (x,y)(Ay)z} +...

(2.57)

[F(v0) v+ F ()] +

(n—1)!

1
+E[Fx'(x +EAX, y + Ay ) Ax + F (x+ EAx, y + nAy)Ay](n)
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Tinand seama de (2.57) si de faptul cd M'e(C) dezvoltarea de mai sus

se rescrie sub forma

1 " " "
LR (o)) +285 (r ) w2 () (40) ]

X

[F(xy)Axs F(x)av ] + (2.58)

(n—1)!
I, | n
+n_![E‘(x+§Ax’y+’7Ay)Ax+Fy(x+§Ax,y+nAy)Ay]( '~0

. . . Ay . . .
Coeficientul unghiular secantei MM’ esteEy , 1ar coeficientul unghiular al

tangentei este

o Ay
m—Algl()E (2.49),

Pentru a determina pe m se imparte egalitatea (2.58) prin Ax* si apoi
trecem la limitd dupa Ax — 0. Termenii care contin derivate de ordin superior
lui doi se vor anula la limita; astfel se obtine egalitatea

m'F} (x,y)+2mEy (x,y) + F', (x,) = 0. (2.59)

In functie de discriminantul ecuatiei de gradul al doilea (2.59) distingem
urmatoarele cazuri:
(i) Daca intr-un punct M (x,y)e(C)

”n 2 14 n
(F1) ~FLF! >0, (2.60)
Ecuatia de gradul al doilea (2.59) admite doua radacini reale si

distincte, asadar prin M trec doua ramuri ce admit tangente distincte in
acest punct (vezi figura 2.16). Un astfel de punct se numeste nod.

()
(¢
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(if) Daca in punctul M (x,y)e(C)

(Fy) -FiFL <o, (2.61)
(€)

Fig.2.17
atunci ecuatia (2.59) nu admite radacini reale, iar curba nu admite tangenta
in punctul M (x,y)e(C)(vezi figura 2.17). Un astfel de punct se numeste
punct izolat.
(iti) Punctul M (x,y)e(C)se numeste punct de intoarcere al curbei
daca
”n 2 14 14
(1§y)-—1125;2::0 (2.62)
T

(C2> M

(G)  Fig 218
Ecuatia (2.59) adimte doua radicini confundate. in acest caz, prin
punctul considerat trec doud ramuri(C,)si (C,) ale curbei (C)care admit

in M aceeasi tangenta (vezi figura 2.18).
Exemple
2.26. Determinati punctele singulare ale curbei
(C):y* =(x-2)(x—-1)=0
si sa se scrie ecuatiile tangentelor corespunzatoare.
Notam

F(x,y)zyz—(x—2)(x—l):0.
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Punctele singulare ale curbei  (x, y) = 0 sunt solutiile sistemului (2.56),
adica
F(x,y =y’ —(x—2)2(x—1)=0

Solutia sistemului este punctul 4(2,0). In acest punct forma patratica

A=(Fy)-FLF;
este pozitiv definita, astfel prin punctul 4 trec doud ramuri ale curbei ce admit

tangente distincte in acest punct. A(2,0)este un nod.
Din ecuatia
2 " " " _
m’ (F )A +2m(Fy) +(F2) =0
unde (F;; )A s-a notat valoarea F)(2,0), rezultdi m==1 iar ecuatiile celor

doua tangente sunt respectiv
y== (x - 2) ]
2.27. Sa se afle punctele singulare ale curbei
(C):x3 +y =3axy=0, x>0
si sa se scrie ecuatiile tangentelor corespunzatoare.
Notam
F(x,y)zx3 +y3 —3axy=0,x>0
Sistemul (2.56) devine, in acest caz
X+ =3axy=0
3x* =3ay=0
3y* =3ax=0
si admite solutia (0,0) . Deci, originea este singurul punct singular al curbei (C).
Mai departe
F’ =6x, F ==3a, F)’; =6y
iar
F1(0,0)=0, F}(0,0)==3a=0, F"(0,0)=0,

asa Incat forma patratica asociata acestui punct
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F7(0,0)=F7(0,0)- F%(0,0)=+9a’ >0

fiind pozitiv definita, obtinem ca punctul 0(0,0) este un nod. Deci, ecuatia
m’F", (0,0)+2mF} (0,0)+ F% (0,0)=0
are doud radacini reale si distincte m, =0 s1 m, =o0, iar in final, prin nodul
0(0,0) trec doua tangente, y =0 si respectiv, x=0 m
2.28. Sase arate ca originea O(0,0) este un punct singular al curbei
(C): F(x,y)sx3 +xt +xy+y —2x7 =2y7 =0

si sa se cerceteze daca prin acest punct se pot duce tangente la curba.
Sistemul (2.56) se scrie sub forma

X +xpt+xy+y —2x-2y" =0
3+ +y—4x=0
2xy+3y° —4y =0,
iar (0,0) este o solutie a acestui sistem.
Mai departe, derivatele partiale de ordinul al doilea
F,(x,y)=6x-4,F, (x,y)=2y+1, F, (x,y)=2x+6y—4
in punctul (0,0) devin
P}(Ly)z—Qfg(Ly)zLF}(Ly)=—4
De aici rezulta ca
F,(0,0)=F,(0,0)- F. (0,0)==16 <0

deci originea este punct izolat al acestei curbe; curba nu admite tangenta.
Vom da o cale mai simpla de rezolvare a problemei. Sa observam ca

F(x,y)=x2(x+y—2)+y2(x+y—2)=(x2+y2)(x+y—2)

Astfel curba este formata din dreapta
x+y-2=0

si punctul izolat 0(0,0)1n care curba (C) nu admite tangenta m
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2.29. Sa se determine punctele singulare ale conicei date prin ecuatia
generala
(C) : F(x,y) =a, X" +2a,xy+a,y’ +2a,,x+2a,,y +a; =0
Punctele singulare ale curbei trebui sa verifice sistemul (2.56) care, in
acest caz se scrie sub forma
a, x> +2a,xy+ay,y’ +2a,x+2a,y+a,; =0
a,x+a,y+a;=0

a,x+a,,y+ay, =0,

unde s-a Tmpartit cu 2 in ultimele douad ecuatii.
Conditia de compatibilitate este ca discriminantul sistemului sa se
anuleze
4y G G
A=la, ay ay|=0,
i3 Gy Ay
adicd conica este una degenerata. De aici rezultd ca, doar conicele

degenerate (singulare) admit puncte singulare m
2.6.3. Studiul punctelor multiple ale unei curbe plane

Studiul punctelor multiple de ordin p se face analog. In acest caz
dezvoltarea incepe cu termenii de rang p. Repetam procedeul indicat mai
sus, iar in locul ecuatiei de gradul doi se considera una de gradul p in m,

Prin urmare, intr-un punct multiplu de ordinul p putem construi p
tangente, unele putdnd fi reale (distincte sau confundate) sau imaginare.

Exemple

2.30. Sa se gaseasca punctele singulare ale curbei

(C): xt+2ax*y—ay’ =0
si tangentele corespunzdtoare lor.

Punctele singulare 4(x,y) se gasesc printre solutiile sistemului
F(x,y)=0; F/(x,y)=0; F/(x,y)=0,

unde
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F(x,y) =x'+2ax’y—ay’.
Astfel sistemul
x*+2ax*y—ay’ =0
4x’ +daxy =0
2ax* —=3ay* =0

furnizeaza unica solutie 0(0,0). Mai departe,

F'y =12x* +4ay  F’(0,0)=0
F =4ax F;(0,0)=0
F), =—6ay F1,(0,0)=0

Intrucat in origine se anuleazi toate derivatele de ordinul 77, iar

obtinem ca originea este punct triplu. Pentru a determina pantele tangentelor

. .. ... 0.
continudm procedeul de eliminare al nederminarii n si avem

m " ’ "
_ Ex3+F;‘2y'y+Efy
" m ' m
F;cz y + 2F;cy2 y + F;Cy

" reon
K __Fx2 +nyy

'
yO = __’ ” ’ n
F:v 0 chy +yF;,2

0 0

Cum y, =m are loc egalitatea
_2-4a-m

m= >
4a —6am

din care rezulta solutiile m, =0, m,, = +/2.

Tangentele corespunzatoare sunt
y=0, y= +2x m
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2.7. Concavitate, convexitate. Punctele de inflexiune
ale unei curbe plane.

(i) Fie (C) data de ecuatia explicita (1):y = f(x), xe(a,b).
Arcul 4B (vezi figura 2.19) se numeste

= convex daca ["(x)>0, Vxe(a,b);

= concav daca f"(x)<0, Vxe(a,b).

Punctul M se numeste punct de inflexiune (vezi figura 2.20) daca
f"(x)=0 in M

si
SR A
AM ‘MB
Afé — arc convex 1,4\3 — arc concav T
y y
B M B
M | !
y
7 4 |
| I
| | , |
I | | | X
Ola  Fg.219a b | °l '« Fg219p b




(ii) Fie curba (C) definita implicit de ecuatia

(II): F(x,y)=0, (x,y)eDcR?,

atunci din teorema functiilor implicite, se obtin derivatele intai si a doua a
functiei y = y(x)in punctul curent, respectiv

y'=- s
£
si
. R(F-yEy)-F(F+yE) .
y - Fv,z s .
unde s-a tinut seama de criteriul lui Schwarz
Fy = F}.
Mai departe,
F'[F; —FXF';]—F’{F'; —F"F”j
X X F/ x ¥y X Fr Xy
yﬂ — Yy y
Fy2
sau
2F'F!F” _F! F” _F! F"
" xT yToxy x2 2 2 x2
y'= — (2.64)

F',

y

Daca in M(x,y)e;l??:
= y">0, atunci 4B este arc convex;

7/~
* y" <0, atunci 4B este arc concav;

= y"=0,1ar y' -)" <0, atunci M se numeste punct de inflexiune.
o i

In acest caz, punctele de inflexiune sunt solutiile sistemului

{F(x,y) =0

! ’ ”n ! n ! n 2-65
ZFXFyF;(y_F;ZFyZ _FyZF;Z :03 ( )

pentru care derivata a doua, »", face schimbare de semn in jurul acestui

punct. A doua conditie a sistemului (2.65) se mai poate scrie si sub forma
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F!; FI/ Fl

x Xy X
F, F% Fl|=0. (2.56),
F F 0

(iii) Pentru o curba (C) reprezentata parametric in (/I/) se inlocuiesc )’
si y"din (i) prin
Xy
x" oy

!zﬂzy’(t)zi y” :L
x dx xr(t) X ° x2 xr3

: (2.66)

Fie A(t,) si B(t) doud puncte fixate pe curba (C). Atunci daca

=y, <0, pe[t,1], 4B arc concav,

= ¥, >0, peft,.4], 4B arc convex;

* »',=0 in punctul M si derivata y" isi schimba semnul in jurul
punctului M, atunci M (1) este punct de inflexiune.

(iv) Consideram cazul in care curba reprezentata prin coordonatele
polare (p,a).
Fie 4(a,)siB(e,) extremitatile arcului (:475’) pe curba (C): p=p(a).

Atunci daca

= pP+2p"% - pp"<0,pe [a,.q]= 4B arc concav;
2.67)

PP +2p% - pp">0,pe [a,,q]|= 4B arc convex ;

" P20 —pp"=0,In M (2.68)
iar forma patraticd schimba semnul in jurul punctului M, atunci M se
numeste punct de inflexiune.

Exemple

2.31. Sa se precizeze concavitatea arcului de elipsa

~~ | X=acost
AB:{ . tel0,x]
Yy =asmt,

Pentru a aplica relatiile (2.66) sd observam ca
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{x' =—acost {x” =—asint

y'=bsint y"=bcost
Astfel,
. L |X" Y| absin’t+abcos’t b
2 |y y”_ (—asin3t)3 T dsin’t

iar cum sins >0 pe [0,7], urmeaza ca

¥, <0, Vte[0,7],

deci arcul 4B este concav m
2.32. Sase arate cd spirala lui Arhimede (vezi figura 2.21)
(C): p=aa
este concava inspre pol pentru orice « € R.

Intrucat

rezulta ca
pr2p” —pp'=d’a’ +2a° =ad’ (a2 + 2) >0;Va eR,

e

y

/D

0 X

Fig.2.21

astfel ca spirala logaritmica este concava pentru orice «areal, avand

concavitatea inspre pol m
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2.8. Curbura unei curbe plane

Fie M s1i M' doua puncte suficient de apropiate pe arcul regulat situat
pe o curba (C). Notam

. L
As —lungimea arcului MM,
7 si ?1 —versorii tangentelor la curba in punctele M, respectiv M,
¢ —unghiul dintre 7 si Z, numit si unghi de contingenta.
Se numeste curburd a curbei (C)in punctul M limita valorii absolute a

raportului dintre unghiul de contingenta ¢ si lungimea As a arcului MM,

cand punctul M' — M s1 As - 0 (vezi figura 2.22)
Notam

1 . A
e curbura curbei in punctul M.

Atunci

| b
— = lim
R A&x—0

&

As

: g:m(?,Z), (2.69)

&
unde, |—

este curbura medie si reprezintd abaterea unitard (pe unitatea
S

de arc) a curbei de la directia rectilinie a tangentei.

y
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Notand

azm(;,\;'); a+Aa=(?,\;), (2.70)
rezultd ca
e=Aa, (2.71)
iar, din (2.69) si (2.71) deducem ca
. |Aa| |da

Scalarul pozitiv R se numeste raza de curbura.

Exemplu

2.33. Sa se determine curbura cercului de raza » intr-un punct oarecare
al sau.

Intr-adevir, pe baza definitiei (2.69) se poate scrie

1 . le
— = lim [—,
R M—0|As
insa (vezi figura 2.23)
As=re, (2.73)
asa Incat din (2.72) si (2.73) se obtine
|
—=lim—=—,

R &o0pg 7

Fig.2.23

Prin urmare, curbura cercului este constanta si este egald cu inversa

razei cercului m
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2.9. Relatii pentru calculul curburii unei curbe plane

(i) Pentru o curba(C) data parametric

0 0

y=y(1)
avem

! !

tga =L,; a= arctgL,
X X

de unde

n_.r

1 Xy’ —xy’dt_x'y -x"y

dt
2 2 2 2
! x'" X"+
X

apoi tindnd seama ca M apartine arcului rectificabil, are loc si relatia (2.7)

da=

ds=+x"* +y" dt,
astfel ca

n.r

da _ xXy"=x"y ds
)
iar din relatia (2.72) se obgine
)

(W) (2.74)

(ii) Pentru o curba (C) definita de ecuatia explicita
(7): (€): y=r(x)
se obtine analog
l ~ |y/!|
_—
o) (2.75)

(iti) Pentru o curba (C) definita prin coordonatele polare

(): (C): p=0(6)

se tine seama de formula (2.11) care da elementul de arc pe curba

ds=+p* +p"* do,
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asa Incat
L _|p* 207 - pp]

( — )3 : (2.76)

Exemple
2.34. Sa se determine curbura curbei
(C):y=e", xeR

intr-un punct oarecare al curbei.

Pentru o curba (C) data prin ecuatia explicita, y = f(x), curbura este
1 B |yl/|
R [ v
(1+57)
Cum 1nsa y'=e", rezulta
1 e’
R (1 +e* )

2.35. Sa se determine curbura curbei

in punctul ¢=1.
Pentru o curba definita parametric curbura curbei este data de relatia
|xy X" r|

)

Evaluam derivatele de ordinul / si I/ ale functiilor x(z)siy(¢),

respectiv
x'=1 x"=0
y=1+t;, |y'=1

1
=—— n

1
R 55
64

iar, 1n =1, se obtine



2.36. Sa se calculeze raza de curburd a curbei de ecuatie
. 0 .
pzsm”’(—), meN
m

Din proprietatea cunoscuta (2.53)

o\
m(sin)
te¥ =2~ 1 T
P }:{cos(sinj
). m m
obtinem
y=2,
m

Evaluam, mai departe, elementul de arc cu relatia (2.11)

ds=+/p*+p* dé.

Intrucét
om0 O %
P’ + p? =sin®" —+sin"* = cos’ — =
m m m
om0 om0
=sin*" — +sin*""* — —sin*" sin*"?
m m m m
Z(m—l) |
@) m o
= (sm’” — =p ",
m
deducem ca

m—1

ds=p " db; dv =Ldo
m

Raza de curbura va fi in final

m—1

m m—1
R ds __p 16149 __m .
do+dv d0+-Ld0 m+1
m

2.37. Sa se calculeze curbura intr-un punct oarecare al cicloidei

(C):{x:a(t—sint)

y=a(l-cost)
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Observam mai intai ca
x'=a(l—cost) [x"=asint
{y’:asint; {y"zacost,
iar
x?+y”? =2a*(1-cost); x'y"—x"y'=a’(cost—1)
de unde
1 |x'y" —x”y'| B a’ |cost —1| B 1 1

r oy Jeat(1ocost) 2a2(l—cost) amail
\/(x +y ) \/8(1 (1—cost) \/( cost) 4as1n§

2.10. Ecuatia intrinseca a unei curbe plane

Curbura curbei este o functie de punctul in care se calculeaza.
Daca se alege drept parametru arcul s pe curbd, curbura curbei intr-

un punct oarecare M €(C) se poate determina ca functie de s.

Fie ecuatia intrinseca
—=F(s) (2.77)

care stabileste curbura intr-un punct oarecare al unei curbe necunoscute(C).

Din relatia (2.72) ce exprimd curbura in functie de parametrul natural

pe curba
1_|de
R |ds
se obtine ecuatia diferentiala
da
—=F(s
L)

a carei solutie este

sau cu notatia corespunzatoare
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a=f(s)+a, (2.78)
Inlocuind (2.78) in relatiile care ne dau cosinusurile directoare ale
tangentei la curba(C) date de (2.34)

dx dy .
——=cosa; —==sina
ds ds

se obtin respectiv relatiile
dx=cos[ f(s)+a, |ds; dy=sin| f(s)+a, |ds
sau
dx=[cos f(s)cosa, —sin f(s)sine, |ds;

dy =sin f(s)cosa, +cos f(s)sina,.

Prin integrare se obtine familia de curbe parametrice in plan

x=X(s)cosa, —Y(s)sing, +x,
{y =X (s)sing, + Y (s)cose, + ¥, (2.79)
unde s-a notat
X (s) =.[cosf(s)ds; Y(s)= fsinf(s)ds. (2.80)

Relatiile obtine in (2.80) constituie reprezentarea parametricd a unei
curbe unic determinate de curbura ei in punctul curent.

Interpretare geometrica

Familia de curbe 3 — parametrice (2.79) se obtine din curba (2.80)
printr-o transformare completa (o rotatie §i o translatie) a sistemului de
coordonate.

Observatie

Toate curbele acestei familii au aceeasi curbura in punctul M.

Am ardtat astfel un rezultat important privind ecuatia intrinseca a
unei curbe.

Teorema

Fiind data curbura unei curbe intr-un arbitrar al ei, depinzand de
arcul pe curba s, atunci curba este unic determinata in afara unei

compuneri dintr-o rotatie §i o translatie a sistemului de coordonate m
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Exemple

2.38. Sa se determine curbele plane a caror curbura este constanta.
Din ipoteza

1
— =const.

. < < < 1 < o
si notdm aceastd constantd cu —. Ne propunem sa gasim toate curbele plane
r

pentru care
L
R r
In cazul de fata
1
F(s)=—,
(5)="
de unde rezulta
S r r
Pe de alta parte
&x_ cosa; d_y: sinc.
ds ds

De aici se obtin egalitatile diferentiale
dx=cosads=rcosads;
dy=sinads=rsinads.
Integrand aceste ecuatii se obtine familia de curbe 3 — parametrice
x=rsina+a
y=-rcosa+b,
cu a si b constante arbitrare. Scriind relatii de mai sus sub forma
xX—a=rcosa; y—b=rsina,
si elimindnd parametrul « intre cele doud ecuatii se deduce ecuatia carteziana
a familiei de curbe
2 2
(x—a) +(y—b) =r.
Prin urmare, curbele plane a caror curbura este constanta sunt

cercuri m
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2.39. Sa se determine curbele plane a caror ecuatie intrinseca este
! 4 const
—=——; a= .
R a*+s*

Plecand de la ecuatia intrinseca (2.77) cu

F(s):%, a = const.
a’+s

se obtine ecuatia diferentiala
da a
_ -

— = a =const.
ds a +s

Prin integrare conduce la
N
a =arctg—+a,; a, R,
a

unde ¢, este constantd de integrare. Mai departe, alegem ¢, =0 si inversam

in ultima egalitate

s=tga; ds=—75—,
cos” «

iar relatiile ce exprima cosinusii directori ai tangentei

dx dy .
—=cosa; ——=sina

ds ds

devin

dx=cosads= da;

cosa

. asina
dy=sinads=——da
cos” a

Integram aceste relatii si obtinem familia de ecuatii multiparametrice
a, l+sina
x=—In——m——+
2 l-sina

Y= + Y-

cosox
Putem alege, de exemplu x, =0, y, =0, de unde

a, l+sina
x=—In———
2 l-sina

a

coSsax
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Pentru a gasi ecuatia carteziana a curbei, se elimind parametrul « .
Se scrie prima ecuatie sub forma
2x l+sina
| —2
a l-sinx
si apoi se logaritmeaza egalitatea gasita
2 J+sina
e “ = . 2
l-sinx

de unde se obtin succesiv relatiile

X
e’ l+sina,

2% 2
e?+1
X P * x _x
2e¢—e -1 e*—-1 e*—e“ X
sina = = = —th>
2 2 XX a
e +1 e+l e*+e?

si mai departe,

. X 1
sina =th—; cosa=——,
a X
ch—
a

iar dacd se tine seama de aceste expresii, ecuatia cartezianad explicita este in

final
=a ! _4 eg—e_; —achf
YA T, -aay (2.81)
ch™
a
y
0 X
Fig.224

Aceastd curba este lantisorul (vezi figura 2.24) m
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2.11. Contactul a doua curbe plane

Fie curbele plane (C,)si (C,). Se spune ca cele doud curbe au un

contact intr-un punct M ce apartine ambelor curbe daca cele doua curbe

date admit in M aceeasi tangentd (MT).

In punctul de contact M curbele pot avea doud sau mai multe puncte
confundate. Numarul acestor puncte defineste ordinul de contact.

Astfel curbele (C,)si(C,)admit in punctul M un contact de ordinul n,
daca cele doud curbe au (n+1) puncte confundate.

(i) In cazul curbelor definite explicit

(7) (C):y=1f(x); (G):y=ri(x),
notam
E(x)=f(x)- f2(x)=0. (2.82)
Daca
E(x)=E'(x)=..= E" (x)=0 si E"(x)20, (2.83)

atunci curbele (C,)si(C,)au un contact de ordin n. Coordonatele punctului
de contact M (x,y) se obtin din rezolvarea sistemului

y=1f(x)

y=5(x)

(i) in cazul curbelor

y=y(t);
Notam
o(1)=F[x(1).y(1)] (2.84)
Daca
o(1)=¢ (1) =m0 (1)=0; " (1) =0, (2.85)

atunci cele doua curbe au in punctul M (7) un contact de ordinul n.
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Observatie

Daca cele doua curbe au in punctul M(t,) un contact de ordinul n,

atunci t, este raddcind multipla de ordinul (n+1).

Exemple
2.40. Sa se stabileasca punctul de contact si ordinul » al acestora intre
parabola
2
X
C)y=—+a
(C):y 2a

si lantisorul
(C)):y —ach>.
a

Daca notdam M (x,y) punctul de contact al curbelor

2
X

(C): yzfl(x)zz+a;

(C,): yzfz(x)zachg; a#0,

atunci coordonatele (x,y) ale acestui punct sunt solutiile ecuatiei
E(x)= ()~ £ (x) =0
In cazul de fata, ecuatia f£;(x)=f,(x) are o unici solutie:x=0, y=1.
Deci punctul de contact este M (0,1). Ordinul de contact este n=3
intrucat
E(0)=£1(0)=£2(0)
E(0)= 77 (0)~ £,(0)=0

E'(0)= £ (0)- £ (0) =12 =0

E*(0)= 17 (0)~ /7 (0)=0

E(’V)(o)q“”(o)-g“”(o):o-%zo n
a
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2.41. Sa se afle punctele de contact si ordinele » ale acestora intre

elipsa

X =acost
: 0,2
(&) {yzbsint; re[0.27]

si cercul
(C,):x*+y*=b"; 0<b<a
Daca curbele (C,)si (C,) au respectiv ecuatiile
(C, ):{x = x(t) |
y=y(t);
(Cz):F(x,y)zO
iar M (x,y) este un punct de contact, atunci coordonatele (x,y) sunt solutiile
ecuatiei.
In cazul de fata
p(t)=a’cos’t+b*sin’ 1 —b* =a’ cos’ t - b’ (1 —sin® t) =
=a’cos’t—b*cos’t = (a2 —bZ)cos2 t=0.

Presupunand a # b, rezulta solutiile ¢, =% sl t, 237%'

Corespunzator valorilor bijective, se stabilesc doua puncte de contact
M,(0,b)si M,(0,—b). Pentru a stabili ordinele de contact n, si n,ale

punctele obtinute, vom scrie conditia ca o valoare arbitrard ¢=¢, a unui

contact de ordinul » sd verifice egalitatile
0(t)= ' (1)) == 0" (1,); 0" (2,) = 0.
Evaluam derivatele lui ¢(¢) in ¢ :% si ¢t =7. Sa observam mai intai ca
¢'(t,)=(b" -’ )sin2t,,
¢ (1) =2(b" —a’)cos2t,,

o"(1,)= —4(b2 -a’ )sin 2t,.
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Apoi

(5 o(5)r gt
o[ (5]t 100

deci punctele M, (0,b)si M,(0,-b) au acelasi ordin de contact n,=n,=2 =

iar

2.12. Curbe osculatoare si cerc osculator al unei curbe plane
2.12.1. Curba osculatoare intr-un punct unei curbe plane

Fie familia de curbe (n+1)— parametrice
(Ca1 S ) F(x,y;00,0,,...a,,, ) =0. (2.86)
Curba (y) sezice curbd osculatoare la o curba din familia (Cal ...am)

intr-un punct M al acestei curbe, daca cele doua curbe au in M un contact
de ordin n.

Obtinerea punctului de contact se realizeza prin rezolvarea unui sistem
de (n+1)ecuatii corespunzitor celor (n+1)parametri. Un astfel de sistem
este In general compatibil.

Exemplu

2.42. Fie familia de drepte depinzand de doi parametri

y=mx+n. (2.87)

Sa se determine dreapta osculatoare intr-un punct arbitrar M (x,, y, ) al

unei curbe plane date (C).

Familia de drepte depinde de doi parametri asa ca, punctul M (x,,y,)

satisface conditiile unui punct de contact de ordinul » =2

{mxo +”:f(x0)
m:f’(xo)
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Sistemul in necunoscutele m si n are solutia
m=["(x,), n=1(x,)—mf"(x,)

Inlocuind aceste valori in ecuatia (2.87) se obtine dreapta osculatoare
(MT): y=f(x)=7"(x)(x=%)

care reprezinta tocmai tangenta la curba(C) in M (vezi figura 2.25).

() Fig.225

2.11.2. Cercul osculator intr-un punct al unei curbe date

Multimea tuturor cercurilor din plane ste o familie depinzand de trei
parametri: coordonatele centrului si raza.

Se numeste cerc osculator intr-un punct al unei curbe plane(C) cercul
(7)care are cu (C) un contact de ordinul doi.

Observatie

Cercul osculator se obtine pentru cazul familiilor de curbe 3 —
parametrice a, b i r.

Procedeu practic

(i) Fie () definita parametric de ecuatiile

x= x(t)
Do

curba osculatoare la o curba din familia de curbe

(Ca’ﬂ’r): F(x,y; a,ﬂ,r) E(x—a)z +(y—ﬁ)2 -’ =0. (2.88)
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* Se inlocuiesc x =x(¢), y=y(¢) in (C) si se deriveaza de doua ori
succesiv egalitatea obtinuta
(x(0)-a) +(y<r> ﬂ) =0
(x(1) =) (1) + (¥t ﬂ) (0)-r"= (2:89)
(x(1)=a@)x"(1)+ (2 (6) = B) " (1) +x (1) + 3 (1) = 0.

= Se rezolva apoi in raport cu «, 3 sir.

wee T KT T

x"y"=x"y xy"'—=x"y |x’y”—x

(if) Fie () definita explicit de ecuatia
(7): y=7(x)
= Alegem drept parametru x =1 si scriem ecuatia curbei () sub forma

parametrica

D1

= Se procedeaza ca in cazul ().

= Se obtin in final

3
"1+ 2 B 1+y’2‘ 1+y72
a=x+y( ”y ); p=y+ o r:(—”)_ (2.91)
y ]
Exemplu
2.43. Sa se determine ecuatia cercului osculator la elipsa
2 2
ALY
(]/) ?'l'b—z—l

in punctul de intersectie cu semiaxa pozitiva a abciselor.

Scriem ecuatii parametrice ale elipsei
(7):x=acost; y=bsint, (te[O,Zﬂ]) (2.92)
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Elipsa taie semiaxa pozitiva a abciselor in punctul 4(a,0) (vezi figura

2.26). Consideram cercul osculator de ecuatie

(x—a)2+(y—,b’)—r2=0 (2.93)
Y
M (x.)
KN
N | T
Fig.226

[nlocuim x(¢) si y(¢) din (2.92) in ecuatia (2.93)

(acost—a)’ +(bsint— ) —r*=0 (2.94)

Rezolvand ecuatia (2.94) in raport cu «,f,r se deduc coordonatele si

centrul cercului osculator

(xr2 +yr2)yr (Xr2 +yr2)xr lx,z +y,2
dA=X—"——"""-"-"-—, ﬂ:y‘l‘ , '=

on "1 n "1 [ "r

Xy —xYy Xy —x)y |X —X)y

In cazul de fata punctul 4(a,0) corespunde bijective valorii =0 a

parametrului. Obtinem

Prin urmare, cercul osculator are ecuatia

@ —pY b*
(x— j+y2=—2 m

a a
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2.13. infisuritoarea unei curbe plane

Fie familia de curbe uniparametrice
(C,): F(x,y;a)=0. (2.95)
Presupunem ca
F (x.y5at) 0. (2.96)
Se numeste infasurdtoare a familiei (C,)o curba (y) (care nu face
parte din familie) avand urmdtoarele proprietati
(i) Fiecarei curbe (Cao) ii corespunde un punct M pe curba (y) si
reciproc fiecarui punct al curbei(y)ii corespunde o curba din familia (C,);

(if) Nu exista arce comune intre curba (y) si oricare din curbele

Samiliei (C,).

y
x,Y\
70
Fig.2.27 g
Teorema

Daca familia de curbe(C,) admite ca infasurdtoare curba (y), atunci

coordonatele parametrice (x(a),y(a))ale punctului curent sunt solufiile

sistemulului

(2.97)

{F(x,y;a) =0



Prin urmare, daca (y)este infasuratoare a familiei (2.95), atunci unui
punct M €(y) i corespunde in mod unic o curbd din familie si reciproc.
Coordonatele x, y ale punctului curent de pe infasurdtoare sunt functii de
parametrul « §i vor constitui ca atare o reprezentare parametrica a infaguratorii
(7)r{x:x(a) (2.98)
y=y(a)
Ecuatia carteziana a curbei () se poate obtine elimindnd parametrul

intre ecuatiile (2.98).

Exemple
2.44. Sa se gaseasca infasuratoarea familiei de parabole (vezi figura
2.28)
2
X 2
=ax——(1+a?).
y=ar-X(1+a’)
Notdm

2

F(x,y;a)E;—c(1+a2)—ax+y:O.

Derivata lui F in raport cu « este

2
F;(x,y;a)zz—cﬂa—x
iar sistemul (2.97) devine
2
X
—(1+a’)—ax+y=0
Solira’)-ax+y
x2
—2a-x=0
2c

Elimindm ¢ 1intre ecuatiile obtinute. Din prima ecuatie rezulta

c
a=—,x=#0,
X

iar dacd Inlocuim in cealaltd ecuatie se gdseste ecuatia carteziana a curbei
(7)—infasuratoarea familiei de parabole care este tot o parabola (vezi figura

2.28), anume
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Fig. 228

Interpretare geometrica
Parametrul o reprezinta panta tangentei in originela parabola data.

Intr-adevar,

' X 2
y=a —;(1 +x ),
iar
V'(0)=a =
2.45. Sa se afle infasuratoarea cercurilor care trec prin origine si au
centrele pe o hiperbola echilatera
Xy =a. (2.99)

Fie M (t,ﬁj un punct arbitrar pe hiperbola echilatera. Cercurile consi-
t
derate au ecuatiile
a 2
(x—t)2+(y——j = (2.100)
t
Din ipoteza cercurile trec prin origine,

a 2
= =r.
t

Astfel ecuatia (2.97) se scrie

F(x,y;t)zx2 +y2 —2tx—2%=0.
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Infasuritoarea acestor cercuri se obtine eliminand ¢ intre ecuatiile
F(x,y; t) =0; E’(x,y; t) =0.

Se obtine sistemul

x2+y2—2tx—zﬂ=0
t

e+ 2%y,
t

Inmultind a doua ecuatie cu ¢ si adunand rezultatul la prima se obtine

X+’
4y
Inlocuind pe ¢ in prima ecuatie se gaseste ecuatia Infasuratoarei

t

(x2 +y° )2 —16axy=0 m
2.46. Sa se determine infasuratoarea familiei de de curbe
(x—oc)2 —(y—oz)2 =0.
In cazul de fatd notim
F(x,y; a)z(x—a)z —(y—oz)2 =0
Inlocuim in sistemul (2.97) si elimindm & intre cele doud ecuatii
F(x,y;a)= (x—oz)3 —(y—oc)2 =0 |--3(x—a)
Fl(xy;a)=3(x—a) -2(y-a)=0 (2.101)

/ 3(36—05)()/—05)2 -2(y-a)=0.

de unde

sau
a=3y—-2x.

Daca se substituie « in cea doua ecuatie a sistemului (2.101) se gaseste

ecuatia
3(3x-3y)" —2(3x-2y)=0

sau altfel scris
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M x

Fig.2.29

Se obtin doua drepte (vezi figura 2.29)
(D):y—x=0;
27

(D,): yox=-Tr

S analizam acum daca familia datd admite puncte singulare. Formam

sistemul
F(xnyia)=-3(x-a) =0
F(x.y;a)=2(y-a)=

Se obtine solutia: x=a; y=a.

(e}

Deci, punctele singulare apartin dreptei
(Dy): y—x=0.

Prin urmare, numai dreapta ( D, ) reprezinta infasuratoarea familiei date m
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2.14. Desfasurata (evoluta) unei curbe plane

Se numeste desfasuratd (evolutd) a unei curbe plane (C), curba (y) care
este infasuratoarea familiei de normale duse la curba (C) (vezi figura 2.30).

(i) Consideram cazul in care curba (C)este definitd parametric definita
parametric

(C) X= x(t); y= y(t).
Notam
M (x,y)—punctul curent pe curba (C),
N(X,Y)- punctul curent pe curba pe curba ().
Normala in punctul curent la curba(C) este
(MN): x'(X-x)+)y'(Y-y)=0

Pentru a gasi ecuatia Infasuratoarei acestei familii derivam ultima
egalitate 1n raport cu parametrul ¢

X”(X—X)‘i‘y”(Y—y)—sz _yrZ :0
si formam sistemul

{x’(X—x)+y'(Y—y) =0

X"(X=x)+y"(Y-y)=x"+)"

Mai departe se rezolva in raport cu X,Y obtinandu-se ecuatiile parame-
trice ale desfasuratei (evoluter)

' 2
P .

xl ”n _ xl/ !
(7): o (2.102)
Y=yex S
xy"—y'x
(ii) In cazul curbei (C) definita prin ecuatia explicitd
(C): y=1(x)

se alege drept parametru al curbei(C), abscisa x, astfel ecuatiile parametrice
ale desfasuratei vor fi
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(7): . (2.103)

Exemplu

2.47. Se considera curba

x=t—shtcht
(C): =2ch
y=2cht

Sa se scrie ecuatiile parametrice ale desfasuratei (evolutei) curbei.

Fie M (x,y)e(C) arbitrar si N(X,Y) punctul curent al desfasuratei.

Atunci ecuatiile parametrice cautate sunt
2 2 2 12
+
(y):X:x_y"x':" y! ”; Y:y+x -T”+ r..n
xy"—y'x xy"—y'x
Aici
x=t —%sth {x' =1-ch2s¢ {x" =-2sh2t
y=2¢cht; y' =2sht; y"=2cht.
Mai departe, prin inlocuire se obtin
{X =t—3shtcht

Y =4cht—2ch*t
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2.15. Desfasuratoarea (evolventa) unei curbe plane

Se numeste desfiasuratoare (evolventd) a unei curbe plane (C) curba

(7) a carei desfasuratd este curba datd.

(i) Fie s parametrul natural pe curba definita de ecuatiile (V)

[r=x(s)
() {y =(s)
Notam (vezi figura 2.31)

N(X,Y)- punct curent al evolventei,

M (x,y)— punctul curent pe curba(C).

Atunci, ecuatiile parametrice ale desfasurdatoarei (evolventei) in raport
cu parametrul s sunt

y\
(€) M(x,y)
7
2 T
N(X,Y)
0 X
Fig. 231
. X=x+x'(k—s)
(7): {Y:y+y,(k_s) (2.104)

unde £ este constanta arbitrara.

(if) Fie definitd prin ¢ parametrul oarecare pe curba

@ 1

y=y(1)
Se calculeaza mai intai arcul pe curba
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s=[Nx?+y"dt=o(1) (2.105)

)

apoi cu t=¢'(s) se obtine

x(t)=x[o™'(s)]
y=y()=y[¢"(s)]

dupa care se inlocuieste (2.105) in ecuatiile (2.106) de mai sus.

X

(€):

(2.106)

Exemplu
2.43 Sa se scrie ecuatiile desfasuratoarei (evolventei) la curba

x=t—shtcht
y=2cht

Daca M (x,y)e(C)este un punct arbitrar al curbei(C) data, iar N (X,Y)

este punctul curent al evoluentei cdutat, atunci ecuatiile parametrice cautate

sunt
X=x+x"(k—s)
(7):{Y=y+y’-(k—s)
sau
X =x+(k—s)cosd
(): {Y =y+(k—s)sin@
unde @ este unghiul facut de tangentele la curba cu axa Ox, k este o constanta
arbitrara, iar s arcul curba. Evaludm elementul de arc pe curba

ds=/x""+y"de

Derivam in raport cu ¢ in ecuatiile curbei (C)
x'=1-sh®t—ch’t
{ y'=2sht,
iar
x>+ =4sh’tch’¢.
Atunci

ds=2sh¢chrdz.
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Prin integrare gasim
s=[2shechrdr=sht

Tinand cont de faptul ca
y_ 1
tgf=2L=——
g x'" sht

b
rezulta

cos@ =tht; sinf = —L.
cht

Prin urmare, evolventa are ecuatiile parametrice
X =t+(k—-1)ths

Y=cht+ﬂ.
cht

Pentru k =1, obtinem lantisorul

y=chx =
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Capitolul 3

GEOMETRIA DIFERENTIALA A
CURBELOR 1IN SPATIU

3.1. Reprezentarea curbelor in spatiu

O curba in spatiu (sau o curba strdmba cum o mai numesc unii autori)

poate fi reprezentatd analitic Intr-un sistem rectangular xOyz printr-una din

ecuatiile:
(1) (C):{sz(x,y) (x,y)e Dc R?
z=g(x,y
‘ F(x,y,z)zO
N

(x,y,z)e Dc R’
xzx(t)
(1) (C): qy=y(t) tel
z Z(t)
¢ —parametru oarecare
(V) (C): r=r(t)=x(t)i + y(t)] + 2(0)k =
=(x(0), y(1),2(2)), tel
x =x(s)
(V) (C): y=y(s) s=2}\\/[

z=2z(s)

s —parametru natural al curbei
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x=x(p,a)
(V1) (C): {y=y(p.) ecuatiile in coordonate

z=z(p,a) polare

(p,a)— coordonate polare

Exemple
3.1. Elicea circulara are ecuatia parametrica:
x=rcosé
y=rsing, 6[0,27]
z=k0O

3.2. Cercul de raza r cu centrul in origine si situat in planul xOy are
ecuatia implicita
X+ +zi -’ =0
{Z =0
3.3. Curba parametrizata:
= a(costsin ti+sin’t]+ cost%)
este 0 curba situata pe o sfera.
Intr-adevar, eliminand parametrul ¢, se obtine sfera de ecuatie:
X +y +z°=a" m
3.4. Elicea conica are ecuatia
X =atcost
y=atsint
z=>bt

3.5. Spirala lui Arhimede are ecuatia In coordonate cilindrice
p=at
{z =0
3.6. Curba lui Viviani este reprezentata analitic de sistemul
¥ +y +z22 - =0
{xz +y —rx=0
si este curba de intersectie dintre sfera de raza r centrata in origine si cilindrul

() ol o
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3.2. Elementul de arc si lungimea unui arc de curba in spatiu
3.2.1. Elementul de arc al unei curbe in spatiu

Vom presupune ca functiile x(¢), y(¢), z(¢) sunt de clasa C'(). Prin
urmare, un arc 4B se va numi regulat, daca 7(t)” £0, Vtel, iar pentru o

curba (C) definita implicit prin ecuatiile (17)

F F F]
rang| = L 1=2
G. G G

y

in toate punctele arcului 4B.
Fie Ae(C) fixat. Notam AM =s. Atunci elementul de arc 4B pe
curba (C) este definit (vezi Capitolul 2) prin:

ds= H?(z)”dt (3.1)

sau altfel scris:

ds=x"+y"” +z7dt (3.2)

Exemple
3.7. Sa se calculeze elementul de arc pe elicea conica definita la
exemplul 3.4.
Se deriveaza in
x=atcost; y=atsint; z=bt; (1>0)
iar de aici se gaseste
x4y 4z :(a2 +b2)t2.

Mai departe elementul de arc este

ds=\x"+y?+z%dt=tNa’ +b*dt m
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3.2.2. Lungimea unui arc de curba in spatiu

Prin definitie, lungimea unui arc 4B pe curba (C) este:

1 au
P 1r):
Y, o entru (1)
(- = | X +y? 42t 3.4
50) AB j Jx 4y (34)
%) I In general, lungimea unui arc AM regulat
. Fig.3.1 s=s(t)=.[ x4y + 2 dt (3.5
Exemple
3.8. Sa se afle lungimea arcului AM (vezi figura 3.2) al elicei circulare
x=rcos@
y=rsing 0e[0,27].
z=k0,

Derivam 1n raport cu 8
x'=-asin®; y'=acosb; z' =k,

apoi
xr2 +y/2 +Zl2 =a2 +k2
de unde rezulta ca elementul de arc este conform relatiei (3.2)

ds=\/x'2 +y? + 27 dt=~Na® +k> dt

Pentru a calcula lungimea arcului AM vom tine seama de formula (3.4)
2z
b= I X2+ + 2% de =
0
2
= [N+, dt=27Va’ +K* m
0
3.9 Sa se determine arcul pe curba

r=tcos(alnt)i+tsin(alnt)j + btk
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Se aplica relatia (3.5) pentru

x=tcos(alnt),y:tsin(alnt), z=ht.
Avem
x':cos(alnt)—asin(alnt); y'=sin(alnt)+acos(alnt); z'=b,
iar

x?+y?+z% =1+a’ +b°

z

0=0) % y

F)

i

. -

Fig.3.3

Mai departe, elementul de arc pe curba este
ds=+x?+y? +2%dt=+1+ad’ +b* dt,

iar daca se integreaza in raport cu 7 [0, 1] aceata egalitate, se obtine arcul

pe curba

s()=[ds=[Vi+a’+p dt =142’ +b* m
0 0
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3.3. Tangenta intr-un punct la o curba din spatiu

Fie M (x,y)e(C) si T(X,Y,Z) punctul curent pe curba (vezi figura 3.2).
Ecuatia tangentei la curba (C)in punctul M este

(i) pentru (III)

R (3.6)
(if) pentru(1V)

(MT): (1) =r(t,)+ A (1), (3.7)
unde M (1,)e(C), V AeR.

T(X,Y,Z)
z
(C }'Uo\
M(x,y,z)
/v\“\
0 y
L Fig. 32
(iii) pentru (1)
X-x Y-y Z-z
MT): = = .
(Mr): =2 (8)
unde
_D(F.G)_|F E| , D(F.G) |F F|
““D(nz) |6 G " D) |6 af
(3.9)
D(F,G) |F F]
c= =
D(x,y) |G. G,




Coeficientii a,b,c se retin mai usor din matricea

a b c
D(F,G) D(F,G) D(F.,G) (3.10)
D(x,y) D(y,z) D(z,x)

(iv) pentru (/) se considera

(C) {F(x,y,z)zz—f(x,y)zo
G(x,y,z) =z —g(x,y) =0
Exemple
3.10. Sa se scrie ecuatia tangentei la curba
;=1t2i+¥t3/ﬂ+tk

in punctul £=2.
Corespunzator relatiei (3.6) scriem

Lo _2v2 5,

x=—t,y=""10"7 z=t

2 3
x'=2t, y’=\/2_t, z'=1
iar tangenta in punctul avand coordonatele carteziene (4, 2,1) va fi

8

x-2 Y73 z-2

2 2 1
3.11. Sa se scrie ecuatia tangentei in punctul curent la curba definita

(MT):
implicit de sistemul

2
X +z2—a*=0

{2px2 -y =0

Notam
F(x,y,z) =2px’ —y* =0
G(x,y,z)sx2 +z°—a’ =0.

Vom aplica relatia (3.8) pentru

a b c
4px 2y O
2x 0 2z
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de unde

D(F.G) D(F.G)
a=———>=—-4yz; b=——F=—4pz; c=
D(y.2) D(z.x)

astfel

3.4. Planul normal la o curba din spatiu

Fie M (x,y)e(C) un punct regulat. Planul normal, (P,) la curba (C) in
punctul M este planul normal la tangenta (M7')in punctul considerat.

Parametrii directori ai tangentei pot fi luati drepti parametrii directori ai

planului normal. Daca N(X,Y,Z)este punctul curent al planului normal
(A, ) atunci se obtin urmatoarele reprezentari
(i) pentru (1I):
(P):(X—x)x'+(Y=»)y'+(Z-2)z'=0 (3.11)

unde s-a notat

—

n=(x',y',z")— vectorul normal la plan.
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(if) pentru (1V):

(iii) pentru (II)

D(F,G) D(F,G) D(F,G)
C (X —x) =L (Y —y) =L+ (Z-2) =L =0
() ()G e (7 T
In notatiile de mai sus:
(B): a(X—x)+b(Y-y)+c(Z-2)=0
sau inca:
X—-x Y-y Z-z
(R): | 2 F E|=0
G G, G!
Exemple

3.12. Sa se arate cd planele normale la curba:
(C): x=sin’t, y =sintcost, z=cos?
trec prin originea sistemului de coordonate.
Avem

x'=2sintcost =sin2¢; y' =cos’ t —sin’ t = cos2t; z' = —sint.

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

Mai departe, intr-un punct arbitrar(x, y,z)ecuatia planului normal (3.14)

devine

(77”) Xsin2t+Ycos2t—Zsint=0 m

3.5. Planul osculator la o curba din spatiu

Fie M(x,y,z)€(C) un punct regulat si M'(X,Y,Z) un punct apropiat de

M (vezi figura).

Se numeste plan osculator la curba (C)in punctl M pozitia limitd a

planului ce trece prin tangenta (MT), cdnd punctul M'tinde cdatre M.
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Planul osculator (F,)ce trece prin M(t,) este determinat de directiile

vectorilor r(1,) si r'(t,) si are ecuatia:
X-x Y-y Z-z
(770 ) X y' z' =0
x" y” Z”
sau, daca se efectueaza calculele:
(P): A(X —x)+B(Y-y)+C(Z-z)=0

unde 4, B, C se determina din matricea:

A B C
xr yr Z'
xﬂ y// Z"
(P)
z
r
M
sX &t \M
(k\ )’ (C)
o) \ y
X Fig. 34
mai exact,
' Z’ Z’ xr xr '
A:‘yﬂ !r’B_ " n’C_ " yn‘
y Xy
Sau

A — y!ZI/ _ y"Z!, B — Z!xll _ x’Z”, C — x!);” _ x”y!
Parametrii directori ai planului osculator sunt:

_;_ Pt _/;_ n"o_n _n
r_(x5yaz)a r _(xay 5Z)
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3.6. Normala principala la o curba din spatiu

Normala principald, notata (N p), este normala continuta in planul

osculator.
Ea este determinata de intersectia dintre planul normal si de planul

osculator in acelagi punct M (vezi figura de la paragrafu 3.8) si are ecuatia

'X=-x)+y' Y -y)+Z'(Z-2)=0
() [ E D@2 (320,
AX -x)+B(Y =)+ C(Z-2)=0
sau
X-x Y-y Z-z
N ): = =
W) === (3.21)
unde «, S, y sunt:
_y! Z! :Z! x! :x! y!
1_‘B C’ 1 C Aa 1 A B (322)

Coeficientii a, f, ¥ se pot retine mai usor din matricea:

a b ¢
xl yl ZI
A B C
Exemple
3.13. Sa se gaseasca ecuatia normalei principale in punctul M (1,1,1)la

X = 22
zZ= Xz
Scriem ecuatiile curbei sub forma
{ y=+x
2

z=x";

curba

(x>0)

apoi consideram x drept parametru pe curba asa incat
x=t; y=At; z=1 (1>0)
Derivam aceste relatii in raport cu ¢

1
X'=ly=—=;2'=2t,

N[
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de unde deducem ecuatia planului normal
(B): X(X=x)+)y(Y-»)+Z(Z-2)=0<
(R): 1(X—l)+%(Y—1)+2(Z—1)=0<:>
(P): 2X+Y +4Z-5=0

Pe de alta parte, derivatele de ordinul al doilea ale lui x,y,z in raport cu
¢ sunt

1
xﬂzo; y"=— ;Z”=2.
wr

Planul osculator are ecuatia data de (3.16)

X-x Y-y Z-z

y Z"
Inlocuind
x=L y= z=1;
Y=l y=t; z=2;
9 y 2 b b
1
"20; n=__; Z"=O
7T
in ecuatia (3.16) se obtine
X-1 Y-1 Z-1
1
(R): | 1 5 2 |=0
0 1 0
4
sau daca se efectueaza calculele gasim
(R):2X-Z-1=0,
iar ecuatiile implicite ale planului normal
2X+Y+4Z2-5=0
[
2X-Z-1=0
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3.7. Binormala la o curba din spatiu

Binormala, notata (B,)este normala perpendiculara pe planul

osculator dus prin punctul M(x,y,z)e(C) (vezi figura de la paragraful
3.9).
Tinand seama de aceastd definitie, rezultd ca pentru o curba definita
parametric (/) binormala are ecuatia:
(Bn):X;x:Y;)y:Z;Z

(3.23)

Exemplu
3.14. Fie curba
(C): x=tcos(alnt),y=tsin(alnt), z=bt, (1>0)
Sa se arate ca binormala intr-un punct oarecare al curbei face cu axa Oz

un unghi constant, iar normala principald in acelasi punct este paraleld cu

planul xOy.
Binormala Tn punctul curent are ecuatia datd de (3.23), iar in acest caz
se scrie
(B ): X—tcos(alnt) _ Y—tsin(alnt) _ Z —bt
! A B C
Coeficientii a,b,c se determina din matricea
A B C
Xy 7
x" y” z"

Tinand seama ca

x=tcos(alnt); y=tsin(alnt); z=bt;
x"=cos(alnt)—asin(alnt); y' =sin(alnt)+acos(alnt); z' = b;

"

X =—;sin(alnt)—%cos(alnt); y"=;cos(alnt)—%sin(alnt); z"=b.

De aici se obtin coeficientii 4, B, C determinati in punctul M conform
(3.19)

ab
A=""2|asi Int)-— 1
; [asm(a nt) cos(a nt)]
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Parametri directori ai normalei  planului rectifiant sunt chiar
parametrii directori ai normalei principale.

3.9. Triedrul lui Frenet intr-un punct al unei curbe in spatiu

Fie M €(C) un punct regulat. Atasdm acestui punct:
= trei drepte perpendiculare, doud cate doua

— tangenta (T)

— normala principala (Np)

— binormala (B,)

= trei plane, determinate fiecare, doua de doua dintre aceste drepte (vezi

figura 3.5)
— planul normal (P,)

— planul osculator(P,)

— planul rectifiant (P.)

Asociem acestor trei drepte o origine un sens pozitiv i notam, respectiv
7, n si b vectorii axelor (7), (Np), (B,). Obtinem un triedru mobil, drept

orientat, atasat curbei(C)intr-un punct M e(C), numit triedrul lui Frenet.

Planul osqulator—
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Alegem s—parametrul natural pe curba si fie M e(C), avand
vectorul de pozitie = ;(s). Atunci

« 7— vectorul director al tangentei

definit prin
-~ dr
T=— O 1
y (0.1)
este astfel incat
d’r B d_; -
ds* d ’

iar
= n— vectorul director al normalei principale,
este definit prin
d*r/ds’
d*r/ds®

n=

(0.2)

Tripletul (;, n, l;) este un triedru drept orientat, iar

= b—vectorul director al binormalei se alege astfel incét:

b=7xn. (0.3)
Alegem ca parametru ¢ arbitrar si fie M € (C) cu vectorul de pozitie

r=7r(t). Astfel:

I
a1 a7
ds dr ds |q7 r
dr  14s
de unde,
-
T:W (0.4)

= h—vectorul director al binormalei are directia si sensul vectorului:
dr d’r
ds ds

adica,
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Fxr”
E— (0.5)

= n— vectorul director al normalei principale se alege astfel incat:
b (0.6)

n=bxr

Exemplu
3.15. Sa se afle versorii triedrului lui Frenet intr-un punct oarecare M al

elicei circulare
(C):x=acosb, y=asin6, z=bo

si s precizeze acesti versori in punctul 4(6=0).

Vectorul de pozitie al punctului M arbitrar pe curba (C)este
7 =acos i +asin 49} + bﬁ%,

iar determinam derivatele de ordinul intai si doi ale acestuia
r'=—asin@i+acosbj +bk;
r"=—acos@i—asind;.

Scriem mai departe produsul vectorial al celor vectori

[
P =|x' V' Z/=A7+B;+Cl_€),
x" oy Z
unde
A=absin@; B=—-abcos; C=a’,
deci

¥ " = absin 0i — abcos 0} +d’k.
Aplicam mai departe relatiile (0.4), (0.5), (0.6) pentru @ arbitrar
- 7 —asin9?+acos9}+b7c'
T(M)=r=r= ;
S = I e
Fxrt B absin 6i —abcosO +a*k ~ bsin@i—bcos6 ) +ak
\/a2b2 +a’ \/a2 +b’ ’

b(M)=

x|
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i j
Lo . .
n(M)=bx7=———|-asinf acosd
a’ +b?

S U

—cosf sind

3.10. Formulele lui Frenet

Fie M e(C) punct regulat, farz, n si b versorii triedrului lui Frenet
atagati punctului considerat.

= Prima formuld a lui Frenet — stabileste derivata lui 7 in raport cu

parametrul natural al curbei

dr 1~ 1 |d*r
—=—n, (R20), —= . .
ds R ( ) R |ds® 0.7
Interpretare geometrica.
Derivata tangentei intr-un punct oarecare al curbei are directia si
sensul normalei principale in acest punct.
» A doud formula a lui Frenet — stabileste derivata lui n
dn_1p 17 0.8)
d T R
» A treia formula a lui Frenet — stabileste derivata lui b
db 1~
L 0.9
ds T 09

Observatii.
1 0) Formulele lui Frenet ne dau derivatele versorilor ;, 2,77 in functie
de parametrul natural s pe curba.
L1 1 . . . A
2% Scalarii — 81— senumesc curbura si torsiunea curbei (C)in

punctul M.
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0 . .. . - o . . .. ..
3%) Coeficientii versorilor t, n, b sunt dati de matricea antisimetrica:

o L o
R
L
R T
0 -1 0
L r

3.11. Curbura unei curbe in spatiu

Tinind seama ca %2 0, din prima formula a lui Frenet rezulta:
7k
LI (i iy | (0.10)
R ||ds| &0 As

Notam:

a= m(m) —unghiul de contingenta;
As = m(W)
% — curbura medie a curbei (C) pe portiunea MM,

Prin definitie, curbura unei curbe din spatiu este limita catre care tinde
raportul dintre unghiul de contingenta al tangentelor si cresetrea arcului,
cand cresterea arcului tinde la zero.

Scriem:

1 a

Inversa curburii — R, se numeste razd de curbura.
Observatie

—

1 dt - . . ;
E >0, deci d_ si n au aceeasi orientare spre concavitatea curbei.
S

105



M’

N

A 7(s)
ﬁ X
/*\% M
)
(C) g4
O Fg3e6 7

3.12. Torsiunea unei curbe din spatiu

< R | <
Sa facem observatia ca T este un numar real.

Prin definitie, valoarea absoluta a torsiunii unei curbe din spatiu intr-
un punct M este limita raportului intre unghiul de contingenta al
binormalelor si cresterea arcului, cand acesta din urma tinde la zero.

Din a treia formula a lui Frenet rezulta:

1 —_—
T

L= m(Z(SJrAs),Z(s))— unghiul de contingenta al normalelor duse din

&b

24
~|= lim (0.12)

As—>0 Ag

Notam:

M, respectiv M,
As = m(]\//[—]\/?)

p

o torsiunea medie a curbei (C) pe portiunea de curba MM'".
S
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Prin definitie, valoarea absolutd a torsiunii unei curbe din spatiu
intr-un punct M este limita raportului intre unghiul de contingenta al

binormalelor §i cresterea arcului, cand acesta din urma tinde la zero.
1 .
—=lim va (0.13)
Observatii.

1 . db . : . .
1°) Daca T >0, atunci 1 este orientat dinspre concavitatea curbei,
N

deci are sens contrar lui n.

c 1 . db . . . .
2% Daca T <0, atunci 1 este orientat inspre concavitatea curbei,
N

deci are sensul luin.
o1 . . .
3% Daca 7 0, atunci curba (C) reprezinta o dreapta in toate punctele
el.
Consecinte

(i) Orice dreapta din spatiu are curbura nuld in toate punctele ei.

(ii) Orice curba din spatiu situatd iintr-un plan are torsiunea nuld.

- As\
S’\’
M |
\
z v
< ~
2 M i(s)
(C
10)
V
o Fig. 3.7
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3.13. Calculul curburii si torsiunii unei curbe din spatiu

Fie curba de ecuatie:
(C): r=r()

Atunci curbura curbei in punctul curent are expresia analitica

R
R H?g (0.14)
1ar torsiunea:
| (PeA) P (7R
T e (01
unde
r=x()i+ y(t)] + z(D)k

— — —

r'=x'(t)i+y'(t)j+z'(t)k
P =X"(t)i + y"(1) ] + 2"k

Sa ne reamintim cd produsul vectorial a doi vectori are expresia

analitica
i j k
r'xr"=|x" y' Z'|=A4i+Bj+Ck
x" y” Z”
unde
! ! 4 !’ ! 4
V' oz z X'y
A= ; B= ; C= ,
" " " " " 4
y oz z Y
iar produsul mixt a trei vectori
! ! !
x Yy oz
—; " " ’ " m " " "
i)l A
x”’ yW Z"V

Intrucat

HF'HZ [xr2+yr2+zr2; ‘r'xr"H= /A2+BZ+C2
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se obtin relatiile de calcul ale curburii §i torsiunii:

1 NA+B+C
R 0.16
R ( xrz +yr2 + Zr2 ) ( )

1 n 14 14
SRS S 2. (0.17)

3.14. Cercul osculator intr-un punct al unei curbe din spatiu

Fie (C) o curba din spatiu si M (C) punct regulat (vezi figura 3.8).
Se numeste cerc osculator (y) al unei curbe (C) in punctul M, cercul

situat in planul osculator corespunzator punctului M si care are drept raza,

raza de curbura R, corespunzatoare acestui punct, iar centrul intr-un

punct M, situat pe normala principala (/\/ p) astfel ncat:

Asadar,
p=r+Rn. (0.18)
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Pe componente, relatia (0.19) se rescrie

al (x a,
bi=|y|+R| B (0.20)
¢ z 72

3.15. Infisuritoarea unei familii de curbe in spatiu

Fie(C,)o familie de curbe depinzind de un parametru o definita de

sistemul

0.21)

c,): {F(x,y,z;a) =0

G(x,y,z;a)zo

Daci (y)este infasuratoarea familiei de curbe(C, ), atunci coordonatele
unui punct M e (y) sunt solutiile sistemului
F(x,y,z;a)=0
G(x,y,z;a)=0
Fa’((x, y,z;oz) =0 0.22)
G (x,y,z;a) =0
adica

3.16. Evoluta unei curbe din spatiu

Se numeste evolutd a unei curbe (C) din spatiu, o curbd(y) care are

proprietatea ca in fiecare din punctele ei regulate este tangenta la o
normala a curbei (C).
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Teorema

Locul geometric al centrelor de curburaale unei curbe (C) din spatiu
este o evoluta a acestei curbe.

Daca notam:
M (x,y,z)— coordonatele punctului curent pe curba;
N(X,Y,Z)—centrul de curbura corespunzator punctului A/;

R — raza de curburd a curbei date,

atunci
N(X.,Y.,Z)
Fig. 39
X=x+a,R
(7)Y =y+BR (0.23)
Z=z+y,R
Observatie

Daca s este parametrul natural pe curba (C), atunci

;(s)z;(s)+RZ (0.24)
iar daca derivam:

dp dr dR- _dn - dR- (p 1~] dR- R
——=— + —b-——r1
T R

—n+R—=7+—n+R =—n+— (0.25)
ds ds ds ds ds ds T
Egalitatea
dp _dr. Ry (0.26)
ds ds T

ne arata ca vectorul (jl—p este situat in planul normal la curba (C).
N
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3.17. Evolventa unei curbe din spatiu

Numim evolventd a unei curbe (C) din spatiu o curba (y)a carei evolutd

este curba data (C).
Observatie

Din definitie rezulta ca tangentele la curba data (C)sunt normale ale
evolventei(y).
Fie M(x,y,z)e(C), dat (vezi figura 3.9) si N(X,Y,Z)e(y) punctul

curent pe curba. Ecuatia curbei (y):

p(s)=r(s)+MN| — - .
o R = p=r+ur (0.27)
MN = pu(s)t

unde s-a notat

() — factor de proportionalitate.
u se determind din conditia

N 192 o792 (0.28)
ds ds

Astfel din (0.27) si (0.28) se obtine:

du oy,
S

de unde
u=k—s, k=const.

Forma vectoriala a ecuatiei evolventei va fi
(7): ;(s)z;(s)+(k—s); (0.29)
sau pe componente
X=x+a,(k-ys)

(7)Y =y+ B (k—s) (0.30)
Z=z+y (k-s)
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unde prin a,, 3,7, am notat parametrii directori ai tangentei 7 la curba (C)

;:(alaﬂl’}/l)
1ar
/1 12 ” 1 2 3
a1=x+y(;ﬂy); ﬁ1=y+l+J”} 3V = ( +Jf, ) ) (0.31)
y y 'l
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B= at—b[a cos(alnz)+ sin(alnt)]

a
C==(1+a"
~(1+a’)
Cosinusii directori ai binormalei fiind

C
A+ B +C’

cosa = Cosy =

A B
2 2 2,C0$ﬂ= 2 2 2’
NA"+B +C NA"+B +C

deducem ca unghiul facut de normala (B,) cu axa Oz

C 1+a
cosy = =+, ———— =const.
VA + B +C l+a” +b

Parametrii directori ai normalei principale se obtin din matricea

a b ¢

xl yl ZI

A B C
respectiv

a,=yC-zB,by=z'A-x'C,c,=x'B-y'4
Va trebui sa evaluam doar coefientul c,

¢ =x'B—y'A=%[asin alnt)—c alin?)+sin alnt)] -
t

—aTb[sin(alnt +ac im{ainZ)— cos alnt)] =0 m

3.8. Planul rectifiant la o curba in spatiu

Planul rectifiant sau rectificator, notat (P.), este planul perpendicular

in M(x,y,z)e(C) pe normala principala si are ecuatia:

. yl ZV ~ Z! x' B x' y' B B
@[ e ol Yz-a-0 o
sau
(R) a(X-x)+b(Y-y)+c(Z-2)=0 (0.2)
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Capitolul 4

GEOMETRIA DIFERENTIALA A
SUPRAFETELOR

4.1. Reprezentarea unei suprafete

O suprafata () poate fi reprezentata prin urmatoarele ecuatii

(I) z=f(xy), (xy)eD,cR? ecuatia explicita
(II) F(x,y,2)=0, (x,y,z)eDcR’ ecuatia implicita
x=x(u,v)
(1) <y=y(u,v) (u,v)eD cR’ ecuatiile parametrice
=z(u,v)
(V) = ;(u,v) (u,v)e D, c R’ ecuatia vectoriald
Exemple

4.1. Sfera cu centru in origine si de raza R
X’ +y' 27 =R

are urmatoarele reprezentari:




(1): z=2JR* —x* =", X’ +y* <R*
unde

f(x,y)Ei RZ_XZ_yZ’ (x,y)ED’D={(xay)eR2|x2+yzgR2}

(H): F(x,y,z)5x2+y2+zz—R2=0

(11): x=Rcosfsiny 0<60<2r,
y=Rsinfsiny —ESI//SZ
z=Rcosy; 2 2

Iatd o alta parametrizare a acestei sfere

(ar'):

Il
< <

X
Y

2 2 2
VR —u —v;

z

4.2. Elipsoidul de ecuatie

2
(8): 5+

2 22
+—2:1
C

e

poate avea urmatoarele reprezentari (vezi figura 4.3)

N
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x=acos@siny 0<60<2rx,
(111 ): (S): §y=>bsinfsiny
z=ccosy,
x=au
(S): y=bv (u2+v2S1)
z=tcVl-u® =V,
4.3. Cilindrul de ecuatie
(S): x>y =7

4

(111)

admite urmatoarele reprezentari
(1): (S):x2+y2—r2=0

(11): X=7rcosQ
(S): y=rsing
zeR

Mp,y,z)

x//—'\

I Fig.4.3

Observatie

Numerele R, 0,y definesc coordonatele polare ale unui punct
M (x,y,z) pe sferd sau coordonatele sferice, u, v — coordonatele curbilinii
ale acestui punct, iar r,p — coordonatele polare ale punctului M pe un

cilindru sau coordonatele cilindrice.
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Presupunem x(u,v),y(u,v),z(u,v)de clasa C'(D,) in sensul urmator
A 41
ran =
v = @D
. 0 . . . . R
unde prin x, sau x, s-a notata—x, derivata partiald a functiei x(-, v)in raport
u

cu u.

Conditiile care definesc o suprafata regulata (neteda) se numesc
conditii de regularitate (de netezime).

Punctele unei suprafete regulate sunt puncte ordinare, altfel ele se
numesc puncte singulare.

Conditia (4.2) se poate scrie, de exemplu, pentru o suprafata definitd

de ecuatiile explicite (/) sub forma
2+ f24120; (x,y)eD,. (4.3)
Pentru o suprafata definita implicit, prin (//), conditiile de netezime se
reduc la
F?+F?+F?#0, pe DcR’ (4.4)
sau daca suprafata(S) este definita vectorial

—
!

ke

0, (4.5)

<‘\l

ceea ce Inseamna ca

#0

A
r,Xr,

sau, mai mult, nu toate componentele scalare ale vectorului »’ x 7 sunt nule.

Tinand seama ca

i Gk
o0 ' '
ruxrv_xu yu Zyl»

' ' '

XN g

rezultd ca pentru o suprafata definitd parametric conditia (4.5) se reduce la a
scrie, de exemplu

!
xll y u
’ ’

xV yV

#0, V (u,v)eDl.
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Exemple.

4.4 Sfera este o suprafata regulata.

Intr-adevar, daci se calculeaza derivatele partiale ale functiei

F(LyJ)Ex2+y2+zz—R2=O
rezulta
F!=2x; F/=2y; F/ =2z
si mai departe
F+F?+F’= 4(x2 +y + zz) =4R*>0 m
4.5 Elipsoidul este o suprafata regulata.

Se rationeaza analog pentru

x Yy oz
F(x,y,z)=—+—=+—-1=0,
( y ) a2 b2 CZ
astfel ca
, 2x ., 2y ., 2z
F;__Z’Fy_b_z’}?z_c_z’
de unde
x2 y2 ZZ
FP+F?+F’=4 S+=5+=5|=4>0 n
’ a b c

4.6 Conul de rotatie

x2 + yZ — ZZ
nu este o suprafata regulata.
z
| s
| Ve
v
_____ | N
0 v
I
X
Fig. 4.4
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Intr-adevir, notand
F(x,y,z)z)c2 +y2 -z =0,
rezultd
Fl=2x; F] =2y, F/=-2z
Conditia (4.4) nu este satisfacuta, intrucat expresia
F24+F?+F= 4(x2 +y 4 zz)
se anuleaza pentru x = y =z =0. Mai mult, punctul (0,0,0) (vezi figura 4.4)
este punct pe suprafata, fiind chiar varful conului.
Prin urmare, originea sistemului de coordonate este punct singular pentru
aceasta suprafatd m
4.7. Suprafata

(S): X=ucosv,y=usinv,z=av

este regulata.

Avem
i J ok
r'xrl'=| cosv  sinv O|=asinvi—acosvj+uk,
—usinv ucosv a
de unde

rxr

u v

=a’+u’#0 m

4.2. Curbe coordonate pe o suprafata

Fie suprafata
x=x(u,v)
(S): yzy(u,v) (u,v)eDch,(D:IxJ) (4.6)
Z=Z(M,V);

st fie M,(u,,v,) €(S) un punct fixat, dar arbitrar (vezi figura 4.4).
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Pentru u=u,=const. se obtine familia (y,)de curbe — v, trasate pe

suprafata (S), avand ecuatiile parametrice

xzx(uo,v)
(7,): ;zz(uo,v)<:>(yv): y=y(uy,v) (vel). 4.7)
z=z(uy,v),

In mod analog, pentru v=v, =const. se giseste familia de curbe — u,

notatd (y,), definitd prin

x=x(u,v,)
(n): r=r(wn) & () p=y(wv) (veJ) (4.8)
z=2(uv,),

Familiile de curbe(y, ) si (7,)au urmatoarele proprietati:

lo)Prin punctul M (u,,v,) €(S) trece cdte o singura curba din

familiile (y,) si (7,).

Fig. 4.5
2°)Perechile (u,v)e(C) formeaza un sistem de coordonate locale

(curbilinii) pe suprafata (S). De aceea cele doud familii (y,) si (y,)se mai

numesc familii de curbe coordonate.

30) Cele doua curbe de coordonate care trec printr-un punct M, al unei

suprafete regulate au in M, tangente distincte.
Intr-adevir, vectorii
n=xi+y,j+zk
r=xivylj+ak
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calculati in M (u,,v,)sunt tangenti la curbele coordonate (y, )respectiv(y, ),

iar
ik
Pxrcly oy z|o Ry D(ax)s Dley)p g
, , , D(u,v) D(u,v) D(u,v)
xV yV ZV

intrucat (S)este o suprafatd regulati. Deducem c vectorii r si r| nu sunt
coliniari, asadar, cele doua tangente in M sunt distincte m

Potivit acestor proprietati, spunem ca familiile (y,)si (y,) formeaza o
refea pe suprafata (S), numitd si reteaua de curbe coordonate (vezi figura

43).

Exemple
4.8. Referindu-ne la exemplul 4.1, familiile de curbe coordonate(y,)

$i(y,), definite prin
x=Rcosf,siny
(7/¢): y=Rsinf,siny, 0=06,=const.
z=Rcosy

respectiv
x=Rcosfsiny,

(7,):1y=Rsin@siny,, w =y, =const.
z=Rcosy,
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A Z/
f -
/ M ,y,z)
! 7 0
] a
l y
00
\ /4
XAV s )
Fig.4.6

reprezintd famiile de cercuri paralele, respectiv cercuri meridiane trasate
pe aceasta sfera de raza R centrata in origine . Cele doud familii de cercuri
formeaza refeaua de curbe coordonate pe sfera datd parametric de ecuatiile
(vezi figura 4.6 asib) m
4.9. Fie suprafata
(S): x=2u-—v; y:u2 +viz=u—V?
Pentru u =1se obtine o curba din familia de curbe coordonate(y, ),
anume
(7): x=2-v; y=1+v’; z=1-V",
iar pentru v=-1 se gaseste, analog,

(7,): x=2u+Ly=w’+Lz=u’+1 m

4.3. Curbe oarecare trasate pe o suprafata

Fie suprafata (S)definita parametric de ecuatiile
x= x(u, v)

(S): yzy(u,v) (u,v)eDch (4.6)

z=z(u,v);
si fie M (x,y,z) punctul curent pe suprafata.
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Presupunem ca intre coordonatele curbilinii u si v se stabileste o relatie

¢(u,v)=0. In acest caz coordonatele carteziene ale punctului M vor depine

de un singur parametru.
Curba determinata de relatia intre coordonatele curbilinii ale punctului

curent M €(S)poate avea una din reprezentarile
(7): F(u,v)=0
(7): v="r(u)

Fig. 4.7

De exemplu, o curba () reprezentatd parametric prin
u=u(r)
: b
D {12 ety
situata pe suprafata (4.3) se va putea scrie sub forma
X = x(u (t),v(t))
(7): 1y =p(u(0).v(1) te(ab).
Zzz(u(t),v(t));
Exemplu
4.10. Fie suprafata
(S): x=u’+1v%, y=u2 -, z=uw.
Daca
(}/): v=au
este o curba pe suprafata (), atunci cd ecuatia ei se mai poate scrie

2 2.2 2 2.2 2
(y):xzu +au,y=u"—-au,z=au" ®
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4.4. Curbe trasate pe o suprafata si date prin ecuatiile diferentiale

(i) Fie ecuatia diferentiald ordinara de ordinul intai

dv
—=h(u,v
d|u _( ) (u,v)e(a,b)x(c,d) (4.9)

unde A(u,v)este o functie data.

In conditiile teoremei de existenta si unicitate a solutiei a ecuatiilor

diferentiale de ordinul intai, rezultd ca exista o singura functie v= f(u)
de clasa C'(a,b) care satisface ecuatia (4.9); si trece prin punctul (u,,v, ).
Asadar, exista o unica curba integrald
(7): v=1r(u) (4.10)
a ecuatiei ce trece prin punctul (u,,v,) (vezi figura 4.3).

Daca se renunta la conditia initiala (4.9),, atunci solutiile ecuatiile sunt

date implicit de relatia

(7¢): ©(u,v,C)=0 (4.11)
care reprezintd o familie de curbe integrale depinzand de un parametru C,
C fiind o constanta de integrare.

Astfel, ecuatia diferentiala defineste o familie de curbe uniparametrice
pe suprafata (S), asa incdt prin fiecare punct al suprafetei trece o singura
curba din aceasta familie.

(ii) Fie ecuatia diferentiala ordinara de ordinul al doilea

d*v dv
duz _g(uavaaj (4.12)

Daca sunt satisfacute conditiile de existentd si unicitate a solutiilor

ecuatiei, atunci exista o singura curba (4.10) care trece prin punctul (u,,v,)
(7): v=r(u)
Prin urmare, ecuatia diferentiala (4.12) defineste o familie de curbe

integrale
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¥(u,v,C,C,)=0 (4.13)
trasate pe suprafata (S). Prin fiecare punct M al suprafetei trec o infinitate
de curbe din familia (4.13) depinzdnd de doi parametrii C, si C,, dar
numai una singurd dintre acestea trece prin punctul (u,,v,), avdnd

tangenta data.

4.5. Planul tangent intr-un punct al unei suprafete

Fie o suprafata

M (u,v) un punct ordinar situat pe(S)si fie curbele coordonate(y,)si(y,)

duse prin acest punct. Din proprietatea 3%) de la paragraful 4.4 rezulta ca
existd doua tangente distincte ce trec prin acest punct la curbele coordonate.

Mai mult, prin M trec o infinitate de curbe oarecare trasate pe suprafata
(S) sisa consideram toate tangentele in M la aceste curbe.

Numim plan tangent(P,) intr-un punct M al suprafetei regulate (S),

locul geometric al tangentelor duse la toate curbele pe suprafata care
trec prin M.
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Fie

y=yl1),
o curba oarecare pe suprafata () caie)trece prin M, definita vectorial prin
(S): = ;(u,v)
Atunci ecuatia vectoriald a curbei este
(7) = ;(u (t),v(t)), te (a,b).

Vectorul tangent in M la (y) va fi

(y)z{":’“(’) (1< (a.b)

R=ru (1) + V(1) (4.14)

Relatia (4.14) exprimd faptul ca ;,"este coplanar cu Vectorii;u; si;jcare
potivit celor de mai sus sunt necoliniari.

Prin urmare, tangenta la o curba(y)situatd pe suprafata (S) ce trece

prin M este situata in planul tangentelor;u; i ri’ duse la curbele coordonate
ce trec prin acest punct.

Suprafata generata de aceste tangente este asadar un plan.

(/) Planul tangent la suprafata (), definitd parametric de ecuatiile
(4.3) se determina considerand vectori directori tangentele  sir la curbele
coordonate duse prin punctul M e(S).

Daca notam

N(X,Y)- punctul curent al planului tangent,
M (x,y,z)—punctul curent al suprafetei (S), atunci ecuatia planului

tangent este
X-x Y-y Z-z

(P):| x, ¥ 2z |=0 (4.15)
Xy oz
sau
(B): A(X —x)+ B(Y - y)+C(Z~z)=0 (4.16)
unde
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4.Dnz) S D(z.x) o e Dlxy) C @
D(M,V) Y, Z, D(u,V) z, X D(H,V) w Wy
Observatie

Coeficientii A, B, C din ecuatia (4.16) definiti de relatiile (4.17) sunt
parametrii directori ai normalei planului tangent in punctul curent la
suprafata(S).

(if) Daca suprafata (S) este reprezentatd cartezian de ecuatia explicita

(8): z=f(x); (xy)eD,
atunci se poate considera parametrizarea
X=Uu
(S): qy=v ; (u,v)eD (4.18)
z=f (u,v)

Intrucat

unde s-a notat

ecuatia (4.15) devine

(R):] 1 0 p |=0 (4.19)
0 1 q
sau altfel scris
(P): p(X—x)+q(Y-y)-(Z-2)=0 (4.20)

(iti) Daca suprafata (S) este reprezentata cartezian de ecuatia
implicita
F(x,,2)=0, (x,y,z)eDcR’,

si presupunundnd ca z este definitd implicit de x si y, atunci din feorema

functiilor implicite rezulta ca
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F! F

P=—FZ,;¢1=—FZ, (4.21)
astfel ca ecuatia (4.20) se rescrie sub forma
(R): (X—x)F+(Y-y)F +F/(Z-2)=0 (4.22)

Exemple
4.11. Sa se scrie ecuatia planului tangent in punctul curent situat pe
suprafata sferei de raza R.
(S): F(x,y,z)sx2 +y +22-R*=0
Asa cum avazut mai sus sfera este o suprafata regulata, iar intr-un

punct arbitrar M (x, y,z)e(S) putem scrie
F!=2x;F =2y, F/ =2z
Prin urmare, ecuatia (4.20) devine
(73,) (X—x)x+(Y—y)y—(Z—z)z=0
insd, daca se tine seama ca
x*+y*+z" =R’
atunci ecuatia planului tangent devine
xX+yY+zZ=R* m (4.23)
Observatie
In liceu obisnuiam sa scriem planul tangent in punctul M (x,,y,,z,)la
sfera
X +y 422 =R’
prin asa-zisa dedublare in ecuatia sferei, adicd tocmai ecuatia (4.23) scrisa
sub forma

xx, +yy, + 2z, = R’ (4.24)

4.12. Sa se scrie ecuatia planului tangent in punctul curent situat pe
elipsoidul de ecuatie

2
X
(S)I?+y—+

S
QN| N

Notand



se observa ca

F=2XF =22 pr=2Z
a 7 b c

iar cum
2

2
a'2+F;2+EQ:4(a_+i_+_j 20

rezulta ca elipsoidul este o suprafata regulata. Ecuatia planului tangent se va
scrie la fel ca in exemplul 4.11, adica inlocuind F/, F), F/ de mai sus in

ecuatia (4.20)

2x 2y 2z
(R): (X0 (=) ~(2-2)Z=0
Desfacem parantezele si tinem seama ca
x2 yZ ZZ
—+—=+—==1,
a bl
de unde
2
EX Y2y 2—2 2 x—+y—2+z—2 =0,
a’ b* a- b ¢
a_ o c

iar 1n final, ecuatia planului tangent se va scrie

(P): £X+%Y+£Z=l n
a C

4.13. Fie suprafata
(S):x2+2@w+y?+¢m+zz+2x+4y—6z+8=0
Sa se afle ecuatia planului tangent in punctul M (0,0,2).
Intrucat
Fl=2x+2y+4z+2,F =2x+2y+4F/=4x+2y-6
rezulta ca in (0,0,2) parametrii directori ai planului tangent sunt
FI =10, Fi =4 F{=-2
astfel ca ecuatia (4.22) devine
10X +4Y -2(Z2-2)=2

sau
10X +4Y -2Z+2=0 =m
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4.14. Fie suprafata
(S): z=5x"+4y-3
Sa se determine ecuatia planului tangent in punctul 4 (1,0,2).
Séa observam ca suprafata este definita cartezian explicit, astfel pentru
f(x,y)Esz +4y-3
rezulta ca
p=f=10x;q=f =4.
In punctul (1,0,2) coeficientii p, ¢ devin p=10, g =4, iar ecuatia (4.20)
devine
10(X -1)+4Y -(Z-2)=0
de unde se gaseste in final
10X+4Y-Z-8=0 m
4.15. Fie suprafata

(S): x=ucosv, y=usinv, z=av

Sa se determine ecuatia planului tangent in punctul curent pe suprafata.
Forma parametrica sub care este datd suprafata indicd faptul ca
planului tangent este dat de ecuatia (4.15). Evaludm mai intai derivatele de
ordinul intai ale lui x, z, y respectiv
X, =cosv; y =sinv, z =a

x, =—usinv; y =ucosv; z, =0

v

iar, mai departe ecuatia (4.15) se va scrie

X —ucosv Y-—usinv Z-—av
(P):| cosv sinv 0 |=0

—usinvy UCOSV a
Dezvoltand determinantul se obtine
asinv(X —u cosv) — acosv(Y — usinv) + u(Z — av) =0

Sau

asinvX —acosv+uZ —auv +2ausinvcosv=0 m
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4.6. Normala intr-un punct la o suprafata

Se numeste normala intr-un punct ordinar M la o suprafata
(S) dreapta perpendiculard in M la planul tangent in acel punct.

Parametrii directori ai normalei sunt tocmai parametrii directori ai
planului tangent, agsa cum am vazut in paragraful 4.5.

Notam (vezi figura 4.9):

N(X,Y,Z)- punctul curent al normalei,

M (x,y,z)— coordonatele punctului curent pe suprafata.
(i) Presupunem cé suprafata este reprezentata parametric prin
x= x(u, v)
(S): y:y(u,v), (u,v)eDcR2 4.3)
z=z(u,v)
Tindnd seama de ecuatia planului tangent (4.16) rezulta

S X—x Y-y _ Z-z
) 502) D) Do) (4.25)

D(u,v) D(u,v) D(u,v)

sau cu notatiile

_ D(y,z) _ Y, Zz, B= D(z,x) _ z, o|.c= D(x,y) _ X, yl: (4.26)
D(u,v) vz D(u,v) zl X D(u,v) x oy
ecuatia normalei se mai scrie
X-x Y- Z -
(MN): = By = CZ (4.27)
(if) Daca suprafata (S) este data cartezian explicit
(S): z=f(x,y), (x,y)eD
atunci potrivit ecuatiei (4.20) vom scrie
X - Y- Z -
(MN): =—2-"—Y_~2"% (4.28)

p q -1
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(iti) Daca suprafata (S) este datd cartezian implicit, atunci din (4.22)
rezulta

X-x Y-y Z-z
R (4.29)

x ¥y z

(MN):

Exemple
4.16. Fie suprafata
x=(b+rcosv)cosu
(S):qy=(b+rcosv)sinu

z=rsinv
numitd forr. S determinam normala la suprafata (S) in punctul M (E,Zj
situat pe (5).
Pentru a aplica formula (4.25) vom determina mai intai derivatele

partiale de ordinul intdi ale componentelor x, z, y ale vectorului de pozitie,
apoi coeficientii 4, B, C din relatiile (4.26). Astfel

xi =—(b+rcosv)sinu; y, =(b+rcosv)cosu; z, =0,
r : . r__ 3 . I
x! =-rsinvcosu; y'=rsinvcosu; zl =rcosv
de unde
! !
A= ol (b rcosv)cosu 0 =a(b+rcosv)cosucosy
L | T . -
vz rsinvcosu rcosv
B= 2% | 0 ~(bereosv)sinu =a(b+rcosv)sinucosy
z x| |rcosv —rsinvcosu
co X, Vi _|-(b+rcosv)sinu (b+rcosv)cosu _ r(b+ reosv)siny
x oy —rsinvcosu rsinvcosu

in punctul M (u = %,v = %) acesti coeficienti sunt

A=0;B=0;C=rb.

Pe de alta parte, coordonatele carteziene ale punctului M pe suprafata

sunt
T b T b T
X=X\ =, == y=Ey| o |Em z =z o | =
4°2 2 42 2 42



Asadar, normala (MN) are ecuatiile canonice

b b
(MN): X_ﬁ—y_ﬁzz_’"

0 0 rb

4.17. Sa se scrie ecuatiile planului tangent si a normalei in punctul
M (1, 3, 4) la suprafata
X=u
(S ) Hy=u’-2v
z=u’ —3uy
Cordonatele curbilinii ale punctului se obtin din egalitatile
u=1u—v=3u -3uv=4
de unde gasim valorile u =1, v=-1. Evaluam derivatele partiale de ordinul
intai ale functiilor x(u,v),y(u,v),z(u,v) respectiv

' . r_ 2,
X, = v, =2u; z,=3u’;

=~

L
0, y =-2; z/ =-3u

v v

X,

< '~

De aici rezulta coeficientii (4.26)
A=—-6v, B=3v;, C=-2.
iar pentru u =1 §i v=-1 se obtin valorile 4=0; B=-3; C =-2. Mai departe,
ecuatia planului tangent Im punctul M se scrie
(B): 0(X ~1)+3(Y -3)-2(Z-4)=0

sau
(P):3Y-2Z-1=0.
Ecuatia normalei in acelasi punct se va scrie imediat tindnd seama de
(4.25) 51 (4.26)
X-1 Y-3 7Z-4

(MN): 0 3 >
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4.7. Orientarea normalei intr-un punct la o suprafata

Pe normala (MN)la suprafata (S)(vezi figura 4.9) alegem un sens
pozitiv determinat de un versor v ales pe normald
v=cosai+ cosﬂ}+cosyl;, (4.30)
unde, cosa, cosf, cosysunt  cosinusii directori ai normalei $1 se
determind pentru fiecare tip de reprezentare, tindnd seama de faptul ca
versorul (directia) unui vector se determind mpdrtind coordonatele
vectorului la modulul (norma) sa.

In general, pe normala (MN)se pot alege doi versori v si -0.

Corespunzitor fiecdrui tip de reprezentare se pun in evidentd expresiile
analitice ale cosinusilor directori ai normalei.

Fig. 4.9

(i) pentru o suprafata (S) data de ecuatiile (/I7):
A B

COoSa = COS = ,
A2+ B +C?

A B Ot
v +C i 4.31)

+JAL2+B +C

cosy =

unde,
A:DWJX B:D@“X D&y
D(u,v) D(u,v) D(u,v)
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(if) pentru o suprafata (S) data de ecuatia explicita (7):

p q
cosqg=———o—— cosf=—r—osa——,
1+ p* +4° 1+ p* +4° (4.33)
-1
CoSy = ——o
+/1+p* +4°
(iii) pentru o suprafatd (S) data de ecuatia implicita (11):
F' F'
cosa = x , cosf= = ,
+ 'F;2+F):2 +Fv212 + IF;Q +Fy!2+szr2
- (4.34)
cosy = Z .
n ” n
£ JF2+F +F.
Observatie

1%) Daca suprafata(S) este tdiatd de o paraleld la axa Oz in cel mult

un punct, atunci versorul v face cu axa Oz un unghi ascutit i.e. cosy >0.

Daca punem in evidenta cele doud curbe coordonate care trec prin
punctul M (u,v) e(S), atunci

B — }/.Lt X rV
== (4.35)
r, X7,
unde
=1 o2 Nz 2| o v
<7 = I sin (77,
Reamintim ca
i j ok
il - !/ ’ / _: _: 7
rxr.=\x, y, z,|=Ai+Bj+Ck
! ! !
xV yV ZV
unde sunt definiti de relatiile (4.32).
Introducem notatiile lui Gauss
E=72=x'2+ 24 72
u u yu u
_; _; ’ ’ 1 ! ! !
F:ru 'rv :xuxv +yuyv +ZuZL¢ (4'36)
12
' 12 12 12
G=|r| =x"+y,"+z,
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Atunci

—|12 2 2 2

=
7’

v

i
r

u

=
P

v

Hr xr cos (u, v)

_ I
=117

2
=EG-F*=A4"+B*+(’

A
r,Xr,

In aceste conditii, cosinusii directori ai normalei dati de (4.31) se mai
pot scrie

cosa =

A B

— s = ———,

+VEG - F? +VEG - F?
C

+JEG-F*

(4.37)

cosy =

Exemple
4.18. Fie suprafata

(S): x=ucosv, y=usinv, z=av
Sa se determine versorul normalei la suprafata (.5)in punctul curent.

Formam matricea

A4 B C A B C
’ ’ | _ :
x y, z|=| cosv sinv 0
! ! ’ :
X, Yy, Zz,| |~usinv ucosv a
unde
! 4 ! ! ’ !
_ yu ZM _ . . _ Zu xll _ . _ xu yll _
A=", |=asinv;B=|, |=-acosv;C=| = |=
yV ZV ZV xV xu yV
iar

A +B*+C*=u’ +a’.
Cu ajutorul relatiilor (4.31) obtinem cosinusii directori ai normalei

a sinvy —acosy

u
+u? +a’ rosh= +u® +ad* OS}/__\/u2+a2

cosa =

iar 1n final

asiny - acosv -

M -
i— j+ k
i\/uz +d* i\/uz +d? i\/u2 +d?

v=cosai+cos ffj+cosyk =
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4.19. Sa se determine cosinusii drectori ai normalei la semisfera
(S): F(x,y,z)zxz—i-y2 +z°—R*=0, z>0.

Intrucat,
F!=2x; Fv' =2y, F =2z,
1ar
FP+FP+FF =4(x" +)7 +27) = 4R’
rezulta ca
X y z
cosag=—,cosp=—;cosy=— 1
R P R 4 R
Observatie

Daca normala in punctul curent al unei suprafete pastreaza directia
fixa, suprafata este un plan.

Intr-adevar, fie ;(; vectorul de pozitie al unui punct fix M pe
suprafata, iar ;(u,v) vectorul de pozitie al punctului curent M e(S). Fie, de

asemenea, v versorul normalei in M la suprafata.
Notam

ng(;_g) (4.38)

unde p = p(u,v). Intrucat v pastreaza directie fixa, deducem ci
v, =0; v, =0.
Pe de alta parte, daca derivam in (4.38) in raport cu u, respectiv, v se
obtin egalitatile
P,=01; P =0T,
Insa E si Z sunt situati in planul tangent la suprafata in punctul M astfel
vlr,

vlr

de unde rezulta ca
pu = pv = 0
Prin urmare, p=const. In particular, pentru = g, produsul scalar
(4.38) este nul, deci
B(?—%):O (4.39)

Relatia (4.39) reprezintd tocmai ecuatia unui plan =
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4.8. Prima forma patraticd fundamentald a unei suprafete

4.8.1. Elementul de arc al unei curbe pe o suprafata

(i) Fie (S) suprafata data de ecuatiile parametrice (/1)
x= x(u,v)
(S): y:y(u,v), (u,v)eDgR2

z=z(u,v)

si fie o curba () trasata pe acestd suprafata

' uzu(t)
(y).{vzv(t), tel

unde u(-), v(-) sunt functii derivabile. Fie M e(y), un punct avand vectorul

de pozitie = OM = ;(u(t),v(t)). Reamintim c3,

dt dt
Atunci
ds= P(z)Hdz R
Insa,

dr=r du+rdy
rezultd, atunci
ds?= d?-d?:”?j”z du’ +H7HZ dv? +27 7 dudy
sau
ds* =Edu’ +2Fdudv+Gdyv? (4.40)
Relatia (4.40) exprimad pdatratul elementului de arc al curbei (y)pe
suprafata (S) si se mai numeste prima forma pdtratica fundamentala.

(ii) Fie (S)data de ecuatia explicita

(S): Z=f(x,y), (x,y)eDc]Rz.
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Alegem parametrizarea
(S): X=u;y=v; z=f(u,v); (u,v)eD

In acest caz, coeficientii [ui Gauss se rescriu sub forma

E=1+p*, F=pq, G=1+¢>, (4.41)
iar patratul elementului de arc
ds? =(1+p2)dx+2pqudy+(1+qz)dy2 (4.42)
unde
p==f, 9=-f (4.43)

(if) Fie o suprafata reprezentata cartezian de ecuatia
(S): F(x,y,z)zO, (x,y,z)eACR3
Presupunand ca z este functie implicita de x si y, atunci cum

F' _i’

pP=—"7, 4= (4.21)

rezultd ca

ds? =%[(F;2 +FP)dx’ +2FFdxdy+(FP+ F2)dy | (4.44)

Observatie

Coeficientii E,F,G definiti de relatiile (4.36) formeaza primul grup al
lui Gauss.

Exemple

4.20. Fie suprafata

(S): x=ucosv, y=usinv, z=uv

Sa se scrie prima formd fundamentald a suprafetei.

Evaluam derivatele partiale de ordinul intai ale cooordinatelor x, z, y
vectorului de pozitie corespunzator unui punct curent pe suprafatd si apoi
aplicam relatiile (4.36) si (4.40). Asadar

X, =usinv; y =usinv; z,

u =V,

'_ : . ’_ . I_
X, =—usiny, y, =ucosv, z, =u.
iar
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E=x7+y?+z =1+

F=xx+yyl+zz =2u’
G=x"+y?+z7=uv.
Deducem ca
ds’ =(1+\/2)du2 +2uvdudv+2u*dv’ m
4.21 Sa se determine prima forma fundamentala a suprafetei pe sfera
de ecuatie
(S): F(x,y,z)sx2 +y'+z2° —R*=0.
Intrucat,
F/=2x; F =2y; F =2z,
relatia (4.44) devine
ds’ =[1+§]dx2 +ﬂdxdy+[l+§—jjdy2 ]

z z

4.22. Sa se determine prima forma fundamentald a suprafetei pe
paraboloidul de ecuatie

27=2 Ty ,a#0
a
Notam
2 2
X +y
xX,y)=
f( y) 2a

In acest caz, coeficientii £,F,G sunt dati de relatiile (4.41) sunt

respectiv
2 2
E=l+p’=1+2; F=pg="2,G=1+¢"=1+2
a a

T
a
de unde, in virtutea formulei (4.42) rezulta prima forma fundamentala

2 2
ds’ =(1+%jdx2 +2a¥dxdy+£l+i:—2jdy2 [ ]
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4.8.2. Lungimea unui arc de curba trasata pe o suprafata

(i) Pentru o suprafatd (S)data de ecuatiile parametrice (/I7), elementul

de arc 4B c (7) se obtine din relatia (4.40)

ds=VEdu’ +2F dudv+Gd»?
Observatie

Forma patratica
Edu’ +2F dudv+Gdyv?
este pozitiv definita.
Intr-adevir, expresia (4.46) se poate scrie

dv

u

Edu? +2Fdudv+Gdyv? =du2{E+2F—+G

unde discriminantul expresiei de gradul doi este

(4.45)

(4.46)

(&)

F? —EG=—(EG—F2)=—(A2 +Bz+C2)<0.

g 2 o, .
Cum coeficientul termenului de gradul doi, G = Hrv H este pozitiv,

deducem ca forma patratica (4.46) este pozitiv definitd m

Tinand seama ca

du =d—udt; dv=ﬂdt
d¢ d¢

relatia (4.45) se mai scrie sub forma

2 2
as= [e{ 2] sartudr g 4],

dr dt dt

Fie arcul 4B c (7) (vezi figura 4.10) unde 4 si B corespund valorilor

t =t,, respectiv, ¢ =t . Atunci lungimea arcului AB va datd de integrala

{— =

AB

2
J.tz E du +2F@ﬂ+G L
4 dt dt dt dt
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Cazuri particulare
10) u = const = (7/) = (yv) Sdu=0, ds= \/Edu,

1 =], NGav (4.48)
20) v =const = (}/) E(;/u).‘. dv=0, ds=~Edu,
1=l NEav (4.49)

Exemple
4.23. Fie suprafata

(S): x=ucosv, y=usinv, z=av

si curbele

(r):2u—av* =0;(y,): 2u+av’* =0; (y;): v=1.

trasate pe aceastd suprafata.

Sa se calculeze perimetrul triunghiului 4BC pe suprafata (S), ale

carui varfuri sunt punctele de intersectia ale curbelor date.

Coordonatele 4, B, C se obtin, respectiv din rezolvarea sistemelor de

ecuatii (vezi figura 4.10)

2u+av2=0’ v=1"

A(%, 1}; B(0,0); C(—%, 1).
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Evaluam coeficientii lui Gauss corespunzatori suprafetei (S)cu ajutorul
relatiilor (4.36).

(7’2)

Fig. 4.11
Astfel

x, =cosv; y. =sinv; z, =0,

X, =-usinv; y, =ucosv; z, =a.

de unde rezulta
E=x?+y?+z7=1;
F=x,x,+y,y+2,7, =

=—usinvcosv+usinvcosv=0;
G=x"+y’+z7=u"+ad".
Din (4.40) prima forma fundamentala este in acest caz
ds? =du? +(u2 +a2)dv2,

iar din (4.45) se obtine elementul de arc pe suprafata ()

ds= \/du2 + (u2 +a’ )dv2.
Elementul de arc al curbei (y,)

Alegem drept parametru al curbei (,) coordonata curbilinie v; astfel

2
ay

(71):u=T; du=avdv,

iar elementul de arc al curbei (y,) este

2.2
ds =\/du2 +(u2 +a2)dv2 =\/azvzdv2 +[a: +612]d\/2 =

a2V4 V2
=.|a* +a* + dv=a|l+— |dv.
4 2
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Elementul de arc al curbei (y,)
Pe curba (y,) se alege drept parametru v

2
ayv

(yl):u :_T; du=avdv.

2
ds =a[1+V—Jdu.
2

Elementul de arc al curbei (y,)

Se obtine de asemenea

Pe curba (y,)se alege drept parametru coordonata v,

(75): v=1; dv=0,

de unde
E=1,F=G=0,

iar elementul de arc pe (,) este, in acest caz particular, dat de (4.49)
ds=~Edu =du.

—~

Suntem in masura de a calcula lungimile arcelor 21\3, §E’, AC cu
ajutorul relatiei (4.47).

Lungimea arcului 4B

st
4B

Lungimea arcului BC

0

{— =
4B

2 3
joa 1+v_ dv|=a v+v—
1 2 6

1 vz
Ia 1+— |dv
0 2

=—a.
6
1

{ - =
BC

J-ds

7
=—a.
6

Lungimea arcului 4C

3
= jdu =a.

{— =
ac

I ds
ac a
2
Prin urmare, perimetrul triunghiului curbiliniu ABC este

7 7 10
——_=—a+—a+a=—a N
ABCA 6 6
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4.24. Sa consideram sfera parametrizata

x=Rcosusiny 0<u<2rx,

(S): {y=Rsinusinvy . .
~Z<yeZ

z=Rcosv 2 2

si curba () pe (S) definit prin

Ne propunem sa determindm lungimea arcului 4B pe (y)ale carui

extremitati sunt punctele A(O,%} si B(% %) (vezi figura 4.12).

A
-
- y
X Fig. 4.12

Sa observam mai intai ca

x| =—Rsinusinv; y, = Rcosusinv; z, =0,

r_ . r__ . . r_ 1
X, =Rcosucosv;, y, =Rsinucosv; z, =—Rsinv.

apoi
E=x7+y?+z>=R*sin’v
F=xx,+y,y,+2,2,=
=—R?sinucosusinvcosv+ R*sinucosusinvcosv =0
széz +yé2 +Z‘I)2 =R’
astfel

ds=vEdu® +2Fdudv+Gdv? =R>sin®vdu® + R*dv* =
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= Ry/sin® vdu? + dv?.

Alegand drept parametru pe curba coordonata v si intrucét pe ()

v=£,dv=0.
4

rezulta ca elementul de arc este

din relatia (4.47)

O cale mai rapida ar fi, in acest caz particular, sd scriem ecuatiile

parametrice ale curbei () pe () sub forma

(7): xzicosu; yzisinu; =R
V2 V2 V2

51~

Recunoastem aici ecuatiile parametrice ale unui cerc de raza

3

2

fntrucat arcul 4B se parcurge de la A4 la B, iar u variaza intre 0si 5

< < . . . | . . -
urmeaza cad lungimea cercului este evident ” din lungimea unui cerc de raza

R . . .
— . Mai detaliat, se poate scrie cd

V2
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4.9. Elementul de arie al unei suprafete

(i) Fie(S)o suprafata data prin ecuatiile parametrice si M (u,v)e(S).
Ducem curbele de coodonate(y,), respectiv, (y,).Paralelogramul

curbiliniu obtinut (vezi figura 4.11) se aproximeazd prin paralelogramul
rectiliniu construit pe laturile vectorilor tangenti la curbele coordonate
avand aria egald cu

do= ZduXZdv“ (4.50)

Tindnd seama de proprietdtile produsului vectorial, rezultd ca

elementul de arie al suprafetei (S), definitd prin ecuatiile(/I), este
doz”ﬁxﬁ”dudv (4.51)

Sau

do=vEG-F*dudv. (4.52)

(ii) Daca (S) este reprezentata prin ecuatia (/I1), atunci
E=1+p*, F=pq, G=1+¢’ (4.53)
iar

do=4l1+p*+q°dxdy (4.54)
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(iti) Pentru o suprafata date de ecuatia implicita (/) se obtine similar

1 ) )
da:F |[FP+F?+Fdxdy (4.55)

z

Exemple
4.25 Sa se determine elementul de arie pe paraboloidul de rotatie
x4y’
S): z= .
(8): 2=~

Trecem la coordonate cilindrice cu
2

X =rcos@; y=rsing, Z:;_; pel0,27];2>0;a>0
a

apoi evaluam coeficientii £,F,G din relatiile (4.36) tinand seama de
. 1 . r .
X, =cos@, y =sing;, z =-—;
a
x,=-rsing; y, =rcosg; z, =0.

Astfel

2
E=1+r—2;F=O;G=r2,
a
iar din (4.52) rezulta
r r
do= £1+—2jr2dudv=— r*+a* dudv
a a

O alta cale ar fi sa notam

2

1
f(xay):Z(x +y2)
Apoi cu

y X )
p=fi==ip=f ==
a a

2 2
do=,[1+2 ;y dxdy m

4.26 Sa determinam elementul de arie pe sfera definitd parametric de

in (4.54) gasim

ecuatiile
x=Rcosusiny 0<u<2r,
y = Rsinusinv

z=Rcosv;
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Din exemplul 4.24 avem
E=x"+y?+z?=R’sin’v;
F=xx +y,y+22,=0;
G=x"+y’+z?=R’,
iar din (4.52) urmeaza in final

do=vEG-F?*dudv=R’*sinvdudv =

4.10. Unghiul a doua curbe oarecare pe o suprafata

Fie suprafata (S)data prin ecuatiile parametrice (/1)si (7,), (7,) doua
curbe oarecare pe aceasta suprafata.
uzul(t) uzuz(t)
: , : 4.56
(}/]) {\/zv1 (t) (7/2) {v=v2 (t) ( )
Se considera punctul M de intersectie al celor doud curbe.
Prin definitie, unghiul dintre curbele (y,) si (y,) este egal cu unghiul
dintre tangentele la cele doua curbe in punctul M de intersectie, respectiv
dr-or @57
=M= 4.57
Jorller]

unde 7=0M este vectorul de pozitie al punctului {M}=(r)n(y,), iar dr

cosa =

si or sunt diferentialele vectorilor de pozitie ale punctului M pe curbele
(7,), respectiv, (7,) (vezi figura 4.12).
Vectorii de pozitie ale punctului M si diferentialele lor pe curbele(y,)

$i(, ) sunt respectiv

r=r(w @) (0) dr=rdu+rdy, (4.58)
r=r(uy(0,v,(0)) S =riSu+1i6v, (4.59)
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Fig. 412

Pe de alta parte

Hd?” —ds=vEdu® +2Fdudv+Gdv*;
(4.60)

Ha?” _ 55 =ESu> + 2F Sudv+ G5V’ |

Inlocuind (4.58), (4.59) si (4.60) in relatia (4.57) se obtine

Eduou + F(dudu + dudv) + Gdvou
S E— o - @60
\/Edu + 2Fdudv + Gdv \/Eé'u +2F oudv+ Gov

Observatie

Conditia de ortogonalitate a doud curbe (y,) si (y,)pe o suprafatd

este
Edudu + F(du§v + dv§u) +Gdvou =0 (4.62)
Exemple
4.27 Fie suprafata
(S): x=ucosv, y=usinv, z=av
si curbele

(}/1)12u—av2 =0; (}/2):2u+av2 =0; (}/3):1}:1.
trasate pe aceasta suprafatd. Sa determinam unghiurile facute de curbele
(7)), (7,) 81 (73)-
Sa observam mai intdi cd ecuatiile vectoriale ale celor trei curbe pe
suprafata (S) sunt respectiv

2 2
a

—

- av I 2
(}/ ): r=——cosvi+——sinvj+avk;
: 2 2
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2 2

—

-~ av > av . - o
()/2):rz—Tcosvz—Tsmw+avk;

(}/3):;:ucosl7+usin1;'+a%.

Notam
d, 5, 0—operatorii de diferentiere pe curbele(y, ), (7,) respectiv (7, ).

Atunci
2 2
- - av. . . av -5
drzrvdv:Kavcosv—Tsvaz+(avs1nv+700svj]+ak}dv;
2 2
- o av. . . av - o
§r=rv§v={—{avcosv—Tsmv]l—[avsvarTcostj +ak}5v;

a?:?u’au=(cos1?+sin1})au.

Normele acestori vectori vor fi

2.4
i 22 av
Hdruzjav .
2

o= 5 +1]ovs oo
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Notam mai departe «, —unghiurile dintre curbele (y,) si ( y j). Intrucat

2.4 4

4 +a2jdv5v=a2 (l—v2 —%)dvé‘v;

— — a
dr-or =(—a2v2 -
2 2
- - av’ . ) ) av )
dr-ar=(avcosvcosl—Tsmvcoslj-k[avsmvsml+TCosvsm1]dv8v=

2
= [avcos(v +1)+ %sin(v - 1)}dv8v;

2
or-or= —avcos(v+1)—%sin(v—1).

Vom aplica definitia (4.57) pentru a calcula cosinusurile unghiurilor

dintre curbele(y,),(7,) si (7,) si vom tine seama de rezultatele de la

exemplul 4.24, unde coordonatele punctelor de intersectie ale celor trei

A(%, 1); B(0,0); C[—%, 1).

Masura unghiului dintre (y,)si (7,)

curbe erau

4
SN 1—v2—v—
dr-or 4 1
COS“]ZZﬁzz— = —_—
ferllor] [1]
2
v=l

Masura unghiului dintre (y,)si (7;)

2

dr-or vcos(v+1)+v—sin(v—1)
COSC; =7 =5 — B 2 =0
T 2]
2 u=0;v=0
Masura unghiului dintre (y,)si(y,)
V2
or.sh veos(v+1)+-—sin(v—1)
COSUy; = T—=mm—=i = — 5 2 Z—ECOSZ
AT ]
2
v=1
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Observatie
Mdsura unghiului dintre (y,)si (y,) este
Cosa,, =—Cc08q,, .

Intr-adevir, din figura 4.13 rezulta ca unghiul dintre (7,)si (7,)este

unghiul masurat intre vectorii dr si 67 =
4.28. Fie suprafata
X =ucosv
(S ) Dy y=usinv
z=u+v

si curbele

situate pe suprafata (S).
Sa se arate ca cele doua curbe sunt ortogonale.

Intr-adevar, tinand seama de exprsiile derivatelor partiale de ordinul
intai ale coordonatelor vectorului de pozitie ale unui punct pe suprafata data
X, =cosv; y =sinv; z =1,

!/

X, =-usinv; y =ucosv; z, =1

v
rezulta ca
E=x?+y?+z%=2
F=xx+yy +zz =2
G=x’+y’+z?=1+u’
Pentru a aplica conditia de ortogonalitate vom evalua diferentialele
coordonatelor curbilinii respectiv:

Pe curba (7,)
u=e";du=e"dv=udv.
Pe curba (7,)

2u+1
wWru+l=e"; (2u+1)5u=—ev5v<:>5v=2L5u.
u - +u+l
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Cu aceste date suntem in masurd sa aplicim condtia de ortogonalitate
(4.62)
Edudu + F(du&v + §udv) + Goudv =2ududu +

241)(2u+1
{_M(MMW )@y

u +u+1 u +u+1

oudv=0

u? +u+1

1 2u(u2+u+1)—u(u2+u+1)(u2+u+1)—2u(u2+u+l)
Cutru+l

ceea ce inseamna ca cele doud curbe sunt ortogonale m

4.11. Unghiul a doua curbe coordonate

Fie(S)< R* o suprafatd reprezentata prin ecuatiile ei parametrice (/17
(rn)=(r,) v=t, dv=0
(yz)z(yv) u=t, du=0

astfel, unghiul dintre curbele (,)si (7,) este in virtutea relatiei (4.61)

(4.63)

)
F
cosa ZE (4.64)

Observatie

Conditia de ortogonalitate a doud curbe coordonate (y,) si (7,)pe o

suprafata este

F=0. (4.65)
Exemplu
4.29 Fie sfera parametrizata
x=Rcosusinv 0<u<2r,
y = Rsinusinv T,
z=Rcosv; 2 2

Sa aratam ca reteaua de curbe coordonate definia prin (4.7) si (4.8) este

ortogonala.
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Din exemplul 4.24 avem

E=x"+y?+z?=R*sin’v;

ror o r_r .
F=xx+yy +zz =0

) 12 12 _ p2
G=x"+y " +z"=R".

de unde deducem, ca (4.65)este identic satisfacuta m

4.12. Curbura curbelor trasate pe o suprafata

Forma a unei suprafete se poate exprima si prin trasarea unor curbe pe
suprafatd, carora le determinam curburile.
(i) Fie(S) = R* o suprafatd reprezentata de ecuatiile parametrice (1I7)

(S) xX= x(u,v), y= y(u,v), z= z(u,v).
Fie (7,), (7,)curbele de coordonate duse printr-un punct M e(S)si
definite de ecuatiile parametrice (4.7) si (4.8).

Fie () o curba oarecare trasata pe aceastd suprafata prin acelasi punct

P (vezi figura 4.14).

< .o .1 A
Ne propunem sa determina curbura curbei = a curbei intr-un punct

regulat pe (7).
Notam
v — versorul normalei la suprafata;

7 —versorul tangentei la curba (7);

n — versorul normalei principale la curba (7);

%— curbura curbei (y) in punctul Pe(y).
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Fig. 4.14

Din teoria diferentiala a curbelor straimbe prezentatd in Capitolul 2
au loc relatiile

r= TR (4.66)
Evident 7 1 7), deci
Foo| L drd (4.67)
Pe de alta parte
n-v= H%HHB“ cosa@ =cosa, o= (;:z\_j) (4.68)

A . .. . e 1 A
Inmultind termenii extremi ai egalitétii (4.68) cu = se obtine in final

1- - 1
—n-v=—cosa,
R

R
de unde tinand cont si de prima formula a lui Frenet (4.66),, rezulta ca
1 dr-dv
~ =2 4.69
2 cosa e (4.69)
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4.13. A doua forma patratica fundamentala a unei suprafete

Relatia (4.68) exprima legatura dintre curbura curbei () in punctul P

ca functie de unghiule dintre v si n din prima forma fundamentald a
suprafetei (.S) si de prdusul dr-do.
Notam

p=—dr-dv (4.70)

Fie Pe(y), unde () este o curba pe suprafata (S) definita prin

(): {u =u(t)

v=v(t)

Vectorul de pozitie al punctului P si versorul normalei la suprafata, v

corespunzator lui P depinde de ¢ prin intermediul lui u i v

r=r(u(0).v(0)), 0=0(u(t).v(1)). (4.71)
iar diferentialele acestor vectori sunt respectiv
d;z;u;du+;v;dv;d5=;;'du+u_'v'dv (4.72)

Inlocuim (4.72) in (4.70)
(p:—d?-déz—(?jdu +7;dv)-(5;'du+17;dv) =

—
!

_ 7 2 - 7 ! [ 2
=—r v du —(I”u'l)v+l”v' )dudv—r v dv.

u

C

si apoi notdm

L=if 0 2M = (7 D7 ] )s N =il 1] (4.73)

u 4 V

Obtinem a doua forma patratica fundamentala
p=Ldu’ +2M dudv+ Ndv’ (4.74)
Observatii
1) Relatia (4.74) exprimd faptul ci ¢ este o formd patraticd in
diferentialele du i dv.
2% Coeficientii L , M, N din forma pdtratica diferentiald (4.73)

formeaza cel de-al doilea grup la lui Gauss.
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4.14. Evaluarea coeficientilor L, M, N ai celui
de-al doilea grup al lui Gauss

Se pleacd de la faptul observatia ci vectorii # sis’ fiind situati in
planul tangent in punctul P la suprafatd sunt perpendiculari pe versorul

normalei la suprafata, v, adica putem scrie

—_— o

O R
r,ov=0;r-0=0.

Derivand aceste relatii in raport cu u, apoi cu v, obtinem egalitdtile

—_— = — — —

" [ T A
Ty O+1 -0, =01 -0+r1,-0,=0;
L (4.75)

" I_f_ . [ r_
r.-vo+r v =01 cvo+r -0 =0

> vy v

—_— —

si tinand sema ca

deducem

—

L= 0] =103 2M ==(1] - 0] +7, -] )= 20 -5 N==r-0] =1l 0. (4.76)

v

Mai departe, se inlocuieste expresia versorului normalei la suprafata si
se tine seama definitia produsului mixt a trei vectori (vezi Capitolul II).

Corespunzator fiecarei reprezentari se gasesc urmadtoarele expresii
analitice pentru coeficientii celui de-al doilea grup al lui Gauss.

(i) Pentru o suprafatd data prin ecuatiile parametrice (/)

—_ -

- r'xr!
N ey 4.77)
EG-F
(;M;X;v;) a 1 xu yu Zu
L= = X,y A (4.78)
2 2
VEG-F> EG-F o
(?JX;\’;)’;_'C 1 ‘xu yu Zu
M= = S St (4.79)
) ) v v v|? .
VEG-F' EG-F'|.,

uv yuv Zuv
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(7 x7)7 | X,V oz
N = - xoyl 2 (4.80)
JEG-F* EG-F? o

v y v ZVV

(if) Pentru (S) datd de ecuatiile explicite (/)

Notam
xX=u
(S): y=v (u,v)e]R2
z=f(u,v),
Obtinem
VEG-F* =1+ p* + ¢’
r N t
L=———— M= ; N= :
J1+p* +4° \/lererqr2 \/l+p2+q2 (4.81)
unde
p:Zl'l’ q:Z\IN r:Z;’u’ S:Z;’u’ t:Z:/Iv (482)

A doud formd fundamentald a suprafetei (S) se va rescrie sub forma

1

(0:\/1+p2+q2

(rdx2+2sdxdy+tdy2) (4.83)

Observatie
Pentru ca o suprafatd sa fie un plan este necesar §i suficient ca a doua
forma fundamentala sa fie identic nula.
Intr-adevir, ecuatia parametrica a unui plan fiind de forma
r=r +ul, +vl, (4.84)

unde s-a notat

1, — este vectorul de pozitie al unui punct fixat in plan,

Z, K_g —doi vectori directori ai planului (Z si E vectori constanti).

Atunci
n=0:r=0,,
SN (4.85)
ru’u = ru’:/ = ]/;/,\,/ = O‘
Prin urmare
L=M=N=0. (4.86)
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Reciproc, presupunand ca relatiile (4.86) sunt identic verificate, rezulta
potrivit relatiilor (4.76)
0] =07 v =0.

sau scazand termen cu termen aceste relatii

—

A S AN WA
ru-uu—rv-uu—Oa(ru—rv)-uu—o.

Ultima egalitate este verificata fie daca

=7, (4.87)
fie daca
v =0. (4.88)

u
Prima posibilitate este exclusd intrucat vectorii i | sunt necoliniari,

asa ca din (4.88) deducem

5=5(v). (4.89)
Consideram acum cealalta relatie din (4.76), din care rezulta
E'Z+E'FLZO (4.90)
Din (4.89) 51 (4.90) rezulta ca
;u" . ,T; =0. (4.91)

Presupunand ca ;u; #0 se obtine v este un vector constant, adicd
suprafata considerata este un plan m
Exemple
4.29. Sa se calculeze a doua forma fundamentala pe sfera parametrizata
x=Rcosusiny 0<u<2z,

= Rsinusinv T T
Y <y =

z=Rcosv 2 2
Din exemplul 4.24 avem
szl'l2 +yl'l2 +Z;2 =R*sin’v; F =xx +yy +zz =0,
G=x"+y’+z? =R,

de unde urmeaza (vezi exemplul 4.26)

VEG - F?* = R?sinv.
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Pentru transparenta calculului sd scriem derivatele partiale pana la
ordinul doi inclusiv respectiv
r:— Rsinusinv; Rcosusinv; 0,

r': Rcosucosv, Rsinucosv;—Rsinv,

\}l <

:—Rcosusinv, —Rsinusinv;, 0,
r' . —Rsinucosv, Rcosucosv; O,
" . —Rcosusinv, — Rsinusinv;, — Rcosv.

Aplicam relatiile (4.78), (4.79), (4.80) pentru determinarea coeficien-
tilor L, M, N. Astfel

—Rsinusinvy  Rcosusinvy 0
1 . .
L=———| Rcosucosv  Rsinucosv —Rsinv|=
R sinv . . .
—Rcosusiny —Rsinusinv 0
1 |=Rsinusinv  Rcosusinv .
=— . . . |=—Rsin"vy
R|—-Rcosusiny —Rsinusinv
—Rsinusinv Rcosusiny 0
1 . .
M =———| Rcosucosv Rsinucosv —Rsinv|=
R sinv .
—Rsinucosv Rcosucosv 0
1 |—-Rsinusinv Rcosusinvy
R|—-Rsinucosv Rcosucosy
—Rsinusinv  Rcosusiny 0
N =———| Rcosucosv  Rsinucosv —Rsinv|=
R°sinv . . .
—Rcosusinv —Rsinusinvy —Rcosv
—sinu cosu 0
R*X/sm{ . .
=—————|cosucosv sinucosy —sinv|=

R/ Y cosusiny —sinusiny —cosv
= —R(sin2 ucos” v —cos” usin® v +sin’ usin’ v + cos’ u cos’ v) =
= —R[sin2 u (cos2 v +sin’ v) +cos’ u (cos2 v+ sin’ v)] =-R
Mai departe, tinem seama de relatia (4.74) care exprima a doua forma

fundamentald pentru cazul unei suprafete parametrizate
¢=Ldu’ +2M dudv+ Ndv’ =—-Rsin’ vdu> —Rdv' m
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Observatie
Pentru ca o suprafata sa fie sferd, este necesar si suficient ca cele
doua forme fundamentale sa fie proportionale.

Intr-adevar, ecuatia vectoriali a sferei se mai poate scrie sub forma
r=1r+Ro, (4.92)
unde s-a notat
a — vectorul de pozitie la centrului,
R —raza sferei,

v —versorul normalei la suprafata.

Derivam egalitatea (4.92) in raport cu u si v,

—

¥ =RU; r=Ru., (4.93)

apoi Inmultim scalar cu 7 respectiv »’ in (4.93)

2

i
7

u

2 — — — o = —
! i ! ’ ’ !
=Rr/-v; 1 ¥ =r-0);

v u v

=
P

v

=RV, (4.94)

Tinand seama de relatiile care definesc coeficientii celor doud grupuri
ale lui Gauss, (4.36) si (4.76) se obtin egalitatile
E=-RL; F=—RM; G=—-RN. (4.95)

Relatia (4.95) probeaza faptul ca factorul de proportionalitate este

constant n sensul ca

| &y

F
=—=—=—R=const. m
L M N

|Q

4.30. Fie suprafata parametrizata
(S): X=ucosv, y=usinv, z=av

Sa se scrie a doua forma fundamentala.

Ca si la exemplul anterior, vom scrie

—

r': cosv; sinv; 0,
;V;:—usinv; ucosv; a,
e 0 0 0,
Z’C: —sinv; cosv; 0,
P —ucosv; —usinv; 0.

v
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de unde
12 12 12 .
E:xu +yu +Zu :1’
o o roro_
F=xx+yy +zz =
=—usinvcosv+usinvcosv=_0;
G=x"+y’+z"=u"+a’,

iar de aici,

\/EG—F2 =\/u2 +a’.
Aplicam relatiile (4.78), (4.79), (4.80) pentru a gasi coeficientii L, M, N.

cosv sinv 0

1 .
Lzﬁ—usmv ucosv al=0,
u +a
0 0 0
cosv sinv 0 )
M 1 . a cosv  sinv —a
=————|—usinv ucosv a=—— =
2 2 2 2 |—gq1 2 2
u +a - Nu~+q” |78V COSV| \[y® +q
—sinv  cosv O
cosV sinv 0 .
1 ) —a cosv sinv
N =—————|-usinv ucosv a =

ut+ad? Ju? + g% |-ucosv  —usiny

—ucosv -usinv 0

In final relatia (4.74) devine

—2a dudv m

Ju’ +a’
4.31. Sa se determine a doua forma fundamentala a suprafetei
x=f(u)cosv
(S): 3y =f(u)sinv
z=g(u)

¢=Ldu* +2M dudv+ Ndv* =

unde functiile f sig sunt de clasa C'.

Calculam mai intai derivatele partiale pind la ordinul doi inclusiv ale
functiilor componentelor vectorului de pozitie corespunzatoare unui punct
arbitrar pe suprafata.

i f!(u)cosv; ' (u)sinv; g'(u),
;v;i—f(“)SinV; f(u)cosv; 0,
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(f"(u)cosv;  f"(u)sinv; g"(u),

IR

r s = f (u)siny; f(u)cosv; 0,
ﬁ: —f(“)COSV; —f(u)sinv; 0.

Cu acestea se obtin coeficientii primei forme fundamentale
E=x’+y?+z7=f" (u)+g'2 (u),
F=x\x,+y,y,+z,z, =—f(u) f"(u)sinvcosv+
+ f(u) f'(u)sinvcosv =0
G=x"+y"+z"=f*(u),
si apoi
VEG—F* = f(u)f"(u)+g" (u).
Pentru simplitatea scrierii vom scrie f, g in loc de f(u), g(u), la fel

si pentru derivatele acestor functii. In continuare, vom determina

coeficientii celui de-al doilea grup al lui Gauss

f'cosv  f'sinv g’ |
—fsinv  fcosv 0=

1
L= (/&)
INS"+g" "cosv f"sinv g" INS"+g"

| f'cosv  f'sinv g
M=———-|-fsinv fcosv 0|=0

2 2
NS +g —fsinv  fcosv g

f'cosv  f'sinv g ,
1 : fg
M =—————|—fsinv fcosv 0|=-

f\,f'2+g'2 —fcosv fsinv 0 f\,f'2+g'2

In final, se obtine

p=Ldu* +2M dudv+Ndv’ =p=Ldu* +2M dudv+ Ndv’

2
///_gf!r)duz_ f g dV2 n

1
- (/%
f\/f’2+g’2( NS +g”
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4.15. Curbura normala a unei curbe pe o suprafata

Vectorul n se numeste versorul normalei principale in P la curba

(7)si este situat in planul normal al curbei (y).

Notam

1 .
= curbura curbei (y),

1- . . .
Vectorul En se numeste vector de curburd al curbei considerate.

Numim curburd normald a curbei (y)c(S) in punctul P, proiectia

vectorului de curbura corespunzator pe normala la suprafata in P. Notdm

pi — curbura normala definita mai sus.
Atunci din defintia datd rezultd ca
1 1 5=
p—n = Ecos a, a= (n,vj (4.96)
sau
1 Ldu’+2Mdudv+NdVv’  Lm’ +2Mm+ N

o Edu +2Fdudv+Gdv:  Eni 1 2Fm+G (4.97)
unde s-a notat
d
m=—= (4.98)
dv

Observatii

1% Curbura normala L nu depinde de punctul P, ci de directia
Pn

tangentei in P la curba (y), intrucdt vectorul
dr=r'du+rdv, (4.99)
se afla pe tangenta in acest punct la curba.

2°)  Toate curbele de pe suprafata (S)care trec printr-un punct
Pe(S) si admit in P aceeasi tangentd, au aceeasi curburd normald in

punctul considerat.
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Interpretare geometrica

Dintre toate curbele (y)care trec prin punctul P si admit aceeasi

tangentd, determinati de 7 si de versorul normalei v dus prin P, si
considerdm pe aceea care se obtine sectionind suprafata cu un plan
(P,) (vezi figura 4.8).

Daca notam

1 Lo
— — curbura sectiunii normale,

n

atunci din(8) rezulta

1 1
p_:iR_ (4.100)

. U BN .
Prin urmare, curbura normald — intr-un punct P € (S) corespunza-
Pn
toare familiei de curbe care trec prin acest punct §i admit aceeasi

. . o 1 . .
tangenta este egala cu curbura sectiunii normale R—asoczate acestei

"
familii; semnul plus sau minus se alege dupa cum versorul normalei
principale este de acelasi sens sau de sens contrar versorului normalei
la suprafata in punctul P.

In acest sens

. .1 . . . < A
(i) daca —>0, concavitatea sectiunii normale este orientata inspre
Pu

vectorul v;

.. L1 . .o . < A
(if) daca — <0, concavitatea sectiunii normale este orientata in sens
p"l

opus lui v.
De retinut!

Studiul curburii unei curbe oarecare pe o suprafata se reduce la

studiul curburii normale a acelei curbe.
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Fig. 4.15

4.16. Teoremele lui Meusnier

Teorema 1 (Meusnier)

Doua curbe (y,) si (y,) situate pe o suprafata (S) care admit in
punctul Pe(S)aceeasi tangentd si acelasi plan osculator au acelasi

centru de curbura.
Notand

1 1 . < . .
—, — —curburile celor doua curbe, teorema arata ca

R R

1 1
E R_z (4.101)
Intr-adevir, curbele (7,)si (7,)avand in P aceeasi tangentd, atunci

conform celor pecizate anterior ele admit aceeasi curbura normala.
Notdm

v— versorul normalei la planul tangent,

n, — versorul normalei principale la curba (7,) in punctul P,
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—

n, — versorul normalei principale la curba (,) in punctul P,

a :m(;;,aj, o, m(*j
Din (4.96) rezulta ca
1

1
ECOS Q —R—zcosoc2 (4.102)

I .1 " . . <
Deoarece — si — sunt numere pozitive, din egalitatea (4.102) rezulta
1 2

ca unghiurile ¢, si «, sunt fie ambele ascutite, deci

n,=n,,

fie ambele obtuze si scriem

— —

n =-n,.
A doua posibilitate este exclusa deoarece, in acest caz am avea
o =r—-a,,
ceea ce ar contrazice ipoteza =

Teorema 2 (Meusnier)
Centrul de curburd intr-un punct P al unei curbe oarecare (y)pe o
suprafatd(S) este proiectia ortogonald pe planul osculator al acestei curbe

a centrului de curbura in acelasi punct P al sectiunii normale

corespunzdtoare tangentei in P la curba (y).

Intr-adevir, daci notam (vezi figura 4.16)

(7,)—sectiunea normald tangentd in P,
(7,) - planul osculator in P la (y),
(7, ) - planul osculator in P la (y,),

% —curbura curbei (y),

1 Lo
s curbura sectiunii normale (y,),

n

C— centrul de curbura al curbei (y) in punctul P,

C, — centrul de curbura al sectiunii normale in punctul P.

169



rezultd conform relatiilor (4.96) si (4.100)

1 1
—cosqx=—,
R R

n
unde o este un unghi ascutit.
De aici deducem ca
R=R, cosa, (4.103)

Mai mult (vezi figura 4.16)
R, =PC,, R=PC
Asadar
PC=PC, cosa

ceea ce arata ca triunghiul [PCC, | este dreptunghic.

Pe de alta parte dreapta (CC, ) apartine planului determinat de vsi n, deci
planului normal comun in P la (¥)si (7, ). Aceasta dreapta este deci perpendi-
culara pe tangenta (MT) si ca atare pe planul osculator (7,). Cum Ce(7R,),

teorema este astfel demonstrata m
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4.17. Curbura geodezica a unei curbe pe o suprafata

Consideram dreapta de intersectie dintre planul normal in P la curba ()
trasata pe o suprafata (S)si planul tangent (S)in punctul P la suprafata data.
Aceastd dreapta este evident o normald a curbei(y)si o vom numi

normald tangentiala.
L . . 1= . .
Proiectia vectorului de curbura =" pe normala tangentiala (deci

proiectia ortogonald a acestui vector pe planul tangent in P la suprafata) se

numeste curburd geodezica sau tangentiald a curbei (y) in punctul P.

Orientam normala tangentiald prin versorul
U=UXT
Notam

u —versorul normalei tangentiale,

1 curbura geodezica a curbei () in punctul P.

Pg
Atunci (vezi figura 4.17)
1 1- - 1.
ngn'ﬂ:Esma (4.104)
AV
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Interpretare geometrica

Curbura geodezicd intr-un punct P la o curbd(y)situatd pe o supra-
Jata (S) (vezi figura 4.18) este egald cu curbura proiectiei ortogonale (y')a
acestei curbe pe planul tangent in P la suprafata(S).

1 1

2R (4.105)

g

Intr-adevir, fie (7)o curba oarecare pe o suprafatd($),iar(y’) proiectia

ortogonald a acestei curbe pe planul tangent in P la suprafata ().

Cﬂ
. Fig. 4.18
1%

Curba (') continuta in planul tangent este intersectia intre acest plan

si cilindrul proiectant al curbei () pe planul tangent in P la suprafata(sS).

Rezulta ca (') este sectiunea normala a cilindrului proiectant ('),
tangentd in P. Aplicand teorema 1 a lui Meusnier suprafetei (S'), centrul
de curburd C al curbei (y) corespunzator punctului P este proiectia
centrului de curbura C’al curbei (y')pe planul osculator al curbei(y)in

punctul P.
Prin urmare
PC = PC'cos C'PC.
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Insa, din cele aratate mai sus rezultd ca

cPC=2—-a
2
unde o este unghiul ascutit dintre normala in P la suprafata(S)si normala
principald in P la curba (y).
Mai departe, rezulta ca
PC = PC'cos(% - aj = P(C'sina.
Dar
PC=R; PC'=R/,
unde R, respectiv, R' sunt razele de curbura in P ale curbelor(y), respectiv
(7).
Asadar
R=R'sina
sau
1 .
—=—sina.
R R
Comparand cu relatia (4.104) se ajunge la egalitatea
1 1

si astfel teorema este demonstrata m

4.18. Curburile principale ale unei suprafete

Fie (S) o suprafata definita parametric de ecuatiile (1I7)si M <(S).
Curbura normala L definita de relatia (4.97) depinde de punctul P pe
Pn

suprafata si de raportul

— (4.106)
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care determind o anumita directie in planul tangent in P la suprafata.
Rezultd ca intr-un punct dat pe o suprafatd curbura normald este o
functie continua si derivabila ca functie de variabila reala m.

Pentru simplitatea scrierii vom nota

1 Not.
p—(m) = k(m) (4.107)
Atunci din (4.97) rezulta
2
k(m)zw (4.108)
En”+2Fm+G

Se numesc curburi principale intr-un punct P e(S)valorile extreme

ale curburii normale in acest punct.

Cu alte cuvinte curburile normale sunt extremele functiei & (m).

Sa determindm 1n continuare aceste extreme. Derivand 1n (4.108) se
obtine
2[ (En® +2Fm+G)(Lm+M )~ (Lm* +2Mm+ N )(Em+ F) |

k'(m)= - . (4.109)
(En2 +2Fm+ G)

Punctele critice ale functiei k(m) sunt date de solutiile ecuatiei
(En® +2Fm+G)(Lm+M )~ (Lm* +2Mm+ N )(Em+ F) =0,

din care rezulta
Ln® +2Mm+N _ Lm+M

: _ . (4.110)
En°+2Fm+G Em+F
Din (4.108) si (4.110) se obtine o alta forma a lui k(m)
Lm+M
k = 4.111
(m) Em+F ( )

Aplicand o proprietate a proportiilor derivate in (4.110) rezulta

Ln® +2Mm+N _Lm’ +Mm _Mm+N

> = > = (4.112)
En +2Fm+G Em - +Fm Fm+G
Prin urmare
Mm+ N
k = 4.113
(m) Fm+G ( )
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Astfel se obtine sistemul format din egalitatile (4.111), (4.113)

k()= 22
m+
M+ N (4.114)
k(m)=
Fm+G

in care m — reprezintd valorile variabilei pentru care functia (4.108) admite
extreme, iar k — extremele acestei functii, respectiv curburile principale in
punctul P.

Inlocuind valoarea lui m din (4.106) sistemul (4.114) devine
k[Ed—u+Fj=Ld—u+M

v v

k(Fd—quGj:Md—quN

v v
sau

{(Ek—L)du +(Fk—M)dv=0

(Fk—M)du+(Gk - N)dv=0 (4.115)

Sistemul (4.115) este liniar si omogen in necunoscutele du si
dv avand solutii nebanale deoarece prin P trec si alte curbe in afara curbelor
de coordonate. Drept urmare
Ek-L Fk-M

=0.
Fk-M Gk-N (4.116)

Ecuatia (4.116) ne da curburile principale in punctul P ale suprafetei
(S) si se mai scrie sub forma

(EG—F)k2—(EN—2FM+GL)k+(LN—M2)=O. (4.117)

Rédacinile ecuatiei (4.117), notate &, sik,, sunt curburile principale
ale suprafetei (S) corespunzatoare punctului P.
Observatie

Curburile principale ale unei suprafete sunt determinate de coeficientii
celor doua forme fundamentale.
Numerele

1
R=—; R =—
TR T (4.118)
se numesc raze pricipale de curburd ale suprafetei (S) in punctul P.
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Exemple

4.33. Sa se calculeze curburile principale in punctul curent al
elicoidului drept cu plan director

(S):xzucosv; y=usinv; z=av.

In exemplul 4.30 s-au evaluat derivatele partiale pana la ordinul doi
inclusiv ale lui x(u,v), y(u,v), z(u,v)si s-au determinat coeficientii
E,F,GsiL,M,N corespunzatori primei, respectiv celei de a doua forme
fundamentale. Astfel

E=0;, F=0; G=u’+a°,

—a

Ju? +a*

L=0; M= ; N=0.

Ecuatia (4.117)

2 2

(u2+a2)k2—u (fa =0.

ne da curburile principale ale suprafetei (S) in punctul curent

a —a
ky = 2 75 ky = 2 PR
u +a u +a
Razele de curbura sunt in acest caz

2 2 2 2

u +a u +a

R = ; Ry =—
a

4.19. Directiile principale ale unei suprafete

Fie o suprafata (S) parametrizata si P punct pe (5).

Numim directii principale intr-un punct P ale unei suprafete(S)

valorile argumentului m pentru care functia
e du

=— 4.11
dv ( %)

admite extreme.
Din (4.114) se obtine egalitatea

Lm+M Mm+N
Em+F Fm+G
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sau
(EM —FL)m* +(EN =GL)m+(FN -GM)=0 (4.120)
Ecuatia (4.120) ne da directiile principale ale suprafetei, m, si m, .

Este mai practic sa retinem (4.120) sub forma de determinant

1 -m m?
E F G|=0 (4.121)
L M N

Daca coeficientii ecuatiei (4.120) se anuleaza
EM -FL=0; EN-GL=0; FN-GM =0 (4.122)
egalitatea este identic verificata.

In acest caz, spunem ci punctul P este un punct ombilical al
suprafetei (S).

Sa observam ca egalitatea (4.122) se mai poate scrie si sub forma

L M N
PP G
ceea ce arata ca intr-un punct ombilical curbura normala este constanta.

Observatie

Toate punctele unei sfere sunt puncte ombilicale.

In cele ce urmeaza vom considera doar puncte regulate pe suprafatd
care nu sunt ombilicale.

latd cateva dintre proprietatile directiilor principale.

1°) Directiile principale intr-un punct regulat al unei suprafete (S)
sunt reale si distincte.

Intr-adevar, si ne situim in cazul unei suprafete in care reteaua de
curbe coordonate este ortogonald. In acest caz este satisficuti conditia
(4.65), 1ar ecuatia (4.120) se scrie sub forma

EMm® +(EN —GL)m—GM =0,
unde discriminantul ei
A=(EN-GLY +4EGM* =0
este pozitiv, ceea ce Inseamnd ca ecuatia admite doua raddcini reale si
distincte.
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Daca reteaua de curbe coordonate nu este una ortogonald, atunci se
efectueaza schimbarea de coordonate

(u,v)—)(U,V) {

a.1. noua retea de curbe sa fie ortogonala si astfel demonstratia de mai sus

uzf(U,V)
v=g(U,V)

ramane valabila m

2°%) Directiile principale intr-un punct regulat al unei suprafete (S)
sunt ortogonale.

Intr-adevar, daci in egalitatea care stabileste conditia de ortogonalitate

a doua curbe oarecare (y,)si (7,)pe o suprafata (4.62)

Edubu + F (dudv + dvéu) + Gdvsu =0 (4.62)
se Tmparte prin dvSv obtinem
du du du Ju
E——+F| —+—|+G=0.
dv ov [dv 5\/) (4.123)
Notand
du ou
= = 4.124
bodv " ov ( )
ecuatia devine
Emm, +F (m,+m,)+G =0, (4.125)

unde m, $im, sunt doud directii din planul tangent in P la suprafata in punctul
de intersectie al curbelor(y,)si(y,), respectiv directiile tangentelor la aceste

curbe.
reprezintd, dupa cum stim, cele doud directii principale in P, reale si
distincte conform proprietdtii 1°), verifica ecuatia (4.125).
Intr-adevar, din (4.120) deducem
EN-GL FN -GM
EM - FL EM - FL
iar daca se tine seama de (4.126) in (4.125), egalitatea
EFN—GM _F EN -GL N
EM - FL EM - FL

m +m, =

(4.126)

G=0
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este identic verificatd m
Tangentele(PT,)si(PT,) din planul tangent in P la suprafata (S),
corespunzatoare directiilor principale m, §i m, se numesc tangente
principale.
Sectiunile normale ale suprafetei (S)duse prin tangentele principale
se numesc sectiuni principale.
Curburile acestor sectiuni, in punctul P, sunt curburi principale
corespunzdtoare acestui punct luate in valoare absoluta.
Exemplu
4.34. Fie suprafata
(S):x=ucosv; y=usinv; z=av.
Sa se determine tangentele principale si sa se calculeze curburile
principale intr-un punct arbitrar al suprafetei.
Asa cum am vazut in exemplul 4.30
E=1; F=0; G=u’+a’,
4
Vu' +a’

astfel ca ecuatia care determina tangentele principale (4.121) devine

L=0; M= ; N=0.

1 -m m?
1 0 u* +a*|=0,
0 4 0

Ju? +d*

de unde deducem ecuatia diferentiald
du’ —(u2 +a’ )dv2 =0.

Se obtin directiile principale

De aici rezulta si tangentele principale

v—ln(qu'\/u2 +a2)=C1;v+ln(u+\/u2 +a2):C2 n
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4.20. Curbura totala si curbura medie a unei suprafete

Numim curbura totala intr-un punct P al unei suprafete produsul
curburilor principale corespunzatoare acestui punct.

Numim curburd medie intr-un punct P al unei suprafete semisuma
curburilor principale.

Notam

K — curbura totala a suprafetei,
H — curbura medie,

k,, k, — curburile principale corespunzdtoare punctului P.

Atunci
K =kk,: H:%(k1+k2). 4.127)
Pe de altd parte din relatia (4.117) mai obtinem
_IN-M® . EN-2FM+GL

O suprafata pentru care curbura totala este aceeasi in toate punctele
ei se numeste suprafata de curbura totali constantd.

O suprafata pentru care curburamedie este nula in toate punctele ei se
numeste suprafatd minimd.
Observatie
Sfera este o suprafata de curbura totala constanta.
Intr-adevir, din cele aritate anterior, pentru sfera de razi R avem
E=R*sin’v; F=0; G=R,
. (4.129)
L=—-Rsin"v; M =0; N=-R.
Inlocuind (4.129) in (4.128) se obtine
K :% [
Sa mai observam ca curbura totala (4.128) este data de raportul dintre

discriminantul celei de a doua forme fundamentale §i discriminantul primei
forme fundamentale.
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Exemple
4.35. S& se determine curbura totald si curbura medie intr-un punct
oarecare al elicoidului
(S): x=ucosv; y=usinv; z=av.
Am vazut in exemplul 4.33 ca
E=1; F=0 G=u’+d°,
4

De aici cu relatiile (4.128), rezulta

L=0; M= ; N=0.

—d

K:LN_MZZ—u2+a2 = — a N
EG—F? W+ a (u2 +a2)2 )
_EN-2FM +GL _
AEG—Fﬁ

Din definitia de mai sus rezulta cd elicoidul este o suprafata minimad.

4.21. Clasificarea punctelor unei suprafete

Fie P un punct regulat al unei suprafete ().

Daca in P curbura totala este pozitiva, atunci P se numeste punct
eliptic al suprafetei respective.
Intrucat
EG-F*>0
in orice punct regulat al suprafetei, din (4.128) deducem ca intr-un punct
eliptic
LN-M?>0
si reciproc.
O suprafata ale carei puncte sunt eliptice se numeste suprafata de tip
eliptic.
Un punct P se numeste punct hiperbolic daca curbura este negativa in

acest punct.
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Din (4.128) rezulta ca intr-un punct hiperbolic
LN-M*<0
si reciproc.

Intr-un astfel de punct, curburile sunt de semn contrare, deci sectiunile
principale ale suprafetei au in P concavitati diferite de o parte si alta a
planului tangent.

Numim suprafata de tip hiperbolic o suprafata (S)ale carei puncte
sunt hiperbolice.

Un punct P se numeste punct parabolic daca in toate punctele ei
curbura totala este nula.

Intr-un punct parabolic
LN-M*=0
si reciproc.
O suprafata ale carei puncte sunt parabolice se numeste suprafata de
tip parabolic.
Suprafatele conice si cilindrice sunt suprafete de tip parabolic.

4.22. Linii de curbura pe o suprafata

Se numesc linii de curburd ale unei suprafete (S), curbele situate pe

aceasta suprafata care au proprietatea ca tangentele in oricare din punctele
lor coincide cu una din tangentele principale corespunzatoare punctului
respectiv.

Tinand seama de relatia (4.121) si de (4.119) rezulta ca ecuatia

| _du (d_j

dv \dv
E F G |=0 (4.130)
L M N

reprezintd ecuatia diferentiala a liniilor de curbura, care poate fi pusa si
sub forma echivalenta (4.120)
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(EM—FL)(d—ujz +(EN—GL)d—”+(FN—GM)=0. (4.131)

A qn d . s o .
Rezolvand in raport cu el obtinem ecuatiile diferentiale

v
d d
d—z:(p1 (u,v); d—izgoz(u,v), (4.132)
care admit solutiile
fi(w,v;C)=0; f,(u,v;C,)=0. (4.133)

Fiecare dintre aceste solutii este o familie de curbe uniparametrice.

Relatiile (4.133) definesc famiile de lini de curbura ale suprafetei ().
Prin urmare, multimea liniilor de curburd ale unei suprafete(S)este

fiormata din doua familii de curbe. Prin fiecare punct al suprafetei, care nu
este punct ombilical, trec doua linii de curbura cdte una din fiecare familie
si care in punctul P admit tangente distincte si ortogonale.

Altfel zis, liniile de curbura formeaza o rete de curbe ortogonale pe
suprafata respectivd.

Observatie

In cazul unui plan, ecuatia (4.131) este nedeterminati deoarece

L=M=N=0.

La fel si in cazul suprafetei ale carei puncte sunt puncte ombilicale,

adica pentru care

M
F

Ql=

L
E
Teorema

O conditie necesara i suficienta ca liniile coordonate ale unei

suprafete sd fie linii de curbura este sa aiba loc egalitatea
F=M=0. (4.134)
Intr-adevir, si presupunem c liniile coordonate(y, )si(,) sunt linii de
curburd ale suprafetei (). In acest caz, aceste linii sunt ortogonale, avem
F=0,

iar ecuatia diferentiala (4.131) devine
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(EM —FL)du® +(EN —GL)dudv+(FN-GM)dv’ =0.  (4.135)
Aceastd ecuatie diferentiala trebuie sa fie verificata de curbele (7, )si(7, ).
Astfel

(7,): v=const.; EMdu®=0,
(7,): u=const; GMdv*=0.
Insa E si G sunt pozitivi, asa incat din egalititi deducem
M=0
deci conditia (4.134) este identic satisfacuta.
Exemplu
4.36. Sa se afle liniile de curburd ale suprafetei definitd cartezian prin
(S): z=In(cosx cos y).
Sa observam ca se poate scrie suprafata data sub forma parametrica
(S): x=u, y=v; z=Incosu+Incosv.

Intrucat derivatele de ordinul intai si al doilea ale functiilor x, z, y sunt

rezultd ca
E=1+tg’u; F =tgutgv; G=1+tg’ v,
1 1
—; M=0, M=——7pr.
cos” u cos’ v

Inlocuind aceste relatii in ecuatia (4.135), se obtin ecuatiile diferentiale

L=-

ale lininior de curbura ale suprafetei date
2
du) cos’u.
dv cos’ v’

du cosu du  cosu

echivalente cu

— = = .
dv cosv dv cosv
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Integrand aceste ecuatii, obtinem cele doud familii de linii de curbura

C =t Z_Y|ote 22
I VY b WA
T u T \%
C =t LYo Z_Y
! g(4 2)‘%(4 2]

4.23. Directii si tangente asimptotice

Se numesc directii asimptotice intr-un punct P e(S) directiile (4.119)
_du

dv
din planul tangent in P la suprafatd pentru care curbura normala (4.97)

m

1 Ln®+2Mm+ N

p. En*+2Fm+G

este nula, deci pentru care avem

Lm* +2Mm+ N =0. (4.136)
Din definitia datd rezultd ca printr-un punct P al unei suprafete trec
doua directii asimptotice date de ecuatia (4.136) si acestea pot fi reale si
distincte, confundate sau imaginare, dupa cum discriminantul acestei ecuatii
A'=M?-LN (4.137)
este pozitiv, nul sau negativ. Observam cd A’este de semn contrar cu

semnul curburii totale, K fiind definit prin relatia (4.128), iar EG—F* > 0.

Distingem urmatoarele cazuri

1°) Daca punctul P este hiperbolic (K <0), atunci prin acest punct

trec doua directii asimptotice reale si distincte.

2%) Daci punctul P este parabolic (K =0), atunci prin acest punct trec

doua directii asimptotice confundate;

1°) Daci punctul P este eliptic (K >0), atunci prin acest punct trec

doua directii asimptotice imaginare.
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Se numesc directii asimptotice, tangentele din planul tangent in P la

suprafata (S) care au ca directii, directiile asimptotice corespunzatoare

acestui punct.
Din definitie rezulta cd aceste tangente asimptotice pot reale si distincte,
confundate sau imaginare dupa cum P este hiperbolic, parabolic sau eliptic.

4.24. Linii asimptotice ale unei suprafete

Numim linii asimptotice ale unei suprafete (S)curbele situate pe

aceasta suprafatd care au proprietatea ca tangenta in fiecare din punctele
lor coincide cu una din tangentele asimptotice corespunzatoare punctului
respectiv.
Fie
du
m=—

dv

directia tangentei intr-un punct oarecare la o linie asimptotica.

Atunci m verifica (4.136); se stabileste astfel egalitatea

duY’ du
Ll — | +2M—+ N =0. (4.138)
dv dv
a carei rezolvare conduce la doua ecuatii diferentiale de ordinul intai
du du
—=f(u,v); —=glu,v). 4.13
& ) S =g () (4.139)

Solutiile generale ale ecuatiilor (4.139) sunt familiile de curbe
integrale uniparametrice

o(u,v;C)=0; v (u,v;C)=0. (4.140)
care ne dau liniile asimptotice pe suprafata ().

De aici rezulta ca printr-un punct P al unei suprafete trec doua linii
asimptotice. Ele pot fi reale si distincte, confundate sau imaginare dupa cum
P este un punct hiperbolic, parabolic sau eliptic.
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Exemple
4.37. Sa se determine liniile asimptotice ale suprafetei
(S):x=ucosv; y=usinv; z=av; a>0.
In exemplul 4.30 s-au determinat coeficientii £,F,GsiL,M,N .
Astfel
E=0; F=0; G=u'+d’,

—a

Nu? +a*

L=0; M= ; N=0.

Ecuatia (4.138) se scrie

—2a_ du_
u? +a* dv
si are solutia
u=C

unde C este o constanta arbitrara.
Prin urmare liniile asimptotice ale suprafetei elicoidale sunt curbele

coordonate (y,) m
4.38. Sa se determine liniile asimptotice ale suprafetei

. 1
(S):x=ucosv; y=usinv; z=—.
u

Ca si la exemplele anterioare este necesar sa determindm mai ntai
derivatele partiale ale vectorului de pozitie r=r(u,v)pana la ordinul I/

inclusiv

. . S

7). COSV; sinv, ——
u

oI SR .

v, —usiny; ucosv, 0O

s 2

"o, . .

l’;m . O, 0, -
u
0

1/7’;: —sinv; cosv;
Z’:: —ucosv;, —usinv;, 0.

Aplicam apoi relatiile (4.78), (4.79), (4.80) pentru a gasi coeficientii
L, M, N.
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cosv siny ——
u
1 ) 2
L= —usiny wucosv 0 |= s
+a’ wNu® +a’
2
0 0 —
u
cosv siny - ——
1 u
M = —usiny wucosv 0 0,
2 2
+a .
—sinv  cosv 0
) 1
cosv siny ——
u2
N ! sin cos 0 !
= —usiny  ucosv = —
u’ +ad* Ju? +d*
—ucosv -usiny 0

Inlocuind coeficietii L, M, N in (4.138) se ajunge la ecuatia diferentiala

=0

w\Nu? +a* dv u’ +a*

2
ETE -
u -\ dv

reductibila la ecuatiile liniare de ordinul intai
du _ v du_ v
dv 27 dv J2°

ale cdrei solutii sunt respectiv famiile de curbe integrale

sau

2 2

care sunt tocmai liniile asimptotice ale ale suprafetei date.

1n|u|— :1n|C1

; 1n|u|+ :1n|C2|

Alegem constantele C,si C, astfel incat sa aiba acelasi semn cu u si

apoi renotand constantele.

Prin urmare, putem scrie ecuatiile explicite ale famiilor de linii

asimptotice

\4

2, u=Ce

Sl
m

u=Ce
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Teorema

Pentru ca o curba (y)sd fie linie asimptotici a suprafetei(S) este
necesar si suficient ca planul osculator in punctul curent al curbei (y) sd
coincidd cu planul tangent in P la suprafata (S).

Intr-adevar, si presupunem mai intdi ci (7) este linie asimptotica
pentru suprafata (S) de-a lungul céreia avem

~ =0
P
Atunci, in baza relatiei (4.96) are loc

1
—cosa =0,
R
unde s-a notat

1 N
e curbra curbei in punctul curent,

a=(2,$)— unghiul dintre versorul normalei principale » in punctul

curent la () si versorul normalei la planul tangent in punctul considerat.
Presupunem

lio,
R

in caz contrar curba () devine o dreapta, iar cele doud plane, osculator si

tangent, coincid. Atunci

V4
cosa=0; a=—.
2

Prin urmare, in cazul liniei asimptotice, normala principala este

perpendiculard pe normala la suprafatd. Cum si tangenta la curba () este

perpendiculard pe normala la suprafata, iar planul osculator este determinat
de tangenta si normala principala la curbd, rezultd cd planul osculator in
punctul curent P al liniei asimptotice coincide cu planul tangent in acest
punct la suprafata.

Reciproc, sa presupunem cd de-a lungul unei curbe(y)situate pe o
suprafatd (), planul osculator coincide cu planul tangent la suprafata in

punctul curent.
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Atunci

a=—
2

si avand in vedere relatiile (4.96) si1 (4.97), rezultd cd 1n orice punct al
curbei (y) se stabileste egalitatea
Lm* +2Mm+ N =0,

ceea ce inseamnd ca (y) este o linie asimptoticd m

Consecinta
O dreapta ce apartine unei suprafete este o linie asimptotica a acestei

suprafete.
Observatii
1°) Generatoarele unei cuadrice sunt cele doud familii de linii

asimptotice ale cuadrice respective.

Exemplu
4.38. Fie hiperboloidul cu o panza de ecuatie cartezianad
2 2 2
LY Z
(//1) ?'i‘b—z—c—z—l—o

In cazul de fata exista doua familii de generatoare rectilinii definite ca

interesectii de cate doua plane

f+£=ﬂ@+%)
a c
(Dl): X z
a c¢ b
£+£:Iu(l—%j
(D#): a C
X z y
———=pu| l+=.
a c ,u( bj
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Fig. 4.19

0 C 7. e . . - A
2") Curbura unei linii asimptotice corespunzatoare intr-un punct
arbitar al unei suprafete este egala cu curbura ei geodezica, iar torsiunea ei

este egala cu torsiunea ei geodezica.

4.25. Linii geodezice ale unei suprafete

Se numesc linii geodezice ale unei suprafete (S)curbele trasate pe
aceastd suprafatd care au proprietatea cd planul osculator (F,) in fiecare

punct al lor este normal la suprafata.

Din definitie rezulta cd normala la o linie geodezica intr-un punct al
acesteia are directia normalei in P la suprafata.

Fie (S)o suprafata, () o linie geodezicd si P (y).
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Notam

;(t) —vectorul de pozitie al punctului P,

v — versorul normalei la suprafata.

Dupa cum se stie 7(t) si ;7(t) respectiv drsi d’rapartin planului
osculator(7,) in P la linia geodezicd (). Reamintim cd ecuatia planului
osculator intr-un punct P(x,y,z)situat pe o curba (y) din spatiu definita

parametric este
X—x Y-y Z-z

unde (X,Y,Z) este punctul curent al planului osculator.

Versorul normalei la suprafata (S) in acelasi punct P definit de (4.35)

apartine si el planului osculator (7,).

In aceste conditii vectorii v, drsi d”r sunt coplanari ceea ce Tnseamna

ca produsul mixt al acestor vectori se anuleaza

dl bl
7 X7 - - . e o
( L_V_ " dp, dzrj=0<:>0=(ru'><rv', dr, dzr)=0.

= o
7 < 7

Altfel scris

A B C
dx dy dz|=0 (4.141)
d’x d’y d’z
unde prin
! Z' Z' ’ ’ ’
A = yn " 5 B= ” " > C :‘ " y" (4142)
y oz y

s-au notat parametrii directori ai normalei.
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Ecuatia diferentiald de ordinul al doilea (4.141) are solutia generala
o(u,v; C,C,)=0 (4.143)

si ne da familia de linii geodezice ale suprafetei(S). Relatia implicita (4.143)
reprezinta familia de curbe biparametrice trasate pe suprafata ().

Determinarea parametrilor C, si C, este posibild atunci cand se dau
doua conditii suplimentare.

In consecintd, printr-un punct P al suprafetei (S)trec o infinitate de
geodezice, iar prin doud puncte, in general, una singura.

Exemplu

4.40. Liniile geodezice ale unui plan sunt dreptele planului respectiv.

Fie planul de ecuatie

(73): ax+by+cz+d=0
Reprezentarea parametrica a planului (7) este
(P): x=u; y=v; Z:_—au+bv+d‘

C

iar derivatele vectorului de pozitie ale punctului curent din plan

a

r_1. " — - r_
Xy _1’ Yu _0’ Z, =
C
b

’_ . ,_ . I_
xv_O’ yv_l’ Zv__z

xl,l,ll = O; yl:’u = 0; Z:u = 0

X =05 3, =0; 2, =0

X =097, =0; 2, =0.
Coeficietii 4,B,C definiti de (4.142) sunt

4=% =22,
C C

astfel ca ecuatia (4.141) devine
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a b 1
c c
du dv —zdu—édv =0.
c c
d*u d*v —£d2u—éd2v
c c
Notand
mzﬂ;a:—ﬁ; ﬂ:—é
du c c

rezulta cd ecuatia diferentiald de mai sus se va scrie
a p 1
1 m a+pfm|=0.

1 m* a+pm

sau
am(a+pm*)+m’ + p(a+pm)—m—m’ (a+ pm)- B(a+ pm*)=0
& pla-1ym' +(1-a—f)m* +(a’ + > ~1)m=0;
De aici rezulta
10) m=0;dv=du < v=u+C,.
2 platyn +(1-c s+ 1) 0
Discriminantul ecuatiei de gradul doi fiind
A=(1-a-p) —4p(a-1)(a*+ p* -1)
rezultd

(ﬁ2+a—l) JA - :(,Bz+a—1)_ JA

2B(a-1)  2B(a-1)

"= 28(a1)  28(a-1)

Mai departe se obtin solutiile
v=mu+C; v=mu+C,

care reprezintd multimea dreptelor continute in planul (P) m
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4.26. infisuritoarea unei familii de suprafete

Fie o familie de suprafete uniparametrice

(S):F(x,y,z;a)=0. (0.1)
Se numeste infasurdtoare a familiei (S) o suprafata
(0):G(x,y,2)=0, (0.2)

care sd fie tangentd la toate suprafetele familiei ().
Daca familia (0.1) admite infasuratoarea(0.2) atunci ecuatia Infasuratorii
(o) se obtine eliminand parametrul « intre ecuatiile sistemului

{F(x,y,z; a)=0

F) (x,y,z; a)=0. 0.3)

Curbele (0.3) care genereaza infasuritoarea (o)se numesc curbe

caracterisitce ale familiei (0.1).

Observatie

Daca suprafetele familiei (0.1) au punctele singulare, coordonatele
acestor puncte verifica, de asemenea, sistemul (0.3).

Prin urmare, eliminarea parametrului a intre ecuatiile sistemului (0.3)
conduce la o ecuatie ce reprezinta, fie infasurdatoarea familiei de suprafete,
fie locul geometric al punctelor singulare ale suprafetelor din familie, fie si
una si alta din cele de mai sus.

Exemplu
4.41. Sa se afle infasurdtoarea familiei de paraboloizi
F(x,y,z;a)=a’x> +y* —2az=0
Pentru a gasi infasuratoarea acestei familii vom scrie
F,(x,y,z;a)=2ax’ —2z=0
Formam sistemul (0.3)
{azxz +y° —2az=0

ax*—z=0.
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Inlocuind

z
a=—

2
x

in prima ecuatie a sistemului se obtine suprafata algebrica
22 —x"y* =0,
formata din paraboloizii hiperbolici
Z=X); Z=—X).
Familia datd nu admite puncte singulare, deoarece sistemul
F=0,F/=F=F=0.
nu are solutii. Asadar cei doi parabolizi formeaza infasuratoare ale familiei
de paraboloizi date m
Teorema
Fie familia de suprafete (4.144), careia ii atasam familia de curbe
(4.145). Presupunem ca:
1°) Cel putin unul dintre determinantii functionali
D(F,F!) D(F,F!) D(F,F.)
D(y,z) ’ D(z,x) ’ D(x,y) ’
este diferit de zero de-a lungul unei curbe (y,) (o fixat) din familia (4.146);

(4.147)

2°%) Pentru orice a avem
F, #0. (4.148)
Atunci, familia (4.144) admite o infasurdtoare (o) datd de (4.145).
Intr-adevir, presupunand
D(F JE! )
D(x.y)

rezultd ca cel putin una din derivatele F,F), respectiv £

ax?

' '
rF

" "
F, ax F, ay

#0 (4.149)

F este nenuld.

De aici deducem ca punctele ordinare ale curbei (y, )sunt si puncte
ordinare ale suprafetei (o, ) din familia (4.144) pentru & corespunzator curbei
(7, ), precum si pentru suprafata reprezentata de ecuatia F, =0.

Apoi conditia (4.149) ne permite sa rezolvam sistemul (4.146) astfel

incét sa obtinem solutiile parametrice

196



x=x(z,a);y=y(z,a);z=z (4.150)

Cand o variaza, curba(y,)descric o suprafatd ale carei ecuatii
biparametrice sunt (4.150).

Mai trebuie ardtat ca suprafata astfel generata este o Infasurdtoare a
familiei (4.144).

Ecuatiile (4.150) verifica sistemul (4.146), asadar
F(x(z,a),y(z,a),z; 2)=0
(x(za)r(za)za) st
F! (x(z,a),y(z,a),z; a)zO.

Derivand in raport cu « cele doua egalitati din (4.151) si tinand seama
ca F! =0 se obtine

Flx, +Fy,=0
Frx, +Fy, +F, =0.
Tinem seama ca F, #0 din ipoteza, astfel ca cel putin una din derivatele

x.,y. este diferitd de zero. Mai departe, scriind determinantii functionali
atasati functiilor (4.150)

D(y.z) _|v: 1|_ , D(zx) |1 x|_
D(za) |y, O "“D(za) 0 x|
4.152
D(x’y):x; y;:xrr_rr ( )
D(Z’a) y; y(rz zya yzya

rezultd ca cel putin unul dintre acestia este nenul.

Prin urmare punctele ordinare ale suprafetelor din familia (4.144)
sunt puncte ordinare §i pentru cele din familia (4.150).
S& mai observam ca derivand identitatea

F(x(z,a),y(z,a),z; a):O
in raport cu y se obtine

1! r_! !
F;c‘xz +El’yz +F; :0
Formam apoi sistemul omogen In necunoscutele F/, F/, F/
[ roro_
Flx) + Fyya =0
1! r.! ’
Fx,+F)y.+F =0.
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Tinand seama ca cel putin unul dintre determinantii functionali (4.152)
este diferit de zero, solutia acestui sistem se scrie sub forma

F___F _F
D(y.z) D(zx) D(xy) (4.153)

D(z,a) D(z,a) D(z,a)

Acest rezultat ne aratd cd suprafetele din familia (4.144) sunt tangente
la suprafeta determinatd de ecuatiile (4.150), deci la suprafata generata de
familia (4.146) =

Familia de -caracteristici (4.154) genereazd, asa cum am vazut,
infasuratoarea familiei (4.144), in ipoteza ca aceasta exista. Ne punem
problema de a determina infasuratoarea acestei familii in conditiile de
existentd ale acestei infasuratori.

Din rezultatele stabilite in Capitolul 3 infaguratoarea unei familii de
caracteristici este datd de sistemul

F(x,y,z;a)=0
F! (x,y,z; a)=0 (4.155)
F, (x,y,2; &) =0.
Existenta este asiguratd pentru acea solutie
x=x(a);y=y(a); z=z(a)
a sistemului (4.155) pentru care are loc

F;(’ F:‘/’ szl
o )=Fa'; F, FL|#0; F, 0. (4.156)
z,a
FnEROED,

Infasuratoarea familiei de caracterisitici care este o curba situata pe
infasuratoarea familiei de suprafete se numeste muchia de intoarcere a
suprafetei infasurdatoare.
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