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Capitolul 1

Integrale improprii şi cu
parametri

1.1 Noţiuni teoretice

Integrale improprii
Fie a, b ∈ R şi fie f : [a, b) 7→ R o funcţie local integrabilă (integrabilă pe

orice interval compact [u, v] ⊆ [a, b)). Integrala improprie (̂ın b)
∫ b

a
f(x)dx

se numeşte convergentă dacă limita

lim
t→b

∫ t

a
f(x)dx

există şi este finită; altfel, integrala se numeşte divergentă.
Dacă f : [a,∞) 7→ R este local integrabilă, atunci integrala improprie

(la ∞)
∫ ∞

a
f(x)dx se numeşte convergentă dacă limita

lim
t→∞

∫ t

a
f(x)dx

există şi este finită.

Integrala improprie
∫ b

a
f(x)dx (b poate fi şi ∞) se numeşte absolut conver-

gentă dacă integrala
∫ b

a
|f(x)| dx este convergentă.

Exemple

a. Fie a ∈ (0,∞) şi α ∈ R. Atunci integrala
∞∫
a

dx

xα
este convergentă dacă şi
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numai dacă α > 1.

b. Fie a, b ∈ R, a < b şi α ∈ R. Atunci integrala
b∫

a

dx

(b− x)α
este conver-

gentă dacă şi numai dacă α < 1.
Demonstraţie
a. Fie α 6= 1; atunci:

lim
t→∞

∫ t

a

1
xα

dx = lim
t→∞

(
t1−α

1− α
− a1−α

1− α

)
< ∞ dacă şi numai dacă α > 1.

Dacă α = 1, atunci:

lim
t→∞

∫ t

a

1
x

dx = lim
t→∞

(ln t− ln a) = ∞.

b. Analog.
Criterii de convergenţă
Criteriul lui Cauchy

Fie f : [a, b) 7→ R, local integrabilă; atunci integrala
∫ b

a
f(t)dt este conver-

gentă dacă şi numai dacă ∀ ε > 0,∃ bε ∈ [a, b) astfel ı̂ncât ∀x, y ∈ (bε, b) să

rezulte
∣∣∣∣∫ y

x
f(t)dt

∣∣∣∣ < ε.

Criteriul de comparaţie
Fie f, g : [a, b) 7→ R, (b poate fi şi ∞) astfel ı̂ncât 0 ≤ f ≤ g;

i. dacă integrala
∫ b

a
g(x)dx este convergentă, atunci şi integrala

∫ b

a
f(x)dx

este convergentă.

ii. dacă integrala
∫ b

a
f(x)dx este divergentă, atunci şi integrala

∫ b

a
g(x)dx

este divergentă.
Criteriul de comparaţie la limită
Fie f, g : [a, b) 7→ [0,∞) astfel ı̂ncât există limita:

` = lim
x→b

f(x)
g(x)

.

i. Dacă ` ∈ [0,∞) şi
∫ b

a
g(x)dx este convergentă, atunci şi

∫ b

a
f(x)dx este

convergentă.

ii. Dacă ` ∈ (0,∞) sau ` = ∞ şi
∫ b

a
g(x)dx este divergentă, atunci şi
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∫ b

a
f(x)dx este divergentă.

Criteriul de comparaţie cu
1
xα

Fie a ∈ R şi f : [a,∞) 7→ [0,∞), local integrabilă astfel ı̂ncât există

` = lim
x→∞

xαf(x).

i. Dacă α > 1 şi 0 ≤ ` < ∞, atunci
∞∫
a

f(x)dx este convergentă.

ii. Dacă α ≤ 1 şi 0 < ` ≤ ∞, atunci
∞∫
a

f(x)dx este divergentă.

Criteriul de comparaţie cu
1

(b− x)α

Fie a < b şi f : [a, b) 7→ [0,∞), local integrabilă astfel ı̂ncât există

` = lim
x→b

(b− x)αf(x).

i. Dacă α < 1 şi 0 ≤ ` < ∞, atunci
b∫

a

f(x)dx este convergentă.

ii. Dacă α ≥ 1 şi 0 < ` ≤ ∞, atunci
b∫

a

f(x)dx este convergentă.

Criteriul lui Abel
Fie f, g : [a,∞) 7→ R cu proprietăţile:

f este de clasă C1 , lim
x→∞

f(x) = 0,
∫ ∞

a
f ′(x)dx absolut convergentă,

g este continuă, iar funcţia G(x) =
∫ x

a
f(t)dt este mărginită pe [a,∞).

Atunci integrala
∫ ∞

a
f(x)g(x)dx este convergentă.

Integrale cu parametri
Fie A 6= ∅ şi [a, b] ⊂ R un interval compact. Fie f : [a, b] × A 7→ R o
funcţie (de două variabile reale) astfel ı̂ncât pentru orice y ∈ A aplicaţia
[a, b] 3 x 7→ f(x, y) ∈ R este integrabilă Riemann. Funcţia definită prin:

F : A 7→ R, F (y) =
∫ b

a
f(x, y)dx,
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se numeşte integrală cu parametru.
Continuitatea integralei cu parametru
Dacă f : [a, b]×A 7→ R este continuă, atunci integrala cu parametru

F (y) =
∫ b

a
f(x, y)dx este funcţie continuă.

Formula lui Leibniz de derivare
Fie f : [a, b] × (c, d) 7→ R o funcţie continuă astfel ı̂ncât derivata parţială
∂f

∂y
există şi este continuă pe [a, b] × (c, d). Atunci integrala cu parametru

F (y) =
∫ b

a
f(x, y)dx este derivabilă şi

F ′(y) =
∫ b

a

∂f

∂y
(x, y)dx, ∀ y ∈ (c, d).

Formula generală de derivare

Fie f : [a, b]× (c, d) 7→ R o funcţie continuă astfel ı̂ncât derivata parţială
∂f

∂y
există şi este continuă pe [a, b]× (c, d) şi fie ϕ, φ : (c, d) 7→ [a, b) două funcţii

de clasă C1. Atunci funcţia G(y) =
∫ φ(y)

ϕ(y)
f(x, y)dx este derivabilă şi:

G′(y) =
∫ φ(y)

ϕ(y)

∂f

∂y
(x, y)dx + f(φ(y), y)φ′(y)− f(ϕ(y), y)ϕ′(y), ∀ y ∈ (c, d).

Schimbarea ordinei de integrare
Fie f : [a, b]× [c, d] 7→ R o funcţie continuă; atunci:

∫ b

a

(∫ d

c
f(x, y)dy

)
dx =

∫ d

c

(∫ b

a
f(x, y)dx

)
dy.

Integrale improprii cu parametri
Fie f : [a, b) × A 7→ R o funcţie cu proprietatea că pentru orice y ∈ A,
aplicaţia [a, b) 3 x 7→ f(x, y) ∈ R este local integrabilă şi integrala (impro-

prie)
∫ b

a
f(x, y)dx converge. Se poate defini ı̂n acest caz funcţia

F (x, y) =
∫ b

a
f(x, y)dx,
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numită integrală improprie cu parametru.

Integrala
∫ b

a
f(x, y)dx se numeşte uniform convergentă (̂ın raport cu y) pe

mulţimea A dacă

∀ε > 0, ∃ bε ∈ (a, b) astfel ı̂ncât

∣∣∣∣∣
∫ b

t
f(x, y)dx

∣∣∣∣∣ < ε, ∀ t ∈ (bε, b), ∀y ∈ A.

Continuitatea integralei improprii cu parametru

Dacă f : [a, b) × A 7→ R este continuă şi dacă integrala
∫ b

a
f(x, y)dx este

uniform convergentă pe A, atunci funcţia F : A 7→ R, F (y) =
∫ b

a
f(x, y)dx

este continuă.
Derivarea integralei improprii cu parametru
Fie f : [a, b) × (c, d) 7→ R o funcţie continuă astfel ı̂ncât derivata parţială
∂f

∂y
există şi este continuă pe [a, b) × (c, d) şi pentru orice y ∈ (c, d) fixat

integrala
∫ b

a
f(x, y)dx este convergentă. Dacă integrala

∫ b

a

∂f

∂y
(x, y)dx este

uniform convergentă pe (c, d), atunci integrala improprie cu parametru

F (y) =
∫ b

a
f(x, y)dx este derivabilă şi

F ′(y) =
∫ b

a

∂f

∂y
(x, y)dx, ∀ y ∈ (c, d).

Schimbarea ordinei de integrare ı̂n integrala improprie

Dacă f : [a, b)× [c, d] 7→ R este continuă şi dacă integrala
∫ b

a
f(x, y)dx este

uniform convergentă pe (c, d), atunci :∫ d

c

(∫ b

a
f(x, y)dx

)
dy =

∫ b

a

(∫ d

c
f(x, y)dy

)
dx.

Criterii de uniform convergenţă
Criteriul lui Cauchy
Fie f : [a, b) × A 7→ R o funcţie cu proprietatea că pentru orice y ∈ A,
aplicaţia [a, b) 3 x 7→ f(x, y) ∈ R este local integrabilă. Atunci următoarele
afirmaţii sunt echivalente:

i. integrala improprie
∫ b

a
f(x, y)dx este uniform convergentă pe A.
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ii. ∀ ε > 0, ∃ bε ∈ (a, b) astfel ı̂ncât pentru orice u, v ∈ (bε, b) rezultă∣∣∣∣∫ v

u
f(x, y)dx

∣∣∣∣ < ε,∀ y ∈ A.

Criteriul de comparaţie
Fie f : [a, b) × A 7→ R o funcţie cu proprietatea că pentru orice y ∈ A,
aplicaţia [a, b) 3 x 7→ f(x, y) ∈ R este local integrabilă şi fie g : [a, b) 7→ R

astfel ı̂ncât |f(x, y)| ≤ g(x), ∀x ∈ [a, b), ∀ y ∈ A. Dacă integrala
∫ b

a
g(x)dx

este convergentă, atunci integrala
∫ b

a
f(x, y)dx este uniform convergentă.

Funcţiile lui Euler
Fie Γ şi B funcţiile (integralele) lui Euler:

Γ(α) =
∫ ∞

0
xα−1e−xdx, α > 0,

B(p, q) =
∫ 1

0
xp−1(1− x)q−1dx, p > 0, q > 0.

Proprietăţile uzuale ale funcţiilor Γ şi B
a. Γ(1) = 1.
b. Γ(α + 1) = αΓ(α).
c. B(p, q) = B(q, p).
d. Γ(α)Γ(1− α) =

π

sin(απ)
,∀α ∈ (0, 1).

e. B(p, q) =
Γ(p)Γ(q)
Γ(p + q)

.

f. B(p, q) =
∞∫
0

yp−1

(1 + y)p+q
dy.

g. Γ(n) = (n− 1)!,∀n ∈ N .
h. Γ(1

2) =
√

π.
i. Γ(n + 1

2) = 1 · 3 · 5....(2n− 1) · 2−n√π.

1.2 Integrale improprii

Aplicand criteriile de comparaţie cu
1
xα

şi
1

(b− x)α
, să se studieze

natura integralelor următoare (exerciţiile 1-10):
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1.
∞∫
1

dx√
x2 + 1

.

Soluţie
lim

x→∞
x

1
2

1√
x2+1

= 1, deci integrala este divergentă.

2.
1∫

0

x2

√
1− x2

dx.

Soluţie
lim
x→1

(1− x)
1
2

x2
√

1−x2
= 1√

2
, deci integrala este convergentă.

3.
1∫

0

sin x

1− x2
dx.

Soluţie
lim
x→1

(1− x) sin x
1−x2 = sin 1

2 , deci integrala este divergentă.

Următoarele integrale sunt improprii ı̂n ambele capete.

4.
∞∫
1

x√
x3 − 1

dx.

Soluţie
lim

x→∞
x

1
2

x√
x3−1

= 1, deci integrala este divergentă, (deşi ı̂n x = 1 integrala
este convergentă).

5.
∞∫
1

lnx√
x3 − 1

dx.

Soluţie
Integrala este convergentă: lim

x→1

ln x√
x3−1

= 0, lim
x→∞

x1,1 ln x√
x3−1

= 0.

6.
∞∫
1

dx

x
√

x− 1
.

Soluţie
lim

x→∞
x

3
2

1
x
√

x−1
= 1, deci integrala este convergentă la infinit, dar este diver-

gentă ı̂n x = 1: lim
x→1

(x− 1) 1
x
√

x−1
= 3

2 ,

deci integrala este divergentă.
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7.
∞∫

−1

x2ne−x

√
1 + x

dx, n ∈ N .

Soluţie
Integrala este convergentă pentru orice n ∈ N :

lim
x→−1

(1 + x)
1
2
x2ne−x

√
1 + x

= e,

lim
x→∞

x2 x2ne−x

√
1 + x

= 0.

8.
∞∫
1

dx

x(lnx)α
, α > 0.

Soluţie

Cu schimbarea de variabilă lnx = u, obţinem integrala
∞∫
0

du

uα
, care este di-

vergentă pentru orice α > 0.

9.
1∫

0

xm − 1
lnx

dx,m ∈ N − {0}.

Soluţie
Integrala este convergentă:

lim
x→0

x
1
2
xm − 1

lnx
= 0,

lim
x→1

(x− 1)
1
2
xm − 1

lnx
= 0.

10.
∞∫
0

arctg(ax)
xm

dx, a > 0,m ∈ N − {0}.

Soluţie
Dacă m = 1, integrala este divergentă; dacă m > 1, integrala este conver-
gentă.

11. Să se arate că integrala
∞∫
0

sinx

x
dx este convergentă, dar nu este

absolut convergentă.
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Soluţie
Convergenţa ( la ∞ ) rezultă aplicând criteriul lui Abel: f(x) = 1

x şi
g(x) = sin x. În 0 integrala este convergentă deoarece funcţia sin x

x se poate
prelungi prin continuitate.

Presupunem acum prin absurd ca integrala
∞∫
0

sinx

x
dx ar fi absolut conver-

gentă. Atunci, din inegalitatea:

1− cos 2x

2
= sin2 x ≤ | sinx|,

ar rezulta (aplicând criteriul de comparaţie) că integrala
∞∫
0

1− cos 2x

2x
dx

este convergentă; de aici, ar rezulta (̂ıntrucât integrala
∞∫
0

cos 2x

2x
dx este

convergentă, conform criteriului lui Abel), că şi integrala
∞∫
0

1
2x

dx ar fi con-

vergentă, ceea ce constituie o contradiţie.

1.3 Integrale cu parametri

12. Să se studieze continuitatea funcţiei

F (y) =
∫ ∞

0

sinxy

1 + x2
dx,∀ y ∈ R.

Soluţie
Fie f(x, y) = sin xy

1+x2 , (x, y) ∈ [0,∞) × R. Evident, f este funcţie continuă.
Demonstrăm acum că integrala (improprie) cu parametru∫ ∞

0
f(x, y)dx

este uniform convergentă ı̂n raport cu y pe R şi deci funcţia F este continuă.
Evident, are loc inegalitatea:

|f(x, y)| ≤ 1
1 + x2

, ∀ (x, y) ∈ [0,∞)×R.



14 CAPITOLUL 1. INTEGRALE IMPROPRII ŞI CU PARAMETRI

Integrala improprie
∞∫
0

1
1 + x2

dx este convergentă şi deci, conform criteriu-

lui de comparaţie, integrala dată este uniform convergentă.

13. Fie f : [0, 1] × (0,∞) 7→ R, f(x, y) = x
y2 e

−
(

x
y

)2
şi fie integrala

parametru F (y) =
∫ 1

0
f(x, y) dx. Să se calculeze:

i. lim
y→0

∫ 1

0
f(x, y),

ii.
∫ 1

0
lim
y→0

f(x, y) dx.

Soluţie
i. Pentru orice y > 0, avem:

F (y) =
∫ 1

0
f(x, y)dx = −1

2
e
−
(

x
y

)2 ∣∣∣∣1
0

=
1
2
− 1

2
e
− 1

y2 .

În consecinţă, rezultă: lim
y→0

∫ 1

0
f(x, y)=1

2 .

ii. Pe de altă parte:
∫ 1

0
lim
y→0

f(x, y) dx =
∫ 1

0
0 dx = 0.

14. Fie f(x, y) =

{
ln
√

x2 + y2 dacă (x, y) ∈ [0, 1]× (0,∞)
lnx dacă (x, y) ∈ (0, 1]× {0}

şi fie F (y) =


∫ 1

0
f(x, y)dx dacă y > 0

−1 dacă y = 0
i. Să se demonstreze că funcţia F este continuă.
ii. Să se calculeze F ′(0).

iii. Să se calculeze
1∫

0

∂f

∂y
(x, 0) dx.

Soluţie
i. Pentru orice y > 0, integrând prin părţi, obţinem:

F (y) =
∫ 1

0
f(x, y)dx = x ln

√
x2 + y2

∣∣∣∣1
0
−
∫ 1

0

x2

x2 + y2
dx =

= ln
√

1 + y2 − 1 + y · arctg
1
y
.

Pentru y = 0, obţinem F (0) =
∫ 1

0
f(x, 0)dx =

∫ 1

0
(−1)dx = −1.
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Funcţia F este continuă ı̂n 0:

lim
y→0+

F (y) = lim
y→0+

ln
√

1 + y2 − 1 + y · arctg
1
y

= −1.

ii. Derivata F ′(0) se calculează cu definiţia:

F ′(0) = lim
y→0+

F (y)− F (0)
y

= lim
y→0+

(
1
y

ln
√

1 + y2 + arctg
1
y

)
=

π

2
.

iii. Pentru orice x ∈ (0, 1], avem:

∂f

∂y
(x, 0) = lim

y→0+

ln
√

x2 + y2 − lnx

y
= lim

y→0+

ln
√

1 +
( y

x

)2( y
x

)2 · y

x2
= 0.

Rezultă
∫ 1

0

∂f

∂y
(x, 0)dx = 0.

15. Fie f : [0,∞) × [0, 1] 7→ R, f(x, y) = ye−xy şi fie integrala cu

parametru F (y) =
∫ ∞

0
f(x, y)dx, ∀ y ∈ [0, 1]. Să se studieze continuitatea

funcţiei F .
Soluţie
Evident, F (0) = 0; pentru orice y ∈ (0, 1], avem:

F (y) =
∫ ∞

0
ye−xydx = −e−xy

∣∣∞
0 = 1,

deci F nu este continuă ı̂n 0.

16. Fie α > 0. Să se calculeze
∞∫
0

sinαx

x
dx.

Soluţie
Considerăm integrala (cu parametrul y > 0):

F (y) =
∞∫
0

e−yx sinx

x
dx.

Sunt verificate ipotezele teoremei de derivare sub integrală şi obţinem:

F ′(y) =
∫ ∞

0
−e−yx sinxdx = − 1

y2 + 1
.
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Rezultă deci F (y) = −arctgy + π
2 ; ı̂n concluzie:∫ ∞

0

sinx

x
dx = lim

y→0
F (y) =

π

2
.

Se arată simplu (printr-o schimbare de variabilă) că:∫ ∞

0

sin(αx)
x

dx =
π

2
, ∀α > 0.

Analog, dacă α < 0, atunci
∫ ∞

0

sin αx

x
dx = −π

2
.

17. Fie α, β ∈ R; să se calculeze
∫ ∞

0

sinαx · cos βx

x
dx.

Soluţie
Se transformă produsul sinαx · cos βx ı̂n sumă şi apoi se aplică rezultatul
din exerciţiul anterior.

18. Să se calculeze integrala J =
1∫

0

ln(1 + x)
1 + x2

dx, folosind integrala cu

parametru F (α) =
α∫

0

ln(1 + αx)
1 + x2

dx, α > 0.

Soluţie
Prin derivare ı̂n raport cu α, obţinem:

F ′(α) =
ln(1 + α2)
2(1 + α2)

+
α

1 + α2
arctgα.

Primitivele acestei funcţii sunt:
1
2

arctg α ln(1+α2)+k, k ∈ R. Dar F (0) = 0

şi deci k = 0. Rezultă J = F (1) = π
8 ln 2.

19. Să se calculeze integrala:

F (y) =
∫ π

2

0
ln(cos2 x + y2 sin2 x)dx, ∀y > 0.

Soluţie
Dacă y = 1, atunci, evident, F (1) = 0.
Fie y > 0, y 6= 1; atunci:

F ′(y) =
∫ π

2

0

2y sin2 x

cos2 x + y2 sin2 x
dx = 2y

∫ π
2

0

tg2x

1 + y2tg2x
dx =
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= 2y

∫ ∞

0

u2

(1 + y2u2)(1 + u2)
du =

=
2y

1− y2

∫ ∞

0

(
1

1 + y2u2
− 1

1 + u2

)
=

π

1 + y
.

Rezultă F (y) = π ln(1 + y) + k, unde k este o constantă ce se determină din
condiţia F (1) = 0; se obţine k = −π ln 2, şi deci F (y) = π ln 1+y

2 .

20. Pentru orice a > 0, b > 0, să se calculeze J =
1∫

0

xb − xa

lnx
cos(lnx)dx.

Soluţie
Integrala J se poate scrie şi sub forma:

J =
1∫

0

xb − xa

lnx
cos(lnx)dx =

∫ 1

0
cos(lnx)

(∫ b

a
xydy

)
dx =

=
∫ b

a

(∫ 1

0
xy cos(lnx)dx

)
dy.

Vom calcula mai ı̂ntâi integrala: J1 =
1∫

0

xy cos(lnx)dx , folosind schimbarea

de variabilă: t = ln x ;obţinem: J1 = y+1
1+(y+1)2

, şi deci J = 1
2 ln 1+(b+1)2

1+(a+1)2
.

21. Să se calculeze integralele:

J(α) =

π
2∫

0

arctg(αtgx)
tgx

dx, α > 0, α 6= 1 şi I =

π
2∫

0

x

tgx
dx.

Soluţie

J ′(α) =

π
2∫

0

dx

1 + α2tg2x
. Pentru a calcula ultima integrala facem schimbarea

de variabilă t = tgx ; ı̂n final obţinem J(α) = π
2 ln(1 + α) şi I = π

2 ln 2.

22. Să se calculeze integralele:

a. F (a) =

π
2∫

0

ln
(

1 + a cos x

1− a cos x

)
dx

cos x
, |a| < 1.

b. G(a) =
∞∫
0

arctg(ax)
x(1 + x2)

dx, a ∈ R, |a| 6= 1.
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Soluţie

a. F ′(a) =

π
2∫

0

2
1− a2 cos2 x

dx; cu schimbarea de variabilă t = tgx , obţinem:

F ′(a) =
∫ ∞

0

2
t2 + (

√
1− a2)2

dt =
2√

1− a2
arctg

t√
1− a2

∣∣∣∣∞
0

=
π√

1− a2
,

şi deci F (a) = π arcsin a.

b. G′(a) =
∞∫
0

dx

(1 + x2)(1 + a2x2)
=

π

2(1 + a)
şi deci G(a) = π

2 ln(1 + a).

23. Să se calculeze integralele:

a. J(a, b) =
∞∫
0

ln(a2 + x2)
b2 + x2

dx, a > 0, b > 0, a 6= b.

b. F (a) =
1∫

0

ln
(
1− a2x2

)
x2
√

1− x2
dx, |a| < 1.

Soluţie
a. Derivând ı̂n raport cu a, obţinem:

J ′ =
∫ ∞

0

2a

(a2 + x2)(b2 + x2)
dx =

=
∫ ∞

0

2a

b2 − a2
(

1
a2 + x2

− 1
b2 + x2

)dx =
π

b(a + b)
.

Rezultă deci J = π
b ln(a + b) + K(b). Pentru a calcula K(b), calculăm

J(b, b) =
∫ ∞

0

ln(b2 + x2)
b2 + x2

dx =
∫ π

2

0

ln(b2 + b2tg2t)
b2 + b2tg2t

b(1 + tg2t)dt =

=
1
b

∫ π
2

0
ln

b2

cos2 t
dt =

π

b
ln b− 2

b

∫ π
2

0
ln cos tdt.

Ultima integrală se poate calcula cu schimbarea de variabilă t = π
2 − y şi se

obţine ∫ π
2

0
ln cos tdt = −π

2
ln 2.

Rezultă J(b, b) = π
b ln(2b) şi deci K(b) = 0.

b. Derivând ı̂n raport cu a, obţinem:

F ′(a) =
∫ 1

0

−2a

(1− a2x2)
√

1− x2
dx =
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=
∫ π

2

0

−2a

1− a2 sin2 t
dt = − 2a

1− a2

∫ ∞

0

du

u2 + ( 1√
1−a2

)2
= − aπ√

1− a2
,

deci F (a) = π
√

1− a2 + k ; dar F (0) = 0, deci F (a) = π(
√

1− a2 − 1).

24. Să se calculeze integrala:

J(a) =
∫ 1

0

arctg (ax)
x
√

1− x2
dx, a ∈ R.

Soluţie
Derivata funcţiei J este:

J ′(a) =
∫ 1

0

dx

(1 + a2x2)
√

1− x2
=
∫ π

2

0

cos t

(1 + a2 sin2 t) cos t
dt =

=
∫ ∞

0

du

1 + (1 + a2) u2
=

π

2
√

1 + a2
.

Rezultă:
J(a) =

π

2
ln
(
a +

√
1 + a2

)
+ C,

constanta C calculându-se din J(0) = 0. În final se obţine:

J(a) = ln
(
a +

√
1 + a2

)
.

25.Formula lui Froullani
Fie 0 < a < b şi fie f : [0,∞) 7→ R o funcţie continuă şi mărginită astfel

ı̂ncât integrala
∞∫
1

f(t)
t

dt este convergentă. Să se demonstreze egalitatea:

∫ ∞

0

f(bx)− f(ax)
x

dx = f(0) ln
a

b
.

Soluţie
Vom demonstra mai ı̂ntâi egalitatea:∫ ∞

u

f(bx)− f(ax)
x

dx =
∫ au

bu

f(t)
t

dt , ∀u > 0. (∗)

Fie u > 0 ; cu schimbarea de variabilă bx = t, obţinem:∫ ∞

u

f(bx)
x

dx =
∫ ∞

bu

f(t)
t

dt.



20 CAPITOLUL 1. INTEGRALE IMPROPRII ŞI CU PARAMETRI

Analog, se demonstrează şi egalitatea:∫ ∞

u

f(ax)
x

dx =
∫ ∞

au

f(t)
t

dt.

Prin scăderea membru cu membru a celor două egalităţi rezultă egalitatea
(∗). Demonstrăm acum formula lui Froullani; folosind egalitatea (∗), avem:∫ ∞

0

f(bx)− f(ax)
x

dx = lim
u→0

∫ ∞

u

f(bx)− f(ax)
x

dx = lim
u→0

∫ au

bu

f(t)
t

dt.

Pentru a calcula ultima integrală considerăm funcţia

h(u) = sup
t∈[au,bu]

|f(t)− f(0)|.

Din continuitatea funcţiei f , rezultă lim
u→0

h(u) = 0. Evident, avem:

∫ au

bu

f(t)
t

dt =
∫ au

bu

f(t)− f(0)
t

dt +
∫ au

bu

f(0)
t

dt.

Prima integrală tinde la 0 pentru u 7→ 0:∣∣∣∣∫ au

bu

f(t)− f(0)
t

dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ au

bu

|f(t)− f(0)|
t

dt ≤

≤
∫ au

bu

h(u)
t

dt = h(u) ln
a

b
7→ 0 atunci când u 7→ 0.

În concluzie:∫ ∞

0

f(bx)− f(ax)
x

dx = lim
u→0

∫ au

bu

f(t)
t

dt = lim
u→0

∫ au

bu

f(0)
t

dt = f(0) ln
a

b
.

26. Fie 0 < a < b; să se calculeze integralele:

a.
∫ ∞

0

e−ax − e−bx

x
dx.

b.
∫ ∞

0

cos ax− cos bx

x
dx.

Soluţie
Se aplică formula lui Froullani.
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27. Să se calculeze, folosind funcţiile Γ şi B, integralele:

a.
∞∫
0

e−xp
dx, p > 0.

b.
∞∫
0

x
1
4

(x + 1)2
dx.

c.
∞∫
0

dx

x3 + 1
dx.

Soluţie
a. Cu schimbarea de variabilă xp = y,obţinem:∫ ∞

0
e−xp

dx =
∫ ∞

0

1
p
y

1−p
p e−ydy =

1
p
Γ
(

1
p

)
= Γ

(
1
p

+ 1
)

.

În cazul particular p = 2, obţinem:∫ ∞

0
e−x2

dx = Γ
(

3
2

)
=
√

π

2
.

b. Folosind proprietăţile funcţiilor lui Euler, obţinem:

∫ ∞

0

x
1
4

(x + 1)2
dx = B

(
5
4
,
3
4

)
=

Γ
(

5
4

)
Γ
(

3
4

)
Γ(2)

=
1
4
Γ
(

1
4

)
Γ
(

3
4

)
=

π
√

2
4

.

c. Cu schimbarea de variabilă x3 = y,obţinem:

∫ ∞

0

dx

x3 + 1
=

1
3

∫ ∞

0

y−
2
3

1 + y
dy =

1
3
B

(
1
3
,
2
3

)
=

2
√

3π

9
.

28. Să se calculeze integralele:

a.

π
2∫

0

sinp x cosq x dx, p > −1, q > −1.

b.
1∫

0

xp+1(1− xm)q−1 dx, p > 0, q > 0,m > 0.

c.
∞∫
0

xpe−xq
dx, p > −1, q > 0.
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d.
1∫

0

lnp
(

1
x

)
dx, p > −1.

e.
1∫

0

dx

(1− xn)
1
n

, n ∈ N .

Soluţie
a. Cu schimbarea de variabilă sin2 x = y, obţinem:∫ π

2

0
sinp x cosq xdx =

1
2

∫ 1

0
y

p−1
2 (1− y)

q−1
2 dy =

1
2
B

(
p + 1

2
,
q + 1

2

)
.

b. Cu schimbarea de variabilă xm = y, obţinem:∫ 1

0
xp+1(1− xm)q−1dx =

1
m

B

(
p + 2

m
, q

)
.

c. Cu schimbarea de variabilă xq = y, obţinem:∫ ∞

0
xpe−xq

dx =
1
q

∫ ∞

0
y

p+1
q
−1

e−ydy =
1
q
Γ
(

p + 1
q

)
.

d. Cu schimbarea de variabilă ln( 1
x) = y, obţinem:∫ 1

0
lnp
(

1
x

)
dx =

∫ ∞

0
ype−ydy = Γ(p + 1).

e. Cu schimbarea de variabiă xn = y, obţinem:∫ 1

0

dx

(1− xn)
1
n

=
1
n

∫ 1

0
y

1
n
−1(1− y)−

1
n dy =

1
n

B

(
1
n

, 1− 1
n

)
=

π

n sin π
n

.

29. Să se calculeze integrala
∞∫
0

e−x2
cos xdx.

Soluţie
Folosind dezvoltarea ı̂n serie de puteri (̂ın jurul lui 0) a funcţiei cos şi teorema
de integrare termen cu termen a seriilor de puteri, obţinem:∫ ∞

0
e−x2

cos xdx =
∑
n≥0

(−1)n

(2n)!

∫ ∞

0
e−x2

x2ndx =

=
∑
n≥0

(−1)n

(2n)!

∫ ∞

0

1
2
yn− 1

2 e−ydy =
∑
n≥0

(−1)n

(2n)!
1
2
Γ
(

n +
1
2

)
=
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=
∑
n≥0

(−1)n

(2n)!
1 · 3 · 5...(2n− 1)

2n+1

√
π =

√
π

2

∑
n≥0

1
n!

(
−1

4

)−n

=
√

π

2
e−

1
4 .

30. Să se calculeze ı̂n funcţie de B integralele:

I =
∫ 1

0

dx√
1− x3

şi J =
∫ ∞

1

dx√
x3 − 1

.

Soluţie
Pentru I se face schimbarea de variabilă x = t

1
3 ; rezultă:

I =
1
3

∫ 1

0
t−

2
3 (1− t)−

1
2 dt =

1
3

B

(
1
3
,
1
2

)
.

Pentru calculul lui J se face schimbarea de variabilă x. = t−
1
3 ; rezultă:

J =
1
3

∫ 1

0
t−

5
6 (1− t)−

1
2 dt =

1
3

B

(
1
6
,
1
2

)
.

31. Să se calculeze integralele lui Fresnel:

I =
∫ ∞

0
cos x2dx şi J =

∫ ∞

0
sinx2dx.

Soluţie
Convergenţa celor două integrale rezultă din criteriul lui Abel şi cu schim-
barea de variabilă x2 = y. Calculăm acum:

J − iI =
∫ ∞

0
e−ix2

dx.

Cu schimbarea de variabilă x2 = −it2 şi folosind relaţia Γ(1) = 1, obţinem
I = J = 1

2

√
π
2 .
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Capitolul 2

Integrale duble şi triple

2.1 Noţiuni teoretice

Măsura Lebesgue
Fie Rk spaţiul euclidian k-dimensional şi fie −∞ ≤ ai ≤ bi ≤ ∞,
∀ i = 1, 2..., k. Un paralelipiped ı̂n Rk este orice mulţime de forma:

P = {(x1, x2, ..., xk) | ai ≤ xi ≤ bi, ∀i = 1, 2, ..., k}.

Inegalităţile nestricte pot fi ı̂nlocuite şi de inegalităţi stricte. Prin definiţie,
mulţimea vidă şi Rk sunt paralelipipede.

Măsura (Lebesgue) a unui paralelipiped este definită prin:

µ (P ) = Πn
i=1(bi − ai).

În cazurile particulare k = 1, 2, 3 se obţin noţiunile uzuale de lungime, arie,
volum.

O submulţime E ⊆ Rk se numeşte elementară dacă există P1, P2, ..., Pn

paralelipipede astfel ı̂ncât E =
n⋃

i=1

Pi.

Notăm cu E familia mulţimilor elementare din Rk.
Orice mulţime elementară se poate scrie ca reuniune de paralelipipede dis-

juncte două câte două. Dacă E =
n⋃

i=1

Pi este o astfel de descompunere,

atunci măsura Lebesgue a lui E este: µ(E) =
n∑

i=1

µ(Pi). Se poate arăta că

µ(E) nu depinde de descompunerea considerată.

25
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Proprietăţile aplicaţiei µ pe familia mulţimilor elementare sunt:
i. dacă A,B ∈ E atunci A ∪B,A ∩B,A \B sunt mulţimi elementare.
ii. dacă A,B ∈ E astfel ı̂ncât A ∩B = ∅ atunci µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B).
iii. pentru orice A ∈ E şi ε > 0 există F,G ∈ E , F ı̂nchisă şi G deschisă
astfel ı̂ncât:

F ⊆ A ⊆ G

µ(G)− ε < µ(A) < µ(F ) + ε.

Aplicaţia µ se prelungeşte la toate părţile lui Rk; fie A ⊆ Rk şi fie

µ?(A) = inf{
∑
n∈N

µ(An) | A ⊆
⋃

n∈N

An, An ∈ E , An deschisă ∀n ∈ N}.

Aplicaţia µ? se numeşte măsură exterioară; principalele proprietăţi sunt:
i. µ?(A) ≥ 0, ∀A ⊆ Rk.
ii. dacă A1 ⊆ A2 atunci µ?(A1) ≤ µ?(A2).
iii. dacă E ∈ E atunci µ?(E) = µ(E).

iv. µ?

( ⋃
n∈N

An

)
≤
∑
n∈N

µ?(An), ∀An ⊆ Rk.

Se demonstrează că există o σ-algebră de părţi ale lui Rk, notată M astfel
ı̂ncât restricţia µ? : M 7→ [0,∞] este măsură. Măsura astfel obţinută (notată
µ) se numeşte măsura Lebesgue (̂ın Rk), iar elementele lui M se numesc
mulţimi măsurabile Lebesgue.

Principalele proprietăţi ale spaţiului cu măsură
(
Rk,M, µ

)
sunt:

i. M conţine mulţimile Boreliene.
ii. dacă A ∈M atunci µ(A) = inf{µ(D) | D deschisă şi D ⊇ A}.
iii. dacă A ∈M atunci µ(A) = sup{µ(K) | K compactă şi K ⊆ A}.
iv orice mulţime compactă are măsură Lebesgue finită.
v. dacă A ∈M, µ(A) = 0 şi B ⊆ A atunci B ∈M şi µ(B) = 0.
vi. dacă A ∈ M atunci pentru orice x ∈ Rk mulţimea (translatată)
A + x = {a + x | a ∈ A} este măsurabilă Lebesgue şi µ(A + x) = µ(A).

Integrala Lebesgue
Dacă f este o funcţie integrabilă ı̂n raport cu măsura Lebesgue (̂ın Rk),
atunci integrala corespunzătoare (pe o mulţime A) se notează∫

A
f(x1, x2, ..., xk)dx1dx2...dxk.

În cazurile particulare (uzuale) k = 1, 2, 3 se folosesc notaţiile:∫
A

f(x)dx,

∫ ∫
A

f(x, y)dxdy,

∫ ∫ ∫
A

f(x, y, z)dxdydz.
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Legătura cu integrabilitatea ı̂n sens Riemann
i. Dacă f : [a, b] 7→ R este o funcţie integrabilă Riemann (pe intervalul
compact [a, b]), atunci f este şi integrabilă ı̂n raport cu măsura Lebesgue şi
cele două integrale sunt egale.
ii. Dacă f : [a, b] 7→ R este o funcţie mărginită atunci ea este integrabilă
Riemann dacă şi numai dacă mulţimea punctelor sale de discontinuitate are
măsura Lebesgue nulă (se spune că f este continuă a.p.t.).
iii. Există funcţii care sunt integrabile Lebesgue dar nu sunt integrabile
Riemann; de exemplu, funcţia lui Dirichlet (pe intervalul [0, 1]) nu este in-
tegrabilă Riemann dar este integrabilă Lebesgue (integrala sa este 0, pentru
că funcţia este nulă a.p.t.).

iv. Dacă
∫ b

a
f(x)dx este o integrală Riemann improprie absolut convergentă

atunci f este integrabilă Lebesgue şi integralele sunt egale.

Există ı̂nsă integrale Riemann improprii convergente
∫ b

a
f(x)dx (dar nu ab-

solut convergente) pentru care funcţia f nu este integrabilă Lebesgue; de
exemplu f(x) = sin x

x pe intervalul (0,∞).
Teorema lui Fubini
În continuare notăm (x, y) ∈ Rk+p, măsura Lebesgue ı̂n Rk cu dx, măsura
Lebesgue ı̂n Rp cu dy şi măsura Lebesgue ı̂n Rk+p cu dxdy.
Fie f : Rk+p 7→ R o funcţie integrabilă Lebesgue; atunci:∫

Rk

(∫
Rp

f(x, y)dy

)
=
∫

Rk+p
f(x, y)dxdy =

∫
Rp

(∫
Rk

f(x, y)dx

)
dy.

Următoarele cazuri particulare ale rezultatului de mai sus sunt frecvent
utilizate ı̂n aplicaţii.
i. Fie ϕ, φ : [a, b] 7→ R două funcţii continue astfel ı̂ncât ϕ ≤ φ şi fie
mulţimea

K = {(x, y) ∈ R2 | x ∈ [a, b], ϕ(x) ≤ y ≤ φ(x)}.

Dacă f : K 7→ R este o funcţie continuă, atunci f este integrabilă Lebesgue
pe K şi: ∫ ∫

K
f(x, y)dxdy =

∫ b

a

(∫ φ(x)

ϕ(x)
f(x, y)dy

)
dx.

În particular, aria mulţimii K este:

µ(K) =
∫ ∫

K
dxdy =

∫ b

a
(φ(x)− ϕ(x)) dx.



28 CAPITOLUL 2. INTEGRALE DUBLE ŞI TRIPLE

ii. Fie D ⊆ R2 o mulţime compactă, fie ϕ, φ : D 7→ R două funcţii continue
astfel ı̂ncât ϕ ≤ φ şi fie

Ω = {(x, y, z) ∈ R3 | (x, y) ∈ D, ϕ(x, y) ≤ z ≤ φ(x, y)}.

Dacă f : Ω 7→ R este o funcţie continuă, atunci f este integrabilă Lebesgue
pe Ω şi:∫ ∫ ∫

Ω
f(x, y, z)dxdydz =

∫ ∫
D

(∫ φ(x,y)

ϕ(x,y)
f(x, y, z)dz

)
dxdy.

În particular, volumul lui Ω este:

µ(Ω) =
∫ ∫ ∫

Ω
dxdydz =

∫ ∫
D

(φ(x, y)− ϕ(x, y)) dxdy.

Formula schimbării de variabile
Fie A ⊆ Rn o mulţime deschisă şi fie Λ : A 7→ Λ(A) ⊆ Rn un difeomorfism.
Pentru orice funcţie continuă f : Λ(A) 7→ R, avem:∫

Λ(A)
f(x)dx =

∫
A
(f ◦ Λ)(y)|JΛ(y)|dy,

unde JΛ este iacobianul difeomorfismului Λ.

2.2 Integrale duble

1. Să se calculeze următoarele integrale duble:

a.
∫ ∫

D
xy2dxdy, unde D = [0, 1]× [2, 3].

b.
∫ ∫

D
xydxdy, unde D = {(x, y) ∈ R2 ; y ∈ [0, 1] , y2 ≤ x ≤ y}.

c.
∫ ∫

D
ydxdy , unde D = {(x, y) ∈ R2 ; (x− 2)2 + y2 ≤ 1}.

Soluţie

a.
∫ ∫

D
xy2dxdy =

∫ 1

0
dx

∫ 3

2
xy2dy =

∫ 1

0

19
3

x dx =
19
6

.

b.
∫ ∫

D
xydxdy =

∫ 1

0

∫ y

y2
xydx =

1
2

∫ 1

0

(
y3 − y5

)
dy =

1
24

.

c.
∫ ∫

D
ydxdy =

∫ 3

1
dx

∫ √1−(x−2)2

−
√

1−(x−2)2
ydy = 0.
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2. Să se calculeze integralele duble:

a.
∫ ∫

D
(x+3y)dxdy, D fiind mulţimea plană mărginită de curbele de ecuaţii

y = x2 + 1, y = −x2, x = −1, x = 3.

b.
∫ ∫

D
e|x+y|dxdy,D fiind mulţimea plană măginită de curbele de ecuaţii

x + y = 3, x + y = −3, y = 0, y = 3.

c.
∫ ∫

D
xdxdy, D fiind mulţimea plană mărginită de curba de ecuaţie

x2 + y2 = 9, x ≥ 0.

Soluţii

a.
∫ ∫

D
(x + 3y)dxdy =

∫ 3

−1
dx

∫ x2+1

−x2
(x + 3y)dy.

b. Fie D1 = {(x, y) ∈ D ; x + y ≤ 0} şi D2 = D \D1.
Atunci D = D1 ∪D2 şi:∫ ∫

D
e|x+y|dxdy =

∫ ∫
D1

e−x−ydxdy +
∫ ∫

D2

ex+ydxdy =

=
∫ 3

0
dy

∫ −y

−3−y
e−x−ydx +

∫ 3

0
dy

∫ 3−y

−y
ex+ydx.

c.
∫ ∫

D
xdxdy =

∫ 3

−3
dy

∫ √9−y2

0
xdx.

3. Folosind coordonatele polare, să se calculeze integralele:

a.
∫ ∫

D
ex2+y2

dxdy, D = {(x, y) ∈ R2 ; x2 + y2 ≤ 1}.

b.
∫ ∫

D

(
1 +

√
x2 + y2

)
dxdy, D = {(x, y) ∈ R2 ; x2 + y2 − y ≤ 0, x ≥ 0}.

c.
∫ ∫

D
ln(1 + x2 + y2)dxdy, D fiind mărginit de curbele de ecuaţii

x2 + y2 = e2, y = x
√

3, x = y
√

3, x ≥ 0.

Soluţie
Coordonatele polare sunt x = ρ cos ϕ, y = ρ sinϕ, iacobianul este ρ, iar
domeniul maxim pentru coordonatele ρ şi ϕ este (ρ, ϕ) ∈ [0,∞)× [0.2π).
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a. In coordonate polare domeniul de integrare este dreptunghiul
(ρ, ϕ) ∈ [0, 2π)× [0, 1], şi deci:

∫ ∫
D

ex2+y2
dxdy =

∫ 2π

0
dϕ

∫ 1

0
ρeρ2

dρ =
1
2

∫ 2π

0
eρ2
∣∣∣∣1
0

dϕ = π(e− 1).

b. Înlocuind pe x şi y ı̂n condiţiile ce definesc domeniul D, obţinem

ρ ≤ sinϕ, cos ϕ ≥ 0

şi deci
ϕ ∈ [0,

π

2
), ρ ∈ [0, sinϕ].

Rezultă:∫ ∫
D

(
1 +

√
x2 + y2

)
dxdy =

∫ π
2

0
dϕ

∫ sin ϕ

0
ρ(1 + ρ)dρ =

π

8
+

2
9
.

c. Domeniul de integrare ı̂n coordonate polare este dreptunghiul
(ρ, ϕ) ∈ [0, e]× [π6 , π

3 ], deci:

∫ ∫
D

ln(1 + x2 + y2)dxdy =
∫ e

0
dρ

∫ π
3

π
6

ρ ln(1 + ρ2)dϕ =

=
π(1 + e2)

12

(
ln(1 + e2)− 1

)
+

π

12
.

4. Să se calculeze cu o eroare mai mică decât 10−2 integralele:

a.
∫ ∫

A

dxdy

1 + xy
, A = [0,

1
2
]× [0, 1].

b.
∫ ∫

B

ln(x2 + y2)√
(x2 + y2 − 1)(x2 + y2)

, dxdy, unde:

B = {(x, y) ; 1 ≤ x2 + y2 ≤ (e− 1)2}.

Soluţii
a. ∫ ∫

A

dxdy

1 + xy
=
∫ 1

2

0
dx

∫ 1

0

dy

1 + xy
=
∫ 1

2

0

ln(1 + xy)
x

∣∣∣∣1
0

dx =

=
∫ 1

2

0

ln(1 + x)
x

dx =
∫ 1

2

0

∑
n≥0

(−1)n

n + 1
xndx =

∑
n≥0

(−1)n

(n + 1)22n+1
∼=

65
144

.
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b. Folosim coordonatele polare:∫ ∫
B

ln(x2 + y2)√
(x2 + y2 − 1)(x2 + y2)

= 4π

∫ e−1

1

ln ρ

ρ− 1
dρ =

= 4π

∫ e−2

0

ln(1 + u)
u

du = 4π

∫ e−2

0

∑
n≥0

(−1)n

n + 1
ρndρ =

= 4π
∑
n≥0

(−1)n(e− 2)n+1

(n + 1)2
.

În continuare se aproximează suma seriei alternate obţinute.

5. Fie D ⊆ R2 şi fie f : D 7→ [0,∞) o funcţie continuă.
Să se calculeze volumul mulţimii

Ω = {(x, y, z) ∈ R3 ; (x, y) ∈ D, 0 ≤ z ≤ f(x, y)},

ı̂n următoarele cazuri:
a. D = {(x, y) ∈ R2 ; x2 + y2 ≤ 2y}, f(x, y) = x2 + y2.
b. D = {(x, y) ∈ R2 ; x2 + y2 ≤ x, y > 0}, f(x, y) = xy.
c. D = {(x, y) ∈ R2 ; x2 + y2 ≤ 2x + 2y − 1}, f(x, y) = y.
Soluţie
Volumul mulţimii Ω este dat de formula

vol(Ω) =
∫ ∫

D
f(x, y)dxdy

a. Trecând la coordonate polare, se obţine:

vol(Ω) =
∫ ∫

D
(x2 + y2)dxdy =

∫ π

0
dϕ

∫ 2 sin ϕ

0
ρ3dρ =

3
2
π.

b. Cu aceeaşi metodă, se obţine:

vol(Ω) =
∫ ∫

D
xydxdy =

∫ π
2

0
dϕ

∫ cos ϕ

0
ρ3 cos ϕ sin ϕ dρ =

1
24

.

c. Cu schimbarea de variabile:

x = 1 + ρ cos ϕ, y = 1 + ρ sinϕ, (ρ, ϕ) ∈ [0, 1]× [0.2π),

rezultă:

vol(Ω) =
∫ ∫

D
ydxdy =

∫ 2π

0
dϕ

∫ 1

0
ρ(1 + ρ sinϕ)dρ = π.
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6. Să se calculeze ariile mulţimilor plane D mărginite de curbele de
ecuaţii:

a.
x2

a2
+

y2

b2
= 1, a şi b fiind două constante pozitive.

b.
(
x2 + y2

)2 = a2(x2 − y2), x > 0, a fiind o constantă pozitivă.

c.
(
x2 + y2

)2
= 2a2xy, a fiind o constantă pozitivă.

Soluţii
a. Ecuaţia elipsei ı̂n coordonate polare generalizate,
x = aρ cos ϕ, y = bρ sinϕ, este ρ = 1 şi deci obţinem:

aria(D) =
∫ ∫

D
dxdy =

∫ 2π

0
dϕ

∫ 1

0
abρdρ = πab.

b. Ecuaţia curbei ı̂n coordonate polare este ρ2 = a2(cos2 ϕ − sin2 ϕ), sau
ρ = a

√
cos 2ϕ, şi deci domeniul de integrare ı̂n coordonate polare este

ϕ ∈
(
−π

4
,
π

4

)
, ρ ∈ (0, a

√
cos 2ϕ).

Rezultă:

aria(D) =
∫ ∫

D
dxdy =

∫ π
4

−π
4

dϕ

∫ a
√

cos 2ϕ

0
ρdρ =

a2

2
.

c. Ecuaţia lemniscatei ı̂n coordonate polare este ρ2 = 2a2 cos ϕ sinϕ. Dome-
niul de integrare este ϕ ∈ (0, π

2 ) ∪ (π, 3π
2 ), ρ ∈ (0, a

√
sin 2ϕ); obţinem:

aria(D) =
∫ ∫

D
dxdy = 2

∫ π
2

0
dϕ

∫ a
√

sin 2ϕ

0
ρdρ = a2.

7. Fie α ∈ R şi fie D discul unitate ı̂nchis. Să se calculeze integralele:

a. I =
∫ ∫

D

dxdy

(x2 + y2)α

b. J =
∫ ∫

R2\D

dxdy

(x2 + y2)α .

Soluţie

I =
∫ 2π

0
dϕ

∫ 1

0

dρ

ρ2α−1
=

{
π

1−α dacă α < 1
∞ dacă α ≥ 1

J =
∫ 2π

0
dϕ

∫ ∞

1

dρ

ρ2α−1
=

{
π

α−1 dacă α > 1
∞ dacă α ≤ 1
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2.3 Integrale triple

8. Fie mulţimea:

Ω = {(x, y, z) ∈ R3 ; x2 +
y2

4
≤ 1, x2 + y2 ≥ 1, x ≥ 0, y ≥ 0, 0 ≤ z ≤ 5}

Să se calculeze integrala
∫ ∫ ∫

Ω

yz√
x2 + y2

dxdydz prin două metode:

a. proiectând Ω pe planul xoy şi
b. folosind coordonatele cilindrice.
Soluţie
a. Proiecţia mulţimii Ω pe planul xoy este

D = {(x, y) ∈ R2 ; x ∈ [0, 1],
√

1− x2 ≤ y ≤ 2
√

1− x2}

Obţinem:∫ ∫ ∫
Ω

yz√
x2 + y2

dxdydz =
∫ ∫

D
dxdy

∫ 5

0

yz√
x2 + y2

dz =

=
25
2

∫ ∫
D

y√
x2 + y2

dxdy,

integrală care se calculează folosind coordonate polare.
b. Coordonatele cilindrice sunt x = ρ cos ϕ, y = ρ sinϕ, z = z, domeniul
maxim fiind (ρ, ϕ, z) ∈ [0,∞)× [0, 2π)×R, iar iacobianul J = ρ.
Pentru Ω, domeniul de integrare ı̂n coordonate cilindrice este
z ∈ [0, 5], ϕ ∈ [0, π

2 ], ρ ∈ [1, 2√
3 cos2 ϕ+1

] şi deci:

∫ ∫ ∫
Ω

yz√
x2 + y2

dxdydz =
∫ 5

0
dz

∫ π
2

0
dϕ

∫ 2√
3 cos2 ϕ+1

1

zρ sinϕ

ρ
ρ dρ =

=
25
2

∫ π
2

0

3(1− cos2 ϕ)
3 cos2 ϕ + 1

sinϕ dϕ =
25
18

(4
√

3π − 9).

9. Să se calculeze integralele:

a.
∫ ∫ ∫

∆
(y − x) dxdydz,

∆ = {(x, y, z) ∈ R3 ; x2 + y2 + z2 ≤ 1, y > 0}

b.
∫ ∫ ∫

Ω

(
1− x2 − y2

9
− z2

4

) 3
2

dxdydz,

Ω = {(x, y, z) ∈ R3 ; y ≥ 0, z ≥ 0, x2 +
y2

9
+

z2

4
≤ 1}.
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c.
∫ ∫ ∫

Π
z dxdydz,

Π = {(x, y, z) ∈ R3 ; x2 + y2 + (z − 1)2 ≤ 1}.
Soluţie
Coordonatele sferice sunt

x = ρ sin θ cos ϕ, y = ρ sin θ sin ϕ, z = ρ cos θ,

domeniul maxim fiind:

(ρ, θ, ϕ) ∈ [0,∞)× [0, π]× [0, 2π),

iar iacobianul J = ρ2 sin θ.
a. Pentru ∆, domeniul ı̂n coordonate sferice este

ρ ∈ [0, 1], θ ∈ [0, π], ϕ ∈ [0, π]

şi avem: ∫ ∫ ∫
∆

(y − x)dxdydz =

=
∫ 1

0
dρ

∫ π

0
dθ

∫ π

0
ρ3 sin2 θ(sinϕ− cos ϕ)dϕ =

π

4
.

b. Coordonatele sferice generalizate sunt:

x = aρ sin θ cos ϕ, y = bρ sin θ sinϕ, z = cρ cos θ,

având acelaşi domeniu maxim ca mai sus şi iacobianul J = abcρ2 sin θ.
Pentru domeniul Ω vom lua a = 1, b = 3, c = 2, şi onţinem:

∫ ∫ ∫
Ω

(
1− x2 − y2

9
− z2

4

) 3
2

dxdydz =

=
∫ 1

0
dρ

∫ π
2

0
dθ

∫ π

0
6ρ2

(
1− ρ2

) 3
2 sin θdϕ = 6π

∫ 1

0
ρ2(1− ρ2)

3
2 dρ =

= 6π

∫ π
2

0
sin2 t cos4 t dt = 6π

∫ ∞

0

u2

(1 + u2)4
du =

= 3π

(
− u

3(1 + u2)3

∣∣∣∣∞
0

+
∫ ∞

0

du

3(1 + u2)3

)
= π

∫ ∞

0

du

(1 + u2)3
=

= π

(∫ ∞

0

du

(1 + u2)2
−
∫ ∞

0

u2

(1 + u2)3
du

)
=

3
4
π

∫ ∞

0

du

(1 + u2)2
=

3
16

π.
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c. Pentru Π, domeniul ı̂n coordonate sferice este

ϕ ∈ [0, 2π), θ ∈ [0,
π

2
], ρ ∈ [0, 2 cos θ)

şi deci: ∫ ∫ ∫
Π

zdxdydz =
∫ 2π

0
dϕ

∫ π
2

0
dθ

∫ 2 cos θ

0
ρ3 sin θ cos θ dρ =

8π

∫ π
2

0
cos5 θ sin θ dθ =

4
3
π.

10. Fie 0 < k < R; să se calculeze volumul mulţimii:

Ω = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 ≤ R2, z ≥ k}.

Soluţie
Mulţimea Ω este interiorul calotei sferice situate ”deasupra” planului z = k.
Pentru a calcula volumul, trecem la coordonate sferice. Fie θ0 ∈ [0, π

2 ] astfel
ı̂ncât R cos θ0 = k, deci cos θ0 = k

R ; rezultă domeniul (pentru coordonatele
sferice):

ϕ ∈ [0, 2π), θ ∈ [0, θ0], ρ ∈ [
k

cos θ
,R].

Se obţine: ∫ ∫ ∫
Ω

dxdydz =
∫ 2π

0
dϕ

∫ θ0

0
dθ

∫ R

k
cos θ

ρ2 sin θ dρ =

2π

3

∫ θ0

0

(
R3 − k3

cos3 θ

)
dθ =

2π

3

(
−R3 cos θ − k3

2 cos2 θ

) ∣∣∣∣∣
θ0

0

=

=
2π

3

(
R3 − 3

2
r2k +

k3

2

)
.

11. Să se calculeze volumele mulţimilor Ω mărginite de suprafeţele de
ecuaţii:
a. 2x2 + y2 + z2 = 1, 2x2 + y2 − z2 = 0, z ≥ 0.
b. z = x2 + y2 − 1, z = 2− x2 − y2.
c. z = 4− x2 − y2, 2z = 5 + x2 + y2.
d. x2 + y2 = 1, z2 = x2 + y2, z ≥ 0.
e. x2 + y2 = 4a2, x2 + y2 − 2ay = 0, x + y + z = 3, x ≥ 0, z ≥ 0, a ∈ (0, 1).
f. x2 + y2 + z2 = 1, y2 + z2 = x2, x ≥ 0.
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Soluţie
a. Curba de intersecţie dintre elipsoid şi con este elipsa de ecuaţii

4x2 + 2y2 = 1, z =
1√
2
.

Proiecţia pe planul xoy a lui Ω este

D = {(x, y) ; 4x2 + 2y2 ≤ 1}.

Rezultă:

vol(Ω) =
∫ ∫ ∫

Ω
dxdydz =

∫ ∫
D

dxdy

∫ √1−2x2−y2

√
2x2+y2

dz =

=
∫ ∫

D

(√
1− 2x2 − y2 −

√
2x2 + y2

)
dxdy =

=
∫ 1

0
dρ

∫ 2π

0

(√
1− 1

2
ρ2 −

√
1
2
ρ2

)
1

2
√

2
ρ dϕ =

π

3
(
√

2− 1).

b. Curba de intersecţie a celor doi paraboloizi este cercul de ecuaţii

x2 + y2 =
3
2
, z =

1
2
.

Proiecţia pe planul xOy a lui Ω este

D = {(x, y) ; x2 + y2 ≤ 3
2
},

şi deci obţinem:

vol(Ω) =
∫ ∫ ∫

Ω
dxdydz =

∫ ∫
D

dxdy

∫ 2−x2−y2

x2+y2−1
dz =

=
∫ √ 3

2

0
dρ

∫ 2π

0
(3− ρ2)ρ dϕ.

c. Curba de intersecţie dintre cei doi paraboloizi este cercul x2 + y2 = 1
situat ı̂n planul z = 3. Notând cu D = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ 1},
rezultă:

vol(Ω) =
∫ ∫ ∫

Ω
dxdydz =

∫ ∫
D

dxdy

∫ 4−x2−y2

1
2
(1+x2+y2)

dz =
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=
∫ ∫

D

3
2
(1− x2 − y2) dxdy =

3
2

∫ 1

0
dρ

∫ 2π

0
(1− ρ2)ρ dϕ =

3
4
π.

d. Curba de intersecţie dintre cilindru şi con este cercul x2 + y2 = 1 situat
ı̂n planul z = 1. Notând cu D = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ 1}, rezultă:

vol(Ω) =
∫ ∫ ∫

Ω
dxdydz =

∫ ∫
D

dxdy

∫ 1

√
x2+y2

dz =

=
∫ ∫

D

(
1−

√
x2 + y2

)
dxdy =

∫ 1

0
dρ

∫ 2π

0
(1− ρ) ρ dϕ =

π

3
.

e. Proiecţia lui Ω pe planul xOy este

D = {(x, y) ; x2 + y2 ≤ 4a2, x2 + (y − a)2 ≥ a2, x > 0},

şi deci obţinem:

vol(Ω) =
∫ ∫ ∫

Ω
dxdydz =

∫ ∫
D

dxdy

∫ 3−x−y

0
dz =

=
∫ π

0
dϕ

∫ 2a

2a sin ϕ
ρ(3− ρ cos ϕ− ρ sin ϕ) dρ.

f. Curba de intersecţie dintre sferă şi con este cercul y2 + z2 = 1
2 , situat ı̂n

planul x =
√

2
2 . Proiecţia mulţimii Ω pe planul yOz este discul D = {(y, z) ∈

R2 | y2 + z2 ≤ 1
2}; rezultă:

vol =
∫ ∫ ∫

Ω
dxdydz =

∫ ∫
D

dydz

∫ √
2

2

√
y2+z2

dx =

=
∫ ∫

D

(√
2

2
−
√

y2 + z2

)
dydz =

√
2

4
π −

∫ √
2

2

0
dρ

∫ 2π

0
ρ2 dϕ =

√
2

12
π.

12. Să se calculeze volumele mulţimilor Ω mărginite de suprafeţele de
ecuaţii:
a.
(
x2 + y2 + z2

)3 = x.
b.
(
x2 + y2

)3 = z2, z = 0, z = 8.

c.
x2

a2
+

y2

b2
=

z2

c2
, 0 ≤ z ≤ c, a > 0, b > 0, c > 0.

Soluţie
a. Folosim coordonatele sferice. Obţinem domeniul:
θ ∈ [0, π], ϕ ∈ [−π

2 , π
2 ], ρ ∈ [0, 5

√
sin θ cos ϕ] şi deci:

vol(Ω) =
∫ ∫ ∫

Ω
dxdydz =

∫ π

0
dθ

∫ π
2

−π
2

dϕ

∫ 5
√

sin θ cos ϕ

0
ρ2 sin θ dρ =
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=
1
3

∫ π

0
dθ

∫ π
2

−π
2

sin θ sin
3
5 θ cos

3
5 ϕ dϕ =

1
3

(∫ π

0
sin

8
5 θ dθ

) (∫ π
2

−π
2

cos
3
5 ϕ dϕ

)
.

Calculăm prima integrală; mai ı̂ntâi, observăm că:∫ π

0
sin

8
5 θ dθ =

∫ π
2

0
sin

8
5 θ dθ +

∫ π

π
2

sin
8
5 θ dθ = 2

∫ π
2

0
sin

8
5 θ dθ,

cu schimarea de variabilă t = θ − π ı̂n a doua integrală. Vom calcula acum

integrala
∫ π

2

0
sin

8
5 θ dθ folosind funcţia B a lui Euler (a se vedea şi exerciţiul

28(a) din capitolul 5). Cu schimbarea de variabilă sin2 θ = y, rezultă:∫ π
2

0
sin

8
5 θ dθ =

∫ 1

0

y
4
5

2
√

y
√

1− y
dy =

=
1
2

∫ 1

0
y

3
10 (1− y)−

1
2 dy =

1
2

B

(
13
10

,
1
2

)
.

Calculăm acum integrala
∫ π

2

−π
2

cos
3
5 ϕ dϕ cu aceeaşi metodă: fie sin2 ϕ = y;

rezultă: ∫ π
2

−π
2

cos
3
5 ϕ dϕ = 2

∫ π
2

0
cos

3
5 ϕ dϕ = 2

∫ 1

0

(1− y)
3
10

2
√

y
√

1− y
dy =

=
∫ 1

0
(1− y)−

1
5 y−

1
2 dy = B

(
4
5
,
1
2

)
.

În concluzie, volumul cerut este:

vol(Ω) = B

(
13
10

,
1
2

)
+ B

(
4
5
,
1
2

)
.

b. Folosim coordonatele cilindrice; obţinem:

vol(Ω) =
∫ ∫ ∫

Ω
dxdydz =

∫ 8

0
dz

∫ 2π

0
dϕ

∫ 3√z

0
ρ dρ = 32π.

c. Folosim coordonate cilindrice generalizate:

x = aρ cos ϕ, y = bρ sinϕ, z = z

şi obţinem:

vol(Ω) =
∫ ∫ ∫

Ω
dxdydz =

∫ c

0
dz

∫ 2π

0
dϕ

∫ z
c

0
abρ dρ =

π

3
abc.



Capitolul 3

Integrale curbilinii şi de
suprafaţă

3.1 Noţiuni teoretice

Drumuri parametrizate
Fie J un interval real; se numeşte drum parametrizat pe J cu valori ı̂n Rn

orice aplicaţie continuă γ : J 7→ Rn.
Dacă notăm γ(t) = (γ1(t), γ2(t), ..., γn(t)), atunci relaţiile

x1 = γ1(t), x2 = γ2(t), ..., xn = γn(t)

se numesc ecuaţiile parametrice ale drumului γ.
Dacă J = [a, b], atunci γ(a) şi γ(b) se numesc capetele (extremităţile) dru-
mului. Drumul se numeşte ı̂nchis dacă γ(a) = γ(b).
Opusul drumului γ : [a, b] 7→ Rn este, prin definiţie,

γ− : [a, b] 7→ Rn, γ−(t) = γ(a + b− t).

Evident, γ şi γ− au aceeaşi imagine.
Dacă γ1 : [a, b] 7→ Rn şi γ2 : [b, c] 7→ Rn sunt două drumuri parametrizate,
atunci drumul concatenat γ1 ∪ γ2 : [a, c] 7→ Rn este definit prin

γ1 ∪ γ2(t) =

{
γ1(t), t ∈ [a, b]
γ2(t), t ∈ [b, c]

Imaginea lui γ1 ∪ γ2 este reuniunea imaginilor drumurilor γ1 şi γ2.

39
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Un drum γ : J 7→ Rn se numeşte neted dacă aplicaţia γ este de clasă C1

şi γ′(t) 6= 0, ∀t ∈ J .
Un drum se numeşte neted pe porţiuni dacă este concatenarea unui număr
finit de drumuri netede.

Două drumuri γ1 : I 7→ Rn şi γ2 : J 7→ Rn se numesc echivalente
cu aceeaşi orientare (notăm γ1 ∼ γ2 ) dacă există un difeomorfism strict
crescător φ : I 7→ J astfel ı̂ncât γ1 = γ2 ◦φ. Dacă difeomorfismul de mai sus
este strict descrescător, atunci cele două drumuri se numesc echivalente cu
orientări opuse.

În cazurile particulare n = 2 (plan) şi n = 3 (spaţiu) notaţiile uzuale
sunt γ(t) = (x(t), y(t)) şi respectiv γ(t) = (x(t), y(t), z(t)).
Lungimea unui drum neted γ : [a, b] 7→ R3 este:

L(γ) =
∫ b

a

√
(x′(t))2 + (y′(t))2 + (z′(t))2dt.

Integrala curbilinie de prima speţă
Fie γ : [a, b] 7→ R3 un drum neted şi fie f : D 7→ R o funcţie continuă
astfel ı̂ncât D ⊇ γ([a, b]). Integrala curbilinie de prima speţă a funcţiei f pe
drumul γ este, prin definiţie:∫

γ
f(x, y, z)ds =

∫ b

a
f(x(t), y(t), z(t))

√
(x′(t))2 + (y′(t))2 + (z′(t))2dt.

Dacă γ1 şi γ2 sunt două drumuri parametrizate echivalente (indiferent de

orientare) atunci
∫

γ1

fds =
∫

γ2

fds.

Aplicaţii
i. Dacă f este funcţia constantă 1, atunci se obţine lungimea drumului γ.
ii. Dacă imaginea lui γ este un fir material având densitatea f , atunci masa
M şi coordonatele centrului de greutate G sunt date de formulele:

M =
∫

γ
fds,

xG =
1
M

∫
γ
xfds, yG =

1
M

∫
γ
yfds, zG =

1
M

∫
γ
zfds.



3.1. NOŢIUNI TEORETICE 41

Integrala curbilinie de speţa a doua
Fie α = Pdx+Qdy+Rdz o 1-formă diferenţială cu funcţiile P,Q,R continue
pe un deschis D ⊆ R3 şi fie

γ : [a, b] 7→ R3, γ(t) = (x(t), y(t), z(t))

un drum parametrizat neted cu imaginea inclusă ı̂n D. Integrala curbilinie
a formei diferenţiale α de-a lungul drumului γ este, prin definiţie:∫

γ
α =

∫ b

a

(
P (γ(t))x′(t) + Q(γ(t))y′(t) + R(γ(t))z′(t)

)
dt.

Definiţia se generalizează evident la n variabile. De exemplu, ı̂n două vari-
abile: ∫

γ
Pdx + Qdy =

∫ b

a

(
P (γ(t))x′(t) + Q(γ(t))y′(t)

)
dt.

Dacă γ1 şi γ2 sunt două drumuri parametrizate echivalente cu aceeaşi
orientare, atunci integralele corespunzătoare sunt egale:∫

γ1

α =
∫

γ2

α.

Dacă cele două drumuri parametrizate sunt echivalente dar cu orientări
opuse, atunci integralele corespunzătoare diferă prin semn.
Notaţii vectoriale
Unei 1-forme diferenţiale α = Pdx + Qdy + Rdz i se asociază (̂ın mod
canonic) câmpul de vectori V : D 7→ R3, V = (P,Q,R). Dacă γ este un

drum parametrizat neted (cu imaginea inclusă ı̂n D) atunci integrala
∫

γ
α se

mai notează şi
∫

γ
V dr, numindu-se circulaţia câmpului V de-a lungul dru-

mului γ. În particular, dacă V = F este un câmp de forţe, atunci circulaţia∫
γ
Fdr este lucrul mecanic efectuat de forţa F pe drumul γ.

Forme diferenţiale exacte
O 1-formă diferenţială α = Pdx+Qdy+Rdz se numeşte exactă pe mulţimea
D dacă există f o funcţie (numită potenţial scalar sau primitivă) de clasă
C1(D) astfel ı̂ncât Df = α, sau, echivalent:

∂f

∂x
= P,

∂f

∂y
= Q,

∂f

∂z
= R,

ı̂n orice punct din D. Câmpul de vectori V = (P,Q,R) asociat formei
diferenţiale α se numeşte ı̂n acest caz câmp de gradienţi.
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O 1-formă diferenţială α = Pdx + Qdy + Rdz se numeşte ı̂nchisă pe D dacă
sunt verificate (̂ın orice punct din D) egalităţile:

∂P

∂y
=

∂Q

∂x
,

∂Q

∂z
=

∂R

∂y
,

∂R

∂x
=

∂P

∂z
.

Definiţiile de mai sus se generalizează ı̂n mod evident la n variabile.
Importanţa formelor diferenţiale exacte este dată de următorul rezultat:
Independenţa de drum a integralei curbilinii
Fie α = Df o 1-formă diferenţială exactă pe D şi fie γ un drum parametrizat
neted cu imaginea inclusă ı̂n D având extremităţile p, q ∈ D; atunci:

i.
∫

γ
Df = f(q)− f(p).

ii. dacă ı̂n plus drumul γ este ı̂nchis, atunci
∫

γ
Df = 0.

Din teorema de simetrie a lui Schwarz rezultă că orice formă diferenţială
exactă (cu potenţialul scalar de clasă C2) este ı̂n mod necesar şi ı̂nchisă; recip-
roca acestei afirmaţii este, ı̂n general, falsă. De exemplu, forma diferenţială

α =
−y

x2 + y2
dx +

x

x2 + y2
dy

este ı̂nchisă pe R2 \ {(0, 0)} dar nu este exactă pe această mulţime.
Are loc totuşi următorul rezultat fundamental:
Teorema lui Poincare
Fie α o 1-formă diferenţială de clasă C1 inchisă pe deschisul D ⊆ Rn. Atunci
pentru orice x ∈ D există o vecinătate deschisă a sa U ⊆ D şi o funcţie
f ∈ C1 astfel ı̂ncât Df = α pe U .
Într-o formulare succintă teorema afirmă că orice 1-formă diferenţială ı̂nchisă
este local exactă.

Există mulţimi pe care teorema de mai sus este adevărată global. De
exemplu, dacă mulţimea D este stelată (adică există un punct x0 ∈ D
cu proprietatea că segmentul [x0, x] ⊆ D, ∀x ∈ D) atunci orice 1-formă
diferenţială ı̂nchisă pe D este exactă pe D.

Pânze parametrizate
Fie D ⊆ R2 o mulţime deschisă şi conexă; o pânză parametrizată pe D este
orice aplicaţie de clasă C1, Φ : D 7→ R3.
Pânza parametrizată Φ se numeşte simplă dacă aplicaţia Φ este injectivă.
Două pânze parametrizate Φ1 : D1 7→ R3 şi Φ2 : D2 7→ R3 se numesc
echivalente dacă există un difeomorfism θ : D1 7→ D2 astfel ı̂ncât Φ1 = Φ2◦θ.
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Se spune că difeomorfismul θ păstrează orientarea dacă iacobianul său este
pozitiv; ı̂n acest caz se spune Φ1 şi Φ2 au aceeaşi orientare; ı̂n caz contrar
se spune că pânzele parametrizate au orientări opuse. Evident, două pânze
parametrizate echivalente au aceeaşi imagine (̂ın R3), numită simplu pânză
(sau porţiune de suprafaţă).

Fie Φ : D 7→ R3, Φ(u, v) = (X(u, v), Y (u, v), Z(u, v)) o pânză

parametrizată; pânza Φ se numeşte regulată dacă vectorii
∂Φ
∂u

şi
∂Φ
∂v

sunt

liniari independenţi ı̂n orice punct din D. În acest caz planul generat de ei
se numeşte planul tangent la pânză (̂ın punctul respectiv); vectorul normal
la pânză ı̂n punctul Φ(u, v) indus de parametrizarea Φ este:

NΦ(u, v) =
∂Φ
∂u

× ∂Φ
∂v

.

Dacă Φ1 şi Φ2 sunt două pânze parametrizate simple, regulate echivalente
cu aceeaşi orientare, atunci versorii normalelor induse coincid:

nΦ1(u, v) =
1

‖ NΦ1(u, v) ‖
·NΦ1(u, v) =

1
‖ NΦ2(u, v) ‖

·NΦ2(u, v) = nΦ2(u, v).

Integrala de suprafaţă de prima speţă
Fie Φ : D 7→ R3 o pânză parametrizată, fie Σ = Φ(D) imaginea ei şi fie
F : U 7→ R o funcţie continuă pe imaginea pânzei. Integrala de suprafaţă
de prima speţă a lui F pe Σ este, prin definiţie:∫

Σ
F (x, y, z)dσ =

∫ ∫
D

F (Φ(u, v)) ‖ ∂Φ
∂u

× ∂Φ
∂v

‖ dudv.

Dacă pânza este parametrizată cartezian, z = f(x, y), (x, y) ∈ D ⊆ R2,
atunci formula de mai sus devine:∫

Σ
F (x, y, z)dσ =

∫ ∫
D

F (x, y, f(x, y))

√(
∂f

∂x

)2

+
(

∂f

∂y

)2

dxdy.

Dacă Φ1 şi Φ2 sunt două parametrizări echivalente (nu neapărat cu aceeaşi
orientare) atunci integralele corespunzătoare sunt egale.
Aplicaţii
i. În cazul particular F = 1 se obţine aria suprafeţei Σ:

aria (Σ) =
∫
Σ

dσ.
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ii. Dacă F ≥ 0 reprezintă densitatea unei plăci Σ, atunci masa ei este:

M =
∫
Σ

Fdσ,

iar coordonatele centrului de greutate sunt:

xG =
1
M

∫
Σ

xFdσ, yG =
1
M

∫
Σ

yFdσ, zG =
1
M

∫
Σ

zFdσ.

iii. Fie V un câmp vectorial şi fie n versorul normalei indus de pânza
parametrizată fixată; fluxul câmpului V prin suprafaţa Σ ı̂n raport cu ori-
entarea aleasă (dată de versorul n) este, prin definiţie:

FΣ(V ) =
∫
Σ

V · n dσ.

Integrala de suprafaţă de speţa a doua
Prin definiţie, dacă

ω = Pdy ∧ dz + Qdz ∧ dx + Rdx ∧ dy

este o 2-formă diferenţială şi

Φ : D 7→ R3, Φ(u, v) = (X(u, v), Y (u, v), Z(u, v))

este o pânză parametrizată, atunci integrala pe suprafaţa (orientată) Σ a
formei diferenţiale ω este:∫
Σ

ω =
∫ ∫

D

(
(P ◦Φ)

D(Y, Z)
D(u, v)

+ (Q ◦Φ)
D(Z,X)
D(u, v)

+ (R ◦Φ)
D(X, Y )
D(u, v)

)
dudv,

unde,
D(Y, Z)
D(u, v)

,
D(Z,X)
D(u, v)

,
D(X, Y )
D(u, v)

sunt iacobienii funcţiilor X, Y, Z ı̂n ra-

port cu variabilele u şi v.
Dacă Φ1 şi Φ2 sunt două pânze parametrizate echivalente cu aceeaşi ori-

entare, atunci integralele corespunzătoare sunt egale; dacă parametrizările
au orientări opuse, atunci integralele diferă prin semn.
Notaţii vectoriale
Unei 2-forme diferenţiale ω = Pdy ∧ dz + Qdz ∧ dx + Rdx∧ dy i se asociază
(̂ın mod canonic) câmpul de vectori V = (P,Q,R); dacă Φ : D 7→ R3 este
o pânză parametrizată cu imaginea Σ (orientată cu versorul normalei n),
atunci: ∫

Σ
ω =

∫
Σ

V · n dσ.
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3.2 Integrale curbilinii

1. Fie a ∈ R şi fie P,Q : R2 7→ R, P (x, y) = x2 + 6y, Q(x, y) = 3ax− 4y.
Să se afle a astfel ı̂ncât ω = Pdx + Qdy să fie o 1-formă diferenţială exactă
pe R2 şi apoi să se determine f ∈ C1(R2) cu proprietatea df = ω.
Soluţie
Spaţiul R2 este mulţime stelată, deci este suficient ca ω să fie 1-formă

diferenţială ı̂nchisă , adică
∂P

∂y
=

∂Q

∂x
; rezultă a = 2. O primitivă (potenţial

scalar) a lui ω se calculează fie integrând sistemul
∂f

∂x
= P,

∂f

∂y
= Q, fie

direct cu formula
f(x, y) =

∫ x

xo

P (x, yo)dx +
∫ y

yo

Q(x, y)dy, unde xo şi yo sunt arbitrari fixaţi;

obţinem f(x, y) =
x3

3
+ 6xy − 2y2 + k, k ∈ R.

2. Fie P,Q : R2 7→ R, definite prin:

P (x, y) =

√√
x2 + y2 − x, Q(x, y) =

√√
x2 + y2 + x

şi fie ω = Pdx + Qdy. Să se găsească un domeniu maximal pe care forma
diferenţială ω să fie exactă.
Soluţie
Funcţiile P şi Q sunt de clasă C1 pe R2 \ {(0, 0)} şi:

∂Q

∂x
=

√
x +

√
x2 + y2

2
√

x2 + y2
,

∂P

∂y
=

y

|y|
∂Q

∂x
.

Mulţimea D = {(x, y) ∈ R2 ; y > 0} este stelată şi
∂Q

∂x
=

∂P

∂y
pe D; evident,

D este maximală cu aceste proprietăţi.

3. Folosind definiţia, să se calculeze următoarele integrale curbilinii (ori-
entarea curbei nu este precizată):

a.
∫
Γ
(x + y)dx + (x− y)dy, Γ = {(x, y) | x2 + y2 = 4, y ≥ 0}.

b.
∫
Γ

y

x + 1
dx + dy, Γ este triunghiul ABC, A(2, 0), B(0, 0), C(0, 2).

c.
∫
Γ

xdy − ydx, Γ = {(x, y) | x2

a2
+

y2

b2
= 1}.

Soluţie
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a. Cu parametrizarea x(t) = 2 cos t, y(t) = 2 sin t, t ∈ [0, π] obţinem:∫
Γ
(x + y)dx + (x− y)dy =

∫ π

0
(4 cos 2t− 4 sin 2t) = 0.

b. Γ = [AC] ∪ [CB] ∪ [BA]; parametrizăm fiecare segment:

[AC] : x(t) = 2− t, y(t) = t, t ∈ [0, 2]

[CB] : x(t) = 0, y(t) = 2− t, t ∈ [0, 2]

[BA] : x(t) = t, y(t) = 0, t ∈ [0, 2];

obţinem:∫
Γ

y

x + 1
dx + dy =

∫ 2

0

(
t

t− 3
+ 1

)
dt−

∫ 2

0
dt = 2− 3 ln 3.

c. Parametrizarea canonică a elipsei de semiaxe a şi b este

x(t) = a cos t, y(t) = b sin t, t ∈ [0, 2π);

obţinem: ∫
Γ

xdy − ydx =
∫ 2π

0
abdt = 2πab.

4. Fie P (x, y) = e−x2+y2
cos(2xy), Q(x, y) = e−x2+y2

sin(2xy) şi fie

ω = Pdx + Qdy.

a. Să se arate că
∫
Γ

ω = 0 pentru orice curbă ı̂nchisă Γ.

b. Fie α ∈ R. Să se calculeze integrala∫ ∞

0
e−t2 cos(2αt)dt,

aplicând rezultatul de la punctul a dreptunghiului Γ = ABCD, unde

A(0, 0), B(a, 0), C(a, α), D(0, α).

Soluţie

a. Deoarece
∂P

∂y
=

∂Q

∂x
, rezultă că ω este 1-formă diferenţială ı̂nchisă pe R2
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şi deci şi exactă; ı̂n consecinţă,
∫
Γ

ω = 0, pentru orice curbă ı̂nchisă Γ.

b. Parametrizând Γ = [AB] ∪ [BC] ∪ [CD] ∪ [DA], obţinem:

0 =
∫
Γ

ω =
∫ a

0
e−t2dt +

∫ α

0
e−a2+t2 sin(2at)dt−

∫ a

0
e−t2+α2

cos(2αt)dt.

Pentru a →∞, obţinem:∫ ∞

0
e−t2 cos(2αt)dt =

√
π

2
e−α2

,

deoarece ∫ ∞

0
e−t2dt =

√
π

2
şi lim

a→∞

∫ α

0
e−a2+t2 sin(2αt)dt = 0.

5. Să se calculeze
∫
Γ

ω ı̂n următoarele cazuri:

a. ω = x2yzdx + xy2zdy + xyz2dz, iar Γ este intersecţia suprafeţelor

x = 1, y2 + z2 = 1.

b. ω = z(z − y)dx + xzdy − xydz, Γ = Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3, unde Γ1, Γ2 şi Γ3 sunt
intersecţiile conului x2 + y2 = (z− 1)2 cu planele x = 0, y = 0, şi, respectiv,
z = 0, cu restricţiile x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0.
c. ω = (y − 2z)dx + (x− z)dy + (2x− y)dz, Γ fiind intersecţia suprafeţelor

x2 + y2 + z2 = r2, x− y + z = 0.

d. ω = ydx + (x + z)dy + x2dz, Γ fiind intersecţia suprafeţelor

x2 + y2 − 2x = 0, x + z = 4.

Soluţie
Integralele se calculează cu definiţia.
a. Γ este un cerc situat ı̂n planul x = 1; o parametrizare este:

x = 1, y = cos t, z = sin t, t ∈ [0, 2π).

Rezultă: ∫
Γ

ω =
∫ 2π

0

(
− cos2 t sin2 t + cos2 t sin2 t

)
dt = 0.

b. În planul x = 0 obţinem dreapta de ecuaţie y + z = 1, ı̂n planul y = 0
obţinem dreapta x + z = 1, iar ı̂n planul z = 0 obţinem sfertul de cerc
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x2 + y2 = 1, x > 0, y > 0. Rezultă parametrizările:
Γ1 : x(t) = 0, y(t) = 1− t, z(t) = t, t ∈ [0, 1].
Γ2 : x(t) = t, y(t) = 0, z(t) = 1− t, t ∈ [0, 1].
Γ3 : x(t) = cos t, y(t) = sin t, z(t) = 0, t ∈ [0,

π

2
).

În continuare se aplică definiţia.
c. Curba este o elipsă situată ı̂n planul x− y + z = 0; ı̂nlocuind z = y−x ı̂n
ecuaţia sferei obţinem: x2+y2+(y−x)2 = r2. Pentru a aduce ecuaţia acestei
conice la forma canonică, facem schimbarea de variabile: x−y = u, x+y = v;
obţinem ecuaţia:

u2(√
2
3r
)2 +

v2(√
2r
)2 = 1.

Rezultă parametrizarea:

u(t) = x(t)− y(t) =
√

2
3

r cos t,

v(t) = x(t) + y(t) =
√

2 r sin t,

z(t) = y(t)− x(t) = −
√

2
3

r cos t, t ∈ [0, 2π).

Se obţine:

x(t) =
1
2

r

(√
2
3

cos t +
√

2 sin t

)
,

y(t) =
1
2

r

(
√

2 sin t−
√

2
3

cos t

)
,

z(t) = −
√

2
3

r cos t, t ∈ [0, 2π).

În continuare se aplică definiţia.
d. Ecuaţia canonică a cilindrului este (x− 1)2 + y2 = 1 şi deci

x(t)− 1 = cos t, y(t) = sin t, z(t) = 3− cos t, t ∈ [0, 2π).

În continuare se aplică definiţia.

6. Să se calculeze
∫
Γ

ydx+xdy pe un drum cu capetele A(2, 1) şi B(1, 3).

Soluţie
Forma diferenţială α = ydx + xdy este ı̂nchisă pe R2 şi deci este exactă.
Rezultă că integrala este independentă de drumul particular care uneşte
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punctele A şi B. Integrala se calculează pe un drum particular, de exemplu
pe segmentul [AB], a cărui parametrizare este:

x(t) =
5− t

2
, y(t) = t, t ∈ [1, 3].

O altă metodă constă ı̂n a determina un potenţial scalar f pentru 1-forma
diferenţială α:

f(x, y) =
∫ x

x0

y0dx +
∫ y

y0

xdy = xy + k,

k fiind o constantă arbitrară. Integrala cerută ı̂n enunţ este:∫
Γ

α = f(B)− f(A) = 1,

Γ fiind un drum arbitrar având capetele A şi B.

7. Fie P,Q,R : Ω = {(x, y, z) ; y > 0, z ≥ 0} 7→ R,

P (x, y, z) = x2 − yz +
y

x2 + y2
,

Q(x, y, z) = y2 − zx− x

x2 + y2
,

R(x, y, z) = z2 − xy.

Notând cu ω = Pdx + Qdy + Rdz, să se calculeze
∫
Γ

ω, unde Γ este un

drum parametrizat arbitrar (inclus ı̂n Ω) ce uneşte punctele A(1, 1, 0) şi
B(−1, 1, 0).
Soluţie
Observăm că ω este o 1-formă diferenţială ı̂nchisă:

∂P

∂y
=

x2 − y2

(x2 + y2)2
− z =

∂Q

∂x
,

∂R

∂x
= −y =

∂P

∂z
,

∂Q

∂z
= −x =

∂R

∂y
.

Domeniul Ω este stelat, aşadar ω este exactă pe Ω. Rezultă că
∫
Γ

ω nu

depinde de drumul parametrizat Γ, ci doar de extremităţile A şi B şi de
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orientare (de la A către B).
Fie parametrizarea x(t) = −t, y(t) = 1, z(t) = 0, t ∈ [−1, 1]; obţinem:∫

Γ
ω = −

∫ 1

−1

(
t2 +

1
t2 + 1

)
dt = −2

3
− π

2
.

Să mai facem observaţia că raţionamentul de mai sus nu mai este corect
dacă drumul nu ar fi inclus ı̂n Ω, deoarece, pe un astfel de domeniu ω nu ar
mai fi exactă şi deci integrala nu ar mai fi independentă de drum.
De exemplu, să considerăm punctele C(1,−1, 0), D(−1,−1, 0) şi drumul
Γ1 format prin concatenarea segmentelor (orientate) [AC] ∪ [CD] ∪ [DB].

Atunci
∫
Γ1

ω 6=
∫
Γ

ω. Într-adevăr, cu parametrizarea:

[AC] : x(t) = 1, y(t) = −t, z(t) = 0, t ∈ [−1, 1],
[CD] : x(t)− t, y(t) = −1, z(t) = 0, t ∈ [−1, 1],
[DB] : x(t) = −1, y(t) = t, z(t) = 0, t ∈ [−1, 1].
se obţine: ∫

Γ1

ω =
π

2
− 2

3
+

π

2
− 2

3
+

π

2
+

2
3

= −2
3

+ 3
π

2
.

8. Fie P,Q : R2 \ {(x, y) | xy = −1} 7→ R,

P (x, y) =
y

1 + xy
, Q(x, y) =

x

1 + xy

şi fie α = Pdx + Qdy. Să se calculeze integrala
∫
Γ

α, unde Γ este un drum

arbitrar având capetele A(−1,−1) şi B(3, 3) şi nu intersectează hiperbola
xy = −1.
Soluţie
Forma diferenţială α este ı̂nchisă:

∂P

∂y
=

1
(1 + xy)2

=
∂Q

∂x
, ∀ (x, y) ∈ R2, xy 6= −1.

Mulţimea Ω = {(x, y) ∈ R2 | xy > −1} este stelată, deci pe Ω α este exactă.
Rezultă că integrala este independentă de drumul particular (inclus ı̂n Ω)
care uneşte punctele A şi B. Un potenţial scalar pentru α pe mulţimea Ω
este:

f(x, y) =
∫ x

x0

y0

1 + xy0
dx +

∫ y

y0

x

1 + xy
dy = ln(1 + xy) + k, xy > −1,
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şi deci integrala este: ∫
Γ

α = f(B)− f(A) = ln 5.

9. Să se calculeze circulaţia câmpului de vectori V de-a lungul curbei Γ
ı̂n următoarele cazuri:
a. V = −(x2 + y2)i− (x2 − y2)j,
Γ = {(x, y) ∈ R2 ;x2+y2 = 4, y < 0}∪{(x, y) ∈ R2 ;x2+y2−2x = 0, y ≥ 0}.
b. V = xi + xyj + xyzk,
Γ = {(x, y, z) ∈ R3 ; x2 + y2 = 1} ∩ {(x, y, z) ∈ R3 ; x + z = 3}.
Soluţie
Câmpului de vectori V = Pi+Qj +Rk i se asociază, prin definiţie, 1-forma
diferenţială ω = Pdx + Qdy + Rdz; circulaţia lui V de-a lungul lui Γ este,

prin definiţie integrala curbilinie:
∫
Γ

V dr =
∫
Γ

ω.

a. Notăm:
Γ1 = {(x, y) ∈ R2 ;x2 + y2 = 4, y < 0},

Γ2 = {(x, y) ∈ R2 ;x2 + y2 − 2x = 0, y ≥ 0}.

O parametrizare (̂ın sens trigonometric pozitiv) pentru Γ se obţine astfel:

Γ1 : x(t) = 2 cos t, y(t) = 2 sin t, t ∈ [π, 2π),

Γ2 : x(t) = 1 + cos t, y(t) = sin t, t ∈ [0, π].

b. Parametrizarea este: x(t) = cos t, y(t) = sin t, z(t) = 3−cos t, t ∈ [0, 2π).

10. Să se calculeze următoarele integrale curbilinii de prima speţă:

a.
∫
Γ

yds, Γ : x(t) = ln(sin t)− sin2 t, y(t) =
1
2

sin 2t, t ∈ [π6 , π
4 ].

b.
∫
Γ

xyds, Γ : x(t) = |t|, y(t) =
√

1− t2, t ∈ [−1, 1].

c.
∫
Γ
|x− y|, Γ : x(t) = | cos t|, y(t) = sin t, t ∈ [0, π].

Soluţie
a. Cu definiţia, obţinem:∫

Γ
yds =

∫ π
4

π
6

1
2

sin 2t
√

(ctgt− sin 2t)2 + cos2 2t dt =

=
∫ π

4

π
6

(2 cos2 t− 1) sin tdt =
√

2
3

− 5
12

.
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b. Integrala se descompune ı̂ntr-o sumă de două integrale:∫
Γ

xyds =
∫ 0

−1
−tdt +

∫ 1

0
tdt = 1.

c. Aplicând definiţia, obţinem:∫
Γ
|x− y| ds =

∫ π

0
| | cos t| − sin t | dt = 4(

√
2− 1).

11. Să se calculeze lungimea L a arcului de parabolă

x =
p

2
− y2

2p
, y ∈ [−p, p].

Soluţie
Cu parametrizarea

y(t) = t, x(t) =
p

2
− t2

2p
, t ∈ [−p, p ],

avem:

L =
∫
Γ

ds =
∫ p

−p

√
1 +

t2

p2
dt =

2
p

∫ p

0

√
t2 + p2 dt =

=
2
p

∫ p

0

t2 + p2√
t2 + p2

dt = 2p

∫ p

0

dt√
t2 + p2

+
2
p

∫ p

0

t2√
t2 + p2

dt =

= 4p ln
(
1 +

√
2
)

+
2
p

∫ p

0
t · t√

t2 + p2
dt =

= 4p ln
(
1 +

√
2
)

+
2
p

(
t
√

t2 + p2|p0 −
∫ p

0

√
t2 + p2 dt

)
.

Rezultă:
L = p

(√
2 + 2 ln(1 +

√
2)
)

.

12. Să se calculeze coordonatele centrului de greutate al unui arc de cerc
de rază R şi de măsură α ∈ (0, π), presupus omogen.
Soluţie
Coordonatele centrului de greutate G ale unei curbe plane Γ omogene sunt:

xG =
1
L

∫
Γ

xds, yG =
1
L

∫
Γ

ds,

unde L este lungimea firului. Considerăm originea axelor de coordonate ı̂n
centrul cercului şi fie A şi B două puncte simetrice faţă de axa Ox cu măsura
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arcului AB egală cu α.
Cu parametrizarea x(t) = R cos t, y(t) = R sin t, t ∈ (−α

2 , α
2 ), obţinem:

xG =
1
α

∫ α
2

−α
2

R cos tdt =
2R

α
sin

α

2
, yG = 0.

13. Să se calculeze masa firului material Γ de ecuaţii parametrice:

x(t) = t, y(t) =
1
2
t2, z(t) =

1
3
t3, t ∈ [0, 1],

şi având densitatea F (x, y, z) =
√

2y.
Soluţie
Conform formulei masei:

M =
∫
Γ

F (x, y, z)ds =
∫
Γ

√
2y ds =

∫ 1

0

√
t2 (1 + t2 + t4) dt =

=
∫ 1

0
t
√

1 + t2 + t4 dt =
∫ 1

0
t

√(
t2 +

1
2

)2

+
3
4

dt =

=
1
2

∫ 3
2

1
2

√
u2 +

3
4

du =

=
1
2

∫ 3
2

1
2

u2 + 3
4√

u2 + 3
4

du =
3
8

∫ 3
2

1
2

du√
u2 + 3

4

+
1
2

∫ 3
2

1
2

u2√
u2 + 3

4

du =

=
3
8

ln

(
u +

√
u2 +

3
4

)∣∣∣∣∣
3
2

1
2

+
1
2

u

√
u2 +

3
4

∣∣∣∣∣
3
2

1
2

− 1
2

∫ 3
2

1
2

√
u2 +

3
4

du.

Ultima integrală este M , deci (după calcule) se obţine:

M =
3
8

ln
3 + 2

√
3

3
+

1
4

(
3
√

3− 1
)

.

14. Să se calculeze masa şi coordonatele centrului de greutate ale firului
material Γ cu parametrizarea:

x(t) = t, y(t) = cht, t ∈ [0, 1]
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şi densitatea f(x, y) = y.
Soluţie
Masa firului este:

M =
∫
Γ

yds =
∫ 1

0
cht

√
1 + sh2t dt =

∫ 1

0
ch2tdt =

=
1
2

∫ 1

0
(1 + ch2t) dt =

1
2

(
t +

1
2
sh2t

)∣∣∣∣1
0

=
1
4

(2 + sh2) .

Coordonatele centrului de greutate:

xG =
1
M

∫ 1

0
t ch2tdt =

1
2M

∫ 1

0
(t + t ch2t) dt =

=
1

2M

(
t2

2

∣∣∣∣∣
1

0

+
1
2
t sh2t

∣∣∣∣1
0
− 1

2

∫ 1

0
sh2tdt

 =
1

8M
(3 + 2 sh2− ch2) .

yG =
1
M

∫
0
ch3tdt =

1
M

∫ 1

0

(
1 + sh2t

)
shtdt =

=
1
M

(
sht +

1
3
sh3t

)∣∣∣∣1
0

=
1
M

(
sh1 +

1
3
sh31

)
.

3.3 Integrale de suprafaţă

15. În fiecare din exemplele următoare se dă o pânză parametrizată
D 3 (u, v) 7→ Φ(u, v) = (X(u, v), Y (u, v), Z(u, v)) ∈ R3.
Să se calculeze vectorii tangenţi la suprafaţă şi versorul normalei la suprafaţă.
Să se găsească ı̂n fiecare caz şi ecuaţia ı̂n coordonate carteziene.
a. Sfera; fie R > 0; Φ : [0, π]× [0, 2π) 7→ R3,

Φ(θ, ϕ) = (R sin θ cos ϕ, R sin θ sinϕ, R cos θ).

b. Paraboloidul; fie a > 0, h > 0; Φ : [0, h]× [0, 2π) 7→ R3,

Φ(u, v) = (au cos v, au sin v, u2).

c. Elipsoidul; fie a > 0, b > 0, c > 0; Φ : [0, π]× [0, 2π) 7→ R3,

Φ(θ, ϕ) = (a sin θ cos ϕ, b sin θ sin ϕ, c cos θ).
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d. Conul; fie h > 0; Φ : [0, 2π)× [0, h] 7→ R3,

Φ(u, v) = (v cos u, v sinu, v).

e. Cilindrul; fie a > 0, 0 ≤ h1 ≤ h2; Φ : [0, 2π)× [h1, h2] 7→ R3,

Φ(ϕ, z) = (a cos ϕ, a sinϕ, z).

f. Parametrizare carteziană; fie D ⊂ R2 şi fie f : D 7→ R, f ∈ C1(D).

Φ : D 7→ R3, Φ(x, y) = (x, y, f(x, y)).

g. Suprafaţă de rotaţie ı̂n jurul axei Oz:
Fie 0 < r1 < r2 şi fie f : [r1, r2] 7→ R, f ∈ C1(D).

Φ : [r1, r2]× [0, 2π) 7→ R3, Φ(r, ϕ) = (r cos ϕ, r sinϕ, f(r)).

h. Torul; fie 0 < a < b; Φ : [0, 2π)× [0, 2π) 7→ R3,

Φ(u, v) = ((a + b cos u) cos v, (a + b cos u) sin v, b sinu) .

Soluţie

Vectorii tangenţi la suprafaţă sunt
∂Φ
∂u

şi
∂Φ
∂v

, iar versorul normalei este

1
‖ ∂Φ

∂u ×
∂Φ
∂v ‖

∂Φ
∂u

× ∂Φ
∂v

.

16. În continuare, ω = Pdy ∧ dz + Qdz ∧ dx + Rdx ∧ dy este o 2-formă
diferenţială iar Σ este imaginea unei pânze parametrizate; să se calculeze

integrala de suprafaţă
∫
Σ

ω.

a. ω = ydy ∧ dz + zdz ∧ dx + xdx ∧ dy,
Σ : X(u, v) = u cos v, Y (u, v) = u sin v, Z(u, v) = cv,
(u, v) ∈ [a, b]× [0, 2π).
b. ω = xdy ∧ dz + ydz ∧ dx + zdx ∧ dy,
Σ : x2 + y2 + z2 = R2.
c. ω = yzdy ∧ dz + zxdz ∧ dx + xydx ∧ dy,

Σ :
x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1.

d. ω = xdy ∧ dz + ydz ∧ dx,
Σ : x2 + y2 = z2, z ∈ [1, 2].
e. ω = (y + z)dy ∧ dz + (x + y)dx ∧ dy,
Σ : x2 + y2 = a2, z ∈ [0, 1].
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Soluţie
Aplicăm definiţia integralei de suprafaţă de speţa a doua.
a. Iacobienii:

D(Y, Z)
D(u, v)

= c sin v,
D(Z,X)
D(u, v)

= −c cos v,
D(X, Y )
D(u, v)

= u,

şi deci:∫
Σ

ω =
∫ b

a
du

∫ 2π

0

(
cu sin2 v − c2v cos v + u2 cos v

)
dv =

1
2
πc
(
b2 − a2

)
b. Parametrizăm sfera de centru O şi rază R:

X(θ, ϕ) = R sin θ cos ϕ, Y (θ, ϕ) = R sin θ sinϕ, Z(θ, ϕ) = R cos θ,

domeniul parametrizării (θ, ϕ) ∈ D = [0, π]× [0, 2π).

D(Y, Z)
D(θ, ϕ)

= R2 sin2 θ cos ϕ,

D(Z,X)
D(θ, ϕ)

= R2 sin2 θ sin ϕ,

D(X, Y )
D(θ, ϕ)

= R2 sin θ cos θ

Rezultă
∫
Σ

ω = 4πR3.

c. Parametrizarea canonică a elipsoidului este:

X(θ, ϕ) = aR sin θ cos ϕ, Y (θ, ϕ) = bR sin θ sinϕ, Z(θ, ϕ) = cR cos θ,

θ ∈ [0, π], ϕ ∈ [0, 2π).

În continuare calculul este asemănător cu cel de la punctul anterior.
d. Parametrizarea canonică a conului este:

X(u, v) = v cos u, Y (u, v) = v sinu, Z(u, v) = v,

(u, v) ∈ D = [0, 2π)× [1, 2].

Iacobienii:

D(Y, Z)
D(u, v)

= v cos u,
D(Z,X)
D(u, v)

= v sinu,
D(X, Y )
D(u, v)

= −v.
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Rezultă integrala:∫
Σ

ω =
∫ ∫

D

(
v2 cos2 u + v2 sin2 u

)
dudv =

14
3

π.

e. Parametrizarea canonică a cilindrului este: (ϕ, z) ∈ D = [0, 2π)× [0, 1],

X(ϕ, z) = a cos ϕ, Y (ϕ, z) = a sinϕ, Z(ϕ, z) = z, .

Iacobienii:

D(Y, Z)
D(ϕ, z)

= a cos ϕ,
D(Z,X)
D(ϕ, z)

= a sinϕ,
D(X, Y )
D(ϕ, z)

= 0.

Rezultă integrala:∫
Σ

ω =
∫ ∫

D
(a sinϕ + z) a cos ϕ dϕdz = 0.

17. Să se calculeze integralele de suprafaţă:

a.
∫
Σ

xzdy ∧ dz + yzdz ∧ dx + (x + y)dx ∧ dy,

Σ = {(x, y, z) ; x2 + y2 = a2, x > 0, y > 0, 0 < z < h}.
b.
∫
Σ

xdy ∧ dz + ydz ∧ dx + zdx ∧ dy,

Σ = {(x, y, z) ; x2 + y2 + z2 = R2, x > 0, y > 0, z > 0}.
Soluţie
a. Parametrizarea lui Σ (o submulţime a unui cilindru) este:

X(ϕ, z) = a cos ϕ, Y (ϕ, z) = a sinϕ, Z(ϕ, z) = z,

domeniul parametrizării fiind (ϕ, z) ∈ D =
(
0, π

2

)
× (0, h). Rezultă:∫

Σ
xzdy ∧ dz + yzdz ∧ dx + (x + y)dx ∧ dy =

∫ ∫
D

a2zdϕdz =
a2h2

4
π.

b. Porţiunea de sferă Σ are parametrizarea:

X(θ, ϕ) = R sin θ cos ϕ, Y (θ, ϕ) = R sin θ sinϕ, Z(θ, ϕ) = R cos θ,

domeniul parametrizării (θ, ϕ) ∈ D = [0, π
2 ]× [0, π

2 ).
În continuare calculul este similar cu cel din exerciţiul anterior (punctul b).
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18. Să se calculeze integrala de suprafaţă de prima speţă∫
Σ

F (x, y, z)dσ

ı̂n următoarele cazuri:
a. F (x, y, z) = |xyz|, Σ : z2 = x2 + y2, z ∈ [0, 1].
b. F (x, y, z) = y

√
z, Σ : x2 + y2 = 6z, z ∈ [0, 2].

c. F (x, y, z) = z2, Σ = {(x, y, z) ; z =
√

x2 + y2, x2 + y2 − 6y ≤ 0.}.
Soluţie
Se aplică definiţia integralei de suprafaţă de prima speţă.
a. Parametrizarea carteziană a conului este:

z = f(x, y) =
√

x2 + y2, D = {(x, y) ; x2 + y2 ≤ 1}.

Rezultă:∫
Σ
|xyz|dσ =

∫ ∫
D
|xy|

√
x2 + y2

√
1 +

x2

x2 + y2
+

y2

x2 + y2
dxdy =

=
√

2
∫ ∫

D
|xy|

√
x2 + y2dxdy =

4
√

2
5

.

b. Parametrizarea carteziană a paraboloidului este:

z = f(x, y) =
1
6
(x2 + y2), D = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ 12}.

Rezultă: ∫
Σ

y
√

zdσ =
∫ ∫

D
y

√
1
6
(x2 + y2)

√
1 +

1
9
(x2 + y2) dxdy =

=
1√
6

∫ 2π

0
dϕ

∫ √
12

0
ρ3

√
1 +

ρ2

9
sinϕ = 0.

c. Cu parametrizarea carteziană

z =
√

x2 + y2, (x, y) ∈ D = {(x, y) | x2 + y2 ≤ 6y}.

rezultă: ∫
Σ

z2dσ =
∫ ∫

D
(x2 + y2)dxdy =

=
∫ π

0
dϕ

∫ 6 sin ϕ

0
ρ3dρ =

243
2

π.
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19. Să se calculeze ariile suprafeţelor:
a. sfera de rază R.
b. conul z2 = x2 + y2, z ∈ [0, h].
c. paraboloidul z = x2 + y2, z ∈ [0, h].
Soluţii
a. Parametrizarea canonică a sferei este:

X(θ, ϕ) = R sin θ cos ϕ, Y (θ, ϕ) = R sin θ sinϕ, Z(θ, ϕ) = R cos θ,

domeniul parametrizării (θ, ϕ) ∈ D = [0, π]× [0, 2π).
Notând Φ(θ, ϕ) = (X(θ, ϕ), Y (θ, ϕ), Z(θ, ϕ)), rezultă:

∂Φ
∂θ

× ∂Φ
∂ϕ

=

= (R cos θ cos ϕ, R cos θ sinϕ,−R sin θ)× (−R sin θ sinϕ, R sin θ cos ϕ, 0) =

=
(
R2 sin2 θ cos ϕ, R2 sin2 θ sinϕ, R2 sin θ cos θ

)
.

Elementul de suprafaţă este:

‖ ∂Φ
∂θ

× ∂Φ
∂ϕ

‖= R2 sin θ.

Rezultă aria sferei SR∫
SR

dσ =
∫ ∫

D
r2 sin θ dθdϕ = 4πR2.

b. Parametrizarea carteziană a conului este:

z =
√

x2 + y2, (x, y) ∈ D = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ h2}.

Rezultă aria conului Ch:∫
Ch

dσ =
∫ ∫

D

√
2dxdy =

√
2πh2.

c. Parametrizarea carteziană a paraboloidului este:

z = x2 + y2, (x, y) ∈ D = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ h}.

Rezultă aria paraboloidului Ph:∫
Ph

dσ =
∫ ∫

D

√
1 + 4x2 + 4y2dxdy =
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=
∫ 2π

0
dϕ

∫ √
h

0
ρ
√

1 + 4ρ2dρ =
π

6

(√
(1 + 4h)3 − 1

)
.

20. Să se calculeze aria A a suprafeţei Σ ı̂n următoarele cazuri:
a. Σ : 2z = 4− x2 − y2, z ∈ [0, 1].
b. Σ este submulţimea de pe sfera x2 + y2 + z2 = 1, situată ı̂n interiorul
conului x2 + y2 = z2.
c. Σ este submulţimea de pe sfera x2 + y2 + z2 = R2, situată ı̂n interiorul
cilindrului x2 + y2 −Ry = 0.
d. Σ este submulţimea de pe paraboloidul z = x2 + y2 situată ı̂n interiorul
cilindrului x2 + y2 = 2y.
e. Σ este torul.
Soluţie

Aria suprafeţei Σ este A =
∫
Σ

dσ.

a. A =
∫ ∫

D

√
1 + x2 + y2dxdy, D = {(x, y) ; 2 ≤ x2 + y2 ≤ 4}.

b. A = 2
∫ ∫

D

1√
1− x2 − y2

dxdy, D = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ 1
2
}.

c. A = 2
∫ ∫

D

R√
R2 − x2 − y2

dxdy, D = {(x, y) ; x2 + y2 ≤ Ry}.

d. A =
∫ ∫

D

√
1 + 4x2 + 4y2dxdy, D = {(x, y) ; x2 + y2 ≤ 2y}.

e. A =
∫ ∫

D
(a + b cos u)dudv, D = [0, 2π]× [0, 2π].

21. Să se calculeze fluxul câmpului de vectori V prin suprafaţa Σ ı̂n
următoarele cazuri:
a. V = xi + yj + zk, Σ : z2 = x2 + y2, z ∈ [0, 1].
b. V = yi− xj + z2k, Σ : z = x2 + y2, z ∈ [0, 1].

c. V =
1√

x2 + y2

(
yi− xj + k

)
, Σ : z = 4− x2 − y2, z ∈ [0, 1].

Soluţie
Fluxul câmpului de vectori V prin suprafaţa Σ ı̂n raport cu normala n este,

prin definiţie, FΣ(V ) =
∫
Σ

V ndσ, n fiind versorul normalei la suprafaţa Σ.

Dacă Φ : D 7→ R3 este o parametrizare a lui Σ, atunci fluxul este:

FΣ(V ) =
∫
Σ

V ndσ =
∫ ∫

D
(V ◦ Φ)

(
∂Φ
∂u

× ∂Φ
∂v

)
dudv =

=
∫ ∫

D

(
V ◦ Φ,

∂Φ
∂u

,
∂Φ
∂v

)
dudv,
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ultima paranteză fiind produsul mixt al vectorilor V ◦ Φ,
∂Φ
∂u

şi
∂Φ
∂v

.

a. Considerând parametrizarea carteziană z =
√

x2 + y2, obţinem

n =
1√

2(x2 + y2)

(
−xi− yj +

√
x2 + y2k

)
şi deci fluxul este 0 deoarece vectorii V şi n sunt ortogonali.
b. Considerând parametrizarea carteziană

z = x2 + y2, D = {(x, y) ; x2 + y2 ≤ 1},

obţinem:

FΣ(V ) =
∫ ∫

D
(x2 + y2)2dxdy =

∫ 1

0
dρ

∫ 2π

0
ρ5dϕ =

π

3
.

c. Cu parametrizarea carteziană

z = 4− x2 − y2, D = {(x, y) ; 3 ≤ x2 + y2 ≤ 4},

obţinem:

FΣ(V ) =
∫ ∫

D

1√
x2 + y2

dxdy =
∫ 2

√
3
dρ

∫ 2π

0
dϕ = 2π(2−

√
3).

22. Fie a < b două numere reale şi f, g : [a, b] 7→ R două funcţii continue
astfel ı̂ncât f(t) ≥ 0, ∀ t ∈ [a, b]. Fie Γ o curbă (situată in planul y = 0) de
parametrizare

x(t) = f(t), y(t) = 0, z(t) = g(t)

şi fie Σ suprafaţa de rotaţie obţinută prin rotirea curbei Γ ı̂n jurul axei Oz.
Să se calculeze aria suprafeţei Σ.
Soluţie
Parametrizarea suprafeţei Σ este

Φ(u, v) = (f(u) cos v, f(u) sin v, g(u)), (u, v) ∈ [a, b]× [0, 2π]

şi deci aria este:

A(Σ) =
∫
Σ

dσ =
∫ 2π

0
dv

∫ b

a
|f(u)|

√
(f ′(u))2 + (g′(u))2 du =

= 2π

∫ b

a
f(u)

√
(f ′(u))2 + (g′(u))2 du.
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Abscisa centrului de greutate al curbei (omogene) Γ este

xG =
∫
Γ xds∫
Γ ds

=
1
L

∫ b

a
f(u)

√
(f ′(u))2 + (g′(u))2 du,

unde, L este lungimea lui Γ. Rezultă deci A(Σ) = 2πLxG.

23. Să se calculeze masa şi coordonatele centrului de greutate ale unei
semisfere S de rază R şi având densitatea constantă c.
Soluţie

Masa este dată de formula M =
∫
S

cdσ, iar coordonatele centrului de greu-
tate sunt:

xG =
1
M

∫
S

cx dσ, yG =
1
M

∫
S

cydσ, zG =
1
M

∫
S

czdσ.

Considerând semisfera cu centrul ı̂n origine şi situată ı̂n semiplanul z > 0,
parametrizarea este:

X(θ, ϕ) = R sin θ cos ϕ,

Y (θ, ϕ) = R sin θ cos ϕ,

Z(θ, ϕ) = R cos θ, (θ, ϕ) ∈ [0,
π

2
]× [0, 2π].

Rezultă:

M =
∫
S

c dσ =
∫ 2π

0
dϕ

∫ π
2

0
cR2 sin θ dθ = 2πR2c.

Din motive de simetrie (sau calcul direct) rezultă xG = yG = 0.

zG =
1
M

∫
S

cz dσ =
1
M

∫ 2π

0
dϕ

∫ π
2

0
cR3 sin θ cos θ dθ =

R

2
.



Capitolul 4

Formule integrale

4.1 Noţiuni teoretice

Formula Green-Riemann
Fie (K, ∂K) un compact cu bord orientat inclus ı̂n R2 (orientarea pe ∂K
este sensul trigonometric pozitiv) şi fie

α = Pdx + Qdy

o 1-formă diferenţială de clasă C1 pe o vecinătate a lui K; atunci:∫
∂K

Pdx + Qdy =
∫ ∫

K

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy.

Dacă V = Pi+Qj este câmpul vectorial asociat (̂ın mod canonic) formei
diferenţiale α, atunci formula se scrie sub forma:∫

∂K
V dr =

∫ ∫
K

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy.

O consecinţă este următoarea formulă pentru arie (notaţiile şi orientarea
pe bordul ∂K sunt cele de mai sus):

aria(K) =
1
2

∫
∂K

xdy − ydx.

Formula Gauss-Ostrogradski
Fie K ⊂ R3 un compact cu bord orientat ( bordul ∂K orientat după normala
exterioară). Atunci, pentru orice 2-formă diferenţială

ω = Pdy ∧ dz + Qdz ∧ dx + Rdx ∧ dy

63
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de clasă C1 pe o vecinătate a lui K, are loc egalitatea:∫
∂K

Pdy ∧ dz + Qdz ∧ dx + Rdx∧ dy =
∫ ∫ ∫

K

(
∂P

∂x
+

∂Q

∂y
+

∂R

∂z

)
dxdydz.

Dacă notăm cu V = Pi + Qj + Rk câmpul vectorial asociat (̂ın mod
canonic) 2-formei diferenţiale ω, atunci formula de mai sus se scrie:∫

∂K
V ndσ =

∫ ∫ ∫
K

div(V )dxdydz,

unde, n este normala exterioară la ∂K, iar div(V ) = ∂P
∂x + ∂Q

∂y + ∂R
∂z este

divergenţa lui V . Observăm că membrul stâng este fluxul câmpului V prin
suprafaţa ∂K, de aceea formula Gauss-Ostrogradski se mai numeşte şi for-
mula flux-divergenţă.

Formula lui Stokes
Fie (Σ, ∂Σ) o suprafaţă bordată orientată (orientarea pe Σ este compatibilă
cu orientarea pe bordul ∂Σ) şi fie α = Pdx+Qdy+Rdz o 1-formă diferenţială
de clasă C1 pe o vecinătate a lui Σ; atunci:∫

∂Σ
Pdx + Qdy + Rdz =

=
∫
Σ

(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
dy ∧ dz +

(
∂P

∂z
− ∂R

∂x

)
dz ∧ dx +

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dx ∧ dy.

Dacă V = Pi + Qj + Rk este câmpul vectorial asociat (̂ın mod canonic)
formei diferenţiale α, atunci formula lui Stokes se scrie:∫

∂Σ
V dr =

∫
Σ
(rotV ) n dσ,

orientările pe curba (̂ınchisă) ∂Σ şi pe suprafaţa Σ fiind compatibile.

În exerciţiile care urmează, se sub̂ınţelege, atunci când este cazul, că
orientările pe curbe şi suprafeţe sunt compatibile, adică sunt ı̂ndeplinite
ipotezele formulelor de mai sus.
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4.2 Formula Green-Riemann

1. Să se calculeze direct şi aplicând formula Green-Riemann integrala cur-

bilinie
∫
Γ

α ı̂n următoarele cazuri:

a. α = y2dx + xdy,
Γ este pătratul cu vârfurile A(0, 0), B(2, 0), C(2, 2), D(0, 2).
b. α = ydx + x2dy, Γ este cercul cu centrul ı̂n origine şi de rază 2.
c. α = ydx− xdy, Γ este elipsa de semiaxe a şi b şi de centru O.
Soluţie
Calculul direct al integralelor ı̂l lăsăm ca exerciţiu. Calculăm integralele
aplicând formula Green-Riemann; notăm cu K compactul mărginit de Γ.
a. Compactul K este interiorul pătratului:∫

y2dx + xdy =
∫ ∫

K
(1− 2y)dxdy =

∫ 2

0
dx

∫ 2

0
(1− 2y)dy = −4.

b. Compactul K este discul de centru O şi rază 2; pentru calculul integralei
duble folosim coordonatele polare (ρ, ϕ):∫

Γ
ydx + x2dy =

∫ ∫
K

(2x− 1)dxdy =
∫ 2

0
dρ

∫ 2π

0
(2ρ cos ϕ− 1)ρdϕ = −4π.

c. Compactul K este interiorul elipsei; pentru calculul integralei duble
folosim coordonatele polare generalizate:∫

Γ
ydx− xdy =

∫ ∫
K

2dxdy =
∫ 1

0
dρ

∫ 2π

0
2abρdϕ = 2πab.

2. Fie α =
−y

x2 + y2
dx +

x

x2 + y2
dy.

a. Să se calculeze integrala curbilinie
∫
C(O,R)

α, unde, am notat cu C(O,R)

cercul de centru O şi rază R > 0.

b. Să se calculeze
∫
Γ

α, unde, Γ este o curbă arbitrară ı̂nchisă astfel ı̂ncât

O 6∈ Γ.
Soluţie
a. Să observăm, mai ı̂ntâi că α ∈ C1(R2\{O}), deci pentru calculul integralei
de la punctul a nu se poate aplica formula Green-Riemann. Folosim definiţia
integralei curbilinii; parametrizăm cercul:

x(t) = R cos t, y(t) = R sin t, t ∈ [0, 2π)



66 CAPITOLUL 4. FORMULE INTEGRALE

şi obţinem: ∫
C(O,R)

α =
∫ 2π

0
dt = 2π.

b. Notăm cu K compactul mărginit de curba Γ. Distingem două cazuri:
dacă O 6∈ K (se poate aplica formula Green-Riemann) sau dacă O ∈ K (nu
se poate aplica formula Green-Riemann).
Presupunem mai ı̂ntâi că O 6∈ K; atunci:∫

Γ
α =

∫ ∫
K

(
∂

∂x

(
x

x2 + y2

)
− ∂

∂y

(
− y

x2 + y2

))
dxdy = 0.

Presupunem acum că O ∈ K; fie R > 0 astfel ı̂ncât C(O,R) este inclus ı̂n
interiorul lui K. Notăm cu D(O,R) discul deschis de centru O şi rază R.
Fie A compactul A = K \D(O,R). Bordul orientat al lui A este reuniunea
∂A = Γ∪C(O,R), sensul pe cerc fiind sensul trigonometric negativ. Deoarece
O 6∈ A, avem: ∫

∂A
α =

∫ ∫
A

0dxdy = 0.

Rezultă: ∫
Γ

α =
∫
C(O,R)

α = 2π.

3. Fie α =
x− y

x2 + y2
dx +

x + y

x2 + y2
dy. Să se calculeze integrala curbilinie∫

Γ
α, unde Γ este o curbă arbitrară ı̂nchisă cu O 6∈ Γ.

Soluţie
Observăm că α este o 1-formă diferenţială ı̂nchisă. În continuare aplicăm
raţionamentul de la exerciţiul precedent.

4. Să se calculeze următoarele integrale curbilinii direct şi aplicând for-
mula Green-Riemann:

a.
∫
Γ

e
x2

a2 + y2

b2 (−ydx + xdy), Γ = {(x, y) | x2

a2
+

y2

b2
= 1}.

b.
∫
Γ

xydx +
x2

2
dy,

Γ = {(x, y) | x2 + y2 = 1, x ≤ 0 ≤ y} ∪ {(x, y) | x + y = −1, x ≤ 0, y ≤ 0}.
Soluţie
Pentru calculul direct se parametrizează cele două curbe şi se aplică definiţia
integralei curbilinii. Vom calcula acum integralele cu ajutorul formulei
Green-Riemann.
a. Elipsa Γ este ı̂nchisă iar 1-forma diferenţială este de clasă C1 pe R2,
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deci putem aplica formula Green-Riemann (notăm K mulţimea compactă
mărginită de Γ):

∫
Γ

e
x2

a2 + y2

b2 (−ydx + xdy) =
∫ ∫

K
2e

x2

a2 + y2

b2

(
1 +

x2

a2
+

y2

b2

)
dxdy,

integrala dublă calculându-se cu coordonate polare generalizate.
b. Curba Γ nu este ı̂nchisă, deci nu putem aplica direct formula Green-
Riemann. Fie A(0,−1) şi B(0, 1) şi fie [AB] segmentul orientat (de la A
către B) determinat de aceste puncte. Fie Λ = Γ ∪ [AB]; atunci Λ este o
curbă ı̂nchisă şi deci, aplicând formula Green-Riemann, obţinem (notăm cu
K compactul mărginit de Λ):∫

Λ
xydx +

x2

2
dy =

∫ ∫
K

0dxdy = 0.

Rezultă deci: ∫
Γ

xydx +
x2

2
dy = −

∫
[AB]

xydx +
x2

2
dy = 0,

ultima integrală curbilinie calculându-se imediat cu definiţia.

5. Să se calculeze aria mulţimii mărginite de curba Γ ı̂n următoarele
cazuri:

a.
x2

a2
+

y2

b2
= 1, (a > 0, b > 0).

b. x
2
3 + y

2
3 = 1.

Soluţie

Aria mulţimii mărginite de curba Γ este A =
1
2

∫
Γ

xdy − ydx.

a. Cu parametrizarea x(t) = a cos t, y(t) = b sin t, t ∈ [0, 2π), obţinem:

A =
1
2

∫
Γ

ab
(
cos2 t + sin2 t

)
dt = πab.

b. Cu parametrizarea x(t) = cos3 t, y(t) = sin3 t, t ∈ [0, 2π), obţinem:

A =
1
2

∫
Γ

xdy − ydx =
3
2

∫ 2π

0
sin2 t cos2 tdt =

3
8
π.
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6. a. Fie ρ = ρ(t), t ∈ [a, b] ecuaţia ı̂n coordonate polare a unei curbe

ı̂nchise Γ. Să se demonstreze că aria interiorului lui Γ este A =
1
2

∫ b

a
ρ2(t)dt.

Fie a > 0, b > 0; să se calculeze ariile mulţimilor mărginite de curbele de
ecuaţii (̂ın coordonate polare):

b. ρ(t) =
ab√

a2 sin2 t + b2 cos2 t
, t ∈ [0, 2π].

c. ρ(t) = a(1 + cos t), t ∈ [0, π].
Soluţie
a. Cu parametrizarea x(t) = ρ(t) cos t, y(t) = ρ(t) sin t, t ∈ [a, b], obţinem:

A =
1
2

∫
Γ

xdy − ydx =
1
2

∫ b

a
ρ2(t)dt.

b. A =
1
2

∫ 2π

0

a2b2

a2 sin2 t + b2 cos2 t
dt = 2a2b2

∫ ∞

0

du

a2u2 + b2
= πab.

c. Analog.

7. Să se calculeze circulaţia câmpului de vectori V pe curba Γ ı̂n cazurile:
a. V = y2i + xyj,
Γ = {(x, y);x2 + y2 = 1, y > 0} ∪ {(x, y); y = x2 − 1, y ≤ 0}.
b. V = ex cos yi− ex sin yj.
Γ este o curbă arbitrară conţinută ı̂n semiplanul superior care uneşte punctele
A(1, 0) şi B(−1, 0), sensul fiind de la A către B.
Soluţie
a. Vom aplica formula Green-Riemann; notând cu K interiorul curbei Γ,
obţinem: ∫

Γ
V dr =

∫ ∫
K
−ydxdy = −

∫ 1

−1
dx

∫ √
1−x2

x2−1
ydy.

b. Curba nu este ı̂nchisă; fie [BA] segmentul orientat (de la B către A) şi
fie curba ı̂nchisă Λ = Γ ∪ [BA]. Calculăm circulaţia lui V pe curba Λ cu
ajutorul formulei Green-Riemann (notăm cu K compactul mărginit de Λ):∫

Λ
V dr =

∫ ∫
K

0dxdy = 0,

deci circulaţia pe curba Γ este egală cu circulaţia pe segmentul orientat
[AB]: ∫

Γ
V dr =

∫
[AB]

V dr = −
∫ 1

0
etdt = 1− e.
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8. Fie a < b, fie γ : [a, b] 7→ R2, γ(t) = (x(t), y(t)), un drum parametrizat
ı̂nchis (γ(a) = γ(b)) , orientat ı̂n sens trigonometric pozitiv şi fie K com-
pactul mărginit de imaginea lui γ. Într-un punct arbitrar γ(t) = (x(t), y(t)),
considerăm vectorul normal la γ, n(t) = (y′(t),−x′(t)). Să se demonstreze
că pentru orice câmp de vectori V de clasă C1 pe o vecinătate a lui K, avem:∫ b

a
V (γ(t))n(t)dt =

∫ ∫
K

div(V )dxdy.

Soluţie
Din definiţia integralei curbilinii, rezultă:∫ b

a
V (γ(t))n(t)dt =

∫
γ
Pdy −Qdx.

Aplicând ultimei integrale curbilinii formula Green-Riemann, obţinem:∫ b

a
V (γ(t))n(t)dt =

∫
γ
Pdy −Qdx =

=
∫ ∫

K

(
∂P

∂x
+

∂Q

∂y

)
dxdy =

∫ ∫
K

div(V )dxdy.

9. Formula de medie pentru funcţii armonice
O funcţie f : U ⊆ R2 7→ R se numeşte armonică pe U dacă

∆f =
∂2f

∂x2
+

∂2f

∂y2
= 0pe U.

Fie f o funcţie armonică pe discul unitate. Atunci:

f((0, 0)) =
1
2π

∫ 2π

0
f(ρ cos t, ρ sin t)dt, ∀ρ ∈ (0, 1),

egalitate numită formula de medie pentru funcţii armonice.
Soluţie
Fie ρ ∈ (0, 1) şi fie

g(ρ) =
1
2π

∫ 2π

0
f(ρ cos t, ρ sin t)dt.

Vom demonstra că funcţia g este constantă.
Pentru aceasta, calculăm derivata sa:

g′(ρ) =
1
2π

∫ 2π

0

(
∂f

∂x
(ρ cos t, ρ sin t) cos t +

∂f

∂y
(ρ cos t, ρ sin t) sin t

)
dt =
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=
1

2πρ

∫ 2π

0

(
∂f

∂x
(ρ cos t, ρ sin t),

∂f

∂y
(ρ cos t, ρ sin t)

)
· (ρ cos t, ρ sin t) dt.

Vom aplica acum rezultatul exerciţiului 8 de mai sus.
Vectorul n = (ρ cos t, ρ sin t) este vectorul normal (exterior) la cercul de

centru O şi rază ρ, iar câmpul vectorial V =
∂f

∂x
i +

∂f

∂y
j. Obţinem (notăm

cu K discul de centru O şi rază ρ):

g′(ρ) =
1

2πρ

∫ ∫
K

∆fdxdy = 0.

Rezultă deci că funcţia g este constantă pe intervalul (0, 1); ı̂n consecinţă,
avem:

1
2π

∫ 2π

0
f(ρ cos t, ρ sin t)dt = g(ρ) = lim

ρ→0
g(ρ) =

=
1
2π

∫ 2π

0
f((0, 0)) = f((0, 0)).

4.3 Formula Gauss-Ostrogradski

10. Să se calculeze integrala de suprafaţă
∫
Σ

ω ı̂n următoarele cazuri:

a. ω = x2dy ∧ dz − 2xydz ∧ dx + z3dx ∧ dy.
Σ = {(x, y, z) ; x2 + y2 + z2 = 9}.
b. ω = yzdy ∧ dz − (x + z)dz ∧ dx + (x2 + y2 + 3z)dx ∧ dy.
Σ = {(x, y, z);x2 + y2 = 4− 2z, z ≥ 1} ∪ {(x, y, z);x2 + y2 ≤ 4− 2z, z = 1}.
c. ω = x(z + 3)dy ∧ dz + yzdz ∧ dx− (z + z2)dx ∧ dy.
Σ = {(x, y, z);x2 + y2 + z2 = 1, z ≥ 0}.
Soluţie
a. Fie K = {(x, y, z);x2 + y2 + z2 ≤ 9};
aplicând formula Gauss-Ostrogradski (sunt verificate ipotezele), obţinem:∫

Σ
x2dy ∧ dz − 2xydz ∧ dx + z3dx ∧ dy =

∫ ∫ ∫
K

3z2dxdydz,

integrala triplă calculându-se folosind coordonate sferice.
b. Fie K compactul mărginit de suprafaţa (̂ınchisă) Σ şi fie
D = {(x, y); x2 + y2 ≤ 2} proiecţia lui K pe planul xOy; aplicând formula
Gauss-Ostrogradski, obţinem:∫

Σ
ω =

∫ ∫ ∫
K

3dxdydz = 3
∫ ∫

D
dxdy

∫ 2− 1
2
(x2+y2)

1
dz.



4.3. FORMULA GAUSS-OSTROGRADSKI 71

c. Suprafaţa Σ nu este ı̂nchisă, deci formula Gauss-Ostrogradski nu se poate
aplica.
Fie D = {(x, y, z) ; x2 + y2 ≤ 1, z = 0} şi fie S = Σ ∪ D, orientată cu
normala exterioară (pe D normala este −k). Fie K compactul al cărui bord
(orientat) este suprafaţa (̂ınchisă) S. Aplicând formula Gauss-Ostrogradski,
obţinem:∫

S
x(z + 3)dy ∧ dz + yzdz ∧ dx− (z + z2)dx ∧ dy =

∫ ∫ ∫
K

2dxdydz =
4π

3
.

Rezultă deci:∫
Σ

x(z + 3)dy ∧ dz + yzdz ∧ dx− (z + z2)dx ∧ dy =

=
4π

3
−
∫

D
x(z + 3)dy ∧ dz + yzdz ∧ dx− (z + z2)dx ∧ dy.

Calculând ultima integrală de suprafaţă cu definiţia, obţinem:∫
D

x(z + 3)dy ∧ dz + yzdz ∧ dx− (z + z2)dx ∧ dy = −
∫ ∫

D
0dxdy = 0,

şi deci
∫
Σ

ω = 4π3

3 .

11. Să se calculeze integrala de suprafaţă
∫
Σ

ω direct şi folosind formula

Gauss-Ostrogradski ı̂n următoarele cazuri:
a. ω = x(y − z)dy ∧ dz + y(z − x)dz ∧ dx + z(x− y)dx ∧ dy.
Σ = {(x, y, z) ; z = 1− x2 − y2, z > 0} ∪ {(x, y, z) x2 + y2 ≤ 1, z = 0}.
b. ω = x2(y − z)dy ∧ dz + y2(z − x)dz ∧ dx + z2(x− y)dx ∧ dy.
Σ = {(x, y, z); z2 = x2 + y2, 0 < z ≤ 1}.
Soluţie
Analog cu exerciţiul anterior; ı̂n cazul b trebuie să reunim la Σ discul
D = {(x, y, z);x2 + y2 ≤ 1, z = 1}, orientat după normala k. Obţinem∫
Σ

ω = −
∫ 1

0
dρ

∫ 2π

0
ρ2(cos ϕ− sinϕ)dϕ = 0.

12. Fie a, b, c trei numere strict pozitive. Să se calculeze fluxul câmpului
vectorial:

V = x(xy + az)i− y(xy − az)j + z3k

prin suprafaţa Σ de ecuaţie:(
x2

a2
+

y2

b2

)2

+
z2

c2
= 1.
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Soluţie
Ecuaţia suprafeţei Σ se poate scrie sub forma echivalentă:

x2

a2
+

y2

b2
=

√
1− z2

c2
,

deci z ∈ [−c, c]. Intersecţiile suprafeţei Σ cu plane orizontale (z = constant)
sunt elipsele S(z) de ecuaţii:

x2(
a 4

√
1− z2

c2

)2 +
y2(

b 4

√
1− z2

c2

)2 = 1.

Semiaxele acestor elipse sunt

a
4

√
1− z2

c2
şi b

4

√
1− z2

c2
.

Fie D(z) mulţimea (din planul orizontal z = constant) mărginită de elipsa
S(z); atunci aria lui D(z) este:

A(z) = πab

√
1− z2

c2
.

Pentru calculul fluxului se poate aplica formula Gauss-Ostrogradski; fie n
normala exterioară la Σ şi fie Ω compactul mărginit de Σ; atunci:∫

Σ
V n dσ =

∫ ∫ ∫
Ω

div(V ) dxdydz =
∫ c

−c
dz

∫ ∫
D(z)

(2az + 3z2) dxdy =

= πab

∫ c

−c
(2az + 3z2)

√
1− z2

c2
dz = 3πab

∫ c

−c
z2

√
1− z2

c2
dz =

= 6πab

∫ c

0
z2

√
1− z2

c2
dz = 6πab

∫ π
2

0
(c sin t)2

√
1− sin2 t c cos t dt =

=
3
2
πabc3

∫ π
2

0
sin2 2t dt =

3
8
π2abc3.

13. Legea lui Gauss
Pentru orice q > 0, considerăm câmpul scalar

f(x, y, z) =
q

4π
√

x2 + y2 + z2
=

q

4πr
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şi fie câmpul de gradienţi:
E = −gradf.

Câmpul scalar f reprezintă potenţialul electric (sau potenţial Newtonian)
asociat sarcinei electrice q plasate ı̂n O, iar E este câmpul electric generat
(sau câmp Newtonian).
a. Să se expliciteze E şi să se demonstreze că este câmp solenoidal, adică:
divE = 0.
b. Să se demonstreze că fluxul câmpului E prin orice suprafaţă ı̂nchisă ce
nu conţine originea ı̂n interior este nul.
c. Să se demonstreze că fluxul câmpului E prin orice suprafaţă ı̂nchisă ce
conţine originea ı̂n interior este q, (legea lui Gauss).
Soluţie
a. Putem calcula E direct cu definiţia, sau aplicând proprietăţile gradien-
tului; obţinem:

E = −gradf =
q

4π

r

r3
.

Arătăm acum că E este solenoidal:

divE = −grad(divf) = −∆f =
q

4πr6

(
3r3 − 3r(x2 + y2 + z2)

)
= 0.

b. Fie Σ o suprafaţă ı̂nchisă ce nu conţine originea ı̂n interior. Deoarece
câmpul electric E este de clasă C1 pe R3 \ {O}, sunt ı̂ndeplinite ipotezele
formulei Gauss-Ostrogradski şi deci, (notăm cu K compactul mărginit de Σ
şi cu n versorul normalei exterioare la Σ), obţinem:

FΣ(E) =
∫
Σ

E ndσ =
∫ ∫ ∫

K
divEdxdydz = 0.

c. Fie acum Σ o suprafaţă ı̂nchisă ce conţine originea ı̂n interior. Deoarece
E nu este de clasă C1 pe compactul K mărginit de Σ, (E nefiind de clasă C1

ı̂n origine), nu putem aplica formula Gauss-Ostrogradski pentru a calcula
fluxul lui E prin Σ. Fie R > 0 astfel ı̂ncât sfera de centru O şi rază R
(notată ı̂n continuare cu S), să fie inclusă ı̂n interiorul lui Σ. Fie suprafaţa
(̂ınchisă) Σ1 = Σ ∪ S, orientată după normala exterioară (deci pe S este
normala interioară la sferă). Fie K1 mulţimea compactă mărginită de Σ1.
Deoarece O 6∈ K1, fluxul lui E prin Σ1 este nul (conform (b)). Rezultă că
fluxul lui E prin Σ este egal cu fluxul lui E prin S (orientată după normala

exterioară n =
r

R
la sferă):

FΣ(E) =
∫

S
E ndσ =

q

4π

∫ 2π

0
dϕ

∫ π

0
sin θ dθ = q.
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14. Fie n ∈ N şi fie qı > 0, ∀ı ∈ {1, 2, .., n}. Fie Aı, ı ∈ {1, 2, .., n}, n
puncte ı̂n R3 de coordonate (xı, yı, zı). Notăm cu rı vectorul de poziţie al
punctului Aı. Potenţialul electric generat de sarcinile electrice qı plasate ı̂n
punctele Aı este

f(x, y, z) =
1
4π

n∑
ı=1

qı

‖ r − rı ‖
,

unde, ‖ · ‖ este norma euclidiană ı̂n R3. Fie E = −gradf câmpul electric
asociat potenţialului f . Să se demonstreze că fluxul câmpului electric E
printr-o suprafaţă arbitrară ı̂nchisă ce conţine toate punctele Aı ı̂n interi-

orul ei este egal cu
n∑

ı=1

qı.

Soluţie
Se aplică raţionamentul din exerciţiul anterior.

15. Legea lui Arhimede
Considerăm un recipient (conţinut ı̂n semispaţiul z < 0) ı̂n care s-a turnat
un lichid având densitatea constantă c.
Scufundăm ı̂n lichid un corp pe care ı̂l asimilăm cu un compact cu bord orien-
tat (K, ∂K). Presupunând că presiunea exercitată de lichid asupra corpului
scufundat creşte proporţional cu adâncimea, obţinem pentru câmpul presiu-
nilor formula V = czk. Forţa ascensională pe care lichidul o exercită asupra
corpului scufundat este, prin definiţie, egală cu fluxul câmpului presiunilor
prin suprafaţa (bordul) ∂K, ı̂n raport cu normala exterioară, n. Aplicând
formula Gauss-Ostrogradski, obţinem:

F∂K(V ) =
∫

∂K
V ndσ =

=
∫ ∫ ∫

K
divV dxdydz =

∫ ∫ ∫
K

cdxdydz = c vol(K),

adică forţa ascensională este egală cu masa lichidului dezlocuit de corpul
scufundat.

16. Fie Σ o suprafaţă ı̂nchisă şi fie K compactul mărginit de Σ. Să se
demonstreze că:

1
3

∫
Σ

r ndσ = vol (K) ,
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unde, n este normala exterioară la Σ.
Soluţie
Se aplică formula Gauss-Ostrogradski:

1
3

∫
Σ

r ndσ =
1
3

∫ ∫ ∫
K

div(r) dxdydz =
∫ ∫ ∫

K
dxdydz = vol(K).

17. Fie câmpul vectorial V = r +
k r

r4
r şi fie suprafaţa

Σ = {(x, y, z); z = 3− x2 − y2, 1 ≤ z} ∪ {(x, y, z);x2 + y2 ≤ 2, z = 1}.

Să se calculeze fluxul lui V prin Σ (orientată după normala exterioară).
Soluţie
Se aplică formula Gauss-Ostrogradski; pentru aceasta, calculăm

divV = div

(
r +

k r

r4
r

)
= 3 +

(
k r

r4

)
divr + rgrad

(
k r

r4

)
=

= 3 + 3
k r

r4
+ r

(
1
r4

grad(k r) + (k r)gradr−4
)

=

= 3 + 3
k r

r4
+ r

(
k

r4
− 4

(k r)
r6

r

)
= 3.

Notând cu K compactul mărginit de suprafaţa Σ, rezultă:

FΣ(V ) =
∫
Σ

V ndσ =
∫ ∫ ∫

K
3dxdydz = 3vol(K).

18. Să se calculeze fluxul câmpului vectorial V =
1
r

(r × k) prin:
a. O suprafaţă ı̂nchisă arbitrară ce nu conţine originea ı̂n interior.
b. Sfera de centru O şi rază R.
Soluţie
a. În primul caz se poate aplica formula Gauss-Ostrogradski; fluxul este nul
deoarece divV = 0.
b. În cazul al doilea, fluxul se calculează cu definiţia integralei de suprafaţă
(nu sunt ı̂ndeplinite ipotezele formulei Gauss-Ostrogradski); şi ı̂n acest caz
fluxul este tot 0 deoarece vectorii V şi normala exterioară la sferă sunt or-
togonali.
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19. Formulele lui Green
Fie (K, ∂K) un compact cu bord orientat din R3. Fie n normala exterioară
la ∂K şi fie f, g două funcţii de clasă C2 pe o vecinătate a lui K. Să se
demonstreze formulele lui Green:
a.
∫

∂K
f (gradg) n dσ =

∫ ∫ ∫
K

(
f ∆g + (gradf)(gradg)

)
dxdydz.

b.
∫

∂K

(
f (gradg) − g (gradf)

)
n dσ =

∫ ∫ ∫
K

(
f ∆g − g ∆f

)
dxdydz.

Soluţie
a. Pentru prima formulă se aplică formula Gauss-Ostrogradski câmpului de
vectori V = f gradg:∫

∂K
f (gradg) n dσ =

∫ ∫ ∫
K

div(f gradg) dxdydz =

=
∫ ∫ ∫

K

(
f div(gradg) + (gradg) (gradf)

)
dxdydz =

=
∫ ∫ ∫

K

(
f∆g + (gradg) (gradf)

)
dxdydz.

b. A doua formulă rezultă direct din prima.

20. Fie (K, ∂K) un compact cu bord orientat din R3 şi fie n versorul nor-
malei exterioare la suprafaţa ∂K. Fie h o funcţie armonică pe o vecinătate a

lui K şi fie
dh

dn
derivata după direcţia n a lui h. Să se demonstreze egalităţile:

a.
∫

∂K

dh

dn
dσ = 0.

b.
∫

∂K
h

dh

dn
dσ =

∫ ∫ ∫
K
‖ gradh ‖2 dxdydz.

Soluţie
a. Se aplică prima formulă a lui Green pentru: f = 1 şi g = h; o altă
metodă este de a aplica formula Gauss-Ostrogradski câmpului V = gradh:∫

∂K

dh

dn
dσ =

∫
∂K

(gradh) n dσ =

=
∫ ∫ ∫

K
div(gradh) dxdydz =

∫ ∫ ∫
K

∆h = 0.

b. Se aplică a doua formulă a lui Green pentru f = g = h; o altă metodă
constă ı̂n a aplica formula Gauss-Ostrogradski pentru V = h gradh:∫

∂K
h

dh

dn
dσ =

∫ ∫ ∫
K

h gradh n dσ =
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=
∫ ∫ ∫

K
div(h gradh) dxdydz =

=
∫ ∫ ∫

K

(
h div(gradh) + (gradh) (gradh)

)
dxdydz =

=
∫ ∫ ∫

K

(
h ∆g + ‖ gradh ‖2

)
dxdydz =

∫ ∫ ∫
K
‖ gradh ‖2 dxdydz.

4.4 Formula lui Stokes

21. Să se calculeze, folosind formula lui Stokes, integrala curbilinie
∫
Γ

α ı̂n

următoarele cazuri:
a. α = (y − z)dx + (z − x)dy + (x− y)dz.
Γ : z = x2 + y2, z = 1.
b. α = ydx + zdy + xdz,
Γ : x2 + y2 + z2 = 1, x + y + z = 0.
Soluţie
a. Fie suprafaţa Σ = {(x, y, z); z = x2 +y2 +z2, z ≤ 1}; atunci Γ este bordul
lui Σ şi aplicând formula lui Stokes obţinem (lăsăm ca exerciţiu verificarea
compatibilităţii orientărilor):∫
Γ
(y− z)dx + (z− x)dy + (x− y)dz =

∫
Σ
−2(dy ∧ dz + dz ∧ dx + dx∧ dy) =

= −2
∫ ∫

D
(−2x− 2y + 1)dxdy,

unde D este discul unitate.
b. Fie θ unghiul făcut de planul x + y + z = 0 cu planul xOy; atunci:

cos θ =
1√
3

(i + j + k) · k =
√

3
3

.

Intersecţia dintre sferă şi plan este un cerc mare al sferei, notat Γ. Con-
siderăm drept suprafaţă Σ porţiunea din planul x + y + z = 0 situată ı̂n
interiorul sferei x2 + y2 + z2 = 1. Evident, aria lui Σ este π. Fie D proiecţia
lui Σ pe planul xOy. Aria lui D (care este interiorul unei elipse) este:

aria(D) = aria(Σ) · cos θ = π

√
3

3
.

Rezultă:∫
Γ

ydx + zdy + xdz = −
∫
Σ
(dy ∧ dz + dz ∧ dx + dx ∧ dy) =
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= −
∫ ∫

D
3dxdy = −3 aria(D) = −

√
3π.

22. Să se calculeze circulaţia câmpului vectorial

V = (y2 + z2)i + (x2 + z2)j + (x2 + y2)k

pe curba Γ : x2 + y2 + z2 = R2, ax + by + cz = 0.
Soluţie
Curba Γ este un cerc mare al sferei (intersecţia sferei cu un plan ce trece prin
centrul sferei); considerăm drept suprafaţă Σ oricare din cele două semisfere
determinate de plan pe sferă. Aplicând formula lui Stokes, obţinem:∫

Γ
V dr =

∫
Σ
(rotV ) n dσ =

=
∫
Σ
(2(y − z)i + 2(z − x)j + 2(x− y)k) · 1

R
(xi + yj + zk) dσ = 0,

deoarece versorul normalei (exterioare) la sferă, n = 1
Rr şi rotV sunt per-

pendiculari.

23. Să se calculeze, folosind formula lui Stokes, integralele:

a.
∫
Γ

y(y + 2z)dx + 2x(y + z)dy + 2xydz , Γ : z2 = x2 + y2, x2 + y2 = 2x.

b.
∫
Γ

2zdx− xdy + xdz , Γ : z = y + 1, x2 + y2 = 1.

Soluţie
a. Integrala este 0.
b. Considerând Σ porţiunea din planul z = y + 1 situată ı̂n interiorul
cilindrului x2 + y2 = 1, şi aplicând formula lui Stokes, obţinem:∫

Γ
2zdx− xdy + xdz =

∫
Σ

dz ∧ dx− dx ∧ dy =
∫ ∫

D
−2dxdy = −2π,

unde, D este discul unitate (proiecţia suprafeţei Σ pe planul xOy).

24. Să se calculeze direct şi cu formula lui Stokes integrala curbilinie∫
Γ
(y2 − z2)dx + (z2 − x2)dy + (x2 − y2)dz,

unde Γ este poligonul de intersecţie dintre cubul [0, 1]× [0, 1]× [0, 1] şi planul

x + y + z =
3
2
.
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Soluţie
Γ este un hexagon regulat. Pentru a calcula integrala cu definiţia trebuie
parametrizate laturile hexagonului; de exemplu, latura din planul xOy are
parametrizarea:

x(t) = t, y(t) =
3
2
− t, t ∈

[
1
2
, 1
]
.

Calculăm acum integrala aplicând formula lui Stokes. Fie Σ porţiunea din

planul x + y + z =
3
2

situată ı̂n interiorul cubului (interiorul hexagonului).
Proiecţia lui Σ pe planul xOy este mulţimea

D = {(x, y);
1
2
≤ x + y ≤ 3

2
, 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1},

a cărei arie este
3
4
. O parametrizare (carteziană) a suprafeţei Σ este

z =
3
2
− x− y, (x, y) ∈ D.

Aplicând formula lui Stokes, obţinem:∫
Γ
(y2 − z2)dx + (z2 − x2)dy + (x2 − y2)dz =

= −2
∫
Σ
(x + y)dx ∧ dy + (y + z)dy ∧ dz + (z + x)dz ∧ dx =

= −2
∫ ∫

D
3dxdy = −6 aria(D) = −9

2
.

25. Să se calculeze direct şi aplicând formula lui Stokes integrala∫
Γ

xdx + (x + y)dy + (x + y + z)dz,

pe curba Γ de ecuaţii:

x2 + y2 = R2, z = x + y.

Soluţie
Pentru a calcula integrala direct parametrizăm

Γ : x(t) = R cos t, y(t) = R sin t, z(t) = R(cos t + sin t), t ∈ [0, 2π).
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Pentru a aplica formula lui Stokes, considerăm suprafaţa Σ porţiunea din
planul z = x+y situată ı̂n interiorul cilindrului x2+y2 = R2. Proiecţia lui Σ
pe planul xOy este discul de centru O şi rază R, notat D. O parametrizare
carteziană pentru Σ este z = x+y, (x, y) ∈ D. Aplicând formula lui Stokes,
obţinem:∫

Γ
xdx + (x + y)dy + (x + y + z)dz =

∫
Σ

dx ∧ dy + dy ∧ dz − dz ∧ dx =

=
∫ ∫

D
dxdy = πR2.

26. Să se calculeze circulaţia câmpului de vectori V =
1
r
(k×r) pe curba

Γ = Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3, unde:
Γ1 = {(x, y, z);x2 + y2 = 1, z = 0, x > 0, y > 0}
Γ2 = {(x, y, z); y2 + z2 = 1, x = 0, y > 0, z > 0}
Γ3 = {(x, y, z); z2 + x2 = 1, y = 0, z > 0, x > 0}.
Soluţie
Vom aplica formula lui Stokes; pentru aceasta, calculăm mai ı̂ntâi rotorul
câmpului V :

rotV =
1
r

rot(k × r)− (k × r)grad
1
r

=

=
1
r

(
k divr − r divk +

dk

dr
− dr

dk

)
+ (k × r)

r

r3
=

2k

r
.

Fie suprafaţa Σ = {(x, y, z);x2 + y2 + z2 = 1, x > 0, y > 0, z > 0}; evident,
bordul lui Σ este Γ. Aplicând formula lui Stokes, obţinem:∫

Γ
V dr =

∫
Σ

rotV ndσ,

unde, n = r este versorul normalei exterioare la Σ. Pentru a calcula integrala
de suprafaţă, putem folosi atât parametrizarea carteziană cât şi coordonatele

sferice; se obţine
∫
Γ

V dr = π
2 .

27. Fie a > 0, b > 0, c > 0, şi fie punctele A(a, 0, 0), B(0, b, 0) şi
C(0, 0, c). Fie Γ reuniunea segmentelor [AB] ∪ [BC] ∪ [CA] (cu acest sens).

Să se calculeze
∫
Γ
(z − y)dx + (x− z)dy + (y − x)dz.

Soluţie
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Vom calcula integrala aplicând formula lui Stokes (lăsăm ca exerciţiu calculul
direct). Fie Σ interiorul triunghiului ABC; obţinem:∫

Γ
(z − y)dx + (x− z)dy + (y − x)dz =

∫
Σ

2dx ∧ dy + 2dy ∧ dz + 2dz ∧ dx.

Proiecţia lui Σ pe planul xOy este interiorul triunghiului OAB, iar
parametrizarea carteziană este

z = c

(
1− x

a
− y

b

)
.

Rezultă:∫
Γ
(z − y)dx + (x− z)dy + (y − x)dz = 2

∫ ∫
OAB

(
c

a
+

c

b
+ 1

)
dxdy =

= ab + bc + ca.

28. Fie V = (x2 + y − 4)i + 3xyj + (2xz + z2)k şi fie semisfera

Σ = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 = 16, z ≥ 0}.

Să se calculeze fluxul câmpului rot (V ) prin Σ, orientată cu normala exte-
rioară (la sferă).
Soluţie
Fluxul cerut este:

FΣ(rot(V )) =
∫
Σ

rot(V ) · n dσ,

unde, n este normala exterioară la Σ. Integrala de suprafaţă se poate calcula
atât direct (cu definiţia) cât şi cu formula lui Stokes; pentru aceasta, fie Γ
cercul de intersecţie dintre Σ şi planul xOy. Ecuaţiile lui Γ sunt:

x2 + y2 = 16, z = 0.

Orientarea pe Γ este orientarea pozitivă a cercului ı̂n planul xOy. Aplicând
formula lui Stokes, rezultă:∫

Σ
rot(V ) · n dσ =

∫
Γ

V dr =

=
∫ 2π

0

(
(16 cos2 t + 4 sin t− 4)(−4 sin t) + (48 sin t cos2 t)

)
dt = −16π.
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29. Fie a > 0, b > 0 şi fie Γ intersecţia cilindrului x2 + y2 = a2 cu
planul

x

a
+

z

b
= 1. Să se calculeze, (aplicând formula lui Stokes), circulaţia

câmpului vectorial V = x i + (y − x) j + (z − x − y) k de-a lungul curbei Γ
(orientarea pe Γ nu este precizată).
Soluţie
Fie Σ porţiunea din planul

x

a
+

z

b
= 1 din interiorul cilindrului x2 +y2 = a2:

Σ = {(x, y, z) ∈ R3 | x

a
+

z

b
= 1, x2 + y2 ≤ a2}.

Atunci, conform formulei lui Stokes, rezultă:∫
Γ

V dr =
∫
Σ

rot(V ) · n dσ,

orientările pe Γ şi Σ fiind compatibile. Parametrizăm cartezian Σ:

z = b

(
1− x

a

)
, (x, y) ∈ D = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ a2}.

Rezultă vectorii tangenţi la Σ:(
1, 0,− b

a

)
şi (0, 1, 0),

şi deci versorul normalei la Σ indus de parametrizarea aleasă este n =
b

a
i+ k.

Rotorul câmpului V este rotV = − i + j − k. Rezultă circulaţia:∫
Γ

V r =
∫
Σ

rot(V ) · n dσ = −πa2
(

1 +
b

a

)
.

30. Fie (Σ, ∂Σ) o suprafaţă cu bord orientat, fie n versorul normalei
la Σ şi fie c un vector constant. Să se demonstreze că circulaţia câmpului

vectorial V = (c r) r pe curba ∂Σ este egală cu
∫
Σ

c (r × n) dσ.

Soluţie
Aplicăm formula lui Stokes:∫

∂Σ
(c r) r dr =

∫
Σ

rot
(

(c r) r

)
n dσ =
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=
∫
Σ

(
(c r) rotr − r × grad(c r)

)
n dσ =

∫
Σ
(c× r) n dσ =

∫
Σ

c(r × n)dσ.

31. Fie (Σ, ∂Σ) o suprafaţă cu bord orientat, fie n versorul normalei
la Σ şi fie f şi g două funcţii de clasă C2 pe o vecinătate a lui Σ. Să se
demonstreze relaţiile:∫

∂Σ
f gradg dr =

∫
Σ

(
(gradf)× (gradg)

)
ndσ.∫

∂Σ

(
f

∂g

∂x
+ g

∂f

∂x

)
dx +

(
f

∂g

∂y
+ g

∂f

∂y

)
dy +

(
f

∂g

∂z
+ g

∂f

∂z

)
dz = 0.

Soluţie
Se aplică formula lui Stokes. Pentru prima egalitate:∫

∂Σ
f grad g dr =

∫
Σ

rot(f · (grad g)) · n dσ =

=
∫
Σ

(
f · rot(grad g)− grad g × grad f

)
·n dσ =

=
∫
Σ

(
(gradf)× (gradg)

)
ndσ.

Pentru a doua egalitate, calculăm rotorul:

rot
((

f
∂g

∂x
+ g

∂f

∂x

)
i +

(
f

∂g

∂y
+ g

∂f

∂y

)
j +

(
f

∂g

∂z
+ g

∂f

∂z

)
k

)
= 0,

deci circulaţia este nulă (s-a folosit teorema de simetrie a lui Schwartz).

32. Fie (Σ, ∂Σ) o suprafaţă cu bord orientat şi fie n versorul normalei
la suprafaţa Σ.
a. Dacă f este o funcţie de clasă C1 pe (0,∞), să se calculeze circulaţia
câmpului vectorial V = f(r)r pe curba ∂Σ.
b. Dacă g este o funcţie de clasă C1 pe o vecinătate a lui Σ şi c este un
vector constant, să se demonstreze că circulaţia câmpului de vectori
W (x, y, z) = g(x, y, z) c pe curba ∂Σ este∫

Σ
c (n× gradg)dσ.

Soluţie
a. Aplicăm formula lui Stokes; pentru aceasta, calculăm

rotV = f(r) rotr − r × gradf(r) = −r × f ′(r)
r

r = 0,
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deci circulaţia este nulă.
b. Aplicăm formula lui Stokes; calculând rotorul câmpului W , obţinem

rotW = −c× gradg,

ceea ce conduce la rezultatul cerut.

33. Fie (Σ, ∂Σ) o suprafaţă cu bord orientat, fie f ∈ C1(R), a ∈ R3 şi
fie V = (a gradf(r)) r, unde, r este vectorul de poziţie. Să se demonstreze:∫

∂Σ
V dr =

∫
Σ

a× r

r
f ′(r) n dσ,

unde, n este versorul normalei la Σ.
Soluţie
Se aplică formula lui Stokes:∫

∂Σ
V dr =

∫
Σ

a× r

r
f ′(r)n dσ =

∫
Σ

rot ((a gradf(r)) r) n dσ.

Calculăm acum rotorul lui V ; pentru aceasta, calculăm mai ı̂ntâi:

gradf(r) = f ′(r) gradr = f ′(r)
r

r
.

Obţinem:

rot (( a gradf(r) ) r) = rot
(

( a r )
r

f ′(r) · r

)
=

=
(a r)

r
f ′(r) rotr − r × grad

(
( a r )

r
f ′(r)

)

= −r ×
(

f ′(r) grad
(

( a r )
r

)
+

( a r )
r

gradf ′(r)
)

=

= −r ×
(

f ′(r)
r a− ( a r ) r

r

r2
+

( a r )
r

f ′′(r)
r

r

)
=

=
f ′(r)

r
(a× r),

ceea ce ı̂ncheie demonstraţia.



Bibliografie
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