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Capitolul 1

Integrale improprii si cu
parametri

1.1 Notiuni teoretice
Integrale improprii
Fie a,b € R si fie f : [a,b) — R o functie local integrabila (integrabila pe
orice interval compact [u,v] C [a,b)). Integrala improprie (in b) / ' f(z)dzx
se numegte convergenta daca limita ‘

. t

}1_1}111) /a f(x)dx

exista si este finita; altfel, integrala se numeste divergenta.

Daca f : [a,00) — R este local integrabild, atunci integrala improprie
[o¢]

(la 00) / f(z)dx se numesgte convergenta daca limita
a

lim /at f(x)dx

t—o00
exista si este finita.

b
Integrala improprie / f(x)dx (b poate fi gi 00) se numeste absolut conver-
a

b
genta daca integrala / |f(x)| dx este convergenta.
a

Exemple

o0
dx
a. Fie a € (0,00) si @ € R. Atunci integrala / — este convergenta daca si
x

a
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numai daca o > 1.
b

dx
b. Fiea,b € R, a < bsi o € R. Atunci integrala /(b)O‘ este conver-
-z
a
genta daca si numai daca o < 1.
Demonstratie

a. Fie a # 1; atunci:

t 1 tlfa alfa
lim —dx = lim — < oo daca si numai daca a > 1.
l—-a 11—«

Daca a = 1, atunci:

t
lim [ —dz = lim (Int —1Ina) = oo.
t—oo Jo X t—o0
b. Analog.
Criterii de convergenta

Criteriul lui Cauchy
b

Fie f : [a,b) — R, local integrabila; atunci integrala / f(t)dt este conver-
genta daca si numai dacd Ve > 0,3b. € [a,b) astfel fncat Vz,y € (b, b) sa

y

/ f(t)dt’ <e.

Criteriuf de comparatie

Fie f,g : [a,b) — R, (b poate fi si 00) astfel incat 0 < f < g;
b

rezulte

b
i. daca integrala / g(z)dzx este convergenta, atunci si integrala / f(z)dx
a

a
este convergenta.

b b
ii. daci integrala / f(x)dx este divergenta, atunci si integrala / g(z)dx
a a

este divergenta.
Criteriul de comparatie la limita
Fie f,g: [a,b) — [0, 00) astfel incat exista limita:

f(x)

{=lim ——=.
z—b g(z)

b
i. Daca ¢ € [0,00) si /

a

b
g(x)dx este convergenta, atunci si / f(z)dzx este
a

convergenta.
b

ii. Daca ¢ € (0,00) sau £ = oo si / g(x)dx este divergentd, atunci si

a
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b
/ f(z)dz este divergenta.
a

1
Criteriul de comparatie cu —
Fiea € Rsi f:]a,00) — [0,00), local integrabila astfel incat exista

= lim z%f(x).

r—00

[e.e]
i. Dacd a > 1si 0 </ < 00, atunci /f(m)da: este convergenta.
a

oo
ii. Daca o <141 0 < ¢ < oo, atunci /f(x)dm este divergenta.
a

Criteriul de comparatie cu m

Fiea <bsi f:[a,b) — [0,00), local integrabila astfel incat exista
(= lirr})(b —x)*f(x).

b
i. Daca a <181 0 < /£ < oo, atunci /f(ac)dx este convergenta.

a

b
ii. Daca o > 151 0 < ¢ < oo, atunci /f(x)d:z‘ este convergenta.

a

Criteriul lui Abel
Fie f,g : [a,0) — R cu proprietatile:

o0
f este de clasa C! | Jim f(x)=0, f'(x)dx absolut convergenta,

a
xX
g este continua, iar functia G(z) = / f(t)dt este marginita pe [a, 00).
a
[e.e]

Atunci integrala / f(z)g(z)dz este convergenta.

a

Integrale cu parametri
Fie A # 0 si [a,b] C R un interval compact. Fie f : [a,b] x A — R o
functie (de doua variabile reale) astfel incat pentru orice y € A aplicatia
[a,b] > x — f(x,y) € R este integrabila Riemann. Functia definita prin:

b
F:A— R, F(y)= / f(z,y)dz,

a
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se numeste integrala cu parametru.

Continuitatea integralei cu parametru

Daca f : [a,b] x A+ R este continud, atunci integrala cu parametru
b

F(y) = / f(z,y)dz este functie continua.

Formula lui Leibniz de derivare
Fie f : [a,b] x (¢,d) — R o functie continua astfel incat derivata partiala

50 exista si este continua pe [a,b] x (c,d). Atunci integrala cu parametru

b
F(y) = / f(x,y)dx este derivabila si
/ bof
F(y) =/ 5, (T y)dz, Yy € (c,d).

Formula generala de derivare
Fie f : [a,b] X (¢,d) — R o functie continua astfel incat derivata partiala gi
exista si este continua pe [a, b] X (¢, d) si fie ¢, ¢ : (¢,d) — [a,b) doua functii
de clasd C!. Atunci functia G(y) = /i Z; f(z,y)dz este derivabila si:

ey

! o) af / /
G'(y) = / = (z,y)dx + f(o(y), y)d' (y) — fo(w), v)¢¥' (y), Yy € (c,d).
o(y) Oy

Schimbarea ordinei de integrare
Fie f : [a,b] X [¢,d] — R o functie continua; atunci:

/ ’ ( / df(w)dy) do= | ‘ ( / bf(x,y>dx) dy.

Integrale improprii cu parametri
Fie f : [a,b) x A — R o functie cu proprietatea ca pentru orice y € A,
aplicatia [a,b) 2 = — f(z,y) € R este local integrabila si integrala (impro-

b
prie) / f(x,y)dx converge. Se poate defini in acest caz functia
a

b

F(IE,y) :/a f(x,y)dx,
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numita integrala improprie cu parametru.
b

Integrala / f(x,y)dx se numegte uniform convergenta (in raport cu y) pe

multimea A dac

b
Ve > 0, 3b. € (a,b) astfel incat / f(z,y)dz| < e, Vt e (b,b), Vy € A.
t

Continuitatea integralei improprii cu parametru

b
Daca f : [a,b) X A — R este continua si daca integrala / fx,y)dx este

a
b
uniform convergenta pe A, atunci functia F': A — R, F(y) = / f(z,y)dx
a

este continua.
Derivarea integralei improprii cu parametru
Fie f : [a,b) x (¢,d) — R o functie continua astfel incat derivata partiala

—= exista si este continua pe [a,b) X (¢,d) si pentru orice y € (c,d) fixat

dy
b bof
integrala/ f(z,y)dx este convergenta. Daca integrala/ a—(:ﬂ,y)d:p este
a a O0Y
uniform convergenta pe (¢, d), atunci integrala improprie cu parametru
b
F(y) = / f(x,y)dx este derivabila si
a
b9
)= [ Y yae, vy e (.0
a ay
Schimbarea ordinei de integrare in integrala improprie
b
Daca f : [a,b) X [¢,d] — R este continua si daca integrala / f(z,y)dz este
a

uniform convergenta pe (¢, d), atunci :

/Cd (/abf(:v,y)d:n> dyz/ab </Cdf(:r,y)dy> de.

Criterii de uniform convergenta

Criteriul lui Cauchy

Fie f : [a,b) x A — R o functie cu proprietatea ca pentru orice y € A,
aplicatia [a,b) >  — f(z,y) € R este local integrabila. Atunci urmatoarele
afirmatii sunt echivalente:

b
i. integrala improprie / f(z,y)dz este uniform convergenta pe A.
a
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ii. Ve >0, 3b. € (a,b) astfel incat pentru orice u,v € (be, b) rezulta

/ flz,y)dx| < e,Vy € A.

Criteriul de comparatie

Fie f : [a,b) x A — R o functie cu proprietatea ca pentru orice y € A,

aplicatia [a,b) > x — f(x,y) € R este local integrabila si fie g : [a,b) — R
b

astfel incat |f(z,y)| < g(x), Vo € [a,b), Vy € A. Daca integrala / g(x)dx

a

b
este convergenta, atunci integrala / f(z,y)dx este uniform convergenta.
a

Functiile lui Euler
Fie I i B functiile (integralele) lui Euler:

oo
INa) = / 2 e ™dx, a > 0,
0

1
B(p,q) = /0 2P (1 = 2) da,p > 0, > 0.

Proprietatile uzuale ale functiilor I' si B
a. I'(1) =1.
MNa+1) =al(a).
B(p,q) = B(g, p)-
MNo)l'l—a) = 7sin(om)
I'(p)I'(q)
Fp+a)

yP!
f. B(p,q) = /ady'
0

b.
c.
d.

Yo € (0,1).

0]

* B(paQ) =
+y)p+q
.I(n)=(Mn—-1)L,¥Yne N.

i.M(n+3)=1-3-5...(2n—1)- 27" /7.

1.2 Integrale improprii

1 o .

———, sa se studieze

C = tud
-z

natura integralelor urmatoare (exercitiile 1-10):

1
Aplicand criteriile de comparatie cu — si
x



1.2. INTEGRALE IMPROPRII 11

1/ dzx
WY

Solutie
1
. 1 1 _ .. . v
lengo T2 o 1, deci integrala este divergenta.

2 / g
. | —=dx

TR 1— a2
Solutie

. $2
I (1= 2)2 A=

sinx

3. / 1-— a:2
Solutle

lim (1 —z)

r—1

N |=

= %, deci integrala este convergenta.

sinz __ sinl s : %
0.7 = 75, deci integrala este divergenta.

Urmatoarele integrale sunt improprii in ambele capete.

x
Ny ——
/) z3—1
Solu;itle
AL, 7
este convergenta).

Inzx
5 /

= 1, deci integrala este divergenta, (desi in x = 1 integrala

Solutle
.1 _Inz  __ : 1,1 _Inz __
Integrala este convergenta: i:ml T = 0, xILnC}O T =T = 0.
Tod
x
6. / e
v/ —1
1
Solutie

3

lim 22 —*
T—00 r zy/z—1
o A 4.7 . 1 _ 3
gentd in z = 1: il_}ml (z 1)x\/§71 =3,

=1, deci integrala este convergenta la infinit, dar este diver-

deci integrala este divergenta.
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o0

2n ,—x
7. / i dx,n € N.
-1

Vvi+zx
Solutie
Integrala este convergenta pentru orice n € N:

T de
8. / a0
/ z(lnx)®
Solutie

du
Cu schimbarea de variabild Inxz = u, obtinem integrala / —, care este di-
U

0
vergenta pentru orice a > 0.

1
™ —1
. N — .
9/ o dx,m € {0}

0
Solutie
Integrala este convergenta:

m—1

lim 2 =0,
r—0 Inx
1™ —1
li —1)2 =0
fme =1

e}

t
1a/mwmﬂwﬂ>amew_m}

:Em
.0
Solutie
Daca m = 1, integrala este divergenta; daca m > 1, integrala este conver-
genta.
oo .
9 o sin x 9
11. Sa se arate ca integrala / ——dx este convergenta, dar nu este
x

0
absolut convergenta.
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Solutie
Convergenta ( la oo ) rezulta aplicand criteriul lui Abel: f(z) = % si

g(x) = sinz. In 0 integrala este convergenta deoarece functia 2%

prelungi prin continuitate.

se poate

o0
. . sinx
Presupunem acum prin absurd ca integrala [ —— dx ar fi absolut conver-
x

0
genta. Atunci, din inegalitatea:

1 —cos2x .9 .
———— =sin“z < [sinz],
2
71 2
- o : o - — cos 2z
ar rezulta (aplicand criteriul de comparatie) ca integrala / — dx
x
0
o
< .. N U cos 2z
este convergentd; de aici, ar rezulta (intrucat integrala / 5 dx este
x
0

oo
1
convergenta, conform criteriului lui Abel), ca si integrala / % dx ar fi con-
x
0

vergenta, ceea ce constituie o contraditie.

1.3 Integrale cu parametri

12. Sa se studieze continuitatea functiei

Solutie .
Fie f(z,y) = $534, (2,y) € [0,00) x R. Evident, f este functie continua.
Demonstram acum cé integrala (improprie) cu parametru

/Ooo f(z,y)dx

este uniform convergenta in raport cu y pe R si deci functia F' este continua.
Evident, are loc inegalitatea:

|f(z,y)| < , YV (z,y) € 0,00) x R.

14 22
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oo

1
Integrala improprie / i dx este convergenta si deci, conform criteriu-

T2

0
lui de comparatie, integrala data este uniform convergenta.

22
13. Fie f : [0,1] x (0,00) — R, f(x,y) = e () si fie integrala

1
parametru F(y) = / f(z,y) dx. Sa se calculeze:
0

i. lim /01 f(z,y),

y—0

1
ii. lim f(z,y) dx.

0 y—0
Solutie
i. Pentru orice y > 0, avem:
1 (=28 1 1 _3
F(y) 2/0 flz,y)dx = —5¢€ (3) . =35~ 5¢ v2

1

. 1
In consecinta, rezulta: lin%/ [z, y)=5.
y—0Jo

1 1
ii. Pe de alta parte: / lir% flz,y)dx = / 0dx =0.
0 v 0

. ) Iny/a?+y? dacd (x,y) €[0,1] x (0,00)
14. Fie f(z,y) = Inz daca (z,y) € (0,1] x {0}

1
. z,y)dr daca >0
si fie F(y) = /0 f(x,y) Yy
—1 daca y=0
i. Sa se demonstreze ca functia F' este continua.
ii. Sa se calculeze F'(0).

1
0
iii. S& se calculeze /f(:n,O) dx.
0 %

Solutie
i. Pentru orice y > 0, integrand prin parti, obtinem:
1

1 1,2
F :/ Jy)de = xln /22 + 92 —/ ——sdx =
(y) ; f(z,y) \/ U Nl A= S
1
=In\/1+9y%2—1+y-arctg—.
Yy

1 1
Pentru y = 0, obtinem F(0) = / f(z,0)dz = / (—1)dz = —1.
0 0
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Functia F este continua in O:

y—04 y—04

1
lim F(y) = lim Iny/1+y2—1+y-arctg— = —1.
Yy

ii. Derivata F'(0) se calculeaza cu definitia:

. F(y)— F(0) . (1 1) T
F)=1 — 2 =] —1 1 2 tg— | = —.
(0) im im ny/1+y? + arc gy 5

y—04 Y y—04+ \Y

iii. Pentru orice z € (0, 1], avem:

InzZ+ 42 —1 Iny/14 (%)°
O 0y = fg VRV oINT g L) z—o.
oy y—04 Y y—04 (%) T

1
Rezulté/o g‘;(a:,O)dx =0.

15. Fie f : [0,00) x [0,1] — R, f(z,y) = ye ™Y si fie integrala cu
o
parametru F(y) = / f(z,y)dz, Yy € [0,1]. Sa se studieze continuitatea
0

functiei F.
Solutie
Evident, F(0) = 0; pentru orice y € (0, 1], avem:

o0
F(y) :/0 ye Wdx = —ef‘ry‘go =1,

deci I’ nu este continua in 0.

S .
16. Fie o > 0. Sa se calculeze / ST
0
Solutie
Consideram integrala (cu parametrul y > 0):
oo .
F(y) — /e—ywSIHI'd:U
) x

Sunt verificate ipotezele teoremei de derivare sub integrala si obtinem:

1
y 1

F'(y) = TN de =
y) = ; —e Ysinzdr = —
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Rezulta deci F'(y) = —arctgy + 5; in concluzie:
© sinx U
dr = lim F(y) = —.
fy o= mpe) =

Se arata simplu (printr-o schimbare de variabild) ca

/ sinfaz) ) _ T vaso.
0 2

T

 sin ax m
Analog, daca o < 0, atunci / dr = —3
0 T

00 of .
17. Fie a, 8 € R; sa se calculeze / wdl‘

0 x
Solutie

Se transforma produsul sin ax - cos Bz In suma si apoi se aplica rezultatul
din exercitiul anterior.

ln(l + a:)

18. Si se calculeze integrala J = g

dx, folosind integrala cu

(0%
In(1
parametru F(a) = / 11(1—:—02@)
x
0

dx,a > 0.

Solutie
Prin derivare in raport cu «, obtinem:

In(1 + o?)

F'(a) =
(@) =507a7) T 17 a2

arctga.

1
Primitivele acestei functii sunt: 3 arctg aln(1+a?)+k, k € R. Dar F(0) =0
si deci k = 0. Rezultd J = F(1) = g In2.

19. Sa se calculeze integrala:

F(y) = /2 In(cos® x + y*sin® z)dz, Vy > 0.
0
Solutie
Daca y = 1, atunci, evident, F'(1) = 0.
Fie y > 0, y # 1; atunci:

2

2 2y sin“ x tgla
F'(y) = /2 =2 / dz
) 0 cos?z + y2sin? J: Y 1+ y2tg2x
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’LL2
y/o 1+ 21 +u2)™

gy ( 1 1 ) B
S l-y? o \l4+y*? 1+u?) 1+y
Rezulta F(y) = wIn(1+y) + k, unde k este o constanta ce se determina din
conditia F(1) = 0; se obtine k = —7mIn2, si deci F(y) = wln Hy
1

20. Pentru orice a > 0,b > 0, sa se calculeze J = /
0

b_ ,.a

Inx

X

cos(Inx)dz.

Solutie
Integrala J se poate scrie si sub forma:

1 b

cos(Inx)dx —/ cos(Inx) </ xydy> dx =
0 a

—/ (/ x¥ cos lnx)dx) dy.

Vom calcula mai intai integrala: J; = / x¥ cos(Inz)dz , folosind schimbarea
0

1

=5

de variabila: ¢ = Inx ;obtinem: J; = 1+z(/;+11)2 , 8 deci J = %ln ii((zﬁ);
21. Sa se calculeze integralele:
bl te(atez) bl
arctg(atgr x
J(«) :/&dm,a >0,a#1gil= /—daz.
tgw tgx
0 0
Solutie

jus

d
J () = / ﬁ . Pentru a calcula ultima integrala facem schimbarea
atgr

0
de variabila ¢ = tgz ; in final obtinem J(a) = §In(1 + ) si I = §In2.

s

22. Sa se calculeze integralele:

™

i 1+ acosz dx
/m ] < 1.
1—acosz/ cosz

" ret
/ Cg dxaER|a|7é1
0

a. F(a)
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Solutie

jus

bl
2
a. F'(a) = / ﬁdl‘; cu schimbarea de variabild ¢t = tgz , obtinem:
—a?cos?w
0

[e.e]

©© 2 2
F'(a) = / dt =
(a) 0 2+ (V1—a?)? V1—a?
si deci F'(a) = marcsina.
T dx 7r
b. G'(a) = [ -
Gla) ) T A+ at?) 2+ a)

™

t
\/1—(120 _\/l—aQ’

arctg

si deci G(a) = §In(1 + a).

23. Sa se calculeze integralele:
oo

In(a? + 2?)
a. J(a,b) = O/de,a > 0,b> O,G#b.
1
In (1 — a®2?)
b. F(CL) = O/de, |CL‘ < 1.

Solutie

a. Derivand in raport cu a, obtinem:

, 0 2a
= d =
J /0 @+ 22) (b2 + 22) z

_ /OO 2a ( 1 _ 1 Yz = m
“Jo b2 —a? e+ 22 b2 4 a2 x_b(a+b)'
Rezulta deci J = ¥ In(a + b) + K(b). Pentru a calcula K (b), calculam
> In(b? + a2 2 In(b? + b*tgt
Jony= [T gy o [P RO
o b24a? 0o b2+ b*git
1z, b T 2 (2
= - In——dt =—-Inb— - 1 tdt.
b/o N os? t b b/o 1 eos

Ultima integrald se poate calcula cu schimbarea de variabila ¢t = § — y si se
obtine

b(1 + tg’t)dt =

/5 In cos tdt = 2.
0 2
Rezulta J(b,b) = 7 In(2b) si deci K(b) = 0.

b. Derivand in raport cu a, obtinem:

1 —2
Fl'(a) = / a dx =
0o (1—a?z?)vV1—a?
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_/ _ "2 . 2a /°° du B am
CLQSIH t 1—a?Jo u2+(\/11_7)2 V1—a2

deci F(a) =mv1—a?+k ; dar F(0) =0, deci F(a) = m(v1—a?—1).
24. Sa se calculeze integrala:

Larctg (ax)
= [ el .
Ja)= [ S ac R

Solutie
Derivata functiei J este:
1 dx bl cost
J/ - / = dt =
(a) 0 (1+a222)vV1—2a2 Jo (1+a%sin®t) cost
/ _ 7
- 1+a2 w? 2y1+a?
Rezulta:

J(a) = g In (a+ VAl +a2) +C,
constanta C calculandu-se din J(0) = 0. In final se obtine:

J(a):1n<a+\/1+a2).

25.Formula lui Froullani
Fie 0 < a < bsifie f:[0,00) — R o functie continua si marginita astfel

t
incat integrala / fi)dt este convergenta. Sa se demonstreze egalitatea:

> f(bx) — flax) , a
/0 - dmff(O)lng.

1

Solutie
Vom demonstra mai intai egalitatea:

/oof(bx);f(‘m)d bauf(t)dt Yu > 0. (%)

Fie u > 0 ; cu schimbarea de variabila bx = ¢, obtinem:

/Oo fO2) g = [T 1)
u x bu t
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Analog, se demonstreaza si egalitatea:

/uoo f(‘“”)dx:/: f(tt)dt.

T

Prin scaderea membru cu membru a celor doua egalitati rezulta egalitatea
(%). Demonstram acum formula lui Froullani; folosind egalitatea (x), avem:

—————dxr = lim @dt.

x u—0 Jpy

/oo de — lim /°° f(bx) — f(ax)
0 T ’

u—0

Pentru a calcula ultima integrala consideram functia

h(u) = sup |f(t) = f(O)].

t€[au,bu]
Din continuitatea functiei f, rezulta lim0 h(u) = 0. Evident, avem:
u—
au au _ au
£0) [ 10— SO, 50,
bu t bu t bu

Prima integrala tinde la 0 pentru u +— O:

OO0 (U101,
t b

bu U t

< / h(tu)dt = h(u) ln% — 0 atunci cand u +— 0.
b

B U
In concluzie:

[ Stes), “ f(1)
0 x

r = lim —dt = lim f(to)dt =

u—0 Jpu u—0 Jpu

a
f(0)1n 7

26. Fie 0 < a < b; sa se calculeze integralele:

00 aT _ e—bac
a. / —dx.
0 Xz

® cosaxr — cos bx

b. / —————dx.
0 x
Solutie
Se aplica formula lui Froullani.
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27. Sa se calculeze, folosind functiile I' §i B, integralele:
e~ dz,p > 0.

1
xri

b. (x +1)2

dx
3 +1
0
Solutie
a. Cu schimbarea de variabila P = y,obtinem:

o0 1 1-p 1 1 1
/ e dx = / —y Ppe_ydy =-T () =T ( + 1) .
0 0o P p p p

In cazul particular p = 2, obtinem:

o0 o 3 ﬁ
T —T(Z) =X,
/0 e ¥ dx (2> 5

b. Folosind proprietatile functiilor lui Euler, obtinem:

dx.

)
g — g3

3

[ RYCE BRACHKG RS Y

c. Cu schimbarea de variabild 2% = y,obtinem:

[ L v, ~Lp(] 2)_2¢§w
o B+1 3J 1+4¥T37\33)7 9

28. Sa se calculeze integralele:

sin? zcos?xde,p > —1,q > —1.

2P (1 — 2™ Y da,p > 0,q > 0,m > 0.

e dz,p > —1, ¢ > 0.

e

o
O\g O\,_. O\m‘:‘

21
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1
1
d. /lnp ( de,p > —1.
x
0
1

d
e. /%,nGN.

[ (=
Solutie
a. Cu schimbarea de variabili sin? 2 = y, obtinem:
2 1ot o _ 1 1 g+1
/2 sin® x cos? xdx = 7/ ypTl(l — y)qudy —_RB (p—i-, H)
0 2 Jo 2 2 2

b. Cu schimbarea de variabila =" = y, obtinem:

1 1 2
/ :Up“(l — xm)qfldx = —B <p+ ,q) .
0

m m

c. Cu schimbarea de variabila x9 = y, obtinem:

o oo
/ wPe " dx = 1/ y%flefydy = }F (p—i—1> .
0 q.Jo q q

d. Cu schimbarea de variabila In( %) = y, obtinem:

1 1 00
/ In? <) dx = / yPe Vdy =T(p+1).
0 x 0

e. Cu schimbarea de variabia " = y, obtinem:

1 dx 1 /. 1 1 1 1 T
| =t [yta-y = B (21— 1) =
0 (1—a™)n n.Jo n n n nsin -

29. Sa se calculeze integrala / e~ cos zdz.

0
Solutie

Folosind dezvoltarea in serie de puteri (in jurul lui 0) a functiei cos si teorema
de integrare termen cu termen a seriilor de puteri, obtinem:

oo 2 (—1)” /OO _22 9
e ¥ cosxdr = e U dy =
/0 Z (2n)! Jo

n>0

R I | RN
- (2n)1/0 gV =D 2F<”+2)

n>0
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D135 —1) o V- 1IN VE o
=2 ") \/7?—2(—4> T2

n+1
S0 n 2

30. Sa se calculeze in functie de B integralele:

I /1 dx g /°° dx

g —_— 1 = ppy———
0 V1—ua? i 1 Vad -1

Solutie )

Pentru I se face schimbarea de variabila x = ¢3; rezulta:

1 1, 1 1 11
T== [ +350-t3dt=-B(= ).
3/0 P(1-) 3 (3’2)

Pentru calculul lui J se face schimbarea de variabild x = t_é; rezulta:
J_1/1t_g(1 t)—idt—lB(l 1)
R S 37\6'2)°

31. Sa se calculeze integralele lui Fresnel:
o0 [e.e]
1 :/ cos z2dx si J :/ sin z2dz.
0 0
Solutie

Convergenta celor doua integrale rezulta din criteriul lui Abel i cu schim-
barea de variabila z? = 3. Calculam acum:

J =il :/ e~ .
0

Cu schimbarea de variabila 22 = —it? si folosind relatia I'(1) = 1, obtinem
I=J=1%,/2.
2V 2
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Capitolul 2

Integrale duble si triple

2.1 Notiuni teoretice

Masura Lebesgue
Fie R* spatiul euclidian k-dimensional gi fie —oco < a; < b; < o0,
Vi=1,2....k. Un paralelipiped in R¥ este orice multime de forma:

P = {(.7}1,.1‘2, ,.I‘k) | a; <z < bi, Vi = 1,2, ,k‘}

Inegalitatile nestricte pot fi inlocuite si de inegalitati stricte. Prin definitie,
multimea vidi si R* sunt paralelipipede.
Masura (Lebesgue) a unui paralelipiped este definita prin:

p(P) =10, (b — ai).

In cazurile particulare k = 1,2, 3 se obtin notiunile uzuale de lungime, arie,
volum.
O submultime F C R* se numeste elementara daci exista Pp, Ps, ..., Py

n
paralelipipede astfel incat £ = U P;.
i=1
Notdm cu € familia multimilor elementare din R¥.
Orice multime elementara se poate scrie ca reuniune de paralelipipede dis-

n
juncte doua cate doua. Daca E = U P; este o astfel de descompunere,

i=1
n
atunci masura Lebesgue a lui E este: u(E) = ZM(Pz’)- Se poate arata ca
i=1

p(E) nu depinde de descompunerea considerata.

25
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Proprietatile aplicatiei p pe familia multimilor elementare sunt:
i. daca A, B € £ atunci AU B, AN B, A\ B sunt multimi elementare.
ii. dacd A, B € £ astfel incat AN B = () atunci u(AU B) = u(A) + u(B).
iii. pentru orice A € £ gi ¢ > 0 existd F,G € £, F inchisa si G deschisa
astfel Incat:
FCACG

w(G) —e < p(A) < p(F) +e.
Aplicatia u se prelungeste la toate partile lui R*; fie A C R* si fie

=inf{ > w(A,) | AC [J An, Ay € &, A, deschisa Vn € N}.
neN neN

Aplicatia p* se numesgte masura exterioard; principalele proprietati sunt:
i. u*(A)>0,VAC R

ii. daca A1 C Ay atunci p*(A;) < p*(Az).

iii. daca F € & atunci p*(FE) = u(E).

iV.u*(UAn><Z,u ), VA, C RF.
neN neN
Se demonstreazi ci existd o o-algebra de parti ale lui R, notats M astfel
incat restrictia u* : M — [0, oo] este masura. Masura astfel obtinuta (notata
) se numeste masura Lebesgue (in R*), iar elementele lui M se numesc
multimi masurabile Lebesgue.

Principalele proprietati ale spatiului cu masura (Rk , M, u) sunt:
i. M contine multimile Boreliene.
ii. dacda A € M atunci u(A) = inf{u(D) | D deschisa si D D A}.
iii. daca A € M atunci u(A) = sup{u(K) | K compacta si K C A}.
iv orice multime compacta are masura Lebesgue finita.
v. dacda A € M, u(A) =0si B C A atunci B € M si u(B) =0.
vi. daci A € M atunci pentru orice z € RF multimea (translatata)
A+z={a+x|ac A} este masurabila Lebesgue si pu(A + =) = p(A).

Integrala Lebesgue

Dacéd f este o functie integrabild in raport cu masura Lebesgue (in RF),
atunci integrala corespunzatoare (pe o multime A) se noteaza

/ f(:L’l, Ly euny l‘k)dl‘ldl‘zdivk

In cazurile particulare (uzuale) k = 1,2, 3 se folosesc notatiile:

/f )dx, //fxydxdy,///fmy, )dzdydz.
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Legatura cu integrabilitatea in sens Riemann

i. Daca f : [a,b] — R este o functie integrabild Riemann (pe intervalul
compact [a, b]), atunci f este si integrabild in raport cu masura Lebesgue si
cele doua integrale sunt egale.

ii. Daca f : [a,b] — R este o functie marginitd atunci ea este integrabila
Riemann daca si numai daca multimea punctelor sale de discontinuitate are
masura Lebesgue nula (se spune ca f este continua a.p.t.).

iii. Exista functii care sunt integrabile Lebesgue dar nu sunt integrabile
Riemann; de exemplu, functia lui Dirichlet (pe intervalul [0, 1]) nu este in-
tegrabila Riemann dar este integrabila Lebesgue (integrala sa este 0, pentru
ca functia este nula a.p.t.).

iv. Daca / f(x)dx este o integrala Riemann improprie absolut convergenta

atunci f este integrabila Lebesgue si integralele sunt egale.
b

Exista insa integrale Riemann improprii convergente / f(z)dx (dar nu ab-

solut convergente) pentru care functia f nu este intecérabilé Lebesgue; de
exemplu f(z) = $BZ pe intervalul (0, 00).

Teorema lui Fub1n1

In continuare notim (z,y) € RFP, misura Lebesgue in R* cu dx, misura
Lebesgue in RP cu dy si masura Lebesgue in RF¥'P cu dxdy.

Fie f : R**? — R o functie integrabild Lebesgue; atunci:

/Rk (/Rp f(x,y)dy) = /RHP f(z,y)dxdy = /Rp (/Rk f(at,y)dx) dy.

Urmatoarele cazuri particulare ale rezultatului de mai sus sunt frecvent
utilizate in aplicatii.
i. Fie ¢, ¢ : [a,b] — R doua functii continue astfel incat ¢ < ¢ si fie
multimea

K ={(z,y) € B* |z € [a,b], p(xz) <y < p(x)}.

Daca f : K — R este o functie continué, atunci f este integrabild Lebesgue

pe K si:
f(z,y)drdy = (Y f(z,y)dy | dz.
K a o(x)

In particular, aria multimii K este:

K)= [ [ dway= [ (6) - (@) v
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ii. Fie D C R? o multime compacta, fie ¢, ¢ : D — R doui functii continue
astfel incat p < ¢ si fie

Q={(z,y,2) € R’ | (z,y) € D, p(z,y) < 2 < ¢(x,y)}.

Daca f : Q2 — R este o functie continua, atunci f este integrabila Lebesgue
pe Q si:

/// f(z,y, z)dzdydz —// (/d)(x,y z,y, z)dz> dxdy.

In particular, volumul lui € este:

= [ [ [ dwdyaz = [ | (ow.0) = ¢(a,1)) dody.

Formula schimbarii de variabile
Fie A C R™ o multime deschisa si fie A : A — A(A) C R™ un difeomorfism.
Pentru orice functie continua f : A(A) — R, avem:

[ s@ids = [ (1o M@)Inw)ldy.
A(A) A

unde Jp este iacobianul difeomorfismului A.

2.2 Integrale duble

1. S& se calculeze urmatoarele integrale duble:

a. // xy*dzdy, unde D = [0, 1] x [2,3].
D

b. // wydrdy, unde D = {(z,y) € R*; y € [0,1], y* <z < y}.
D

c. // ydzdy , unde D = {(x,y) € R?; (z —2)® +y? < 1}.
D

Solutie

1 3 11 1
a. // :):deacdy:/ d:r/ zy’dy = A ggxdx— 69'

1
b. // zydxrdy = //mydm 2/ dy 2

1(x2
dd—/d/ =0.
oo ] = J e [ v
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2. Sa se calculeze integralele duble:

a. / / (x+3y)dzdy, D fiind multimea plana marginita de curbele de ecuatii
D

2

y:xQ—{—l’y:—x,ZE:—l,x:&

b. / / e|x+y‘dacdy, D fiind multimea plana maginita de curbele de ecuatii
D
r+y=3, z+y=-3,y=0,y=3.
c. / / xdxdy, D fiind multimea pland marginita de curba de ecuatie
D

x2—|—y2:9,x20.

Solutii

3 2241
a. //(x—i—?)y)da:dy:/ dx/ e+ 3y)dy.
D —1 —x
b. Fie Dy ={(z,y) € D; x +y <0} si Do = D\ D;.

Atunci D = Dy U D» si:

/ / 9l gy = / / e~ Vdady + / / e drdy =
D D, Do
3 -y 3 3—y
:/ dy/ e*z’ydx+/ dy/ e Vdz.
0 —3—y 0 -y

3 v 9—y2
. // xdmdy:/ dy/ xdz.
D -3 0

3. Folosind coordonatele polare, sa se calculeze integralele:
& // eV dzdy, D = {(z,y) € R?; 2* +y* < 1}.
D

. 1+ y/22+ 2>d:vd,D: zy) € R 22+ 9y —y <0, 2 >0}
//D( V y y {(z,y) Y -y }

C. // In(1+ 22+ y2)dxdy, D fiind marginit de curbele de ecuatii
D

¢l

o

x2+y2262,y:$\/§,x:y\/§,x20.

Solutie
Coordonatele polare sunt © = pcosp, y = psiney, iacobianul este p, iar
domeniul maxim pentru coordonatele p si ¢ este (p, ) € [0,00) x [0.27).



30 CAPITOLUL 2. INTEGRALE DUBLE SI TRIPLE

a. In coordonate polare domeniul de integrare este dreptunghiul
(p,¢) €10,2m) x [0,1], si deci:

dp =7(e—1).
0

2m 1 1 2~ 1
// e“2+y2dxdy:/ d(p/ pe'DQd,o: 7/ e’
D 0 0 2 Jo

b. Inlocuind pe z si y in conditiile ce definesc domeniul D, obtinem

p <sin¢p, cosp >0

si deci
¢ € [0, g% p € [0,sin¢].

Rezulta:

z sin ¢ T 2
1+ x2+2>dmd :/Qd/ 14+ p)dp=—+ —.
//D( \/ Yy y=[ de| p(1+ p)dp s 9

c. Domeniul de integrare in coordonate polare este dreptunghiul
(psp) €10,€] x [6 3] deci:

// In(1 4 22 + y*)dady = / d,o/§ pIn(1 + p?)dp =
D 0 z

=7r(11+262)(1n(1+e2)_1)+12

4. Si se calculeze cu o eroare mai mics decat 10~2 integralele:

dxdy 1
//Any = [0, 5] % [0,1]
In(2? + y?)
b. // , dzdy, unde:
@+ -n@ ) Y

B={(z,y); 1 <2’ +¢* < (e—1)%}.

Solutii
a.

dr =

// dxdy _/ / _/2 In(1 4 zy) |*
Al+ay 0 1+:6y 0 T 0

In(1 +x / Z (=1 (=1 65
= / x"dr = Z e =
= nt1 = (n+ 1)22ntl 144
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b. Folosim coordonatele polare:

// In(z? + ?) _4 /61 lnpd
— dn _
V(@2 +y2 = 1)(2? +¢?) o1
62lnl—i—u
=4m =4r
/ / Zn—i—l

_ 2)n+1
=4 Z
S0 (n ~|— 1)2

In continuare se aproximeaza suma seriei alternate obtinute.
5. Fie D C R? si fie f : D+ [0,00) o functie continus.
Sa se calculeze volumul multimii
Q= {(,y,2) € R*; (x,9) € D, 0 < z < f(z,9)},

in urmatoarele cazuri:

a. D= {(z,y) € R?*; 2?2 + 9> < 2y}, f(z,y) = 22 + 12

b. D= {(z,y) € R*; 2> +y* <z, y > 0}, f(a,y) =2y
c. D={(x,y) € R?; 22 +y* <22+ 2y — 1}, f(z,9) = y.
Solutie

Volumul multimii 2 este dat de formula

vol(Q)://Df(:n,y)dxdy

a. Trecand la coordonate polare, se obtine:

9 9 T 2sin 3
vol(92) ://D(x +y )dxdy:/o dcp/o pidp = 3T

b. Cu aceeasi metoda, se obtine:

z cos 1
vol(Q2) = //Dq:yda:dy = /02 dgo/o p2 cos psingdp = 2

c. Cu schimbarea de variabile:

r=1+pcosp, y=1+psing, (p,¢) € [0,1] x [0.27),

2 1
vol(Q2) = //Dydxdy :/ dap/ p(1 4+ psinp)dp =
0 0

rezulta:
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6. Sa se calculeze ariile multimilor plane D marginite de curbele de

ecuatii:
z? oy e y .

a. — + i 1,a si b fiind dou& constante pozitive.
a

b. (z? + y2)2 = a?(2? —y?),x > 0, a fiind o constantd pozitiva.

c. (w2 + y2)2 = 2a’zy, a fiind o constanti pozitivi.

Solutii

a. Ecuatia elipsei in coordonate polare generalizate,

T =apcosy, y =bpsiny, este p =1 si deci obtinem:

2 1
aria(D) = // dxdy :/ dcp/ abpdp = wab.
D 0 0

b. Ecuatia curbei in coordonate polare este p?> = a?(cos? p — sin? ¢), sau
p = a+/cos 2p, si deci domeniul de integrare in coordonate polare este

Y E <—Z,Z> , p € (0,ay/cos2¢p).

) I ay/cos 2¢ a?
aria(D) = //Dd:vdy = / W dgo/o pdp = 5
1

c. Ecuatia lemniscatei in coordonate polare este p? = 2a? cos ¢ sin . Dome-
niul de integrare este ¢ € (0, %) U (m, 3F), p € (0,a/sin2¢); obtinem:

5 a+/sin 2 )
aria(D) = // dxdy = 2/ dgp/ pdp = a”.
D 0 0

7. Fie a € R si fie D discul unitate inchis. Sa se calculeze integralele:

a I—// 2d:cdy
(22 +y?)

b. J — // dedy
Rr2\D (T + y?)

Solutie
2l T dacd a<1
— l-a
I_/ d(p/ 20‘1_{ oo daca a>1

2w > dp T daca a>1
— o—
/= / dgp/ 20‘1_{ oo daca a<1

Rezulta:
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2.3 Integrale triple

8. Fie multimea:

2
ﬂ={<w7y,z>eR3;x2+yZs1,x2+y2zl,xzo,y2070Sz§5}

o . Yz . o
Sa se calculeze integrala / / / ————— dxdydz prin doua metode:
& Q V2 +y? vesp
a. proiectand €2 pe planul zoy si

b. folosind coordonatele cilindrice.
Solutie
a. Proiectia multimii 2 pe planul zoy este

D={(z,y) € R*; € [0,1], V1 —22 <y <2V1—22}

Obtinem:

/// \/mdxdydz—// dxdy/ m =

_ 2 / / — Y drdy
2 D \x? +y? ’

integrala care se calculeaza folosind coordonate polare.

b. Coordonatele cilindrice sunt z = pcosy, y = psinp, z = z, domeniul

maxim fiind (p, p, z) € [0,00) x [0,27) X R, iar iacobianul J = p.

Pentru 2, domeniul de integrare in coordonate cilindrice este

s 2 . ..
z€[0,5], ¢ €[0,3], p el 7\/?@] si deci:

5 m 2 .
yz 2 VieeZ o1t 2PSin g
7da:ddz:/dz/d/ T pdp =
///Q\/:ﬁ—i—yQ Y 0 o A p pap
25 3 3(1 — cos? p)
2 Jo 3cos2p+1
9. Sa se calculeze integralele:

o [ [ [ -2 s

A ={(z,y,2) € R*; 2% + 4 +Z <1,y >0}

2
b.///9<1—$2—yg—z4> dxdydz,

2
Y z
. <1}.
9 4

25
sinp dp = E(4\/§ﬂ' -9).

Q={(z,y,2) €ER’;y>0,2>0, 2%+
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. [ [ [ sasiva

= {(z,y,2) € R®; 2* +y* + (z — 1)* < 1}.
Solutie
Coordonatele sferice sunt
x = psinfcosp, y = psinfsinyp, z = pcosb,
domeniul maxim fiind:

(p,0,¢) € [0,00) x [0, 7] x [0, 27),

iar iacobianul J = p?sin 6.
a. Pentru A, domeniul in coordonate sferice este

€1[0,1], 8 € [0, 7], ¢ € [0, 7]

///A(y — z)drdydz =

1 T s
— / dp/ d@/ p3 sin? O(sin p — cos p)dp = T
0 0 0 4

b. Coordonatele sferice generalizate sunt:

si avem:

x =apsinfcosp, y = bpsinfsiny, z = cpcos b,

avand acelasi domeniu maxim ca mai sus si iacobianul J = abcp? sin 6.
Pentru domeniul 2 vom lua a =1, b = 3, ¢ = 2, si ontinem:

3
2 2\ 2
2 Y= —
///Q<1 T 9 4) dxdydz
1 3
—/ dp/ dé?/ 6p 31n9dg0—67r/ 21—-pH2dp=
0

u2

:67r/0 sin tcostdt:67r/0 mdu:
cor(- sl s <
o 3(1+u2 31+u2 T d+u?)B

- /°° du _/°° u? du 7? /00 du 73
T\ o are®? Sy a3 TdT )y Gre?? 16
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c. Pentru II, domeniul in coordonate sferice este
s

2], p €10,2cosb)

v €1[0,2m), 0 € [0,

si deci:

27 5 2cos @
/// zdxdydz :/ d(p/ d@/ p3siné cosf dp =
I 0 0 0

2 4
87T/2 cos® 0 sinf df = —.
0 3
10. Fie 0 < k < R; sa se calculeze volumul multimii:
Q={(z,y,2) e R® | 2® +y* + 22 < R? 2 > k}.

Solutie

Multimea €2 este interiorul calotei sferice situate ”deasupra” planului z = k.
Pentru a calcula volumul, trecem la coordonate sferice. Fie 6y € [0, 5] astfel
incat Rcosfy = k, deci cosby = %; rezultd domeniul (pentru coordonatele

sferice):

k
¢€[072ﬂ-)7 96[0700]7 pe[ Q,R]

COS

2 6o R
/// da:dydz:/ dcp/ d@/ p?sin® dp =
Q 0 0 e
)

o [bo k3 2w k3
— R? — dd =" [ -R3cos — ——— =
3 Jo ( cos3 0 ) 3 ( cos 2 cos? 9) 0

9 3
:W<R3—2r2k—l—k )

Se obtine:

3 2

11. Sa se calculeze volumele multimilor 2 marginite de suprafetele de
ecuaftii:
L2242 22 =1,202 4+ 42— 22 =0, 2> 0.
cz=at 4yt -1, 2=2—2% — 92
z=4—2% -y 22 =5+ 2%+
L2t yt =122 =22 +9% 2> 0.
2?4y =4a®, 2 +y> —2ay=0,2+y+2=3,2>0,2>0,ac (0,1).
22?422 =192+ 22 =22 2>0.

o0 TR
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Solutie
a. Curba de intersectie dintre elipsoid si con este elipsa de ecuatii

42 + 242 =1, z =

Sl

Proiectia pe planul zoy a lui Q) este
D = {(x,y); 42 + 2y* < 1}.

Rezulta:

vol(©2 /// dxdydz-// dxdy \/%_y dz =
Z//D<\/1—2x2—y2—\/2x2—|—y2> drdy =
—/ dp/%(\/l—p —\/1p>2\1fpd<p 3(\/5—1)-

b. Curba de intersectie a celor doi paraboloizi este cercul de ecuatii

1
2,,2_°9 _ 1
- +y 3’ z 5
Proiectia pe planul xOy a lui ) este
3
D={(r,y); 7 +47 < 5},

si deci obtinem:

2—x2—y2
vol(© ///dzdydz—// dxdy/
z24y2—1
Vi oo
=/O dp/o (38— p*)pdep.

c. Curba de intersectie dintre cei doi paraboloizi este cercul z2 + y? = 1
situat in planul z = 3. Notand cu D = {(z,y) € R? | 2?2+ ¢* < 1},

rezulta:
—a?—y?
vol(Q2 ///da:dydz-// dxdy/
L (1422442)
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3 : 9 3 1 2 9 3
:// S(1—z —y)dwdyzf/ dp/ (I=pT)pdp=_m.
D2 2 Jo 0 4

d. Curba de intersectie dintre cilindru si con este cercul z2 4+ y? = 1 situat
in planul z = 1. Notand cu D = {(z,y) € R? | 2% +4? < 1}, rezulti:

Vol(Q):///dedydz://l)dxdy/\;wdz:
://D<1—\/x2+y2> dxdy:/oldp/o%(l—p)pdgo:g.

e. Proiectia lui 2 pe planul zOy este
D ={(z,y); 2 +1y? < 4d®, 2° + (y — a)® > a®, > 0},

si deci obtinem:

VOI(Q):/// dwdydz://Ddxdy/ogxydz:

—/ de p(3 — pcosp — psinp) dp.
2as1n<p

f. Curba de intersectie dintre sferi si con este cercul y? + 22 = %, situat in

planul z = g Proiectia multimii 2 pe planul yOz este discul D = {(y, z) €
R? | 42+ 2% < 13 rezulta

o)
VOlZ///dIEdde:// dydz/2 dx =
Q D Vy2+z2
2 2
//( y +z2> dydz-—w—/ dp/ pdg@—\g

12. Sa se calculeze volumele multimilor 2 marginite de suprafetele de
ecuatii:

a. (22 +y*+ 22 Lg—
b. (x2+y2)3 =22 2=0,2=

220 2
c a2.—|—b—2—0—2,0§z§c,a>0,b>0,c>0.
Solutie
a. Folosim coordonatele sferice. Obtinem domeniul:
0 el0,7], ¢ €[-5,5], p€[0,vsinbcosy] si deci:

T z {/sin 6 cos ¢
vol(2) :///dedydz :/0 dﬁ/zﬂ dcp/o p*sinfdp =
—3
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1/ 7 .38 3 1 T .8 2 s
:f/ d9/ sin @ sin5 6 cos’ cpdcp:(/ sin’s 9d0> / coss p dp | .
3 Jo -z 3 \Jo _z
Calculam prima integrald; mai intai, observam ca

/ singﬁdﬁz/asingﬁde—i-/ sin%6d9:2/§sin%0d0
0 0 z

cu schimarea de variabila ¢ = 6 — 7 In a doua integrala. Vom calcula acum
s
. 2 .8

integrala / sin’s 6 df folosind functia B a lui Euler (a se vedea si exercitiul
0
28(a) din capitolul 5). Cu schimbarea de variabila sin® 6 = y, rezulta

/g ins 0 df = /1 e
sins = =
0 2\[\/1— dy =
3 1 13 1
0(l—y)2d :fB —, = .
2/ yo -y dy =3 (10’2)
Calculam acum integrala / ’

rezulta:

/3

cos’ @ dy cu aceeagi metoda

[NE]

. fie sin? ¢ = y;

INIE]

3
(I—y)o

cossgpdgp—2/ cosfvcpdcp—2/ dy =
2/yV1 -y

1 L 41
— [ A=y 5y 2dy=B|(= ).
/0( y) sy 2 dy (5,2)

In concluzie, volumul cerut este

vol(2) = B (13, ;) +B (4, 1) .

5 2
b. Folosim coordonatele cilindrice; obtinem

8 27 ¥z
vol(€2) :///ﬂd:cdydz:/o dz/ dgo/o pdp = 327.

c. Folosim coordonate cilindrice generalizate

r=apcosy, y=>bpsiny, z ==z
si obtinem:

c 27 z
vol(Q) :///Qd:vdydz:/o dz/o dgp/oc abpdp = gabc.



Capitolul 3

Integrale curbilinii si de
suprafata

3.1 Notiuni teoretice

Drumuri parametrizate
Fie J un interval real; se numeste drum parametrizat pe J cu valori in R"
orice aplicatie continua v : J — R™.
Daca notam ~y(t) = (y1(t), v2(t), ..., 7n(t)), atunci relatiile

x1 =71(t), 22 = y2(t), ..., = Y (t)

se numesc ecuatiile parametrice ale drumului ~.

Daca J = [a, b], atunci y(a) si 7(b) se numesc capetele (extremitatile) dru-
mului. Drumul se numeste inchis daca y(a) = v(b).

Opusul drumului 7 : [a,b] — R™ este, prin definitie,

7" a0 = R, vy (t) =v(a+b-1).
Evident, v si v~ au aceeasi imagine.

Daca 7 : [a,b] — R™ si v2 : [b,¢] — R"™ sunt doua drumuri parametrizate,
atunci drumul concatenat 1 U s : [a, ] — R™ este definit prin

(t), te€la,b]
)= { a0, el

Imaginea lui y; U ¥y este reuniunea imaginilor drumurilor ~; si ~s.

39
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Un drum 7 : J — R" se numeste neted daca aplicatia v este de clasi C!
siy/(t) #0,Vt e J.

Un drum se numeste neted pe portiuni daca este concatenarea unui numar
finit de drumuri netede.

Doua drumuri 71 : I — R" gi v9 : J — R"™ se numesc echivalente
cu aceeasi orientare (notam 7; ~ 2 ) daca existd un difeomorfism strict
crescitor ¢ : I — J astfel incat 1 = 9 0 ¢. Dacéa difeomorfismul de mai sus
este strict descrescator, atunci cele doua drumuri se numesc echivalente cu
orientari opuse.

In cazurile particulare n = 2 (plan) si n = 3 (spatiu) notatiile uzuale
sunt y(t) = (z(t), y(t)) si respectiv y(t) = (z(t),y(t), 2(t)).

Lungimea unui drum neted 7 : [a, b] — R? este:

b
L) = [ V@) + @) + o)

Integrala curbilinie de prima speta
Fie v : [a,b] — R3 un drum neted si fie f : D — R o functie continu
astfel incat D D ~([a, b]). Integrala curbilinie de prima speta a functiei f pe
drumul  este, prin definitie:

b
a

[ s = [ 160.p0), 20 @O + 0 + @)t

Daca 71 si 72 sunt doua drumuri parametrizate echivalente (indiferent de

orientare) atunci / fds= [ fds.
20! Y2
Aplicatii

i. Daca f este functia constanta 1, atunci se obtine lungimea drumului ~.
ii. Daca imaginea lui v este un fir material avand densitatea f, atunci masa
M si coordonatele centrului de greutate G sunt date de formulele:

M:/fds,
v
1

1 1
xGZM/xfds, ygzﬂ/yfds, zgzﬁ/zfds.
gl v gl
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Integrala curbilinie de speta a doua
Fie a = Pdx+Qdy+ Rdz o 1-forma diferentiala cu functiile P, ), R continue
pe un deschis D C R? si fie

v la bl = R (1) = (2(t), y(t), 2(1))

un drum parametrizat neted cu imaginea inclusa in D. Integrala curbilinie
a formei diferentiale o de-a lungul drumului ~ este, prin definitie:

fo= / (P((#)a’(t) + QLB (6) + R((1)2' (1)) dt.

Definitia se generalizeaza evident la n variabile. De exemplu, in doua vari-

abile:
[ Pasqan= [ (PO@R O + Qe oW @)

Daca 1 si 79 sunt doua drumuri parametrizate echivalente cu aceeasi
orientare, atunci integralele corespunzatoare sunt egale:

[a=]a
! 72

Daca cele doua drumuri parametrizate sunt echivalente dar cu orientari
opuse, atunci integralele corespunzatoare diferd prin semn.

Notatii vectoriale

Unei 1-forme diferentiale o = Pdx + Qdy + Rdz i se asociaza (in mod
canonic) campul de vectori V : D +— R3 V = (P,Q,R). Daci v este un
drum parametrizat neted (cu imaginea inclusa in D) atunci integrala [ « se

gl
mai noteaza si / Vdr, numindu-se circulatia cAmpului V' de-a lungul dru-
gl

mului . In particular, daci V = F este un camp de forte, atunci circulatia

Fdr este lucrul mecanic efectuat de forta F pe drumul .

FZ)rme diferentiale exacte

O 1-forma diferentiala o = Pdx+ Qdy—+ Rdz se numeste exacta pe multimea
D daca exista f o functie (numita potential scalar sau primitiva) de clasa
CY(D) astfel incat Df = o, sau, echivalent:

of _p 0f o 0f _
ax_P’ 8y_Q’ (‘?z_R’

in orice punct din D. Campul de vectori V. = (P,Q, R) asociat formei
diferentiale o se numeste in acest caz camp de gradienti.
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O 1-forma diferentiala @ = Pdz + Qdy + Rdz se numeste inchisa pe D daca
sunt verificate (in orice punct din D) egalitatile:

OP _9Q 0Q OR OR 0P

dy Ox’ 0z Oy Ox Oz’
Definitiile de mai sus se generalizeaza in mod evident la n variabile.
Importanta formelor diferentiale exacte este data de urmatorul rezultat:
Independenta de drum a integralei curbilinii
Fie a = Df o 1-forma diferentiala exacta pe D si fie v un drum parametrizat
neted cu imaginea inclusa in D avand extremitatile p, ¢ € D; atunci:

. A Df = f(q) - f(p)-

ii. daca in plus drumul v este inchis, atunci / Df =0.
¥
Din teorema de simetrie a lui Schwarz rezulta ca orice forma diferentiala
exacta (cu potentialul scalar de clasa C?) este in mod necesar si inchis#; recip-
roca acestei afirmatii este, in general, falsa. De exemplu, forma diferentiala

a= 2—y pdr + 296 5y
e +y 4 +y

este inchisa pe R?\ {(0,0)} dar nu este exacti pe aceasta multime.
Are loc totusi urmatorul rezultat fundamental:
Teorema lui Poincare
Fie o 0 1-forma diferentiald de clasa C! inchisi pe deschisul D € R™. Atunci
pentru orice x € D exista o vecinatate deschisd a sa U C D si o functie
f € C! astfel incat Df = a pe U.
Intr-o formulare succinti teorema afirmi c& orice 1-forma diferentiala inchisa
este local exacta.

Exista multimi pe care teorema de mai sus este adevarata global. De
exemplu, daca multimea D este stelata (adica existd un punct xg € D
cu proprietatea ca segmentul [xg,z] C D, Ve € D) atunci orice 1-forma
diferentiald inchisa pe D este exacta pe D.

Panze parametrizate
Fie D C R? o multime deschis# si conexi; o panza parametrizata pe D este
orice aplicatie de clasi Ct, ® : D — R3.
Panza parametrizata ® se numeste simpla daca aplicatia ® este injectiva.
Doua panze parametrizate ®; : D — R3 si Py : Dy +— R? se numesc
echivalente daca exista un difeomorfism 6 : D; — D5 astfel incat ®1 = $500.
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Se spune ca difeomorfismul 6 pastreaza orientarea daca iacobianul sau este
pozitiv; in acest caz se spune P si $9 au aceeasi orientare; in caz contrar
se spune ca panzele parametrizate au orientari opuse. Evident, doua panze
parametrizate echivalente au aceeasi imagine (in R3), numita simplu panza
(sau portiune de suprafata).
Fie ® : D +— R3, ®(u,v) = (X (u,v),Y (u,v), Z(u,v)) o panzi 5
)

parametrizata; panza ® se numeste regulata daca vectorii — si Em sunt
U v

liniari independenti in orice punct din D. In acest caz planul generat de ei
se numeste planul tangent la panza (in punctul respectiv); vectorul normal
la panza in punctul ®(u,v) indus de parametrizarea ¢ este:

0P 09
No(u,v) = — x —.
ou  Ov
Daca ®; si &5 sunt doua panze parametrizate simple, regulate echivalente
cu aceeagi orientare, atunci versorii normalelor induse coincid:
1 1

1) = N G [ ) T g o V) el )

Integrala de suprafata de prima speta
Fie ® : D — R3 o panza parametrizata, fie ¥ = ®(D) imaginea ei si fie
F : U — R o functie continua pe imaginea panzei. Integrala de suprafata
de prima speta a lui F' pe ¥ este, prin definitie:

00 9
/EF(ac,y,z)da—//DF((I)(u,v)) |50 % S | dude,

Daci panza este parametrizats cartezian, z = f(z,v),(z,y) € D C R?,
atunci formula de mai sus devine:

/EF(x,y,z)da = //I)F(x,y,f(a;,y))\/(gi>2 + (%)Zmdy.

Daca ®; si ®2 sunt doua parametrizari echivalente (nu neaparat cu aceeagi
orientare) atunci integralele corespunzatoare sunt egale.

Aplicatii

i. In cazul particular F' = 1 se obtine aria suprafetei >:

aria (X) :/Zda.
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ii. Daca F' > 0 reprezinta densitatea unei placi X, atunci masa ei este:
M= / Fdo,
b
iar coordonatele centrului de greutate sunt:
1 1 1
To = M/Z.TFCZO‘, Yo = M/Edea, zZq = M/Edea.

iii. Fie V un camp vectorial si fie m versorul normalei indus de panza
parametrizata fixata; fluxul campului V' prin suprafata 3 in raport cu ori-
entarea aleasa (data de versorul ) este, prin definitie:

z/v-ﬁda.
)

Integrala de suprafata de speta a doua
Prin definitie, daca

w = Pdy Ndz + Qdz ANdx + Rdx N dy
este o 2-forma diferentiala si
®: D R ®(u,v) = (X(u,v),Y (u,v), Z(u,v))

este o panza parametrizata, atunci integrala pe suprafata (orientatda) ¥ a
formei diferentiale w este:

(

D(Y, Z) D(Z, ) X,Y)
D(u,v)” D(u,v) " D(u,v)
port cu variabilele u §i v.

Daca @1 si o sunt doua panze parametrizate echivalente cu aceeasi ori-
entare, atunci integralele corespunzatoare sunt egale; daca parametrizarile
au orientari opuse, atunci integralele difera prin semn.

Notatii vectoriale

Unei 2-forme diferentiale w = Pdy A dz + Qdz A dx + Rdx A dy i se asociaza
(in mod canonic) campul de vectori V = (P,Q, R); daca ® : D ~ R3 este
0 panza parametrizatd cu imaginea Y (orientatd cu versorul normalei 7),

atunci:
/w:/v-ﬁda.
by =

unde, sunt iacobienii functiilor X,Y, Z in ra-
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3.2 Integrale curbilinii

1. Fiea € Rsifie P,Q: R?2— R, P(x,y) = 2 + 6y, Q(z,y) = 3ax — 4y.
Sa se afle a astfel incat w = Pdx + Qdy sa fie o 1-forma diferentiala exacta
pe R? i apoi si se determine f € C'(R?) cu proprietatea df = w.

Solutie
Spatiul R? este multime stelatd, deci este suficient ca w si fie 1-forma

P
diferentiald inchisa , adica Z 3 —; rezulta @ = 2. O primitiva (potential
Yy z
af of
scalar) a lui w se calculeaza fie integrand sistemul 9 = = P, 3y = @, fie

direct cu formula ’
flz,y) = / P(z,yo)dx + | Q(z,y)dy, unde z, si y, sunt arbitrari fixati;

Zo Yo

obtinem f(z,y) = = + 6xy —2y> + k, k € R.

3
3
2. Fie P,Q : R? — R, definite prin:

Plz,y) = \/m Qz,y) = \/m

si fie w = Pdx 4+ Qdy. Sa se gaseasca un domeniu maximal pe care forma
diferentiala w sa fie exacta.

Solutie

Functiile P si Q sunt de clasi C! pe R?\ {(0,0)} si:

00 _ 1+ /T op_y o0
or 222 +y2 Oy |yl Oz’
oP

3}
Multimea D = {(z,y) € R%; y > 0} este stelata si a—Q S Pe D; evident,
Y

D este maximala cu aceste proprietati.

3. Folosind definitia, sa se calculeze urmatoarele integrale curbilinii (ori-
entarea curbei nu este precizata):

a. /(x+y)dx+ (z —y)dy, T = {(z,y) | 22 +y> =4,y > O}.
r
b. / a:f— dx + dy, T este triunghiul ABC, A(2,0), B(0,0),C(0,2).
. 22 g2
/My yde, I' = {(z,y) | —+ =1
Solutie
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a. Cu parametrizarea x(t) = 2cost, y(t) = 2sint, t € [0, 7] obtinem:
/(x +y)dx + (x — y)dy = / (4cos2t — 4sin2t) = 0.
r 0

b. I' = [AC]| U [CB] U [BA]; parametrizam fiecare segment:
[AC] :x(t) =2—t, y(t) =t, t €[0,2]

[CB]:x(t)=0,y(t)=2—t,tel0,2]
[BA] : z(t) =t, y(t) =0, t € [0,2];

obtinem:

Yy 2 t 2
d dy = —— +1])dt— dt =2 —31n3.
/rx+1 Ty /o(t—3+> /o "

c. Parametrizarea canonica a elipsei de semiaxe a si b este

x(t) = acost, y(t) = bsint, t € [0,27);

obtinem:

2m
/ xdy — ydr = / abdt = 2mwab.
I 0

4. Fie P(z,y) = e~y cos(2zy), Q(z,y) = e~ Ty sin(2zy) si fie

w = Pdx + Qdy.

a. Sa se arate ca / w = (0 pentru orice curba inchisa I'.

r
b. Fie a € R. Sa se calculeze integrala
00 2
/ e " cos(2at)dt,
0
aplicand rezultatul de la punctul a dreptunghiului I' = ABC D, unde
A(0,0), B(a,0),C(a,a), D(0,a).

Solutie
oP 0Q

a. Deoarece il rezulta ci w este 1-forma diferentiala inchisd pe R?
x
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si deci gi exacta; in consecinta, / w = 0, pentru orice curba inchisa I'.
r
b. Parametrizand I' = [AB] U [BC| U [CD] U [DA], obtinem:
¢ Y24 . ¢ i
0= / w= / e " dt —i—/ e sin(2at)dt — / e cos(2at)dt.
r 0 0 0

Pentru a — oo, obtinem:
oo
/ e "’ cos(2at)dt = \27?6042,
0

deoarece

oo [0}
/ e Pdt = \/27? si lim et sin(2at)dt = 0.
0

a—00 0

5. Sa se calculeze / w In urmatoarele cazuri:
r

a. w = 22yzdz + zy’zdy + ryz2dz, iar T este intersectia suprafetelor
z=1 9y +22=1.

b. w=z2(z —y)dx + x2dy — xydz, I' =T'1 UT'9 UT3, unde I'y, I'y si '3 sunt
intersectiile conului z2 + y? = (z — 1)? cu planele = = 0, y = 0, si, respectiv,
z =0, cu restrictiile x > 0, y >0, z > 0.

c. w=(y—22)dx+ (r — z)dy + (2x — y)dz, T fiind intersectia suprafetelor

22 4P 422 =

,t—y+2z=0.
d. w =ydz + (x + 2)dy + x2dz, T fiind intersectia suprafetelor
2 4+y?—22=0,242 =4

Solutie
Integralele se calculeaza cu definitia.
a. I' este un cerc situat in planul = 1; o parametrizare este:

x =1,y =cost, z=sint, t € [0,2m).

Rezulta:
27
/ w = / (— cos? tsin® t + cos? t sin? t) dt = 0.
T 0

b. In planul = = 0 obtinem dreapta de ecuatie y + z = 1, in planul y = 0
obtinem dreapta x + z = 1, iar In planul z = 0 obtinem sfertul de cerc
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22 +y>=1,2 >0,y > 0. Rezulta parametrizarile:
Ty:x2(t)=0,yt)=1—t, 2(t) =t, t €[0,1].
To:a(t) =t yt)=0,2(t)=1—1t,te][0,1].
I3 : x(t) = cost, y(t) = sint, z(t) =0, t € [0,

).

o 3

In continuare se aplica definitia.

c. Curba este o elipsa situata in planul x —y + z = 0; inlocuind z = y —x In
ecuatia sferei obtinem: 2412+ (y—x)? = r2. Pentru a aduce ecuatia acestei
conice la forma canonica, facem schimbarea de variabile: x—y = u, z+y = v;
obtinem ecuatia:

u? v?

=1
W

5 =
(var)
Rezulta parametrizarea:
2
u(t) =z(t) —y(t) = \/gr cost,
v(t) = x(t) + y(t) = V2rsint,

z(t) =y(t) — x(t) = —\/zrcost, t €[0,2m).

x(t) = % r <\/§ cost + /2 Sint) ,
y(t) = % r <\/§ sint — \/z cost) ,

2
2(t) = —\/; r cost, t € [0,2m).

In continuare se aplica definitia.
d. Ecuatia canonica a cilindrului este (z — 1) + y? = 1 si deci

Se obtine:

x(t) — 1 = cost, y(t) = sint, z(t) = 3 — cost, t € [0, 2m).

In continuare se aplica definitia.

6. Sa se calculeze / ydx+xdy pe un drum cu capetele A(2,1) si B(1,3).
r

Solutie
Forma diferentiald o = ydx + xdy este inchisia pe R? si deci este exacta.
Rezulta ca integrala este independenta de drumul particular care uneste
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punctele A si B. Integrala se calculeaza pe un drum particular, de exemplu
pe segmentul [AB], a carui parametrizare este:

o(t) = % (6 =t t e [1,3]

O altd metoda consta in a determina un potential scalar f pentru 1-forma
diferentiala a:

x Yy
f(x,y)Z/ yodx+/ xdy = xy + k,
x Y

0 0

k fiind o constanta arbitrara. Integrala ceruta in enunt este:

Ja= 1) - 1) =1
I" fiind un drum arbitrar avand capetele A si B.

7. Fie P,Q,R: Q= {(x,y,2);y >0,z >0} — R,

Y
P(z,y,z) = 2% — —_
(z,y,2) = vt
N
Q(.’E7y,2)—y zZx $2+y27

R(z,y,z) = 22 — zy.

Notand cu w = Pdx + Qdy + Rdz, sa se calculeze / w, unde I' este un

r
drum parametrizat arbitrar (inclus in ) ce unegte punctele A(1,1,0) si

B(-1,1,0).
Solutie
Observam ca w este o 1-forma diferentiald inchisa:
oP x? — 2 0Q
bl S A ]
oy (224 y?)? ox’
orR _ _ _oF
ar U7 92
Q__, _0oR
oz 7 oy’

Domeniul €2 este stelat, asadar w este exacta pe 2. Rezultd ca | w nu

r
depinde de drumul parametrizat I', ci doar de extremitatile A si B si de
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orientare (de la A catre B).
Fie parametrizarea z(t) = —t, y(t) = 1, 2(t) = 0, t € [-1, 1]; obtinem:

1 1 2
=— 2 dt =—= —
/rw /—1< +t2+1> 3

Sa mai facem observatia ca rationamentul de mai sus nu mai este corect
daca drumul nu ar fi inclus in €2, deoarece, pe un astfel de domeniu w nu ar
mai fi exacta si deci integrala nu ar mai fi independenta de drum.

De exemplu, sa consideram punctele C'(1,—1,0), D(—1,—1,0) si drumul
I’y format prin concatenarea segmentelor (orientate) [AC| U [CD] U [DB].

vl N

Atunci / w # / w. Intr-adevir, cu parametrizarea:
r, r
[AC] CC(t) =1, y(t) = —t, Z(t) = 07 te [_1’ 1]7
x

[CD] : (t) —t, y(t) = _17 Z(t) = 07 te [_111]7
[DB] : z(t) = -1, y(t) =t, 2(t) =0, t € [-1,1].
se obtine:
/ T 2+7T 2+7r+2 2+37T
w=—— — —_ — = - _ = — = )
I, 2 3 2 3 2 3 3 2
8. FleP,QRQ\{(x,y)\xy:—l}HR,
Y T
P = =

si fie « = Pdx + Qdy. Sa se calculeze integrala / a, unde I' este un drum

arbitrar avand capetele A(—1,—1) si B(3,3) si n1:1 intersecteaza hiperbola
zy = —1.

Solutie

Forma diferentiala « este inchisa:

oP 1 0Q 9
— = —=—,VY(z,y) € R?, —1.

Multimea = {(z,y) € R? | xy > —1} este stelati, deci pe Q « este exacta.
Rezulta ca integrala este independenta de drumul particular (inclus in 2)
care uneste punctele A si B. Un potential scalar pentru o pe multimea €2
este:

F(z,y) /x LI +/y Ly =In(1+ay) +kay > —1
,y) = v y =In(1+zy) + k,zy > —1,
zo 1+ Yo yo 1+ Y
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si deci integrala este:
/a — /(B) - f(A) = In5.
r

9. Si se calculeze circulatia campului de vectori V' de-a lungul curbei I'
n urmatoarele cazuri:
a. V=—(a*+y%)i — («* — y*)j,
I ={(z,y) € R?;2%24+y> =4,y < 0}U{(z,y) € R?;22+y?>—22x =0,y > 0}.
b. V = zi + xyj + zyzk,
[ ={(v,y,2) € R?; 22 +y* =1} N {(n,y,2) € R3; v + 2 = 3}.
Solutie
Campului de vectori V = Pi+ Qj + Rk i se asociaza, prin definitie, 1-forma,
diferentiald w = Pdx + Qdy + Rdz; circulatia Iui V de-a lungul lui T este,

>

prin definitie integrala curbilinie: / Vdr = / w.
r r

a. Notam:
Iy = {(z,y) € R*;2% +y* =4, y < 0},

Ty ={(z,y) € R®;2* +y° =22 =0, y > 0}
O parametrizare (in sens trigonometric pozitiv) pentru I' se obtine astfel:
Iy :2(t) = 2cost, y(t) = 2sint, t € [, 27),
Iy :z(t) =14 cost, y(t) =sint, t € [0, 7].
b. Parametrizarea este: x(t) = cost, y(t) = sint, z(t) = 3—cost, t € [0, 2m).
10. Sa se calculeze urmatoarele integrale curbilinii de prima speta:
1
a. / yds, T : z(t) = In(sint) — sin?¢, y(t) = isin 2t, t € [§, 1l
r
b. /xyds, F:z®)=1t, y@t)=V1-t3 te]-1,1].
r

c. / |z —yl|, T': x(t) = | cost|, y(t) = sint, t € [0, 7].
r

Solutie
a. Cu definitia, obtinem:

il
/yds = /4 —sin 2¢ \/(ctgt—sin2t)2 + cos? 2t dt =
r ™ 2

v2 5
3

I
= 2cos?t — 1) sintdt = .
/g(cos ) sin 1
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b. Integrala se descompune intr-o suma de doua integrale:
0 1
/ xyds = / ftdt+/ tdt = 1.
r -1 0
c. Aplicand definitia, obtinem:
/ |z — y| ds:/ || cost| —sint | dt = 4(v/2 — 1).
r 0

11. Sa se calculeze lungimea L a arcului de parabola
2

_pr_ ¥ _
T=73 2p,y€[p,p]-
Solutie
Cu parametrizarea
p t*
H=t z(t)=%— — te[-
y(t) =t, x(t) 5 2p,€[p,p],
avem:
L= /ds—/ ,/1+ /\/tQ—i—det
Z t2+p / /
\/t2+p \/t2+p Ty \/t2+p
=4dpln (142 +—/ PR S
b ( pJlo 2+ p?
2 D
=4pln (1+ V2 +(t 12 + 2”—/ 12 4+ 2dt>.
p( )p\/P|OOVP
Rezulta:

=p(V2+2mn(1+v2)).

12. Sa se calculeze coordonatele centrului de greutate al unui arc de cerc
de raza R si de masura « € (0,7), presupus omogen.
Solutie
Coordonatele centrului de greutate G ale unei curbe plane I' omogene sunt:

1 1
7 [ wds ve =1 [ ds.

unde L este lungimea firului. Consideram originea axelor de coordonate in
centrul cercului i fie A i B doua puncte simetrice fata de axa Oz cu masura
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arcului AB egala cu a.
Cu parametrizarea z(t) = Rcost, y(t) = Rsint, t € (=%, §), obtinem:

1 /2 2R
TG = — ’ Rcostdt = —sm , ya = 0.
a « 2

[N]l}

13. Sa se calculeze masa firului material I' de ecuatii parametrice:

2(t) = £, y(t) = ~42, 2(t) = %t?’, telo 1),

si avand densitatea F'(z,y, z) = 1/2y.
Solutie
Conform formulei masei:

1
M:/F(x,y,z)ds:/\&yds:/ V(L4 t2+ 1) dt =
r r 0

1 1 1 2 3
:/ t\/1+t2+t4dt:/ tw(t2+2> —i—zdt:
0 0
1[5 | 3
_ 2 — _
—2/é u+4du—

u—|—4 3 3 du 1 /3 u?
/ u:f/ 74-*/ ——du=
\Ju? + i 8 /1 \/u2+% 21 \/u2+%
3 3\ |2 37 1 i 3
= 24 —7/2,/2 = du.
8n<u+“+4> i, " 2/s ut oy du
2 2

+1 2+
U/ u
L2

Ultima integrala este M, deci (dupa calcule) se obtine:

Mzél 3+32f L (3v3-1).

14. Sa se calculeze masa si coordonatele centrului de greutate ale firului
material I' cu parametrizarea:

z(t) =t, y(t) = cht, ¢t € [0,1]
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si densitatea f(z,y) = y.
Solutie
Masa firului este:

1 1
M:/yds:/ cht\/1+sh2tdt:/ ch?tdt =
I 0 0

1

—1/1(1+Ch2t)dt— 1(t+1~h2t) _ 142
~ 2/ ~ 9 2° 1 ’

Coordonatele centrului de greutate:

0

1 ! 1 1
= — h2 :7/ h2 =
e M/o t ch?tdt o7 Jo (t +tch2t) dt
1 1 1

+ —t sh2t

_1<t2

2M \ 2|, 2
_ 1 3, L [ 2 _
yG—M/Ochtdt—M/o (1 + sh?t) shtdt =

1 1 L | 1
= — (sht+ =sh®t)| = — (sh1+ = h31) .
i (s + 38 ) Y (s + 3s

1 1 1
— 5/ sh2tdt) = — (3+2sh2 —ch2).
0

0 8M

3.3 Integrale de suprafata

15. In fiecare din exemplele urmatoare se da o panza parametrizata

D > (u,v) — ®(u,v) = (X (u,v),Y (u,v), Z(u,v)) € R3.

Sa se calculeze vectorii tangenti la suprafata si versorul normalei la suprafata.

Sa se gaseasca in fiecare caz si ecuatia in coordonate carteziene.

a. Sfera; fie R > 0; ® : [0, 7] x [0,27) — R3,
®(6,¢) = (Rsinf cos ¢, Rsinfsin ¢, Rcosb).
b. Paraboloidul; fie a > 0, h > 0; ® : [0, h] x [0, 27) — R3,
®(u,v) = (aucosv, ausinv, u?).
c. Elipsoidul; fie a > 0,b > 0,¢ > 0; ® : [0, 7] x [0, 27) — R3,

®(0,¢) = (asinf cos @, bsinfsin ¢, ccosb).
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d. Conul; fie b > 0; @ : [0, 27) x [0, h] — R3,
®(u,v) = (veosu,vsinu,v).
e. Cilindrul; fie a > 0, 0 < hy < hg; @ : [0,27) x [hy, ho] — R3,
D(p,2z) = (acosp,asing, z).
f. Parametrizare carteziana; fie D C R? si fie f : D — R, f € CY(D).
©: D R, ®(z,y) = (,y, f(z,9))-

g. Suprafata de rotatie in jurul axei Oz:
Fie 0 <7y < rgsifie f:[r1,r] — R, f € CY(D).

P [TI,TQ] X [07 27T) = R37 q)(r7 90) = (TCOSQO,T’SiI’IgO,f(T))-
h. Torul; fie 0 < a < b; @ : [0,27) x [0, 27) — R3,
®(u,v) = ((a+ bcosu) cosv, (a + bcosu)sinv, bsinu) .

Solutie

Vectorii tangenti la suprafata sunt — si —, iar versorul normalei este

ou ov

1 6<I>X6<I>
Hg—ix%—fuau ov

16. In continuare, w = Pdy A dz + Qdz A dz + Rdx A dy este o 2-formé
diferentiala iar 3 este imaginea unei panze parametrizate; sa se calculeze

integrala de suprafata / w.

a. w=ydyANdz+ zdz /\Ed:v+;1:d:v/\dy,
¥ X(u,v) =ucosv, Y(u,v) = usinv, Z(u,v) = cv,
(u,v) € [a,b] x [0,2m).
b. w =zdy Adz + ydz A dz + zdx A dy,
Y2y + 22 =R2
c. w=yzdy Ndz + zxdz N\ dx + zydx A dy,
S

a2 b2 2 ’
d. w=xdy Ndz + ydz N dx,
Y4yt =22 z€[1,2).
e. w=(y+2)dy Ndz + (z + y)dz A dy,
Yt +yt=a? 2 €]0,1].
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Solutie

Aplicam definitia integralei de suprafata de speta a doua.
a. lacobienii:

D(Z,X) D(X,Y)

=csinv, ——= = —ccosv, ———= = u,

D(u,v) D(u,v)

si deci:

b ’n .2 2 2 1 2 9
/w:/ du/ (cusm v —cvcosv+u cosv)dv:ﬂrc(b —a)
p) a 0 2

b. Parametrizam sfera de centru O i raza R:

X(0,9) = Rsinfcosp, Y(0,p) = Rsinfsinyp, Z(0,p) = Rcosb,

domeniul parametrizarii (0, ¢) € D = [0, 7] x [0, 27).

DY,Z) 9. 2

= R*sin”“ 0 cos ¢,
D(0,¢)
D(Z,X) 2 1.2 :
——= = R"sin“fsin gy,
D(0,¢)
D(va) 2 :
————= = R*sinf cosf
D(6,¢)

Rezulta / w = 41R3.
p)
c. Parametrizarea canonica a elipsoidului este:
X(0,9) =aRsinfcosp, Y(0,p) = bRsinbfsinp, Z(0,p) = cRcosb,
6 € [0,7], ¢ € [0, 2m).

In continuare calculul este asemanator cu cel de la punctul anterior.
d. Parametrizarea canonica a conului este:

X(u,v) =vcosu, Y(u,v) =vsinu, Z(u,v) = v,
(u,v) € D =[0,2m) x [1,2].

Tacobienii:
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Rezulta integrala:

14
/ w = // (1)2 cos? u + v? sin? u) dudv = —.
z D 3

o7

e. Parametrizarea canonica a cilindrului este: (¢, z) € D = [0,27) x [0, 1],

X(p,z) =acosp, Y(p,z) =asing, Z(p,2) = z,.

Tacobienii:
D(Y, 2) D(Z,X) . D(X,Y)

———~ =acosp, ——— = asiny
D(yp, 2)

D(p.2) D)

Rezulta integrala:

/w:// (asiny + z) acos @ dpdz = 0.
b D

17. Sa se calculeze integralele de suprafata:
a. / xzdy AN dz + yzdz N dx + (x + y)dz A dy,
by
Y= {(z,y,2); 2>+ 32 =a% x>0,y >0,0< z<h}.
b. / xdy N\ dz + ydz A dx + zdx A dy,
b
Y={(z,y,2); 2> +y*+ 22 =R* 2 >0,y >0,z > 0}.
Solutie
a. Parametrizarea lui ¥ (o submultime a unui cilindru) este:

X((paz) = acosy, Y((,O,Z) = asinyp, Z(SO,Z) =z,

domeniul parametrizarii fiind (¢, z) € D = (0,%) x (0, h). Rezulta:

h
/a:zdy/\dz+yzdz/\dm+(a?+y)dx/\dy:// a2zd(‘pdz:a77r_
N D

b. Portiunea de sfera ¥ are parametrizarea:

X(0,¢) = Rsinfcosp, Y(0,p) = Rsinfsiny, Z(0, ) = Rcosb,

domeniul parametrizarii (0,¢) € D = [0, 5] x [0, 5).

In continuare calculul este similar cu cel din exercitiul anterior (punctul b).



58  CAPITOLUL 3. INTEGRALE CURBILINII SI DE SUPRAFATA

18. Sa se calculeze integrala de suprafata de prima speta

/ F(z,y,z)do
P

in urmatoarele cazuri:
a. F(x,y,2) = |zyz], ¥: 22 =22 +42, 2 €[0,1].
b. F(z,y,2) =yvz, X : 22 +y> =62, 2 € [0,2].

c. Fz,y,2) =24 S ={(z,y,2); 2= /a2 + 92, 2> +y*> — 6y < 0.}.
Solutie

Se aplica definitia integralei de suprafata de prima speta.

a. Parametrizarea carteziana a conului este:

2= f(z,y) =\/22 + 92, D = {(z,y); 2> + y* < 1}.

Rezulta:

2 Y2
/E|xyz]daz//D|xy|\/x2+y2\/1+$2+y2+x2+y2d$dy:
4v/2
:\/5//D|zyh/1:2—|—y2d:cdy:\5[.

b. Parametrizarea carteziana a paraboloidului este:

1
2= flz,y) = 5(9«3 +4?), D ={(z,y) € R* | 2* +y* < 12}.

Rezulta:

/Ey\/gda://[)y\/é(ﬂ—i-y?) \/1+;(x2+y2)dxdy:

1 2 \/ﬁg pz
= — d/ 1+ — siny =0.
Gl o i

c. Cu parametrizarea carteziana

z= /22 + 2, (z,y) € D={(z,y) | 2> +y* < 6y}.

/zzdaz// (2% 4 y?)dzdy =
b D

™ 6sin 243
:/ dgp/ pPdp = -5
0 0

rezulta:
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19. Sa se calculeze ariile suprafetelor:
a. sfera de raza R.
b. conul 2% = 22 + 42, 2z € [0, A].
c. paraboloidul z = 22 + 42, z € [0, hl.
Solutii
a. Parametrizarea canonica a sferei este:

X(0,p) = Rsinfcosyp, Y(0,p) = Rsinfsinp, Z(0,p) = Rcos®,

domeniul parametrizarii (0, ¢) € D = [0, 7] x [0, 27).
Notand ®(0,») = (X (0,¢),Y (0,9), Z(0, ¢)), rezulta:

od 09
0 9,
= (Rcosfcos p, Rcosfsing, —Rsinf) x (—Rsinfsin g, Rsinf cos p,0) =
= (R2 sin? 0 cos ¢, R? sin® @ sin ¢, R? sin 0 cos 9) .
Elementul de suprafata este:

0® 09

I ETRe 90 |= R*sin#.

Rezulta aria sferei Sp
do = // r? sinf dfdyp = 4w R>.
Sr D

b. Parametrizarea carteziana a conului este:

z=1/22+y2, (v,y) € D ={(z,y) € R* | 2” +y* < h°}.

Rezulta aria conului C:
do = / / V2dady = V2rh?.
Ch D

c. Parametrizarea carteziana a paraboloidului este:
z=2" 147 (x,y) € D= {(z,y) € R* | 2* +y* < h}.

Rezulta aria paraboloidului Pj:

da:// 1+ 422 + 4y?dedy =
P, D
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2 vh T
= 2dp = — 3 _
/0 dgo/o py/ 1+ 4p4dp 5 <\/(1+4h) 1>.

20. Sa se calculeze aria A a suprafetei 3 in urmatoarele cazuri:
a. Y:2z2=4—22—192% 2€10,1].
b. ¥ este submultimea de pe sfera z? + y? + 22 = 1, situata in interiorul
conului 22 + y? = 22.
c. ¥ este submultimea de pe sfera z2 + y% 4+ 22 = R?, situatd in interiorul
cilindrului 2 + 3% — Ry = 0.
d. ¥ este submultimea de pe paraboloidul z = z2 + 3?2 situata in interiorul
cilindrului 22 + 32 = 2y.
e. X este torul.
Solutie

Aria suprafetei ¥ este A = / do.

¥
CA=2 I S Do 22 2 1y
b- A //D mdmd% {(xy) e R [2” +y 72}

_ R _ .2 2
d. A:// 1+ 42 4+ dy2dady, D = {(z,y); 2> +y* < 2y}.
D

e. A= // (a+ bcosu)dudv, D = [0,27] x [0, 27].
D

21. Sa se calculeze fluxul campului de vectori V prin suprafata ¥ in
urmatoarele cazuri:
a. V=axityj+zk, X: 22 =22+9%2¢€[0,1].
b. V=yi—aj+ 2% Y: 2=2%+4> 2€0,1].
c. V:\/:%y?@i—xj%—k),il: z=4—-22—y% 2 €[0,1].
Solutie
Fluxul campului de vectori V prin suprafata 3 in raport cu normala 7 este,

prin definitie, Fx(V) = / Vado, @ fiind versorul normalei la suprafata .
b

Dacd ® : D — R? este o parametrizare a lui 3, atunci fluxul este:

/Vnda—// (aq) ?;I))d dv =
= (o G )
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— 00 | 09
ultima paranteza fiind produsul mixt al vectorilor V o ®, M si 0
U v

a. Considerand parametrizarea carteziana z = /22 + y2, obtinem

1 -~ -
_ . : [ 2 4 02
n= 50 y2)( xt—yj+/xc+y k:)

si deci fluxul este 0 deoarece vectorii V' si T sunt ortogonali.
b. Considerdnd parametrizarea carteziana

z=2"+y° D={(z,y); 2> +y* < 1},

obtinem:

e 1 2 T
fz(V)Z//D(wQJrf)dedy:/o dp/O prdp = 3.

c. Cu parametrizarea carteziana
z=4—2?—y* D={(z,y); 3 <2*+y* <4},

obtinem:

_ 1 2 21

22. Fie a < b doua numere reale si f, ¢ : [a,b] — R doua functii continue
astfel incat f(t) > 0, Vt € [a,b]. Fie I' o curba (situata in planul y = 0) de
parametrizare

z(t) = f(1), y(t) = 0, 2(t) = g(1)

si fie X suprafata de rotatie obtinuta prin rotirea curbei I' in jurul axei Oz.
Sa se calculeze aria suprafetei 3.

Solutie

Parametrizarea suprafetei X este

O (u,v) = (f(u)cosv, f(u)sinv, g(u)), (u,v) € [a,b] x [0, 27]

si deci aria este:

) = [Ldo = [T aw [ 1))+ ()2 du =

=2 [ 1\ + ()2 e
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Abscisa centrului de greutate al curbei (omogene) I' este

_ Jpads
 rds

unde, L este lungimea lui I'. Rezulta deci A(X) = 2w Lzg.

Ira

= 1 [ )+ (2

23. Sa se calculeze masa si coordonatele centrului de greutate ale unei
semisfere S de raza R gi avand densitatea constanta c.
Solutie
Masa este data de formula M = / cdo, iar coordonatele centrului de greu-
S

tate sunt:

1 1 1
l’G:M/SCQTdO', yG:M/Scyda, ZG:M/SCZCZU'

Considerand semisfera cu centrul in origine si situatd in semiplanul z > 0,
parametrizarea este:
X(0,¢) = Rsinf cos ¢,

Y (60,9) = Rsinf cos ,
Z(9,¢) = Reost, (6,¢) € [0,3] x [0,2].
Rezulta:
2m 3
M:/cdcr:/ dgp/ cR? sinfdf = 2w R%c.
S 0 0
Din motive de simetrie (sau calcul direct) rezulta z¢ = yg = 0.

1 1 2 2 R
20 = — czd(f:—/ d / cR3sin6 cosfdo = =.
“ M/S M Jo 4 0 2



Capitolul 4

Formule integrale

4.1 Notiuni teoretice

Formula Green-Riemann
Fie (K,9K) un compact cu bord orientat inclus in R? (orientarea pe 0K
este sensul trigonometric pozitiv) si fie

o = Pdx + Qdy

o 1-formi diferentiald de clasd C' pe o vecinatate a lui K; atunci:

/8KPda:+Qdy://K<Zf—g]yD>da:dy.

Dacd V = Pi+Qj este cAmpul vectorial asociat (in mod canonic) formei
diferentiale a, atunci formula se scrie sub forma:

fucVer= [ J (e =g ) oo

O consecinta este urmatoarea formula pentru arie (notatiile gi orientarea
pe bordul 0K sunt cele de mai sus):

1
aria(K) = 5/ xdy — ydx.
oK

Formula Gauss-Ostrogradski
Fie K C R? un compact cu bord orientat ( bordul 9K orientat dupa normala
exterioara). Atunci, pentru orice 2-forma diferentiald

w = Pdy Ndz + Qdz A dx + Rdx N\ dy

63
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de clasd C! pe o vecinitate a lui K, are loc egalitatea:

P
/ de/\dz+de/\d:v+Rdx/\dy—/// (8 6822 aaf)dxdydz

Daci notadm cu V = Pi+ Qj + Rk campul vectorial asociat (in mod
canonic) 2-formei diferentiale w, atunci formula de mai sus se scrie:

Vado = / / / div(V)dzdydz,
0K

unde, 7 este normala exterioard la K, iar div(V) = a,ﬁ + 83 + %—f este
divergenta lui V. Observam ci membrul stang este fluxul cAmpului V prin
suprafata 0K, de aceea formula Gauss-Ostrogradski se mai numeste si for-
mula flux-divergenta.

Formula lui Stokes
Fie (X, 0%) o suprafata bordata orientata (orientarea pe X este compatibila
cu orientarea pe bordul 0%) si fie « = Pdz+Qdy+ Rdz o 1-forma diferentiala
de clasd C! pe o vecinitate a lui ¥; atunci:

/de—FQdy—i-Rdz:

%

_ [ (9R _0Q or _oRr 5Q_ap>
—/z<3y 8z>dy/\dz+(8z 8x)d2/\dx+<8:z By dx N dy.

Daci V = Pi+ Qj + Rk este cAmpul vectorial asociat (in mod canonic)
formei diferentiale «, atunci formula lui Stokes se scrie:

Vdr = / (rotV)ndo,
ox b
orientarile pe curba (inchisa) 03 si pe suprafata ¥ fiind compatibile.
In exercitiile care urmeaza, se subintelege, atunci cand este cazul, ca

orientarile pe curbe si suprafete sunt compatibile, adicd sunt Indeplinite
ipotezele formulelor de mai sus.
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4.2 Formula Green-Riemann

1. Sa se calculeze direct si aplicand formula Green-Riemann integrala cur-
bilinie /F «a In urmatoarele cazuri:

a. a = y’dz + zdy,

" este patratul cu varfurile A(0,0), B(2,0),C(2,2), D(0,2).

b. a = ydz + 2%dy, I este cercul cu centrul in origine si de razs 2.

c. a =ydx — xzdy, I este elipsa de semiaxe a si b si de centru O.

Solutie

Calculul direct al integralelor il lasam ca exercitiu. Calculam integralele
aplicand formula Green-Riemann; notam cu K compactul marginit de I'.
a. Compactul K este interiorul patratului:

2 2
/deaz +xdy = // (1 —2y)dxdy = / dm/ (1 —2y)dy = —4.
K 0 0

b. Compactul K este discul de centru O gi raza 2; pentru calculul integralei
duble folosim coordonatele polare (p, ¢):

2 2m
/ ydx + z?dy = // (22 — 1)dzdy = / dp/ (2pcosp — 1)pdp = —4m.
r K 0 0

c. Compactul K este interiorul elipsei; pentru calculul integralei duble
folosim coordonatele polare generalizate:

1 2m
/ ydx — xdy = // 2dxdy = / dp 2abpdyp = 2mab.
r K 0 0

. -y z
2. Fie a = e dx + 21y dy.
a. Sa se calculeze integrala curbilinie a, unde, am notat cu C(O, R)
C(O,R)

cercul de centru O si raza R > 0.

b. Sa se calculeze / «, unde, I' este o curba arbitrara inchisa astfel incat
r

O¢grT.

Solutie

a. Si observim, mai intai c& a € C*(R?\{0}), deci pentru calculul integralei

de la punctul a nu se poate aplica formula Green-Riemann. Folosim definitia

integralei curbilinii; parametrizam cercul:

x(t) = Rcost, y(t) = Rsint, t € [0,2m)
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si obtinem:

2T
/ a= dt = 2.
C(O,R) 0

b. Notam cu K compactul marginit de curba I'. Distingem doua cazuri:
dacd O ¢ K (se poate aplica formula Green-Riemann) sau daca O € K (nu
se poate aplica formula Green-Riemann).
Presupunem mai intai ca O ¢ K; atunci:

o] ) )=

Presupunem acum ca O € K; fie R > 0 astfel incat C(O, R) este inclus in
interiorul lui K. Notam cu D(O, R) discul deschis de centru O si raza R.
Fie A compactul A = K \ D(O, R). Bordul orientat al lui A este reuniunea
0A =TUC(O, R), sensul pe cerc fiind sensul trigonometric negativ. Deoarece

O ¢ A, avem:
/ a:// Odzdy = 0.
dA A
Rezulta:
/ a = / a = 2T.
r C(O,R)
3. Fiea=——Y_ g + Tty dy. Sa se calculeze integrala curbilinie
2 + y2 2 + y2
a, unde I" este o curba arbitrara inchisa cu O € I
r
Solutie

Observam ca « este o 1-forma diferentiala inchisa. In continuare aplicim
rationamentul de la exercitiul precedent.

4. Sa se calculeze urmatoarele integrale curbilinii direct si aplicand for-

mula Green-Riemann: ) )

ﬁ_}rﬁ €T y
a. /Feaz v? (—ydr + zdy), I' = {(z,y) | o + 2= 1}.
2

b. /azyd$—|— :Ldy,
r 2

I={(z,y) |2*+y"=1L2<0<y}U{(z,y) |z +y=—-1,2 <0,y <0}

Solutie

Pentru calculul direct se parametrizeaza cele doua curbe si se aplica definitia

integralei curbilinii. Vom calcula acum integralele cu ajutorul formulei

Green-Riemann.

a. Elipsa I' este inchisi iar 1-forma diferentiald este de clasa C! pe RZ,
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deci putem aplica formula Green-Riemann (notam K multimea compacta
marginita de I'):

ﬁ_i_ﬁ ﬁ—}-ﬁ .',U2 y2
/ ea? "2 (—ydx + xdy) = // 2ea2 707 | 14+ — + 5 | dzdy,
T K a b

integrala dubla calculandu-se cu coordonate polare generalizate.

b. Curba I' nu este inchisa, deci nu putem aplica direct formula Green-
Riemann. Fie A(0,—1) si B(0,1) si fie [AB] segmentul orientat (de la A
catre B) determinat de aceste puncte. Fie A = I' U [AB]; atunci A este o
curba inchisa si deci, aplicand formula Green-Riemann, obtinem (notam cu
K compactul marginit de A):

2
/ xydx + x—dy = // Odzxdy = 0.
A 2 K

Rezulta deci:
x? x?
/ rydr + —dy = —/ xydr + —dy =0,
r 2 [AB] 2
ultima integrala curbilinie calculandu-se imediat cu definitia.

5. Sa se calculeze aria multimii marginite de curba I' in urmatoarele
cazuri:

ﬁ—i_bﬁzl’ (a>0,b>0).
b xg—i—y%:l.
Solutie

1
Aria multimii marginite de curba IT" este A = 3 / zdy — ydx.

a. Cu parametrizarea x(t) = acost, y(t) = bsint, t € [0, 27), obtinem:
1 2 .92
A== [ ab (cos t + sin t) dt = mab.
2 Jr
b. Cu parametrizarea z(t) = cos®t, y(t) = sin®¢, ¢ € [0, 27), obtinem:

1 3o L 3
A:f/:cdy—yda::f/ sin“t cos” tdt = —.
2Jr 2 Jo 8
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6. a. Fie p = p(t), t € [a,b] ecuatia in coordonate polare a unei curbe

1 b
inchise I'. Sa se demonstreze ca aria interiorului lui I' este A = 3 / p(t)dt.

Fie a > 0, b > 0; sa se calculeze ariile multimilor marginite de c({lrbele de

ecuatii (in coordonate polare):
ab

b p(t) = Va2sint + b2 cos? t’

c. p(t) = a(l+ cost), t € [0, ]

Solutie

a. Cu parametrizarea x(t) = p(t) cost, y(t) = p(t)sint, t € [a, b], obtinem:

t € [0,27].

1 1,
A:f/xdy—ydx:f/p(t)dt.
2Jr 2 Ja

1 27 a2b2 o) du
b.A:f/ dt:2a2b2/ ———— = 7ab.
2Jo a?sin?t+ b2cost o a?u?+ b2

c. Analog.

7. Sa se calculeze circulatia cAmpului de vectori V pe curba I' in cazurile:

a. V=y’i+ ﬂﬁyi,
U= {(z,9);2° +y* =1,y > 0} U{(z,y);y = 2> — 1,y < 0}

b. V = €% cosyi — €% sinyj.
I este o curba arbitrara continuta in semiplanul superior care uneste punctele
A(1,0) si B(—1,0), sensul fiind de la A citre B.
Solutie
a. Vom aplica formula Green-Riemann; notand cu K interiorul curbei I,

obtinem:
1— 12
/Vdr—// —ydrdy = — / da:/

b. Curba nu este inchisa; fie [BA] segmentul orientat (de la B catre A) si
fie curba inchisd A = T' U [BA]. Calculam circulatia lui V' pe curba A cu
ajutorul formulei Green-Riemann (notam cu K compactul marginit de A):

/Vw // Odzdy = 0,

deci circulatia pe curba I' este egala cu circulatia pe segmentul orientat

[AB]:
1
/Vd?z Vd?z—/ etdt =1 —e.
r [AB] 0
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8. Fiea < b, fiey : [a,b] — R2, y(t) = (z(t),y(t)), un drum parametrizat
inchis (vy(a) = 7(b)) , orientat in sens trigonometric pozitiv si fie K com-
pactul mirginit de imaginea lui . Intr-un punct arbitrar y(t) = (2(t), y(t)),
consideram vectorul normal la v, T(t) = (v/(¢), —2/(t)). Sa se demonstreze
ci pentru orice camp de vectori V' de clasa C! pe o vecinatate a lui K, avem:

/abV(’y(t) // div(V)dxdy.
Solutie

Din definitia integralei curbilinii, rezulta:

b__
LV@@M@&-AP@—Q@.

Aplicand ultimei integrale curbilinii formula Green-Riemann, obtinem:

KV@@M@&:AP@—Q@:
—// <E9P+8Q>d dy—// div(V)dxdy.

9. Formula de medie pentru functii armonice
O functie f : U C R? — R se numeste armonici pe U daci
0*f  0*f

Ap=21 4T .
f= 92 + By OpeU.

Fie f o functie armonica pe discul unitate. Atunci:

2w

£((0,0)) = o f(pcost, psint)dt, Vp € (0,1),

egalitate numita formula de medie pentru functii armonice.
Solutie
Fie p € (0,1) si fie

1 2w
/ f(pcost, psint)dt.

Q(P):% 0

Vom demonstra ca functia g este constanta.
Pentru aceasta, calculam derivata sa:

1 (2 /0 0
Jd(p) = %/0 (ai(pcost,psint) cost + 8?J;(,OCOSlt,psimt) sint) dt =
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_ b of of . ) _
_27rp/ <3 (pcost, psint), ay(PCOSt7PSIHt) (pcost, psint) dt.

Vom aplica acum rezultatul exercitiului 8 de mai sus.
Vectorul m = (pcost,psint) este vectorul normal (exterior) la cercul de

— 0
centru O i raza p, iar campul vectorial V = or; 1+ /5 j. Obtinem (notam

Ox Oy

cu K discul de centru O si raza p):

// Afdxdy = 0.
27rp

Rezulta deci ca functia g este constanta pe intervalul (0,1); in consecinta,

avem:
1 27

— f(pcost,psint)dt = g(p) = lim g(p) =
21 Jo p—0

1 27
m™Jo

4.3 Formula Gauss-Ostrogradski

10. Sa se calculeze integrala de suprafata / w In urmatoarele cazuri:
b

a. w=2’dy A dz — 2xydz A dx + 23dx A dy.

Y= {(z,y,2); 22 +y> + 22 = 9}.

b. w=yzdy Adz — (x + 2)dz A dz + (22 + y? + 32)dx A dy.
S={(z,y,2);22 +y? =4 22,2 > 1} U{(2,y,2);22 +y?> <4— 22,2 =1}.
c. w=z(z+3)dy ANdz + yzdz Adx — (2 + 22)dz A dy.

Y= {(z,y,2);2* +y* + 22 =1, 2 > 0}.

Solutie

a. Fie K = {(z,y, 2);2% +y? + 22 <9},

aplicand formula Gauss-Ostrogradski (sunt verificate ipotezele), obtinem:

/ 22dy A dz — 2zydz A dx + 22dx A dy = /// 322dxdydz,
) K

integrala tripla calculandu-se folosind coordonate sferice.

b. Fie K compactul marginit de suprafata (inchisa) ¥ si fie

D = {(z,y); 2% + y? < 2} proiectia lui K pe planul xOy; aplicand formula
Gauss-Ostrogradski, obtinem:

2-3 (@ +y%)
/w:/// dedydz:?)// dxdy/
by K D 1
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c. Suprafata ¥ nu este inchisa, deci formula Gauss-Ostrogradski nu se poate
aplica.

Fie D = {(z,y,2); 22 +y*> < 1,z = 0} si fie S = Y U D, orientatd cu
normala exterioard (pe D normala este —k). Fie K compactul al cirui bord
(orientat) este suprafata (inchisd) S. Aplicand formula Gauss-Ostrogradski,
obtinem:

4
/ z(z + 3)dy Adz + yzdz AN dx — (2 + 22)dz A dy = /// 2dxdydz = ?ﬂ
S K
Rezulta deci:
/ x(z + 3)dy A dz + yzdz Adx — (2 + 22)dx N dy =
%

4
:?ﬂ—/ x(z + 3)dy A dz + yzdz A dx — (2 + 2%)dx A dy.
D

Calculand ultima integrala de suprafata cu definitia, obtinem:

/9:(2+3)dy/\dz+yzdz/\dm—(z+z2)da:/\dy:—// Odxdy = 0,
D D

. . 3
si dem/w:%.
by

11. Sa se calculeze integrala de suprafata / w direct gi folosind formula
b

Gauss-Ostrogradski in urmatoarele cazuri:

a. w=uz(y—2)dy Ndz+y(z —x)dz Ndz + z(z — y)dz N dy.
Y={(z,y,2); z2=1—-2%—y% 2> 0} U{(z,y,2) 2° + 9> < 1,2 =0}.

b. w=2%(y — 2)dy Adz + y*(z — x)dz A dx + 2*(x — y)dx A dy.
Y={(z,y,2);22 =22+ 9%, 0< z < 1}.

Solutie

Analog cu exercitiul anterior; in cazul b trebuie si reunim la X discul
D = {(z,y,2);2®> + y?> < 1,z = 1}, orientat dupa normala k. Obtinem

1 2m
/w:—/ d,o/ p*(cos ¢ — sinp)dyp = 0.
b 0 0

12. Fie a, b, ¢ trei numere strict pozitive. Sa se calculeze fluxul campului
vectorial:
V =a(zy + az)i — y(xy — az)j + 22k

prin suprafata Y. de ecuatie:

2 2\ 2 2
x Y z
<a2+b2) et
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Solutie
Ecuatia suprafetei ¥ se poate scrie sub forma echivalenta:
2 2 2
x z
Stm=\1- 3
a b2 c2

deci z € [—c, c]. Intersectiile suprafetei 3 cu plane orizontale (z = constant)
sunt elipsele S(z) de ecuatii:

1.2 y2

() ()

Semiaxele acestor elipse sunt

2 2
4/ z . 4/ z

Fie D(z) multimea (din planul orizontal z = constant) marginita de elipsa
S(z); atunci aria lui D(z) este:

Pentru calculul fluxului se poate aplica formula Gauss-Ostrogradski; fie m
normala exterioara la ¥ i fie {2 compactul marginit de ¥; atunci:

/Vnda—/// div(V d:z:dydz-/ dz// (2az + 32%) dedy =
D(z)

= mab (2az+3z )1/1——dz-37rab/ \/
—67rab/ 1/ z—67rab/ csmt 1 — sin? tccostdt

27rabc /0 sin’ 2t dt = 27r abc®.

13. Legea lui Gauss
Pentru orice ¢ > 0, consideram campul scalar

fz,y,2) = a — 4

An/a2 F 2 + 22 dmrr
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si fie campul de gradienti:
E = —gradf.

Campul scalar f reprezinta potentialul electric (sau potential Newtonian)

asociat sarcinei electrice ¢ plasate in O, iar F este campul electric generat

(sau camp Newtonian).

a. Sa se expliciteze E si si se demonstreze ci este camp solenoidal, adicé:

divE = 0.

b. Si se demonstreze ca fluxul cAmpului F prin orice suprafatd inchisa ce

nu contine originea in interior este nul.

c. Si se demonstreze ca fluxul cAmpului E prin orice suprafats inchisa ce

contine originea in interior este ¢, (legea lui Gauss).

Solutie

a. Putem calcula E direct cu definitia, sau aplicand proprietatile gradien-

tului; obtinem: B
E=—gradf = L

S 4 r3

Aratam acum ca E este solenoidal:

q
476

divE = —grad(divf) = —Af = (3r3 —3r(2® +y* + 22)) =0.

b. Fie ¥ o suprafata inchisa ce nu contine originea in interior. Deoarece
campul electric E este de clasa C' pe R?\ {O}, sunt indeplinite ipotezele
formulei Gauss-Ostrogradski si deci, (notam cu K compactul marginit de 3
si cu T versorul normalei exterioare la ), obtinem:

fg(E):/EEﬁda:///KdiVdedydz:O.

c. Fie acum ¥ o suprafata inchisa ce contine originea in interior. Deoarece
E nu este de clasa C! pe compactul K mirginit de ¥, (E nefiind de clasa C!
in origine), nu putem aplica formula Gauss-Ostrogradski pentru a calcula
fluxul lui E prin ¥. Fie R > 0 astfel incat sfera de centru O si razia R
(notata in continuare cu S), sa fie inclusa in interiorul lui ¥. Fie suprafata
(inchisa) ¥; = ¥ U S, orientata dupa normala exterioara (deci pe S este
normala interioara la sferd). Fie K7 multimea compacta marginita de X.
Deoarece O ¢ K1, fluxul lui E prin ¥; este nul (conform (b)). Rezulta ca
fluxul lui E prin X este egal cu fluxul lui E prin S (orientatd dupd normala

e T g
exterioara n = = la sferd):

2m T
}—E(E):/Sﬁﬁdgzﬁ/o dgp/o sinf df = q.
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14. Fien € N sifie ¢, > 0, Ve € {1,2,..,n}. Fie A,,1 € {1,2,..,n}, n
puncte in R? de coordonate (4, Y1, 2,). Notam cu 7, vectorul de pozitie al
punctului A,. Potentialul electric generat de sarcinile electrice g, plasate in
punctele A, este

1 & %
T,Y,z2) = — = _ = |’
f( Y ) 4F;”T_TZH

unde, || - || este norma euclidiana in R3. Fie E = —gradf campul electric

asociat potentialului f. Sa se demonstreze ca fluxul campului electric F

printr-o suprafata arbitrara inchisa ce contine toate punctele A, in interi-
n

orul ei este egal cu Z Q-
1=1
Solutie

Se aplica rationamentul din exercitiul anterior.

15. Legea lui Arhimede

Consideram un recipient (continut in semispatiul z < 0) in care s-a turnat
un lichid avand densitatea constanta c.

Scufundam in lichid un corp pe care 1l asimilam cu un compact cu bord orien-
tat (K,0K). Presupunand ca presiunea exercitata de lichid asupra corpului
scufundat creste proportional cu adancimea, obtinem pentru campul presiu-
nilor formula V' = czk. Forta ascensionali pe care lichidul o exercitd asupra
corpului scufundat este, prin definitie, egala cu fluxul campului presiunilor
prin suprafata (bordul) K, in raport cu normala exterioara, 7. Aplicand
formula Gauss-Ostrogradski, obtinem:

Fox (V) = BKVﬁdU =

:/// dide:):dydz:/// cdrdydz = cvol(K),
K K

adica forta ascensionalad este egald cu masa lichidului dezlocuit de corpul
scufundat.

16. Fie ¥ o suprafata inchisa si fie K compactul marginit de 3. Sa se
demonstreze ca:

1
f/Fﬁdazvol(K),
3 /s
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unde, 7@ este normala exterioara la X.
Solutie
Se aplica formula Gauss-Ostrogradski:

;/Zrnda: ;///Kdiv(r) d:cdydz:///K drdydz = vol(K).

7 si fie suprafata

‘??‘\
= ﬁ‘

17. Fie campul vectorial V =7 +
r

Y= {(x,y,z);z = 3_$2 _y2>1 < Z} U{(:):,y,z);xz +y2 < 272 = 1}
Sa se calculeze fluxul lui V prin ¥ (orientatd dupd normala exterioard).

Solutie
Se aplica formula Gauss-Ostrogradski; pentru aceasta, calculam

divV = div (1" + k:r) =3+ (q) divr + rFgrad (T) =
r r r

kT 1 _ _
- Z 47 S grad(kF) + (E7)gradr ) =
3+3r4 +T(T4gra( 7) + (k7)gradr >

k7 k k7
— 343~ +r<4—4( T)r> =3
r r

76

Notand cu K compactul marginit de suprafata >, rezulta:

Fu(V) = /E Vndo = / / /K 3dxdydz = 3vol(K).

1 _
18. Sa se calculeze fluxul campului vectorial V = — (7 x k) prin:
T

a. O suprafata inchisa arbitrara ce nu contine originea in interior.

b. Sfera de centru O si raza R.

Solutie

a. In primul caz se poate aplica formula Gauss-Ostrogradski; fluxul este nul
deoarece divV = 0.

b. In cazul al doilea, fluxul se calculeazi cu definitia integralei de suprafati
(nu sunt indeplinite ipotezele formulei Gauss-Ostrogradski); si in acest caz
fluxul este tot 0 deoarece vectorii V si normala exterioars la sfers sunt or-
togonali.
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19. Formulele lui Green
Fie (K,0K) un compact cu bord orientat din R®. Fie 7 normala exterioara
la OK si fie f,g dous functii de clasia C? pe o vecinitate a lui K. S& se
demonstreze formulele lui Green:

a. / f(gradg)ndaz/// <ng+(gradf)(gradg)) dxdydz.

b. / < (gradg) —g(gradf))nda—/// (ng gAf)dxdydz

Solutie
a. Pentru prima formula se aplica formula Gauss-Ostrogradski campului de
vectori V = f gradg:

/8Kf(gl“adg)ﬁda = ///Kdiv(fgradg) drdydz =

= ///K<f div(gradg) + (gradg) (gradf)> drdydz =
= ///K(ng—l—(gradg) (gradf)) drdydz.

b. A doua formula rezulta direct din prima.

20. Fie (K,0K) un compact cu bord orientat din R? si fie 7@ versorul nor-
malei exterioare la suprafata K. Fie h o functie armonica pe o vecinatate a

lui K si fie — derivata dupa directia 7 a lui k. Sa se demonstreze egalitatile:

dh
a./ —do = 0.
o]

K dn
b. h—da = /// | gradh ||* dzdydz.
Solu§1e

a. Se aplica prima formula a lui Green pentru: f = 1 gi ¢ = h; o altd
metoda este de a aplica formula Gauss-Ostrogradski cAmpului V' = gradh:

dh
—da—/ radh)m do =
/az( dn 8K(g )

_ / / /K div(gradh) dzdydz = / / /K Ah = 0.

b. Se aplica a doua formula a lui Green pentru f = g = h; o alta metoda
constd in a aplica formula Gauss-Ostrogradski pentru V = h gradh:
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:///Kdiv(hgradh) dxdydz =
B / / /K(h div(gradh) + (gradh) (gradh)> dzdydz =

:/// (hAg—i— | gradh HQ) dxdydz:/// | gradh ||2 drdydz.
K K

4.4 Formula lui Stokes

21. Sa se calculeze, folosind formula lui Stokes, integrala curbilinie / « in
r
urmatoarele cazuri:

a. a=(y—z2)de+ (z—x)dy + (x — y)dz.

lFiz=a2?4+9y% 2=1.

b. a = ydz + 2dy + zdz,

F:a?24+y2+22=1,24+y+2=0.

Solutie

a. Fie suprafata ¥ = {(z,v,2); 2z = 22 +y?+ 22, 2 < 1}; atunci I' este bordul
lui ¥ i aplicAnd formula lui Stokes obtinem (lasam ca exercitiu verificarea
compatibilitatii orientarilor):

/(y—z)dw—l—(z—:n)dy—i—(m—y)dz:/ —2(dy Ndz+dzNdx +dz ANdy) =
r P

= —2// (—2z — 2y + 1)dzdy,
D

unde D este discul unitate.
b. Fie 0 unghiul facut de planul = + y + z = 0 cu planul xOy; atunci:

|3

1 - - - —
cos=—=0G+7+k) -k
7 (t+7+Fk)
Intersectia dintre sfera si plan este un cerc mare al sferei, notat I". Con-
sideram drept suprafata X portiunea din planul z + y + z = 0 situata in
interiorul sferei 22 4+ 4% + 22 = 1. Evident, aria lui ¥ este 7. Fie D proiectia
lui ¥ pe planul zOy. Aria lui D (care este interiorul unei elipse) este:

V3

aria(D) = aria(X) - cosf = 7 3

Rezulta:

/ydac+zdy+xdz:—/(dy/\dz—i—dz/\dm—i—dac/\dy):
r )
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= —//D3dxdy = —3aria(D) = —V/37.

22. 54 se calculeze circulatia campului vectorial
V=0 +2i+ @+ 2]+ (@2 + )k

pecurba I': 22 +y? + 22 = R%, ax + by + cz = 0.

Solutie

Curba I este un cerc mare al sferei (intersectia sferei cu un plan ce trece prin
centrul sferei); consideram drept suprafata X oricare din cele doua semisfere
determinate de plan pe sfera. Aplicand formula lui Stokes, obtinem:

/Vd?:/(rotV)ﬁda:
r s

:/E(Z(y—z)z+2(z—x)j+2(a:—y)E) - —(zi+yj+ zk)do =0,

==

deoarece versorul normalei (exterioare) la sfera, m = %F si rotV sunt per-
pendiculari.

23. Sa se calculeze, folosind formula lui Stokes, integralele:
a. / y(y + 22)dx + 2z(y + 2)dy + 2xydz , T : 22 = 22 + 92, 2% + 4 = 2.
r

b. /2zda:—xdy+xdz Trz=y+1,22+9y2=1.
r
Solutie
a. Integrala este 0.
b. Considerdnd ¥ portiunea din planul z = y + 1 situata in interiorul
cilindrului 22 4+ y? = 1, si aplicand formula lui Stokes, obtinem:

/22d$—xdy—|—xdz :/ dz/\dx—d:z‘/\dy:// —2dxdy = —2m,
r by D
unde, D este discul unitate (proiectia suprafetei 3 pe planul xOvy).
24. Sa se calculeze direct gi cu formula lui Stokes integrala curbilinie
/(y2 — 2 dz + (2% — 2B dy + (2% — 3°)dz,
r
unde I' este poligonul de intersectie dintre cubul [0, 1] x [0, 1] x [0, 1] si planul

bytr=s
X Z = —.
y 2
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Solutie

I' este un hexagon regulat. Pentru a calcula integrala cu definitia trebuie
parametrizate laturile hexagonului; de exemplu, latura din planul zOy are
parametrizarea:

3 1
=t,yt)=>—t, te|=,1|.
o(t) = t,y(t) = 5 1]
Calculam acum integrala aplicand formula lui Stokes. Fie Y portiunea din
planul z + y + z = — situata in interiorul cubului (interiorul hexagonului).

Proiectia lui % pe planul 2Oy este multimea

3

DO | =

D = {(z,y);

C 3 . L .
a carel arle este 1 O parametrizare (carteziana) a suprafetei 3 este

3
Z:§_$_y7 (:L',y)GD

Aplicand formula lui Stokes, obtinem:

/F(y2 — 2 dr + (22 — 2H)dy + (2 — y*)dz =

:—2/(x+y)daj/\dy+(y+z)dy/\dz—|—(z+:v)dz/\d33:
b

= —2// 3dzxdy = —6 aria(D) = —2.
D 2

25. Sa se calculeze direct si aplicand formula lui Stokes integrala
/ zdr + (x+y)dy + (x +y + 2)dz,
r

pe curba I' de ecuatii:
2+ =R% z=x+y.

Solutie
Pentru a calcula integrala direct parametrizam

I': z(t) = Rcost,y(t) = Rsint, z(t) = R(cost +sint),t € [0, 2m).
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Pentru a aplica formula lui Stokes, consideram suprafata Y portiunea din
planul z = x4y situatd in interiorul cilindrului #2412 = R?. Proiectia lui &
pe planul xOy este discul de centru O si raza R, notat D. O parametrizare
carteziana pentru X este z = x4y, (x,y) € D. Aplicand formula lui Stokes,
obtinem:

/:cdw+(:1:+y)dy+(a:+y+z)dz:/da:/\dy—i—dy/\dz—dz/\da::
r b
:// dxdy = TR?.
D

26. Si se calculeze circulatia cAmpului de vectori V = ~(k x 7) pe curba,
I'=T7Ul';UTI}3, unde:
I ={(z,y,2);22 4+ =1,2=0,2 > 0,y > 0}
Ty ={(z,y,2);9° + 2> =1Lx =0,y >0,z >0}
I's = {(x,y,z);z2+g:2 =1y=0,2>0,z > 0}
Solutie
Vom aplica formula lui Stokes; pentru aceasta, calculam mai intai rotorul
campului V:

S =

— 1 — — 1
rotV = —rot(k x 7) — (k x T)grad— =
r r

S|

— — dk dr — 7 k
(kzdivr—rdikardT—d;) +(k:><?)r%:¥.

Fie suprafata ¥ = {(z,y, 2); 2% + y> + 22 = 1,2 > 0,y > 0,z > 0}; evident,
bordul lui 3 este I'. Aplicand formula lui Stokes, obtinem:

/ Vdr = / rotVado,
r pY

unde, 7 = T este versorul normalei exterioare la 3. Pentru a calcula integrala
de suprafata, putem folosi atat parametrizarea carteziana cat si coordonatele

sferice; se obtine / Vdr = z
r

27. Fiea >0, b >0, ¢ > 0, si fie punctele A(a,0,0),B(0,b,0) si
C(0,0,c). Fie I" reuniunea segmentelor [AB] U [BC| U [C'A] (cu acest sens).

Sa se calculeze /(z —y)dz + (x — z)dy + (y — x)dz.
r
Solutie



4.4. FORMULA LUI STOKES 81

Vom calcula integrala aplicand formula lui Stokes (ldsam ca exercitiu calculul
direct). Fie ¥ interiorul triunghiului ABC'’; obtinem:

/(z—y)dm+(:J:—z)dy—l—(y—x)dz:/2dm/\dy+2dy/\dz+2dz/\dx.
r >

Proiectia lui ¥ pe planul xOy este interiorul triunghiului OAB, iar
parametrizarea carteziana este

Rezulta:
/(z—y)dﬂer(fv—Z)dyHy—w)dz:?// (C+C+1>da:dy:
r oAB\a b

= ab + bc + ca.

28. Fie V = (22 +y — 4)i + 3zyj + (222 + 22)k si fie semisfera

Y ={(z,y,2) € R® | 2> +9* + 2> =16, 2 > 0}.

Sa se calculeze fluxul campului rot (V) prin ¥, orientatd cu normala exte-
rioara (la sfera).
Solutie
Fluxul cerut este:
F(rot(V)) = /E rot (V) - do,

unde, 7 este normala exterioara la . Integrala de suprafata se poate calcula
atat direct (cu definitia) cat si cu formula lui Stokes; pentru aceasta, fie T’
cercul de intersectie dintre % si planul zOy. Ecuatiile lui I' sunt:

22 4+19% =16, z=0.

Orientarea pe I' este orientarea pozitiva a cercului in planul zOy. Aplicand
formula lui Stokes, rezulta:

/rot(V)-ﬁdU:/VdF:
b r

2
= / ((16 cos’t + 4sint — 4)(—4sint) + (48sint cos? t)) dt = —16m.
0
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29. Fie a > 0,b > 0 si fie I intersectia cilindrului 22 + y? = a? cu
planul l + % = 1. Sa se calculeze, (aplicand formula lui Stokes), circulatia
a

campului vectorial V = zi + (y — x)j + (2 — z — y) k de-a lungul curbei T
(orientarea pe I' nu este precizatd).

Solutie

Fie X portiunea din planul %—i— % = 1 din interiorul cilindrului 22 + 32 = a?:

z

2 1, 22 +4% <d?).

L ={(z.y,2) €R| =+

Atunci, conform formulei lui Stokes, rezulta:

/Vd?:/rot(V)-ﬁda,
r b

orientarile pe I' i ¥ fiind compatibile. Parametrizam cartezian X::
z:b<1— 1:) Jz,y) € D={(z,y) € R* | 2> + ¢y* < a*}.
a
Rezulta vectorii tangenti la 3

b
1,0, —— i(0,1,0
(10.-7) s ©.1.0),

i+ k.

SIS

si deci versorul normalei la ¥ indus de parametrizarea aleasa este n =

Rotorul caAmpului V este rotV = —i + j — k. Rezulti circulatia:

/V?:/rot(V) -Tdo = —ma? <1+ b>.
T b a

30. Fie (3,0%) o suprafatd cu bord orientat, fie m versorul normalei
la 3 gi fie € un vector constant. Sa se demonstreze ca circulatia campului

vectorial V = (¢7) T pe curba 0% este egald cu / ¢(F xm)do.
)

Solutie
Aplicam formula lui Stokes:

/82(6?)FdF: /Erot<(cr)r>nda =
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= /E<(c7“) rot’ — T X grad(cr)) ndo = /E(é X T)ndo = / ¢(r x m)do.

by

31. Fie (X,0%) o suprafatd cu bord orientat, fie @ versorul normalei
la ¥ si fie f si g doud functii de clasi C? pe o vecinitate a lui ¥. Sa se
demonstreze relatiile:

/ feradgdr = / ((gradf) X (gradg)) ndo.

s (5o tes (15 w05y ao+ (524 050) 2 =0

Solutie
Se aplica formula lui Stokes. Pentru prima egalitate:

fgradgd? :/ rot(f - (gradg)) -ndo =
pX
= /( -rot(grad g) — grad g x gradf) ndo =

= /E<(gradf) X (gradg)) ndo.

Pentru a doua egalitate, calculam rotorul:

(7)o (5 )3 (12 o))

deci circulatia este nulad (s-a folosit teorema de simetrie a lui Schwartz).

32. Fie (X,0%) o suprafata cu bord orientat si fie m versorul normalei
la suprafata 3.
a. Daca f este o functie de clasd C! pe (0,00), si se calculeze circulatia
campului vectorial V = f(r)7 pe curba 9.
b. Daca g este o functie de clasi C' pe o vecindtate a lui ¥ si ¢ este un
vector constant, sa se demonstreze ca circulatia campului de vectori
W(z,y,2) = g(x,y,2) ¢ pe curba 9% este

/ ¢(m x gradg)do.
b

Solutie
a. Aplicam formula lui Stokes; pentru aceasta, calculam

rotV = f(r)rotT — 7 x grad f(r) = —F x ”f/?(ja)r:
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deci circulatia este nula.
b. Aplicam formula lui Stokes; calculand rotorul cAmpului W, obtinem

rotW = —¢ x gradg,
ceea ce conduce la rezultatul cerut.

33. Fie (,0%) o suprafatd cu bord orientat, fie f € C1(R), a € R? si
fie V = (@gradf(r)) 7, unde, T este vectorul de pozitie. Si se demonstreze:
axr ,

VdF:/ f'(r) m do,
0% P r

unde, 7@ este versorul normalei la X.
Solutie
Se aplica formula lui Stokes:

Vd?:/
0% %

Calculam acum rotorul lui V; pentru aceasta, calculam mai intai:

axrT

Fl(r)m do = /Z rot (@ gradf(r))7) 7 do.

=

gradf(r) = f'(r) gradr = f'(r)

Obtinem:

rot ((agradf(r))T) = rot (
@rn)

<

ceea ce Incheie demonstratia.
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