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skl Curvas y parametrizaciones

En esta seccién consideraremos las curvas como objetos geométricos en vez de como caminos
que siguen particulas en movimiento. Todo el mundo tiene una idea intuitiva de lo que es una
curva, pero es dificil dar una definicién formal de ella como objeto geométrico (es decir, como
una cierta clase de conjunto de puntos) sin utilizar el concepto de representacién paramétrica.
Para evitar esta dificultad continuaremos considerando las curvas en el espacio tridimensional
como el conjunto de puntos cuyas posiciones estan dadas por la funcién vectorial de posicion

r=r() = x(0i+ 0§ + A0k a<t<bh

Sin embargo, el pardmetro ¢ ya no tiene que representar el tiempo o ninguna otra magnitud fisica
concreta.

Las curvas pueden ser muy extrafias. Por ejemplo, existen curvas continuas que pasan por
todos los puntos de un cubo. Es dificil imaginar una curva de ese tipo como un objeto unidimen-
sional. Para evitar estos objetos extrafios supondremos a partir de ahora que la funcién r(f) que
define la curva tiene primera derivada, dv/df, continua, y la seguiremos llamando «vector veloci-
dad» y expresandola como w(4, por analogia con el caso fisico en el que ¢ es el tiempo (también
continuaremos llamando a v(f) = |v(#| «velocidad»). Como veremos posteriormente, esto implica
que se puede definir una /ongitud de arco de la curva entre dos puntos cualesquiera correspon-
dientes a valores del parametro t, y &; si 4, < t,, dicha longitud de arco es

—|a‘t

& b 2 | dp
Iumm=j|ﬂmm=j
f fn fn

dt

Desearemos frecuentemente que r(# tenga derivadas de orden superior que también sean conti-
nuas, Siempre que sea necesario, supondremos que la «aceleracién», a(f) = d*r/df, e incluso la
tercera derivada, d’rdf®, son continuas. Por supuesto, la mayorfa de las curvas que apareceran en
la practica tendran parametrizaciones con derivadas de todos los érdenes que serdn continuas.

Sin embargo, hay que tener en cuenta que ninguna suposicién sobre la continuidad de las de-
rivadas de la funcién w(f) es suficiente para garantizar que la curva ¥ = r(f) es una curva «sua-
ve», Puede no serlo en un punto donde v= @ (véase el Ejemplo 1 de la Seccién 11.1). En la
seccién siguiente demostraremos que si, ademés de ser continuo, el vector velocidad v(f nunca
se anula, entonces la curva r = r(f) es suave en el sentido de tener una tangente que varia de
forma continua.

Aunque hemos dicho que una curva es un conjunto de puntos que cumplen una ecuacién pa-
ramétrica ¥ = r(f), no existe una forma tnica de representar paramétricamente una curva, De la
misma forma que los coches pueden viajar por la misma autopista a diferentes velocidades, y
parar y arrancar en diferentes sitios, la misma curva puede ser definida mediante diferentes para-
metrizaciones; de hecho, una curva puede tener infinitas.

m Demuestre que todas las funciones vectoriales
ri() = senH + cos 4, (—nf2 < t < w/f2),
o) =(t— Di+2t— 2 (0<t<2), y
s=t/2-f+(1-Af (-1<tg]))
representan la misma curva, Describa dicha curva.

Solucion Todas las funciones representan puntos en el plano xy. La funcién r(#) empieza en el punto
(—1, 0), cuyo vector de posicién es r(—n/2) = —1iy termina en el punto (1, 0), cuyo vector de posicién
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es L Esta contenida en la mitad del plano xy donde y = 0 (porque cost = 0 para (—n/2 < t < =/2)). Final-
mente, todos los puntos de la curva estan a distancia 1 del origen:

(0] = /end® + (cos#” = 1
Por tanto, r,(#) representa la semicircunferencia y=,/1 — ¥ en el plano xy, recorrida de izquierda a dere-
cha

Las otras dos funciones tienen las mismas propiedades: ambas graficas estan en y = 0,
0 =-1 =i kO=/C-1)"+2t-F=1

p-)=-1i =n0=i mO=./f2-A+01-H"=1

Por tanto, las tres funciones representan la misma semicircunferencia (véase la Figura 11.8), Por supuesto,
las tres parametrizaciones recorren la curva a diferentes velocidades.

-v

(—1.0

a.m + Figura 11.8 En el Ejemplo 1 se muestran tres parameirizaciones
de la semicircunferencia ¢

La curva r= (8, (@ < t < b) se denomina amrva carada si r(a) = r(b), es decir, si la curva
empieza y termina en el mismo punto, La curva C mo se auza consigo misma si existe alguna
parametrizacién r=x(9), (a < t< b), de € que sea uno a uno excepto porque los extremos po-
drfan ser el mismo punto:

l'(fl —l’[fg} ash<b< <b = h=a b t2=b

Si una curva es cerrada, pero no se cruza consigo misma, se denomina curva carrada simple
Las circunferencias y las elipses son ejemplos de curvas cerradas simples. Toda parametrizacién
de una curva concreta determina una de dos posibles orientaciomes, correspondientes a la direc-
cién de la curva en la que el pardmetro crece. La Figura 11.9 ilustra estos conceptos. Las tres
parametrizaciones de la semicircunferencia del Ejemplo 1 la orientan en el sentido de las agujas
del reloj, vista desde un punto por encima del plano xy. Esta orientacién se indica mediante las
flechas que hay sobre la curva en la Figura 11.8. Esa misma semicircunferencia podria tener la
orientacién opuesta si se parametrizara, por ejemplo, como

r(f) = cos ti + sentj, 0t

=
Figura 11.9 Las curvas & y €, no se cruzan consigo mismas.
Las curvas G y € se cruzan consigo mismas,
Las curvas €, y € no son cerradas,
Las curvas €, y €, son cerradas,

La curva €, es una curva cerrada simple,
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Parametrizacion de la curva de interseccion de dos superficies

Frecuentemente, una curva se especifica como interseccién de dos superficies con ecuaciones
cartesianas dadas. Puede ser necesario representar dicha curva mediante ecuaciones paramétricas.
No hay una tinica forma de hacerlo, pero si una de las superficies dadas es un cilindro paralelo a
un eje de coordenadas (de modo que su ecuacién sea independiente de una de las variables), po-
demos comenzar parametrizando esa superficie, Los siguientes ejemplos clarifican el método.

Parametrice la curva de interseccién del plano x + 2y + 4z= 4 con el cilindro eliptico
+4y =4

Solucién Empezaremos con la ecuacién ¥ + 4)* = 4, que es independiente de z Se puede parametrizar
de muchas formas; una manera cémoda es

x= 2cost y=sent, 0<t<in)
En la ecuacién del plano se puede despejar z por lo que zse puede expresar en funcién de &

1 1
z=Z(4—x—2ﬁ=1—E{cosr+sent]

Entonces, las superficies dadas se cruzan formando la curva (véase la Figura 11.10)

cost+sent

r=2cosrl+senr_|+(1— 5 )k, 0<t<2n)

x+2y+4z=4 Figura 11.10 La curva de interseccién de un plano oblicue con un cilindro eliptico,
|

m Calcule una representacién paramétrica de la curva de interseccion de las superficies
f+y+z=2 y wy+z=1

Solucion En este caso ninguna de las ecuaciones es independiente de una variable, pero podemos obte-
ner una tercera ecuacién que represente a una superficie que contenga a la curva de interseccién de las dos
superficies dadas, restando las dos ecuaciones para eliminar la variable z

+y—xy=1
Fsta ecuacién se puede parametrizar rdpidamente. Si, por ejemplo, hacemos x = £, entonces
f+y1—H=1 deformaque y=ﬁ=l+r

Cualquiera de las ecuaciones dadas se puede utilizar para expresar z en funcién de £
z=1—xy=1—-Hl+)=1—-t—F
Por tanto, una posible parametrizacién de la curva es
r=H+(1+j+(1-t-Hk

Por supuesto, esta respuesta no es tnica. Se pueden encontrar muchas otras parametrizaciones de la curva,
con orientaciones en cualquier direccion, -
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Longitud de arco

Consideraremos ahora la forma de definir y calcular la longitud de una curva. Sea € una curva
continua y acotada, especificada por

r=r(), a<t<bh
Subdividamos el intervalo cerrado [a, b] en nsubintervalos por los puntos
a=f<ti<tb<.-<t,_,<t,=b

Los puntos r; = r(¢), (0 < i < n) subdividen € en n arces. Si se utiliza la longitud de la cuerda
|r; — x;_;| como aproximacion a la longitud del arco entre r,_, y r; entonces la suma

8= _Zl Iy — 2
es una aproximacién a la longitud de € mediante la longitud de una linea poligonal (véase la Fi-
gura 11.11). Evidentemente, la longitud de esa aproximacién serd menor o igual que la longitud
real de € Se dice que € es rectificable si existe una constante K tal que s, < K para todo ny
toda seleccién de los puntos #. En este caso, el axioma de completitud de los nimeros reales
asegura que existird un valor de X minimo, Denominaremos a este valor de K lomgtud de ¢ y la
representaremos por s.
Sea At;,=t;,— t,_, y Ar;=r; — r;,_,. Entonces, s, se puede expresar de la forma

5, =Y,

g ]

i

At

At

Figura 11.11 Aproximacién poligonal a una curva ¢
La longitud de la linea poligonal no puede
superar a la longitud de la curva, En esta
figura los puntos de la curva se designan
mediante sus vectores de posicién, pero el
origen y los propios vectores no se muestran,

Si r(f) tiene derivada continua w(f), entonces

b

s= lim sﬂ=j
n— o0 a
méx A0

b b
%:|a?= L lv(d] dt = j v(f dt

a

En términos cineméticos, esta férmula indica que la distancia recorrida por una particula en mo-
vimiento es la integral de su velocidad.

Observacion Aunque la férmula anterior se expresa en funcién del pardmetro ¢ la longitud
de arco, tal como se ha definido anteriormente, es una propiedad estrictamente geométrica de la
curva € Es independiente de la parametrizacién concreta utilizada para representar a €. Véase el
Ejercicio 27 posterior.

Si s(f es la longitud de arco de la parte de € correspondiente a los valores del parametro con-
tenidos en [a, t], entonces

ds d [!
E—EL v(t) dr = v(f)
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de forma que el elemento longiiund de arco de € se expresa como

ds=p(f) dt= gr(l} dt

La longitud de € es la integral de esos elementos longitud de arco; expresamos

b
j ds = longitud de ¢ = I v(d) dt

a

Varias férmulas familiares de la longitud de arco se deducen de la férmula anterior utilizando
parametrizaciones especificas de curvas. Por ejemplo, el elemento longitud de arco ds de la cur-
va plana cartesiana y = f(x) en el intervalo [a, b] se obtiene utilizando x como pardmetro; en
este caso, r = xi+ f(x)j porloque v=i+ f(0jy

ds=./1+ (£(0) &

De forma similar, el elemento longitud de arco ds de una curva plana en polares r = g{(f) se pue-
de calcular mediante la parametrizacién

r(0) = g(0) cos 01 + g(0) sen 0
Y vale

ds=/(gO) + (g0)* b

Calcule la longttud de la parte de la hélice circular
r=acos H+ asenfj + bk
que esta entre los puntos (a, 0, 0) y (& 0, 2=b).
Solucion Esta curva realiza un movimiento en espiral alrededor del eje z elevandose mientras gira (véa-
se la Figura 11.12). Est4 contenida en la superficie del cilindro circular ¥* + ¥ = . Tenemos que

de
v=E=—asentl+ aces fj + bk

v=~taz+bz

por lo que en funcién del pardmetro ¢ la hélice se recorre a velocidad constante, La longitud pedida s co-
mesponde al intervalo del pardmetro [0, 2x]. Entonces,

2 T
5=J u(m=r JET R = [ET P
0

1]

%]

¥ Figura 11.12 La hélice
x=acost
y=asent
z= bt
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rifap)

Curvas suaves por tramos

Como se observé anteriormente, una curva paramétrica € dada por r = r(f) puede no ser suave
en los puntos donde dr/df=0. Si hay un niimero finito de puntos de ese tipo, se dice que la
curva es suave por tramos,

En general, una curva suave por trames ¢ esta formada por un niimero finito de arcos sua-
ves, €, G, ..., G, como se muestra en la Figura 11,13,

ri(b) = ralaz)

Fi(be) Figura 11.13 Una curva suave por tramos,

En este caso se expresa € como suma de los arcos individuales:
C=C +G+ -+
Cada arco € posee su propia parametrizacion
r=r{f), (@<t b)

siendo v; = dr;/dt+# @ para a; < t < b, El hecho de que ¢, debe comenzar en el punto donde
termina € impone las condiciones

. 1(a1) = (D) para 1<i<k-—1

1

Si ademas wry(by) = ri(a;), entonces € es una curva suave por tramos cerrada,
La longitud de una curva suave por tramos € = €, + € + --- + & es la suma de las longitu-
des de los arcos que la componen:

i

Edt

k by
longitud de ¢= )’ j

=] Ja;

Parametrizacion mediante la longitud de arco

La seleccién de un parametro particular para especificar una curva dada dependeré generalmente
del problema en el que surge la curva: no hay una «forma correcta» de parametrizar una curva.
Sin embargo, existe un pardmetro que es «natural», en el sentido de que surge de la geometria
(forma y tamafio) de la propia curva y no del sistema de coordenadas en el que se exprese la
ecuacién de dicha curva. Este pardmetro es la Jongitud de arco medida desde algin punto parti-
cular (el punto inicial) de la curva. El vector de posicién de un punto arbitrario P sobre la curva
se puede especificar en funcién de la longitud del arco s de dicha curva desde el punto inicial P,
hasta P,
r = r(s)

Esta ecuacién se denomina parametrizacién mediante la longitnd de arco o parametrizacion
imtrinseca de la curva. Como ds = v(f) dt para cualquier parametrizacién r = x(f), en el caso de
parametrizacién mediante la longitud de arco tenemos que ds = v(s) ds. Por tanto, v(s) = 1; una
curva parametrizada en funcién de la longitud de arco se recorre con velocidad unidad. Aunque
raramente es facil (y en general es imposible) obtener explicitamente r(s) cuando la curva se ex-
presa en funcién de algiin otro parametro, las curvas suaves siempre admiten esta parametriza-
cién (véase el Ejercicio 28 posterior), que serd de utilidad cuando desarrollemos en la seccién
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siguiente los fundamentos de la geometria diferencial de las curvas en el espacio tridimensional,
Supongamos que una curva se especifica en funcién de un parametro arbitrario £ Si la longi-
tud del arco en el intervalo de valores del parametro [, ],
d
r(1)|dr

s=S(ﬁ=I 7
mdf

se puede calcular explicitamente, y si se puede despejar ¢ explicitamente en la ecuacién s = s(f)
como funcién de s (t = t(s)), entonces la curva se puede volver a parametrizar mediante la longi-
tud de arco sustituyendo ten la parametrizacién original:

r =r({(s)

m Parametrice la hélice circular

r= acosti + asentj + btk

en funcién de la longitud de arco medida desde el punto (a, 0, 0) en la direccién de ¢ creciente (véase la
Figura 11.12).

Solucién El punto inicial corresponde a t = 0, Como se muestra en el Ejemplo 4, tenemos que ds/dt=

= /& + ¥, por lo que
S=S(ﬂ=-|q,rz+b2dr=.rz+bzr
(1]

Por tanto, ¢t = s/,/& + b’ y la parametrizacién mediante la longitud de arco es

5
r(s) = acos —)l+ asen( )j
(, [& + I JE T \/32 + b?
u
Ejercicios 11.3
En los Ejercicios 1-4, calcule la parametrizacion requerida gy, 146 Ejercicios 7-10, parametrice las curvas de
de la parte que esta en elagrhner cuadrante del arco de interseccion de las superficies dadas. Nota: Las respuestas
1. En funcién de la coordenada y, con orientacién en - -
sentido contrario al de las agujas del relqj. e =lyr=rty
2. En funcién de la coordenada x, con orientacién en el & z=/1 — X _J; y &t =1
sentido de las agujas del reloj. 8z=X+ y2—4y—z—1=0
3. En funcién del 4ngulo que forma la tangente y el eje x 10 yz+ x=1y xz— x=1
positivo, con orientacién en sentido contrario al de las
agujas del reloj. 11. El plano z= 1 + x corta al cono # = ¥* + )
formando una pardbola. Intente parametrizar dicha
4. En funcién de la longitud medida desde (0, &), con bsing . -
orientacién en el sentido de las agujas del reloj. Pﬁih:l}l;ﬁic) I:Zcomo PRI W) L=
5. Los cilindros z= ¥ y z= 4)” = cortan en dos curvas, (Cual de estas posibilidades de seleccion de ¢ produce
una de las cuales pasa por el punto (2, —1, 4). Obtenga una parametrizacién que representa toda la parabola?
una parametrizacién de dicha curva utilizando = y (Qué es dicha parametrizacién? ; Qué sucede con las
como pardmetro, otras dos posibilidades?
& Elplano x+ y+ z= 1 corta al cilindro z= ¥* +12 El plano x + y + z= 1 corta a la esfera
formando una par4bola, Parametrice dicha parabola ¥ + # + # = 1 formando una circunferencia €

utilizando f= x como parimetro, Calcule el centro x, y el radio rde €, Calcule
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también dos vectores unitarios perpendiculares ¥ y ¥,
paralelos al plano de €. (Sugerencia: Para concretar,
demuestre que ¥, = (i—j],r‘ﬁ es uno de esos
vectores; obtenga después un segundo vectar que sea
perpendicular a ¥,), Utilice sus resultados para
construir una parametrizacién de €.

18 Calcule la longitud de la curva r = 4 + £ + £k
desde {= 0 hasta t= 1.

14. ;Para qué valores del parAmetro A la longitud s(7) de
lacurva r=H+ 15+ £k (0 < t< T) se expresa
como s(T) = T+ T%?

15. Exprese la longitud de la curva
r=afi+ bj + clntk (1 < t< T), en forma de
integral definida. Evalte la integral si #* = 4ac.

16. Describa la curva paramétrica € dada por
X = acos tsent, z= bt
;Cuél es la longitud de €entre f=0y t= T> 07

17. Calcule la longitud de la hélice conica
r=tcostl+ fsentj + fk (0 < t< 2r). ;Por qué se
denomina a esta curva hélice cénica?

18 Describa la interseccion de la esfera ¥ + * + 7 =1
con el cilindro eliptico ¥ + 27 = 1. Calcule la
longitud total de la curva de interseccién.

y=asen’t,

19. Seaclacurva x= écost, y= e'sent, z= tentre f=0

y t = 2x. Calcule la longitud de ¢

20. Calcule la longitud de la curva suave por tramos
r=1+74 (-1<1<2).

21. Describa la curva suave por tramos €= €, + &, siendo
rnd=4+4 0<t<)y
p@=01-+101+9]0<t<1).

+22, Un cable de longitud L y seccién cruzada circular de
radio a se enrolla sin solapamiento alrededor de un

11.4

carrete cilindrico de radio b, de forma que las vueltas
contiguas se tocan entre si. ;Qué longitud del cilindro
es cublerta por el cable?

En los Ejercicios 23-26, vuelva a parametrizar la curva
dada, en la misma orientacién, en funcién de su longitud de
arco medida desde el punto donde = 0.

28 r=Ad+ Bj+ Ctk A2+ B+ >0
Ar=£i+ ﬁr_]—e“k

+25 r=acos’ i+ asen*fj + boos2tk,  (0< ‘<

na A

28 r = 3tcos A + 3rsen  + 2./26%k

27. Seanr=r{f), @a<t< b, yr=n) csu<d,
dos parametrizaciones de la misma curva ¢, siendo
cada una de ellas uno a uno en su dominio y con la
misma orientacién (de forma que r(a) = ry(c) y
ri(b) =r;(d). Entonces, para todo fen el intervalo
[a, b] existe un tnico u = u(f) tal que rp(u(®) = r (2.
Demuestre que

o
dt= j

bl d
J — () d—urz{m

dt

Y, por tanto, que la longitud de € es independiente de la
parametrizacion.

28 Sila curva r = r(f) tiene una velocidad w(#) continua
que no se anula en el intervalo [a b], y si f es un
punto del intervalo [a, b], demuestre que la funcién

s=gf) = J [w(w)| du
L]

du

es creciente en el intervalo [a, b] y, por tanto, tiene

inversa;
t=g'9) <« s=g0

A partir de aqui, demuestre que la curva se puede
parametrizar en funcién de su longitud de arco
medida desde r(t;).

Curvatura, torsion y sistema de referencia de Frenet

En esta seccion presentaremos algunas nuevas funciones escalares y vectoriales asociadas a una
curva € Las més importantes son la curvatura y la torsién de la curva, y un trio de vectores mu-
tuamente perpendiculares, con orientacién derecha, que forman una base que se denomina siste-
ma de referencia de Frenet. La curvatura mide la velocidad con la que cambia una curva (alejan-
dose de su tangente) en cualquier punto. La torsién mide la velocidad con que la curva se tuerce
(fuera del plano en el que estd evolucionando) en cualquier punto.

El vector tangente unitario

El vector velocidad w(f) = dr/dt es tangente a la curva paramétrica ¥ = r(f) en el punto x(f), y
apunta en la direccién de la orientacién de la curva en dicho punto, Como estamos suponiendo



CAPITULO 11. Funciones vectoriales y curvas 721
que v(f) # O, se puede obtener un vector tangente umitario, T(/), en r(4 dividiendo (4 por su

longitud:
ol
F(h =—
Recuérdese que una curva parametrizada en funcién de su longitud de arco, r= r(s), se recorre

con velocidad unidad, v(s) = 1, En funcién de la parametrizacién de la longitud de arco, el vec-
tor tangente unitario es

= dr
TLS}:ES‘

Calcule el vectar tangente unitario, T, de la hélice circular del Ejemplo 4 de la Seccién 11.3,
en funcién de ¢y del pardimetro de longitud de arco s.

Solucién En funcién de ¢ tenemos que
r= acosti + asenfj + btk
v() = —asenti+ acos fj + bk

() = JFsen’t+ Feos’t+ B = J& + P

b
() =——2— send — _k
(9 JTSEH +J7cosrj+m

En funcién del pardmetro de longitud de arco (véase el Ejemplo 5 de la Seccién 11.3)

= i
= m(\/ﬁ)”*”(\/ﬁbﬂ)’ V/a2+b2
'i'(,s)—f—— 2 sen( o )l+ ms( )j
Cds JF+F \JF+P) JEF+P \JF+F
b

—k
+J£+E =

Observacion Sila curva r= r(f) tiene una velocidad continua y distinta de cero w(¢}, enton-
ces el vector tangente unitario T() es una funcién continua de ¢ El angulo () que forman T()
y cualquier vector unitario fijo @ es también continuo en £

09 = cos™ (I() o)
Por tanto, como se dijo anteriormente, la curva es suave, en el sentido de que tiene una tangente

que varia de forma continua. La velocidad con la que varfa esta tangente se cuantifica mediante
la curvatura, que presentaremos a continuacion,

Curvatura y normal unitaria

En el resto de esta seccién consideraremos una curva abstracta € parametrizada en funcién de la
longitud de arco, medida desde algiin punto de la misma:

r=r(s)
En la siguiente seccién volveremos a las curvas con parametrizaciones arbitrarias, y aplicaremos
los principios desarrollados en esta seccién a problemas especificos. Supondremos que las ecua-

ciones paramétricas de las curvas tienen derivadas continuas hasta tercer orden en los intervalos
donde estan definidas.
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Como tiene longitud unidad, el vector tangente T(s) = dr/ds cumple T(s) « T(s) = 1. Dife-
renciando esta ecuacién con respecto a s se obtiene

dT
zns}.g_ 0

de modo que dT/dses perpendicular a T(s).

DEFINICION 1 Curvatura y radio de curvatura

La curvatura de € en el punto r(s) es la longitud de T/dsen dicho punto. Se indica como
k, la letra griega «kappa»:

_|dE
x(,Si—|dg|

El radio de amrvatra que se indica como p, la letra griega «rho», es el inverso de la
curvatura: {

P(Si=a

Como veremos posteriormente, la curvatura de € en r(s) mide la velocidad de giro de 1a tangente
a la curva en dicho punto, El radio de curvatura es el radio de la circunferencia que mejor apro-
xima en el punto ¥(s) la curva de € cerca de dicho punto.

De acuerdo con esta definicién, x(s) > 0 en toda la curva € Si k(9 # 0, se puede dividir
dT/ds por su longitud, x(s), y obtener un vector unitario N(s) en la misma direcci6n, Este vector
unitario se denomina mormal principal unitaria a ¢ en r(s) o, més comtnmente, s6lo mormal
umitaria:

TR
k(s ds ds/|ds

Nétese que N(s) es perpendicular a € en ¥(s), y apunta en la direccién en la que T, y por tanto ¢,
esta girando. La normal principal no estd definida en los puntos donde la curvatura x(s) es cero.
Por ejemplo, una recta no tiene normal principal. La Figura 11.14(a) muestra T y N en un punto
de una curva tipica.

T(s)

I‘J(s}

Figura 11.14

{a) Los vectores tangente unitario
y normal principal de una
curva.

(b) Los vectores tangente unitario
y normal principal de una

(a) (b) circunferencia,
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m Sea a > 0. Demuestre que la curva € dada por

s 5
T = 3008 (—)l + asen (—)j
a a

es una circunferencia en el plano xy de radio ay centro el origen, y que est4 parametrizada en funcién de la
longitud de arco. Calcule la curvatura, el radio de curvatura, y los vectores tangente unitario y normal prin-

cipal en todo punto de €,
Soluciéon Como
S\\2 S\
wai=a (x(G)) + (=f3)) -
€ es de hecho una circunferencia de radio a centrada en el origen en el plano xy. Como la velocidad es
L n(2 )i+ cos(2
as| |7 a *\a

el parAmetro s debe representar la longitud de arco. Por tanto, el vector tangente unitario es

T(s) = —sen G)l + cos G)_I
dr 1 (s) 1 (S)_I
—=——cos|— |i ——sen|-
ds a a a a

y la curvatura y el radio de curvatura en x{s) son

dr
ds

=1

Entonces,

K(s) =

Finalmente, la normal principal unitaria es

1
N(9 = —cos @l — sen (§)| =—-r9

Notese que la curvatura y el radio de curvatura son constantes; este (ltimo es de hecho el radio de la cir-
cunferencia, La circunferencia y sus vectores tangente unitario y normal en una posicién tipica se muestran
en la Figura 11.14(b). Nétese que N apunta hacia el centro de la circunferencia, .

Observacion Se puede hacer otra observacién sobre el ejemplo anterior. El vector de posi-
cién r(s) forma un 4ngulo @ = s/a con el eje x positivo, Por tanto, T(s) forma el mismo angulo
con el eje x positivo. Por esta razon, la velocidad de rotacién de T con respecto a ses

a1

_=—=K

ds a

Es decir, x es la velocidad con la que T gira (medida con respecto a la longitud de arco). Esta
observacion se puede aplicar a cualquier curva general suave.

==, pl9

TEOREMA €J) La curvatura es I velocidad de giro del vector tangente unitario

Sea k > 0 en un intervalo que contiene a s, y sea Af el angulo que forman T(s+ As) y
T(s), los vectores tangentes unitarios en dos puntos cercanos de la curva, Entonces,

Af

k(s) = lim -

As—(
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DEMOSTRACION Sea AT =T(s+ As) — T(s). Como T(s) y T(s+ As) son vectores
unitarios, |AT/A#| es la razén entre la longitud de una cuerda y la longitud del arco corres-
pondiente en una circunferencia de radio 1 (véase la Figura 11.15). Entonces,

AT
A],:;E](J Af =2 y
Kls) = mhllo ﬁs a]iI-Po ﬁ_6‘| | as--n ﬁs
radio
Figura 11.15 |AT| ~ |Af)| para valores pequefios de |As|.
e

La tangente unitaria T y la normal unitaria N en un punto r(s) de una curva € pueden considerar-
se con su origen en ese punto, Son perpendiculares, y N apunta en la direccién en la que gira
T(s) cuando 5 aumenta, El plano que pasa por (s} y contiene los vectores T(s) y N(s) se deno-
mina plano osculmte de ¢ en r(s) (del latin asculum, que significa beso). En una curva plana,
como la circunferencia del Ejemplo 2, el plano osculante es el plano que contiene a la curva. En
el caso més general de curvas tridimensionales, el plano osculante varia de un punto a otro; en
un punto cualquiera es el plano més cercano que contiene a la parte de la curva que esta alrede-
dor de dicho punto. El plano osculante no esta definido en los puntos donde «(s) = 0, aunque si
esos puntos estdn aislados, algunas veces se puede definir como el limite de los planos osculan-
tes en los puntos vecinos,
Suponiendo todavia que «(s) # 0, sea

r(s) = ¥ + p(9N(s)

Para cada valor de s, el punto cuyo vector de posicién es r(s) estd en el plano osculante de € en
r(s), en la parte céncava de € y a una distancia p(s) de r(s). Se denomina centro de cuxrvatura
de € en el punto x(s). La circunferencia en el plano osculante cuyo centro es el centro de curva-
tura y su radio es igual al radio de curvatura p(s) se denomina dircunferencia osculaate de ¢ en
r(s). De todas las circunferencias que pasan por el punto x(s), la circunferencia osculante es
aquella que mejor describe el comportamiento de € cerca de dicho punto. Por supuesto, la cir-
cunferencia osculante de una circunferencia en cualquier punto es la misma circunferencia. La
Figura 11.16 muestra un ejemplo tipico de circunferencia osculante.

circunferencia osculante de r

Figura 11.16 Circunferencia osculante,
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Torsion y binormal, férmulas de Frenet-Serret

En todo punto r(s) de la curva € donde T y N estén definidos, se define un tercer vector unitario,
denominado bimermal umitario B, mediante la férmula

B=TxN

Nétese que B(s) es normal al plano osculante de € en ¥(s); si € es una curva plana, entonces B es
un vector constante, independiente de s en cualquier intervalo donde k(s) # 0. En todo punto
r(s) de ¢, los tres vectores {T, N, B} constituyen una base de vectores unitarios mutuamente per-
pendiculares orientada a la derecha, como la base estndar {1, j, k} (véase la Figura 11.17). Esta
base se denomina sistema de referenda de Fremet de € en el punto r(s). Nétese que

BxT-NyNxB=T

Figura 11.17 H sistema de referencia de Frenet {'i', N, i}
en algunos puntos de ¢

Como 1 = B(s) « B(s), entonces B(s) » (dB/ds) = 0 y dB/dses perpendicular a B(s). Ademas, di-
ferenciando B = T x N se obtiene

LI S L L

ds  ds” Xds “ds T ds
Por tanto, dB/ds es también perpendicular a T. Como es perpendicular a T y B, dB/dsdebe ser
paralelo a N. Este hecho es la base de nuestra definicion de torsion.

DEFINICION 2 Torsiém
En cualquier intervalo donde «(s) # 0, existe una funcién t(s) tal que

dB
E = _T(.S}N(,S}

El nimero (s} se denomina tewsidm de € en r(s).

La torsién mide el grado de retorcimiento que tiene una curva en las proximidades de un punto,
es decir, mide cuéanto se aleja la curva de ser plana. Puede ser positiva o negativa, en funcién de su
orientacion a la izquierda o la derecha. Presentaremos un ejemplo posteriormente en esta seccién.

El Teorema 2 tiene un anélogo para la torsi6n, y la demostracién es similar. Establece que el
valor absoluto de la torsién, |t(s)|, en un punto x(s) de la curva € es la velocidad de giro de la
binormal unitaria: AY

As
siendo Ay el angulo que forman B(s + As) y B(s).

lim
As—(

= |z(s)]
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m (La hélice circular.) Como se indicé en el Ejemplo 5 de la Seccién 11.3, 1a ecuacién pa-
ramétrica )

JE+F

representa una hélice circular sobre la superficie del cilindro # + y* = &, y parametrizada en funcién de la
longitud de arco. Supongamos que a > 0. Calcule las funciones de curvatura y de torsién x(s) y t(s) de esta
kélice y también las vectores unitarios que forman el sistema de referencia de Frenet en todo punto x(s)
ante dicha hélice.

Solucion En el Ejemplo 1 calculamos el vector tangente unitario, cuyo valor era
T(s) = —acsen(es)i + accos(cs)j + bk
Diferenciando de nuevo se llega a

r(s) = acos(cs)i + asen (cs)j + besk, siendo =

ﬂ‘_L_agcm(csu_a&sen(csu

ds
de forma que la curvatura de la hélice es
dar a
E{$=|E’=ag=az+b?
y el vector normal unitario es
_ L odb_ .
(s) = SN cos (es)i — sen ()

Ahora tenemos
i ] k
B(9 =T(s)xN(9 =| —acsen (cs) accos(cs) bc
—cos(es) —sen(es) O
= besen (cs)i — becos (cs)j + ack

Diferenciando esta férmula se llega a

%= b cos (e + besen (cj = — bEN(9)

Por tanto, la torsién es i

W= (b =7 p
||

Observacion Obsérvese que la curvatura x(s) y la torsién (s) son constantes (es decir, inde-
pendientes de s) para el caso de la hélice circular. En el ejemplo anterior, t > 0 (suponiendo que
b> 0). Esto corresponde al hecho de que la hélice estd orientada a la derecha (véase la Figura
11.12). Si rodeamos la hélice con la mano derecha de forma que los dedos apunten en la direc-
ci6n de s creciente (en sentido contrario al de las agujas del reloj, mirando hacia abajo desde el
eje z positivo), entonces el pulgar apuntara también en la direccién axial correspondiente a s cre-
ciente (en direccién hacia arriba). Si hubiéramos partido de una hélice orientada a la izquierda,
tal como

r=asenti+ acos fj + bik (a b>0)

habrfamos obtenido = = — b/(# + F).
Utilizando las férmulas dT'/ds= kN y dB/ds= — N, se puede calcular también dN/ds:

dN d dB dT
e (ﬂx'i']=gx'l'+ﬁx?s

ds
=—NxT+ xBxN=—xT + B
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Juntas, las tres féormulas

dT

E=Kﬂ
N
%=—1ﬂ‘

se conocen con el nombre de férmulas de Frenet-Sexwet (véase la Figura 11.18). Son de impor-
tancia fundamental en la teoria de curvas. Estas férmulas se pueden expresar en forma matricial
de la siguiente forma:
g (¥ 0 «x 0\/T
= N(=|-x 0 ¢]||N
B 0 —-x 0/\B

Utilizando las férmulas de Frenet-Serret se puede demostrar que la forma de una curva con cur-
vatura distinta de cero queda completamente determinada por sus funciones de curvatura y de

torsion «(s) y ©(s).

Figura 11.18 T, N y B, y sus direcciones de cambio,

TEOREMA (€)) Tevrema fimdamental de las curvas en d espacio

Sean €, y ¢, dos curvas, ambas con la misma funcién de curvatura distinta de cero x(s) y
con la misma funcién de torsién t(s). Entonces las curvas son congruentes. Esto quiere
decir que una de ellas se puede mover rigidamente (mediante traslaciones y rotaciones) de
forma que sea haga coincidir exactamente con la otra.

DEMOSTRACION Es necesario que « # 0 porque N y B no estdn definidas donde
x = 0. Movamos rigidamente €, de forma que su punto inicial coincida con el punto inicial
de €, y de forma que los sistemas de referencia de Frenet de ambas curvas coincidan en
ese punto. Sean T, T,, N;, N,, B, y B, las tangentes unitarias, las normales y las binorma-
les de las dos curvas.

f(s) = T,(s) ¢ T2(9) + Ny (9) e N(s) + By (s) o B, (5)
Calculamos la derivada de f(s) utilizando la Regla del Producto y las férmulas de Frenet-

Serret:
f(,Sj=TioTz+TloTé +N{.N2+N1-N5+B{-nz+ﬂl.nz
— KNI.TZ + KTl .Ng - KTI .Nz + Tnliﬂz - KN1.T2

+ rﬂloﬂz - tﬂloﬂg - tﬁloﬂz
=0
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Por tanto, f(s) es constante, Como los sistemas de referencia coinciden en s= 0, la cons-
tante debe ser concretamente 3;

T (3 o To(s) + Ny (9 o Ny(s) + By(s) e Bo(9) =3

Sin embargo, ninguno de los productos escalares puede ser mayor que 1 porque los factores
son vectores unitarios, Por tanto, todos los productos escalares deben ser iguales a 1. En
particular, T,(s) eTo(s = 1 para todo s; entonces,

ar

(o = 02
oA Ti(s = Tyls) = &

Integrando con respecto a s y utilizando el hecho de que las dos curvas empiezan en el mis-
mo punto cuando s = 0, se obtiene r,(s) = r,(s) para todo s, como queriamos demostrar.

Observacion Una consecuencia del teorema anterior es que toda curva con curvatura cons-
tante distinta de cero y con torsién constante debe, de hecho, ser una circunferencia (si la torsién
es cero) o una hélice circular (si la torsién es distinta de cero). Véanse los Ejercicios 7 y 8 poste-

riores.
Ejercicios 11.4
Calcule el vector tangente T(# en las curvas de los & Demuestre que si t(s) = 0 para todo s, entonces la curva
Ejercicios 1-4. r = r(s) es una curva plana. Sugerencia: Demuestre que
r(s) esta en el plano a por 1{0) y su vector
Lr=A-2%+3k nnrmalesi{ﬂ}[.:' il 4

7. Demuestre que si x(s) = C es una constante positiva y

2 r=asenofi+ acos wik
7(9 = 0 para todo s, entonces la curva r = r(s) es una

8 r=costsenti + sen’ f + costk dreunferencia. Sugerencia. Obtenga una circunferencia
que tenga la curvatura constante dada, Utilice entonces
4 r=acosti+ bsenfj+ tk el Teorema 3.

_ & Demuestre que si la curvatura x(s) y la torsién t(s) son
5 Demuestre que st x(s) = 0 para todo s, entonces la curva ambas constantes distintas de cero, entonces la curva

PEEO s R, r = r(s) es una hélice circular. Sugerencia. Obtenga una
hélice que tenga la curvatura y torsién dadas.

YR-J Curvatura y torsion para parametrizaciones generales

Las férmulas de la curvatura y la torsién desarrolladas anteriormente, asi como las de los vecto-
res normal unitario y binormal, no son de mucha utilidad si la curva que se desea analizar no se
expresa en funcién del pardmetro de longitud de arco. Consideraremos a continuacién la forma
de obtener esas cantidades en funcién de una parametrizacién general r = x(f). Las expresaremos
en funcién del vector velocidad, w(#, 1a velocidad, v(f) = |w(| y la aceleracién, a(f). Observe-
mos en primer lugar que

de dr ds

ek ak
_ﬁ_@i’f‘ ﬂ
=2t T
dv dl ds dv
_ET'{P!}EE ET'FUZKH
\'xa=v%'i'x'i'+v3rc'i'xﬂ'=v3kﬂ
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Notese que a B estd en la direccién de vxa A partir de estas formulas se pueden obtener formu-
las utiles para T, B y «:

T:

v vxa |vx al

v vxal

Hay varias formas de calcular N. Quiz4 la més sencilla es
N=BxT

di _ dT ds  dI

Algunas veces puede ser ms facil utilizar —- = iy Tas e vkN para calcular

Queda por calcular la torsién, Obsérvese que
da d [dv
@@ (a e )
Esta diferenciacién producira varios términos, El (inico en el que interviene B es el que procede

de evaluar v’x(dN/df = v’k(dN/ds) = v*,k(:B — «T). Por tanto,
BN+

para ciertos valores de los escalares 4 y u. Como vxa= v*xB, se deduce que

(vxa) o% = (*K)r = [vxa’t
Por consiguiente,
_ (vxa) o (dajdp
T

Calcule la curvatura, la torsion y el sistema de referencia de Frenet en un punto general

a curva
r=(t+cos M+ (t— cosdj +  /2sen tk
Describa esta curva,

Solucion Calcularemos lo que se pide utilizando el procedimiento descrito anteriormente. En primer lugar,
v=(1l—sendi+ (1 +sendj+ /2cos tk
a=—cosfi+ cosfj —/2sentk

da
— =senfi— senfj —ﬂmsﬂ:

dt
i J k
vxa=|l—sent 1+ sent \/Eoosr
—cost cost —ﬁsenf

=—/2(1 + sendi — /2(1 — sen§)j + 2cos tk
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da
{vxdoa=—ﬁsenr(1 + sen) +ﬁsent(1 —senf) — 2. /2cos® ¢
v=|" =./2 +2ser’t+ 2cos’t =2

lvxa = /202 + 2ser?s) + dcos?t= /8 =2,/2
Entonces tenemos que
|vxa| 2[

v 2\/_
_ (vxa) e (dajdy —2ﬁ=_ 1
vxaf /22 2,2

v 1—sent 1+ sent 1
T=-= i+ j+—cosik
v 2 2 ﬁ
_vxa 1+su.=:nfl l—senrj+ 1 A
— — —— 00s
|v>:a| 2 2 \/E

1 1
N=BxT=———costi+—=costj —sentk
J2 J2?
Como la curvatura y la torsién son ambas constantes (y, por tanto, son constantes cuando se expresan en
funcién de cualquier parametrizacién), la curva debe ser una hélice circular por el Teorema 3. Est4 orienta-
da a la izquierda, ya que 7 < 0. Por el Ejemplo 3 de la Secci6én 11.4, es congruente con la hélice

r=acosti + asenyj + btk

suponiendo que a/(# + ) = 1/(2,/2) = — b/(# + 7). Resolviendo estas ecuaciones se obtiene a= /2 y

b= —\/E. por lo que la hélice estd enrollada sobre un cilindro de radio \/ﬁ . El eje de este cilindro es la
recta x= y, z= 0, como se puede ver examinando las componentes de x(). -

m (Curvalura de la grifica de una fumcién de mna variable) Calcule la curvatura de la
curva plana cuya ecuacién es y = f{x) en un punto arbitrario (x, f(x) de aquélla.

Solucién La gréifica se puede parametrizar: r = xi + £(x)j. Por consiguiente,
v=1i+ f(x)j
a=f'(xj
vxa= f'(xk

Par tanto, la curvatura es

K0 = lvxa [/
v (L4 (F))Y

Aceleracion tangencial y normal
En la férmula de la aceleracién obtenida anteriormente en funcién de la tangente y la normal
unitarias,

_ @ 2
—ET%—vxﬂ
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el término (dv/d)T se denominé aceleracién tamgendial, y el término v*xN, aceleracién mormal
) cdr?da Esta tltima componente esta dirigida hacia el centro de curvatura y su médulo es
v’k = v*/p. Los disefiadores de autopistas, ferrocarriles y montafias rusas peraltan las curvas de
forma que la resultante de la fuerza centrifuga, —m(?/p)N, y el peso, — mgk del vehiculo sea
normal a la superficie a una velocidad deseada. =

(Peralte de wna curva) Una carretera nivelada sigue la curva y = ¥* en el plano hori-
zontal xy. Calcule, en funci6én de x, el 4ngulo de peralte que hay que aplicar a la carretera (es decir, el 4n-
gulo entre la vertical y la normal a la superficie de la carretera) de forma que la resultante de las fuerzas
centrifuga y gravitatoria (—mgk) que actian sobre el vehiculo que viaja una velocidad constante v, sea
slempre normal a la superficie de la carretera,

Solucién Por el Ejemplo 2, la ruta que sigue la carretera, y = X, tiene curvatura
| /¥ 2

“TUF (@fdDTE T (1 + 4O

La componente normal de la aceleracién de un vehiculo que viaja a velocidad v, por la carretera es

24
W= (A7

Sila carretera esta peraltada un angulo @ (véase la Figura 11,19), entonces la resultante de la fuerza centri-
fuga —mayN y la fuerza gravitatoria — mgk serd normal a la superficie de la carretera si se cumple

20

nan i
lanﬂmg. es decir,  =tan A1+ 4D

- —niay N

Figura 11.19 Peralte de una curva de una carretera,

Observacion La definicién de aceleracién centripeta dada anteriormente es coherente con la
que se deduce de la presentacién de los sistemas de referencia en rotacion que se hizo en la Sec-
cién 11.2, Si #(9 es la posicion de una particula mévil en el instante ¢ podemos ver el movi-
miento en cualquier instante como una rotacién alrededor del centro de curvatura, de forma que
la velocidad angular debe ser Q = QB. El vector velocidad lineal es v =Qx (r — r) = ¢T, por
lo que la velocidad es v = Qp y Q = (v/p)B. Como se vio en la Seccién 11.2, la aceleraci6n cen-
tripeta es
v’ v’
Qx(Qx(r—r)) =ﬂxv=;ﬂx'ﬂ'=;ﬂ'

Evolutas

El centro de curvatura r.(f) de una curva dada puede trazar a su vez otra curva cuando  varia.
Esta curva se denomina evohsta de la curva dada »(5.
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SEIGTILE Sl Calcule la evoluta de la espiral exponencial

r=ae ‘cos + ae” 'sen fj

Solucién La curva es una curva plana, por lo que ¢ = 0. Emplearemos un atajo para calcular la curvatu-
ra y la normal unitaria sin calcular wx a Calcularemos primero

v=ae ((—cost+sendi— (sent— cos )f)

ds =

o v=/2ae
T() =ﬁ (—(cost + sen i — (sent — cos #)j)
dat 1 df 1

E= {d.s/a?)E=Eae_"{{sem_ cos i — (cos £ + sen 4)

1
2ae™!

[

Se deduce entonces que el radio de curvatura es p(f =ﬁae“. Como dT/ds= xN, tenemos que
N = p(dT/ds). El centro de curvatura es

r{) = r() + p(ON()
dr
=r() +p° s

= ae ‘(cos ti + sentj)

+ 2a%e %! 1_‘, ((sent — cos §i — (cos t + sen B f)
2ae
= ae” 'sen i — cos fj)

- (en(-ZJre ()

Por tanto, se llega al interesante resultado de que la evoluta de la espiral exponencial es la misma espiral
exponencial rotada en el plano 90° en el sentido de las agujas del reloj (véase la Figura 11.20(a)).

Aplicacion al disefo de vias (o carreteras)

Los trenes de juguete vienen frecuentemente con dos tipos de secciones de vias: rectas y curvas.
Las secciones curvas son arcos de circunferencia de radio &, y la forma total de la via es como
se muestra en la Figura 11.20(b); ABy CD son rectas, y BC y DA son semicircunferencias, La
pista parece suave, pero jes suficientemente suave?

La via se mantiene unida por friccién, y de vez en cuando puede salirse cuando el tren pasa.
Esto es especialmente probable en los puntos A, B C'y D. Para ver por qué, supongamos que el
tren viaja a velocidad constante v. Entonces la aceleracién tangencial, (dv/df)T, es cero y la ace-
leracion total es sélo la aceleracién centripeta, a = (v*/p)N. Por tanto, |a| = 0 a lo largo de las
secciones rectas, y |a| = v’x = v*/R en las secciones semicirculares, La aceleracién es disconti-
nuaen los puntos A, B, Cy D, y la fuerza de reaccién que ejerce el tren sobre la via es también
discontinua en esos puntos. Hay un «choque» o «sacudida» cuando el tren entra o sale de la par-
te curva de la via. Para evitar esos puntos de tension, las vias se disefian de forma que la curva-
tura varie de forma continua punto a punto.
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r=ae "{cossi+ sentj)

A B
N\

e

r. =ae " (sen i — costj Figura 1120

{a) La evoluta de una espiral
exponencial es ofra espiral
exponencial,

(b) Forma de la via de un tren

(a) (b) de juguete,

Se desea unir una via existente en la direccién del eje x negativo con otra que sigue la
direccién y=x — 1, x> 2. Se desea que la unién sea suave mediante una curva de transicién y= f(),
0 < x< 2, slendo f(x) un polinomio de grado tan pequefio como sea posible, Calcule (%) de forma que un
tren que se mueva por la via no experimente discontinuidades de la aceleracién en los puntos de unién.

Solucién La sltuacién se muestra en la Figura 11.21, El polinomio f(x) se debe escoger de forma que la
via sea continua, tenga pendiente continua y tenga curvatura continua en x= 0y x = 2, Como la curvatura
de y= f(x) es

k=[£I + (FE))

solo tenemos que conseguir que £ £y f” tomen los mismos valores en x= 0y x = 2 que en las secciones
rectas:
fo=0, rfO=0  f0)=0,

Q=1 FE=1 f@2)=0

*  Figura 11.21 Unién de dos vias rectas
mediante una via curva,

Esas seis condiciones independientes sugieren que se debe probar con un polinomio de grado 5
con seis coeficientes arbitrarios:

f() = A+ Bx+ C¢ + DY + EX' + Fx°
f(x) = B+ 2Cx+ 3D¥ + 4EX + 5F¢*
X =2C+6Dx+ 12E¥ + 20Fx
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Las tres condiciones en x = 0 implican que A = B= C'= 0. Las de x= 2 implican que

8D+ 16E+ 32F=f(2) =1

12D+ 32FE+ 80F=1(2)=1

12D+ 48F+ 160F = f(2) = 0
La solucién de este sistema es D= 1/4, E= —1/16 y F =0, por lo que debemos utilizar f(x) =
= (X*/4) — (¥'/16).

Observacion Los disefiadores de carreteras y de vias de ferrocarril no utilizan en general cur-
vas polinémicas en las transiciones. Se utilizan habitualmente otras clases de curvas denomina-
das clotoides o lemmiscatas (véase el Ejercicio 7 en los Ejercicios de repaso al final de este ca-
pitulo).

Calculos con Maple

El tipo de calculos realizados en esta seccién con curvas bastante simples puede ser muy tedioso
con curvas mas complicadas. Como es habitual, Maple puede acudir al rescate. Antes de la in-
corporacién del paquete VectorCalculus en Maple 8, que introdujo una verdadera estructura de
datos vector, la definicién de una funcién vectorial tenia truco: habia que hacer algo como

> Ri=[t->£f(t), t->glt), t->hit)];
en vez de la construccién mas obvia
> R:=t->[f(t), g(t), h(t)];

porque en este ultimo caso no se consideraba que la funcién R fuera vectorial, aun cuando sus
valores fueran vectores.

En lo que sigue supondremos que los paquetes LinearAlgebra y VectorCalculus han sido car-
gados (en ese orden):

> with (LinearAlgebra): with (VectorCalculus):
Asi podriamos definir una funcién vectorial que representara una hélice circular:
> R:=t ->» <a*cos(t), a*sin(t}), b*t>;
La salida de esta definicién (que omitiremos) puede parecer al principio un poco criptica; dice
que R estd definida como un procedimiento «VectorCalculus-< >» cuyos argumentos son tres
procedimientos «VectorCalculus-*» correspondientes a los productos que representan las tres
componentes de r. Llamando a la funcién se generan los resultados esperados.
> R(t); R(Pi);

acos (e, + asen(fe, + bte,

—ae, + bre,

Las funciones vector velocidad, aceleracion y velocidad se pueden definir ahora en la forma ob-
via, y utilizar los resultados para calcular esas magnitudes en cualquier punto:
> Vi=t->diff(R(t), t}: A :=t->diff(V(t),t):
> Vi:=t ->Norm(Vi(t),2):
> VL) pAlL)pw(t):

—asen () e, + acos () e, + be,

—acos (fe, — asen (e,

Jlasen (% + |acos (B + |BF
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Ningtin intento de simplificar la tiltima expresién surtird mucho efecto a menos que le digamos
a Maple que a y b son ntimeros reales. De hecho, es 1til a efectos de simplificacion decir a
Maple que a, by tson reales, con lo que evitamos que Maple nos caliente la cabeza colocando
una tilde (™) detrds de cada una de esas variables en todas las salidas posteriores. Esto lo po-
demos hacer ast:

> assume(a::real, b::real, t::real);

> dinterface (showassumed=0);
> simplify(vit)):

JE+ &

El paquete VectorCalculus tiene una funcién denominada TNBFrame, cuya salida es una lista de
funciones para generar los vectores tangente unitaria, normal pnn{:lpal y binormal T(4, N(8 y
B(9). Podemos utilizar los componentes de esta lista para definir cada vector:
> T :=TNBFrame(R,t) [1]: TI(t);:
asen (f) acas ()

T JF+Z" .Eﬁf‘f,ﬁﬁr‘

> N := TNBFrame(R,t) [2]: N(t);

_accs(t} o asen (1) .
la laf
> B :=TNBFrame(R,t) [3]: BI(t);
basen (f) o bacos (# ( & sen (r}2 & cos (H? )
JP+ Ala ,/b2+32|a| J B+ &4 ,/b2+ |4

> simplify (%);
basen (1) bacos (1) |4

TZEdd . JPrgd T JEad

VectorCalculus también define las funciones Curvature y Torsion, que se pueden utilizar como
sigue:
> simplify(Curvature(R,t) (t);

N R

|5

JP+ &

La torsion es errénea si b < 0; en este caso la torsién deberia ser negativa. De hecho, el resulta-
do anterior podria hacer falsa la tercera férmula de Frenet-Serret, como podemos ver asf:

> simplify(Torsion(R,t) (t));

> Simplify(diff (B(t),t) + tau*N(t));

acos (§ (b— 1./ FF + &) +asen(!} (b— t./F + &)
JI+ &4 x JI+ 2|4 4

que debe ser 0, pero s6lo lo serd si T = b/,/ I + &. Se comunic6 este error a MapleSoft, y se ha
corregido en Maple 10.
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Ejercicios 11.5

En los Ejercicios 1-4, calcule los radios de curvatura de las 15 Calcule la curvatura de la curva plana y = e" en x.

curvas en los puntos indicadas.
1.y=Fenx=0yenx=./2

2 y=cosxen x=0yenx=q/2
Rr=24+ (/) —2ken (2 1, —2)

4 r=i+ 4+ tkenel punto donde ¢ =1

Calcule los sistemas de referencia de Frenet {T, N, B} para

las curvas de los Ejercicios 5 y 6 en los puntos indicados.
Ar=fi+7A+2ken(l L2
Gr=A+r+ &ken(l 1 1)

En los Ejercicios 7 y 8, calcule las vectores tangente
unitario, normal y binormal, y la curvatura y la torsion en
un punto general de las curvas dadas,

—ﬂ+zz +Fk
rr=ftgity

& r=¢(costi+ sentj + k)

9. Calcule la curvatura y la torsién de la curva
paramétrica

x=2+,/2c0sf, y=1-—sen} z=3 +sent

en un punto arbitrario £ ;Qué curva es?

10. Una particula se mueve siguiendo la curva plana
y=senx, en la direccién de x aeciente, con velocidad
horizontal constante dx/dt= k. Calcule las
componentes tangencial y normal de la aceleracién de
la particula cuando esta en la posicién x.

11. Calcule la tangente unitaria, la normal y la binormal, y
la curvatura y torsién de la curva

r=sentcos i + sen’ fj + cos tk
en los puntos {a) t=0y (b) t = n/4.

12. Una particula se mueve siguiendo un camino eliptico
en el plano xy, de forma que su posicién en el instante
tesr = acost + bsen{j. Calcule las componentes
tangencial y normal de su aceleracién en el instante £,
(En qué puntos es cero su aceracién tangencial?

18 Calcule los valores maximo y minimo de la curvatura
de la elipse x= acost y= bsenf, slendo a> b> 0.

14 Una cuenta de masa m se desliza sin rozamiento por un
hilo curvo con la forma y = ¥, bajo la influencia de la
fuerza gravitatoria — mgj. Cuando pasa por el punto
(1, 1), la velocidad de la cuenta es v, Calcule, en ese
instante, el m6dulo de su aceleracién normal y la tasa
de cambio de su velocidad.

Obtenga la ecuacién de la evoluta de esta curva.

16. Demuestre que la curvatura de la gréfica polar plana
r= f(f) en un punto genérico 6 es

() = 2(£@)* + (£6)* — £6) £'6)|
[(£()* + (£6)°]7*
17. Calcule la curvatura de la cardioide r= a(l — cos#),

+18 Obtenga la curvar = () parala que x(d = 1 y
7() = 1 para todo ¢ y r{0) =T(0) =i NQ) = j
yi{{]] =k

dr
18. Suponga que la curva r = r{) cumple e (),

slendo € un vector constante, Demuestre que esa curva
es la circunferencia en la que el plano que pasa por
r(0) y es normal a e corta a una esfera de radio |r(0)|
centrada en el origen,

20. Calcule la evoluta de la hélice circular
r=acosH + asenfj + btk

21. Calcule la evoluta de la parabola y = ¥,

22, Calcule la evoluta de la elipse x = 2cost, y= sent.

23. Calcule el polinomio de grado minimo £(x), tal que
una via que siga la curva y = f(¥), desde x = —1 hasta
x =1, se una con segmentos rectos existentes y = —1,
x<—1e y=1, x> 1 de forma lo suficientemente
suave para que un tren que se mueva a velocidad
constante no experimente discontinuidades de la
aceleracién en los puntos de unién.

Ayude a los fabricantes de trenes de juguete, Disefie
un segmento de via y= f(x), —1 < x< 0 para
producir una unién libre de tensiones entre una
seccién de viarecta y= 1, x< — 1, y una secci6n en
forma de arco semicircular ¥ + ¥ = 1, x = 0.

Si la posicién r, la velocidad w y la aceleracién a de
una particula en movimiento cumplen

al) = A(Oxr(d + u(dv(d), stendo A() y ulf) funciones
escalares del tiempo 7, y si vx a # @ demuestre que

el camino que sigue una particula estd contenido en

un plano,

En los Ejercicios 26-31 utilice Maple. Asegirese de cargar
los paquetes LinearAlgebra y VectorCalculus.

En los Ejercicias 26-29, determine las funciones de
curvatura y de torsién de las curvas dadas. Debido al
problema con la funcién Torsion en algunas versiones del
paquete VectorCalculus (como se ha indicado al final de
esta seccion), es preferible utilizar las férmulas procedentes
de las derivadas de la posici6n para determinar la torsion, y



probablemente
curvas.

28 r() = cos()i+ 2sen(dj + cos () k ;Por qué
no debe sorprendernas el valor de la torsién?
(Cuéanto valen las curvaturas méxima y minima?
Describa la curva.

27. v() = (t—senhi+ (1 —cosHj+ &k ;Son
continuas la curvatura y la torsion para todo £

2R r() = cos(fcos(2Hi+ cos(fsen(2hj+sen(k
Demuestre que la curva esta sobre la esfera
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también la curvatura. Intente describir las En las Ejercicios 30 y 31, defina nuevas funciones
de Maple para calcular los valores requeridos. =
Suponga que se han cargado los paquetes LinearAlgebra

y VectorCalculus,

0

30. La funcién evolute (R) (t), cuyo valor en R es Q
la funcién cuyo valor en t es el vector de

posici6n del centro de curvatura de la curva g, en el

punto R (t).

. La funcién tanline (R) (t,u), cuyo valor en R es
una funcién, cuyo valor en (t,u) es el vector de

B0 &0
@

X+ y + 7 =1, ;Cudl es el minimo valor de su posicién del punto de la tangente a la curva R, en un
curvatura? valor de t situado a una distancia u de r(t), en la
28 r() = (t+ cosHi+ (t+senfj+ (1 + £ —cosHk direccion de ¢ areciente,

R Leyes de Kepler del movimiento planetario

El matematico y astrénomo alemén Johannes Kepler (1571-1630) fue estudiante y colega del as-
trénomo danés Tycho Brahe (1546-1601). Tras una vida de observacién de las posiciones de los
planetas sin la ayuda del telescopio, Brahe recopilé una gran cantidad de datos, que Kepler ana-
liz6. Aunque Nicolds Copérnico (1473-1543) habia postulado que la tierra y los otros planetas se
movian alrededor del sol, el clima religioso y filoséfico de Europa a finales del siglo xv1 favore-
cfa todavia la explicacién del movimiento de los cuerpos celestes mediante ¢rbitas circulares al-
rededor de la tierra. Se sabfa que planetas como Marte podian no moverse en érbitas circulares
centradas en la tierra, pero se habfan propuesto modelos en los que su movimiento estaba com-
puesto por otras circunferencias (epiciclos), cuyos centros se movian sobre circunferencias cen-
tradas en la tierra.

Las observaciones de Brahe sobre Marte fueron lo suficientemente detalladas como para que
Kepler se diera cuenta de que ninglin modelo simple basado en circunferencias podria ajustarse
lo suficientemente bien a la 6rbita real. Sin embargo, é1 fue capaz de ajustar una curva cuadrati-
ca méas general, una elipse con uno de sus focos en el sol. Basandose en este éxito y en los datos
de Brahe sobre otros planetas, formuld las tres siguientes leyes del movimiento planetario:

Leyes de Kepler
1. Los planetas se mueven siguiendo érbitas elipticas con el sol en uno de sus focos.
2 1. recta que une el sol con cada planeta barre areas iguales en tiempos iguales.

R Los cuadrados de los periodos de revolucién de los planetas alrededor del sol son pro-
porcionales a los cubos de los ejes mayores de sus orbitas.

La formulacién de Kepler de la tercera ley dice realmente que los cuadrados de los periodos de
revolucién de los planetas son proporcionales a los cubos de sus distancias medias al sol. La dis-
tancia media de los puntos de una elipse a uno de sus focos es igual al semieje mayor (véase el
Ejercicio 17 posterior). Por tanto, las dos formulaciones son equivalentes.

La eleccién de elipses era razonable, una vez verificado que las circunferencias no funciona-
ban, Las propiedades de las secciones cénicas se entendian bien, desde que habfan sido desarro-
lladas por el matemético griego Apolonio de Perga sobre el afio 200 a. C. No obstante, basando-
se, como hizo, en observaciones en vez de en la teoria, la formulacién que hizo Kepler de sus
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leyes sin ninguna explicacién causal fue algo realmente notable. Los fundamentos tedricos vinie-
ron més tarde, cuando Newton, con la ayuda de su calculo recién creado, demostré que las leyes
de Kepler implicaban una fuerza gravitatoria proporcional al inverso del cuadrado (véanse los
Ejercicios de repaso 14-16 al final de este capitulo), Newton crefa que su ley de la gravitacion
universal implicaba también las leyes de Kepler, pero no fue capaz en sus escritos de dar una
demostracién que fuera convincente segtin los estandares actuales?,

Més adelante en esta seccién, obtendremos las leyes de Kepler a partir de la ley de la gravi-
tacién mediante un método ingenioso que explota hasta sus limites la diferenciacién vectorial,
Sin embargo, primero necesitamos establecer algunos resultados preliminares.

Elipses en coordenadas polares

Las coordenadas polares [r, ] de un punto en el plano cuya distancia r al origen sea & ve-
ces su distancia p — rcosf a la recta x= p (véase la Figura 11.22), cumple la ecuacién
r=g(p — rcos ), o, despejando r,

_r— 4
" 1+egcosh
siendo £ = gp. Como se observo en las Secciones 8.1 y 8.5, para 0 < & < 1, esta ecuacion repre-

senta una elipse con excemtricidad ¢ (que serd una circunferencia si ¢ = 0). Para ver que esto es
asi, transformemos la ecuacién a coordenadas cartesianas:

¥+ ¥=P=gp—rcostf =e(p— 0 =(p* - 2px+ 1)

[r.#]

p—rcosf

Ep
o i H
"= T3¢ cost i

X
x=p
Figura 11.22 Una elipse con foco en el origen, directriz x = p y excenfricidad e.

Realizando algunas transformaciones algebraicas, esta ecuacién se puede transformar en

X+ i ]
1-¢ ¥
t Y [ € YV
) (=)
que puede reconocerse como una elipse cemtrada en el punto C= (—¢ 0), siendo
c=g€/(1 — &), y semiejes a y b dados por

=1

1_32 wm

b= — (semigje menor)

i

£ Se pueden encontrar interesantes articulos donde se debate la significacion histérica del trabajo de Newton, como
los de Robert Weinstock, Curtis Wilson y otros en The Collage Mathematics Journal, vol, 25, n.° 3, 1994,
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La ecuacién cartesiana de la elipse demuestra que la curva es simétrica respecto a las rectas
x=—ce y= 0y, por tanto, su segundo foco estd en F'= (—2¢, 0) y tiene una segunda directriz
cuya ecuacién es x= —2c— p (véase la Figura 11.23). Los extremos del eje mayor son
A=(a—c 0) y A= (- a—¢ 0) y los extremos del eje menor son B=(—¢ by B=(—c, —b).

B =(—c,b) v

___________________________________

Af

(—a —c,0) | (—e, O) o (a—c,0) X

Figura 1123 La suma de las
distancias desde cualquier punto P

/ x=p de la elipse a los dos focos Oy Fes
constante, y vale ¢ veces la distancia

B' = (—¢c, —b) entre las directrices.

=R ”

Si P es un punto cualquiera de la elipse, entonces la distancia OF es & veces la distancia PQ)
desde P a la directriz derecha. Andlogamente, la distancia FP es ¢ veces la distancia ¢J P desde P
a la directriz izquierda, Por tanto, la suma de los radios focales OP + FP es la constante
e Q= &(2c + 2p), independientemente de la posici6n del punto Pen la elipse, Cuando Pes Ao
B, la suma es

2a=(@-9d+(@+d=0A+FA=0OB+FB=2/F + ¢

Se deduce entonces que

e
32—b2+£'2, c= a‘—bz—m—ea
El niimero £ es el semi-latus rectum de 1a elipse; el latus rectum es la anchura de la elipse me-
dida sobre la linea que pasa por un foco, perpendicular al eje mayor (véase la Figura 11.24).

Figura 11.24 Algunos parameiros de una elipse,

Observacion La ecuacién en polares r= €/(1 + ¢ cos 0) representa una curva acotada s6lo si
& < 1; en este caso tenemos que €/(1 + &) < r < €/(1 — ¢) para todas las direcciones 6. Si ¢ = 1,
la ecuacién representa una parabola, y si ¢ > 1, una hipérbola, Es posible que haya objetos que
viajen en drbitas parabélicas o hiperb6licas, pero s6lo se aproximaran al sol una vez, sin trazar
6rbitas a su alrededor. Algunos cometas tienen ¢rbitas hiperblicas.
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Componentes polares de la velocidad y la aceleracion

Sea r(f) el vector de posicién en el instante ¢de una particula P que se mueve en el plano xy. Se
forman dos vectores unitarios en P, el vector ¥, que apunta en la direccién del vector de posi-
cién 1, y el vector @, rotado 90° en sentido contrario al de las agujas del reloj desde # (véase la
Figura 11.25). Si las coordenadas polares de P son [r, 8], entonces & apunta en la direcci6n de r
creciente en F, y 8 apunta en la direccién de 6 creciente. Evidentemente,

= cos 0i + sen0j
0 = —sen 0 + cos 0f

[ v  Figura 11.25 Vectores de la base en direcciones crecientes de ry #.

Nétese que # y @ no dependen de r, sino sélo de 8:
d_, b
@

La pareja {i 0} forma un sistema de referencia (una base) en P, de forma que los vectores del
plano se pueden expresar en funci6n de estos dos vectores unitarios. La componente ¥ de un vec-
tor se denomina compenente radial y la componente @ se denomina componente tramsversal
El sistema de referencia varfa de un punto a otro, por lo que debemos recordar que # y @ son
funciones de ¢ En funcién de este sistema de referencia mévil, la posicién (9 de P se puede
expresar de forma muy sencilla:

e

r=mw
siendo r = r(f) = |r(f)| la distancia desde P al origen en el instante ¢
Vamos a diferenciar esta ecuacién con respecto a t para expresar la velocidad y la acelera-
cién de P con respecto a este sistema de referencia mévil, A lo largo del movimiento, r se puede
ver como una funcién de @ o de £, 6 es a su vez funcién de £ Para evitar confusiones, adoptare-
mos una notacién que se utiliza frecuenterente en mecénica, y que recuerda la notacién utiliza-
da originalmente por Newton en sus célculos.

Un punto sobre una magnitud indica la derivada con respecto al tiempo de dicha magnitud.
Dos puntos indican la segunda derivada con respecto al tiempo. Asi,

g=duydt, y = du/df

Consideremos primero las derivadas con respecto al tiempo de los vectores & y . Por la Regla
de la Cadena, tenemos que
B4

S~

&% &
38 &



CAPITULO 11. Funciones vectoriales y curvas 741

La velocidad de P es
- i
v—r—a(n}—rr-f-:ﬁﬂ

Componentes polares de la velocidad:
La componente radial de la vlodidad es 1.
La componende transversal de la veloddad es 10.

Como # y @ son vectores unitarios perpendiculares, la velocidad (escalar) de P se expresa como

v=M =/ + P

De forma similar, la aceleracién de P se puede expresar en funcién de sus componentes radial y
transversal:

d i
azi':i::a‘(fi"f'fﬁﬂ]
= ;P + 100 + 06 + 06 — 0%
= (F— A& + (f + 2/0)0

Componentes polares de Ia aceleracion:
La componente radial de Ia aceleracién es 7 — rff".
La componente tramsversal de la aceleradén es rfl + 210,

Fuerzas centrales y segunda ley de Kepler

Las coordenadas polares son las méas apropiadas para analizar el movimiento debido a una fuer-
za ocemiral que se dirige siempre hacia (o en sentido contrario a) un tnico punto, el origen:
F = A(r)r, donde el escalar A(r) depende de la posicién r del objeto. Si la velocidad y la acelera-
cién del objeto son v=r y a=v, entonces la Segunda Ley de Newton del Movimiento
(F = ma) dice que a es paralelo a r. Por tanto,

E(rxv] =rxv+rxv=vxv+rxa=0+0=0

y rxv =k un vector constante que representa el momento angular del objeto por unidad de ma-
sa respecto al origen, Esto indica que r es siempre perpendicular a h, por lo que el movimiento
debido una fuerza central tiene siempre lugar en un p/ano que pasa por origen y es normal al
vector h

Si se escoge el eje zen la direccién de b, y siendo |l = A entonces h= /k y el camino que
sigue el objeto est4 en el plano xy. En este caso la posicién y la velocidad del objeto cumplen

r=n y v=ik+100
Como £x 0 = k, tenemos que
Hk = rxv = rikxt + Fix0 = ik
Por tanto, para cualquier movimiento debido una fuerza central,

Fl=h  (constante en el camino de movimiento)
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Esta férmula es equivalente a la Segunda Ley de Kepler; si A(9) es el drea en el plano de movi-
miento limitada por la 6rbita y las rectas radiales 6 = @, y @ = 0(1), entonces

1 ]
Alh =- rd
2 Joo
por lo que
dA dAd 1 ,. h
& @a 5y

Entonces, el 4rea se barre con una velocidad constante A/2, y por tanto se barren areas iguales en
tiempos iguales. Notese que esta ley no depende del médulo ni de la direccién de la fuerza que
actiia sobre el objeto mévil, sino sélo del hecho de que es central. También se puede obtener la
ecuacién r*6 = h (constante) directamente del hecho de que la aceleracién transversal es cero:

gtﬁé}zszéﬂzé:r{sziﬂﬂ}zo

m Un objeto se mueve sigulendo la curva en polares r= 1/6 bajo la influencia de una fuerza
o atrae hacia el origen, Si la velocidad del objeto es vy en el instante en que 6 = 1, calcule el médulo

de la aceleracion del objeto en cualquier punto de su trayectoria en funcién de su distancia r al origen.

Solucién Como la fuerza es central, sabemos que la aceleracién transversal es cero y que 1’6 = h es
constante, Diferenciando la ecuacién de la trayectoria con respecto al tiempo y expresando el resultado en
funcién de r, se obtiene

f=—%f?=—ﬁ£=—h

T
Por tanto, la componente radial de la aceleracién es

r

P

En @ = 1, tenemos que r= 1, por lo que § = A En ese instante el cuadrado de la velocidad es
=P+ PF =K+ KF=2F

Por tanto, /# = v}/2y, en cualquier punto de su trayectoria, el modulo de la aceleracion del objeto es

a,=f—r@f=0-r

2

lad = 55

Obtencidn de las leyes de Kepler primera y tercera

Los planetas y el sol se mueven alrededor de su centro de masas comtn, Como el sol es mucho
més masivo que los planetas, el centro de masas estd muy cercano al centro del sol. Por ejemplo,
el centro de masas conjunto del sol y la tierra esta en el interior del sol. En el desarrollo que
sigue consideraremos que el sol y los planetas son masas puntuales y consideraremos también
que el sol esta fijo en el origen. Mas adelante, cuando sea necesario, especificaremos las direc-
ciones de los ejes de coordenadas.

De acuerdo con la ley de la gravitacién de Newton, la fuerza que ejerce el sol sobre un pla-
neta de masa m cuyo vector de posicién es res

g _fm,_ _ km
B T
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siendo & una constante positiva que depende de la masa del sol, y # = r/r.

Como se ha observado anteriormente, el hecho de que la fuerza que actiia sobre el planeta
esté siempre dirigida hacia el origen implica que rx v es constante. Escogeremos como direccién
del eje zla de rx v = ik por lo que el movimiento se realizara en el plano xyy 0 = h Toda-
via no hemos especificado las direcciones de los ejes x e y, pero lo haremos en breve, Utilizando
coordenadas polares en el plano xy, podemos calcular

k

av_v_"P" &
-0  h  n"
i

Como d@/d) = — i, podemos integrar la ecuacién diferencial anterior para obtener v:

v=—£jia€=£ﬁ+c

h h
siendo € un vector correspondiente a la constante de integracién. Por tanto, hemos demostrado
que
k
v=0==
v-cl=>

Este resultado, conocido por el nombre de Teorema de Hamilton, indica que cuando un planeta
se mueve por su 6rbita, su vector velocidad (cuando se sitia con su inicio en el origen) traza una
circunferencia cuyo centro es un punto C con vector de posicién €. Quiza resulta sorprendente
que después de todo haya una circunferencia asociada con la érbita de un planeta. Pero no sé6lo
es el vector de posicién el que se mueve siguiendo una circunferencia, sino el vector velocidad
(véase la Figura 11.26).

Va

arbita

7

¥

vectores
velocidad

x  Figura 11.26 Los vectores velocidad definen una circunferencia,

Recuérdese que hasta ahora s6lo hemos especificado la posicion del origen y la direccién del eje
z Por lo tanto, el plano xy estd determinado, pero no lo estdn las direcciones de los ejes x e y.
Escojamos ahora estos ejes en el plano xy de modo que € esté en la direccién del eje y; serd, por
ejemplo, € = (ek/H)j, siendo & una constante positiva, Por consiguiente, tenemos que

£ .
v—5(0+aj}
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La posicién del eje x queda ahora determinada por el hecho de que los vectores i j y k son per-
pendiculares entre si y forman una base orientada a la derecha. Calcularemos de nuevo rxv. Re-
cuérdese que r= rcos 0i + rsenfj, y también que r= ri

k ,
HKk=rxv =3 (e x @ + recosfiixj + resendjxj)
k
=Er(1 + ecosOk

k
Por tanto, h= % (1 + ecos ) o, despejando r,

e Mk
" 1+ecosf

Esta es la ecuaci6n en polares de la érbita. Si ¢ < 1, se trata de una elipse con un foco en el
origen (el sol), cuyos pardmetros son

Semi-latus recthm: €=

S emi¢je mayor: a=H1_82}=1_82
o e _ £
k=2 Ji=F

4

S emi¢je menor:

Hemos deducido la Primera Ley de Kepler. La eleccién que se ha hecho de los ejes de coordena-
das implica que el perihelio (el punto de la 6rbita més cerca del sol) estd en el eje x positivo
@ =0).

La érbita de un planeta tiene excentricidad & (siendo 0 < & < 1), y su velocidad en el peri-
helio es vy Calcule su velocidad v, en el afelio (el punto de su érbita mas lejos del sol).

Solucion En el perihelio y en el afelio la velocidad radial del planeta r es cero (ya que res minimo o
méximo), por lo que la velocidad es totalmente transversal. Entonces vp = rpflp y vy = ryf,. Como 20 = h
tiene el mismo valor en todos los puntos de la érbita, tenemos que

rwp=rilp=h=rif, = rp,

La ecuacién de la érbita del planeta es
1

= T +ecost
por lo que el perihelio corresponde a 6 = 0y el afelio a § = z:

£ £
Ie= =
£ 14+¢ y A l1—e
I'e 1_8
Por tanto, vy = —vp=
oA .r;,ﬂp 1+e=ﬂ‘mL
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Podemos obtener 1a Tercera Ley de Kepler a partir de las otras dos de la siguiente forma. Como
la linea radial que va desde el sol a un planeta barre 4rea con una velocidad constante de A/2, el
drea total A encerrada por la 6rbita serd A= (h/2)T, siendo T el periodo de revolucién. El 4rea
de una elipse cuyos semiejes son ay bes A = nab, Como b* = €a= Ha/k tenemos
4 , 4 An®
T“—th —hznzazbz— p o

Nétese que la expresién final de 7° no depende de h que es una constante para la érbita de cual-
quier planeta, pero varfa de un planeta a otro. La constante 47”/k no depende de un planeta en
particular (4 depende de la masa del sol y una constante gravitatoria universal). Por tanto,

e

indica que el cuadrado del periodo de un planeta es proporcional al cubo de la longitud, 2a, del
eje mayor de su 6rbita, y la constante de proporcionalidad es vélida para todos los planetas, Esta
es la Tercera Ley de Kepler. Los datos astronémicos modernos demuestran que T‘ﬁ’a3 varia sélo
unas tres centésimas del 1% en los nueve planetas conocidos.

Conservacion de la energia

La soluci6n de la ecuacion diferencial de segundo orden del movimiento F = mr para obtener la
6rbita de un planeta requiere dos integraciones. En el desarrollo anterior hemos explotado las
propiedades del producto vectorial para facilitar dichas integraciones. Existen procedimientos
més tradicionales para obtener las leyes de Kepler, que en general comienzan por separar las
componentes radial y transversal de la ecuacién del movimiento:

F-mf=--, M+20=0
7
Como se ha visto antes, la segunda ecuacién anterior implica que 6 = h = constante, que es la
Segunda Ley de Kepler. Esto se puede utilizar para eliminar @ en la primera ecuacién y obtener

V5 X

S

d® B\_ . B\__*,
Ez(ﬁ ﬁ)_’( F)_ 2

Si se integra esta ecuacién, se obtiene

Ife By &
aﬁtﬁﬂ‘;—ﬁ

Por tanto,

que es una ley de comservaciém de la emergia Fl primer término de la izquierda es v%/2, 1a ener-
gla cinética (por unidad de masa) del planeta. El término — &/res la energfa potencial por unidad
de masa. Es diffcil integrar esta ecuacién para obtener r en funcién de £ En todo caso, lo que
realmente queremos calcular es r en funcién de 6, de forma que podamos reconocer que hemos
obtenido una elipse. Otra forma de obtener este resultado se sugiere en el Ejercicio 18 posterior.
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Observacion El procedimiento utilizado anteriormente para demostrar las leyes de Kepler
demuestra de hecho que si un objeto se mueve bajo la influencia de una fuerza que lo atrae hacia
el origen (o que lo repele desde el origen), cuyo médulo sea proporcional al inverso del cuadra-
do de su distancia al origen, entonces dicho objeto debe moverse en una 6rbita plana cuya forma
debe ser una secci6n cénica. Si la energia total £ definida anteriormente es negativa, entonces la
érbita estd acotada y, por tanto, debe ser una elipse. Si E'= 0, la érbita es una parabola. Si
E >0, la 6rbita es una hipérbola. Las érbitas hiperbdlicas son tipicas de las fuerzas repulsivas
que pueden aparecer en el caso de atracciones si el objeto tiene suficiente velocidad (superior a
la velocidad de escape). Como ejemplo, véase el Ejercicio 22 posterior.

Ejercicios 11.6

1 (Elipses en polares) Complete los detalles del calculo

sugerido en el texto para transformar la ecuacién en
polares de una elipse, r = €/(1 + gcos #), siendo
0 <& < 1, en coordenadas cartesianas, de forma que
muestre explicitamente el centro y los semiejes.

Canpanentes polares de Ia velocidad y la acderacién

2. Una particula se mueve siguiendo una circunferencia
cuya ecuacién en polares es r=k, (k> 0). ;Qué son
las componentes radial y transversal de su vector
velocidad y de su aceleracién? Demuestre que la

componente transversal de la aceleracién es igual a la

velocidad de cambio de 1a velocidad de la particula.

3. Calcule las componentes radial y transversal del vector

velocidad y de la aceleracién de una particula que se
mueve con velocidad unidad siguiendo la espiral

exponencial r= e, Exprese sus respuestas en funcion

del angulo o,

4. Si una particula se mueve siguiendo la curva en polares

r= @ bajo la influencia de una fuerza central que la
atrae hacia el origen, calcule el médulo de la
aceleracién en funcién de ry de la velocidad de la

particula.

5. Un objeto se mueve siguiendo la curva en polares
r= 0" bajo la influencia de una fuerza que lo atrae
hacia el origen. Si la velocidad del objeto es vy en el
instante en el que 6 = 1, calcule el médulo de la
aceleracién del objeto en cualquier punto de su
trayectoria en funcién de su distancia ral origen,

Deduccianes de las leyes de Kepler

6. La distancia media de la tierra al sol es
aproximadamente 150 millones de kilémetros. El
cometa Halley se acerca a su perihelio (punto mas
cercano al sol) de su érbita eliptica aproximadamente
cada 76 afios. Estime el eje mayor de la érbita del
cometa Halley,

7. La distancia media de la luna a la tierra es
aproximadamente 385.000 km, y su periodo de

revolucién alrededor de la tierra es de
aproximadamente 27 dias (el mes sideral). ;A qué
distancia aproximada del centro de la tierra, y en qué
plano, deberia situarse un satélite de comunicaciones
en drbita circular si debe estar todo el tiempo
exactamente sobre la misma posicién de la tierra?

8 Un asteroide sigue una érbita circular alrededor del sol.

Si su periodo de revolucién es T, calcule el radio de su
orbita,

+ 8, Si el asteroide del Ejercicio 8 se detiene

instantAneamente en su 6rbita, caera hacia el sol.
(Cuénto tardara en llegar? Sugerencia: Esta pregunta
se puede responder facilmente si se piensa que el
asteroide esta casf parado, de forma que sigue una
érbita con alta excentricidad, cuyo eje mayor es un
poco mayor que el radio de la érbita original
circular,

10. Calcule la excentricidad de la érbita de un asteroide si

la velocidad de dicho asteroide en el perihelio es el
doble de su velocidad en el afelio.

11. Demuestre que la velocidad orbital de un planeta es

constante si y sélo si su 6rbita es circular, Sugerencia.
Utilice la identidad de conservacion de la energfa.

12. La distancia de un planeta al sol en su perihelio es el

80% de su distancia en el afelio. Calcule la razén de
sus velocidades en el perihelio y en el afelio, y la
excentricidad de su érbita,

+18 Como resultado de una colisién, un asteroide cuya

érbita inicial era circular alrededor del sol pierde
Instantneamente la mitad de su velocidad, de forma
que cae en una 6rbita eliptica cuya maxima distancia
al sol es igual al radio de la érbita original circular.
Calcule la excentricidad de su nueva 6rbita.

14 5i las velocidades de un planeta en su perihelio y su

afelio son, respectivamente, vp y v4, /cudl es su
velocidad cuando esta en los extremos del eje menor
de su orbita?



15

+«16.

*17.

+18

{Qué fraccion de su «afio» (es decir, del periodo de
su 6rbita) emplea un planeta en viajar por la mitad
de su drbita mas cercana al sol? Exprese su respuesta
en funcién de la excentricidad ¢ de la drbita del
planeta.

Suponga que un planeta viaja con una velocidad de o,
en el momento en que su distancia al sol es ry.
Demuestre que el periodo orbital del planeta es

Y

ko1
Sugerencia: La magnitud - — v” es constante en
todas los puntos de la 6rbita, como se demastré en el
razonamiento sobre la conservacion de la energia,

Calcule el valor de esta expresion en el perihelio en
funcién del semieje mayor, a.

La suma de las distancias de un punto P de una elipse
& asus focos es la constante 23, la longitud del eje
mayor de la elipse, Utilice este hecho como parte de
un argumento geométrico para demostrar que la
distancia media de los puntos P a un foco de & es a.
Es decir, demuestre que

I
@ch&=a

slendo (&) la circunferencia de &, y rla distancia de
un punto de & a un foco.

(Un planteaniento directo de la Primera Ley de
Kepler) Fl resultado de eliminar 6 en las ecuaciones
de las componentes radial y transversal de la
aceleracién de un planeta es

o o

TETTP
Demuestre el cambio de las variables dependiente e
independiente:

1

ny = w0 0= 0(d
transforma esta ecuacién en una més simple:
du k
# T

Demuestre que la solucién de esta ecuaci6n es
k
U=F (1 +gcos(f — Gy))

siendo ¢ y 6, constantes, A partir de aqui, demuestre
que la drbita es eliptica sen [g] < 1.

+22 (Orbitas
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+18 (;Qué pasarfa si la ley de

del inverso del cubeo?) Utilice la técnica del
Ejercicio 18 para obtener la trayectoria de un objeto
de masa unidad atrafdo hacia el origen por una fuerza
de modulo f(§ = &/r. ;Existen 6rbitas que no
tiendan a infinito o al origen cuando ¢ — o0?

0. Utilice la férmula de conservacién de la energia para

demostrar que si £'< 0 la érbita debe estar acotada; es
decir, no puede alejarse arbitrariamente del origen.

+21. (Hipérbalas en polares) Si ¢ > 1, entonces la

ecuacion
£

r=———
1 +gcosf

representa una hipérbola en vez de una elipse. Dibuje
dicha hipérbola, calcule su centro y las direcciones
de sus asintotas, y determine su semieje transversal,
su semieje conjugado y su semidistancia focal, en
funcién de € y e.

Un meteoro que procede del
infinito sigue una drbita hiperb6lica que pasa cerca
del sol. A distancias muy grandes del sol, su
velocidad es v.,. Las asintotas de su drbita estdn a una
distancia D, medida perpendicularmente desde el sol
(véase la Figura 11.27). Demuestre que el ngulo & de
deflexién del meteoro debido a la atraccién
gravitatoria del sol se expresa como

() 2 D
R Y A

¥

Figura 1127 Trayectoria de un meteoro.

Sugerencia. Necesitara el resultado del Ejercicio 21,
El mismo andlisis y, por tanto, los mismos resultados
son validos en el caso de atraccién o repulsién
electrostética, f(1) = +k/F. La constante k depende
de la carga de las dos particulas y res la distancia
entre ellas.
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Repaso del capitulo

Ideas clave

e ;Qué es uma funciin vectorial de una variable
real, y por qué representa una amrva?

» Emmdie la Regla del Producio para Ia derivada
de a(f) « (VD x w(D).

¢ ;Qué sighifican las signientes expresiones?
¢ Velocidad angular < Momento angular
¢ Aceleracion centripeta < Aceleracién de Corlolis
< Parametrizacién mediante la longitud de arco
< Fuerza central

o Calcule las siguientes magnitudes asociadas
mmwaﬁimemm;
r=x(d,(a<t<h.

< FEl vector velocidad w(f)

< La longitud de arco

¢ La tangente unitaria T(#

¢ La normal unitaria N (9

< Hl radio de curvatura p(f)
¢ La circunferencia osculante
¢ La binormal unitaria B()
< La aceleraci6én tangencial

o Emmcie lIas firmmlas de Frenet-Serret.
o Emmdie las leyes de Kepler ded movimienio
planetario.

< La velocidad v(h

¢ La aceleracién afd

¢ La curvatura x ()

¢ El plano asculante

< La torsién t(f)

¢ La evoluta

¢ La aceleracién normal

. anénhm:adﬂylrmuﬁi
ded vector velocidad y de la aceleracién?

Ejercicios de repaso

1. St x{(), w(f) y a(f) representan la posicién, el vector
velocidad y la aceleraci6n en el instante fde una
particula que se mueve en el espacio tridimensional, y
sl, en todo instante # aes perpendicular ar y v,
demuestre que el vector r(f) — tv(f) tiene longitud
constante,

2. Describa la curva paramétrica
r=fcosl + fsenfj + (2n — Dk
(0 < t< 2n), y calcule su longitud,

3. Una particula se mueve siguiendo la curva de
interseccion de las superficles y = ¥* y z= 2x°/3 con
velocidad
constante v = 6. Se mueve en la direccién de x
creciente, Calcule su vector velocidad y su aceleracién
cuando esté en el punto (1, 1, 2/3).

4. Una particula se mueve sigulendo la curva y = x* en el
plano xy, de forma que en el instante ¢ su velocidad es
v = ¢ Calcule su aceleracién en el instante = 3, si en

ese momento estd en el punto (ﬁ. 2).

5 Calcule la curvatura y la torsién en un punto general de
lacuvar=éi+ /2§ +e 'k

6. Una particula se mueve sigulendo la curva del
Ejercicio 5, de forma que en el instante festa en la
posicién w(9). Calcule su aceleracién normal y su

aceleracién tangencial en cualquier instante £ ;Cuél es
su velocidad minima?

7. (Una carva cloteide) [ as ecuaciones paramétricas de
la curva plana € que se muestra en la Figura 11.28 son

x(s)=J cos%dt e y(s)=J‘ssengaE
L] L]

Verifique que s es, de hecho, la longitud de arco en €
medida desde (0, 0), y que la curvatura de € se expresa
como x(s) = ks, Como la curvatura cambia realmente
con la distancia recorrida sobre la curva, este tipo de
curvas, denominadas clofoides, resultan de utilidad
para unir secciones de pistas o de vias con diferentes
curvaturas.

.\!

Figura 11.28 Una curva clotoide,

& Una particula se mueve siguiendo la curva en polares
r= e~ con velocidad angular constante en 6 = k.
Exprese su vector velocidad y su aceleracién en
funcién de sus componentes radial y transversal, que
solo dependen de la distancia ral origen,



Algnnas propiedades de las ciclaides
Los Ejercicios 9-12 tratan de la cicloide

r=a(t—sendi+ a(l — cosf)j

Recuérdese que esta curva es el camino que sigue un punto
de una circunferencia de radio a cuando dicha
dreunferencia rueda por el eje x

8. Calcule la longitud de arco s= s(7) de la parte de la
cicloide que va desde =0 hasta = T'< 27,

10. Calcule la parametrizaci6n mediante longitud de arco
r=r{s del arco 0 £ t< 2z de la cicloide, siendo s
medida desde el punto (0, 0).

11. Calcule la evoluta de la cicloide, es decir, calcule las
ecuaciones paramétricas del centro de curvatura
r = r(f) de la cicloide, Demuestre que la evoluta es la
misma cicloide trasladada na unidades hacia la derecha
y 2a unidades hacia abajo,

Figura 11.29

12, Una cuerda de longitud 4a tiene un extremo fijo en el
origen y se enrolla siguiendo el arco de la cicloide a la
derecha del origen, Como la longitud total de ese arco
es 84, el extremo libre de la cuerda queda en el punto
mas alto A de la cicloide. Calcule el camino que sigue
el extremo libre ¢ de la cuerda cuando se desenrolla de
la cicloide y se mantiene tensa mientras tanto (véase la
Figura 11,29). Si la cuerda deja a la cicloide en el
punto F, entonces

farc OB + PQ = 4a

La trayectoria que sigue el punto () se denomina
involuta de la cicloide, Demuestre que, como la
evoluta, la involuta es también una traslacién de la
cicloide original. De hecho, la cicloide es la evoluta de
su involuta,

Sea P un punto en el espacio fridimensional cuyas
coordenadas esféricas son (p, ¢, 6). Suponga que P no
estd en el eje z Obtenga una triada de vectores
unitarios mutuamente perpendiculares, {p, ¢, 8}, en P,
en las direcciones de p, ¢ y 8 crecientes,
respectivamente, ;Fsta la triada orientada a la derecha

o a la izquierda?

13
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Las leyes de Kepler implican Ia ley de Ia gravitacién
de Newion

En los Ejercicios 14-16, se supone que un planeta de masa
m se mueve sigulendo una érbita eliptica

r=£/(1 + &cosf), con foco en el origen (el sol), bajo la
influencia de una fuerza F = F(x) que depende sélo de la
posicién del planeta,

14 Utilizando la Segunda Ley de Kepler, demuestre que
rxv = hes constante y, a partir de aqui, que 16 es
constante.

15. Utilice la Segunda Ley del Movimiento de Newton
F = mi para demostrar que rx F(r) = @ Por tanto,
F(r) es paralela a v F{r) = — f(r)# para alguna
funcién escalar £(r), y la componente transversal de
F(r) es cera,

16 Mediante el cilculo directo de la aceleracion radial del
planeta, demuestre que f(r) = mi/(£r), siendo
r=|n|. Por tanto, F es una fuerza de atracci6n hacia el
origen que es proporcional a la masa del planeta, e
inversamente proporcional al cuadrado de su distancia
al sol,

Problemas avanzados

L Sea P un punto en la superficie de la tierra situado a 45°
de latitud norte. Utilice un sistema de coordenadas con
arigen en Py con vectores de la base iy j apuntando al
este y al norte, respectivamente, de forma que k apunte
verticalmente hacia arriba.

(a) Exprese la velocidad angular € de la tierra en
funcién de los vectores de la base en P jQué es el
moédulo Q de Q en radianes por segundo?

(b) Calcule la aceleracién de Coriolis a- = 20 x v de
un objeto que cae verticalmente con velocidad v
sobre P.

(c) Siel objeto de (b) se suelta desde el reposo a una
altura de 100 m sobre P, jcudndo llega
aproximadamente al suelo? Ignore la resistencia del
aire, pero no la aceleracién de Coriolis. Como la
aceleraci6n de Coriolis es mucho menor en médulo
que la aceleracién gravitatoria, se puede utilizar la
velocidad vertical como una buena aproximaci6n de
la velocidad real del objeto en cualquier instante
durante su caida.

(El espin de una bala de béishal) Cuando se lanza
una bola con un espin respecto un eje que no es
paralelo a su velocidad, experimenta una aceleracién
lateral debido a las diferencias de rozamiento en sus
lados, Esta aceleracién de espin se expresa como

a. = I8 x v, slendo ¥ la velocidad de la bola, S Ia
velocidad angular de su espin y & una constante
positiva que depende de la superficie de la bola.
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Suponga que una bola para la que k= 0,001 se lanza
horizontalmente segin la direccion del eje x, con una
velocidad inicial de 70 ft/s y un espin de 1000 rad/s
respecto a su eje vertical. Su velocidad v debe cumplir

dv
— = (0.001)(1000K) x v - 32k =k x v — 32k

v(0) = 70i
ya que la aceleraci6n de la gravedad es de 32 ples/s®.

(a) Demuestre que las componentes de
v = v+ vof + vsk cumplen

dy (ke _ (b _
dt 2 Ve T g
v1(0) =70 vz(0) =0 v3(0) =0

(b) Resuelva esas ecuaciones y calcule la posicién de la
bola fs tras su lanzamiento. Suponga que se lanza
desde el origen en el instante ¢ = 0.

(c) En f= 1/5s, ja qué distancia y en qué direccién se
habra desviado la bola de la trayectoria parabélica
que habrfa seguido si se hubiera lanzado sin espin?

+3 (Particulas cargadas en movimiento en campos

Los campos magnéticos ejercen fuerzas
sobre las particulas cargadas en movimiento, Si una
particula de masa m y carga g se mueve con velocidad
v en un campo magnético B, entonces experimenta una
fuerza F = gv x B, por lo que su velocidad esta
gobernada por la ecuacién

m%=qv><l

En este ejercicio, suponga que el campo magnético es
constante y vertical, es decir, B = Bk (como, por
ejemplo, en un tubo de rayos catddicos). Si la
velocidad inicial de la particula en movimiento es w,
su velocidad en el instante ¢ se puede expresar como

E=m)(k_

v(0) = v,

siendo @ = i
m

(a) Demuestre que vek = vy ok y |v] = |w| para todo
L

(b) Sea w(f) = w(f) — (vo* k)k, de forma que w es
perpendicular a k para todo ¢. Demuestre que w
cumple

dﬂ“ 2

a4E - — W

wi) =v, — (vyekk
“"(0] = ¥y X k

(c) Obtenga w(f) a partir del problema de valor inicial
de (b), y a partir de aqui calcule w(?).

(d) Calcule el vector de posicién r(f) de la particula en
el instante £, si en el instante = 0 dicha particula
esta en el origen. Verifique que la trayectoria de la
particula es, en general, una hélice circular, ;En qué
drcunstancias seré dicha trayectoria una recta? ;Y
una circunferencia?

+4 (La tamtécroma) [as ecuaciones paramétricas

x=alf —senf) e y= alcosf— 1)

(para 0 < 6 < 27) describen un arco de cicloide
seguido por un punto sobre una circunferencia de radio
a que rueda por el eje x. Suponga que la curva esta
formada por un alambre por el que se puede deslizar
una cuenta sin rozamiento (véase la Figura 11,30). Si la
cuenta se desliza partiendo del repaso bajo la accién de
la gravedad, empezando en un punto cuyo valor del
pardmetro es flp, demuestre que el tiempo que tarda la
cuenta en alcanzar el punto mas bajo del arco
(correspondiente a f = ) es constante, independiente
de la posicion inicial @y Es decir, dos cuentas que se
suelten simultineamente desde puntos diferentes del
alambre siempre se encontrardn en el punto mas bajo.
Por esta razon, la cicloide se denomina a veces
tautdcrona, término procedente del griego que significa
«tiempo constante», Sugerencia: Cuando la cuenta cae
desde la altura y{flp) hasta la altura y(f) su velocidad es

v= ‘['Eg{j(ﬂnj — M) (por qué?). El tiempo que
tarda la cuenta en llegar al fondo es

- 1
r-[le
o=y V
siendo ds la longitud de un elemento de arco sobre la

cicloide,
¥

fi = @y punto de partida

Figura 11.30

+5 (La cafda al abismo) Un parque de atracciones de

West Edmonton Mall en Alberta, Canada, ofrece a los
que buscan emociones fuertes probar la caida libre.
Consiste en un coche que se mueve por una pista
formada por secciones rectas horizontales y verticales
unidas por curvas suaves, El coche se lanza desde la
parte superior y cae verticalmente bajo la accién de



la gravedad durante 10 — Eﬁ ~ 7.2 m antes de
entrar en la seccién curva en el punto B (véase

la Figura 11.31), Cae otros 2\/£ 2.8 m mientras
traza la curva y enfra en la seccién horizontal DE'a
nivel del suelo, donde se aplican los frenos para
detener el coche (por tanto, la caida vertical total desde
Ahasta D o E'es de 10 m, cifra, como las otras de este
problema, que se ha escogido por conveniencia
matematica y no por precisién de ingenierfa). A efectos
de este problema es itil tomar los ejes coordenados
formando un dngulo de 45° con la vertical, de forma
que las dos secciones rectas de la pista coincidan con
la grafica de y = |x|. En ese caso la seccién curva va
desde (—2, 2) hasta (2, 2), y se puede considerar
simétrica respecto al eje y. Con este sistema de
coordenadas, la aceleracién gravitatoria esta en la
direccién de i — j.

seccion horizontal

Figura 11.31

(a) Calcule un polinomio de cuarto grado cuya grafica
se pueda usar para enlazar las dos secciones rectas
de la pista sin producir aceleraciones discontinuas
en el coche que cae (;por qué es adecuado un
polinomio de cuarto grado?),

(b) Ignorando el rozamiento y la resistencia del aire,
icon qué velocidad se estara moviendo el coche
cuando entra a la curva en el punto B? ;Y cuando
deja la curva en el punto I?
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() Calcule el mddulo de la aceleracién normal y de la
aceleraci6n total del coche cuando pasa por el

punto C.

(Un problema de caza) Un zorro y una liebre corren
por el plano xy. Ambos corren a la misma velocidad v.

La liebre carre por el eje y en direccidén de y aeciente
y parte del origen en el instante £ =0, El zorro corre
slempre directamente hacia la liebre. En el instante
t=0 el zorro esta en el punto (g, 0), slendo a > 0. Sea
(x{d, ¥(9) la posicién del zorro en el instante £

(a) Verifique que la pendiente de la tangente a la
trayectoria del zorro en el instante ¢ es

dy _ y — vt

d& XD

(b) Demuestre que la ecuacion de la trayectoria del
dy_

zorro cumple
ﬂ,z
xdf 1+(d¥

Sugerencia. Diferencie la ecuacion de (a) con
respecto a £, Observe que en el miembro izquierdo

(d/di) = (dy/di) (d ).

{c) Resuelva la ecuacién de (b) sustituyendo
u(x) = dy/dxy separando variables, Observe que
y=0yu=0cuando x= a,

Suponga que la tierra es una esfera perfecta de radio a.
Suponga que esta situado en un punto en el ecuador
cuyas coordenadas esféricas son (p, ¢, 6) = (a, n/2, 0),
y que viaja por la superficie de la tierra con una
velocidad constante v, desplazdndose hacia el noreste
(45° al este del norte),

(a) ¢Conseguira llegar al polo norte? Si es asi, ;cuanto
tardard en llegar?

(b) Calcule las funciones ¢(#) y 6(f) correspondientes a
las coordenadas angulares esféricas de su posicién
en el instante ¢ > 0,

(¢) ;Cudntas veces cortara su trayectoria al meridiano
f#=107






