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GEOMETRIE 
 
1. Relaţii metrice în triunghiul oarecare 
 
 1.1. Teoreme ale bisectoarelor 
 

Teorema  1.1.1. (Teorema bisectoarei interioare) 
 Fie triunghiul ABC, (AD bisectoarea interioară a unghiului A şi D∈(BC), 
atunci: 

AC
AB

DC
DB

= . 

 Demonstraţie. Ducem prin B o paralelă la AD care întâlneşte pe CA în M. 
Aplicăm teorema lui Thales în triunghiul CBM şi obţinem: 

AC
AM

DC
DB

=                                              (1) 

 (AD fiind bisectoarea interioară a unghiului A, avem că ∠CAD≡∠BAD, dar 
∠BAD≡∠ABM (alterne interne) şi ∠BMA≡∠DAC (corespondente). Deci 
∠BMA≡∠ABM. Obţinem astfel că triunghiul ABM este isoscel cu  

AM=AB                                                (2) 

 Din relaţiile (1) şi (2) obţinem că 
AC
AB

DC
DB

= , şi astfel teorema este 

demonstrată. 

 Din 
AC
AB

DC
DB

=  obţinem 
AC

ACAB
DC

DCDB +
=

+
 sau 

AC
ACAB

DC
BC +

= , de 

unde 
ACAB
ACBCDC
+
⋅

= , care se mai scrie 

cb
ab
+

=DC                                             (3) 

 Atunci 
cb

ac
cb

aba
+

=
+

−=−= DCBCBD , deci 

cb
ac
+

=DB                                            (4) 

M

B D

A

C
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 Observaţie. Pentru un plus de precizie se poate numi aceasta "prima teoremă a 
bisectoarei interioare". 

 
Teorema  1.1.2. (Teorema reciprocă a teoremei bisectoarei interioare) 

 Fie triunghiul ABC, D∈(BC) astfel încât 
AC
AB

DC
DB

= , atunci  (AD este 

bisectoarea interioară a unghiului ∠A. 
 Demonstraţie. Facem aceeaşi construcţie ca la teorema directă, adică ducem 
prin B o paralelă la AD care întâlneşte pe CA în M. Din ipoteză avem că 

AC
AB

DC
DB

=                                               (1) 

 Fiindcă AD||MB obţinem 

AC
AM

DC
DB

=                                              (2) 

 Din (1) şi (2) obţinem AB=AM, deci triunghiul AMB este isoscel cu 
∠ABM≡∠BMA                                     (3) 

 Din paralelism avem: 
∠MBA≡∠BAD (alterne interne)                        (4) 

şi 
∠BMA≡∠DAC (corespondente)                        (5) 

 Din relaţiile (3), (4), (5) obţinem că ∠BAD≡∠DAC, adică (AD este 
bisectoarea interioară a unghiului A. 

Teorema  1.1.3. (Teorema bisectoarei exterioare) 
 Fie triunghiul ABC cu AB≠AC. Dacă (AE este bisectoarea exterioară a 

unghiului ∠A, E∈BC, atunci 
AC
AB

EC
EB

= . 

 Demonstraţie. Ducem prin punctul B o paralelă la AE care întâlneşte pe AC în 
N. Aplicăm teorema lui Thales în triunghiul CAE: 

AC
AN

EC
EB

=                                               (1) 

 Din paralelism obţinem ∠ANB≡∠MAE (corespondente), ∠ABN≡∠EAB 
(alterne interne). Din ipoteză avem că ∠MAE≡∠EAB, deci ∠ANB≡∠ABN, adică 
triunghiul ABN este isoscel cu  

(AB)≡(AN)                                             (2) 

 Din (1) şi (2) obţinem: 
AC
AB

EC
EB

=  şi teorema este demonstrată. 
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 Din 
AC
AB

EC
EB

=  obţinem (în ipoteza AC>AB) 

ABAC
AB

BC
EB

ABAC
AB

EBEC
EB

−
=⇔

−
=

−
 

de unde 
ABAC
ABBCEB
−
⋅

= , care se mai scrie 
cb
ca
−
⋅

=EB . Atunci 

cb
ab

cb
acabaca

cb
ac

−
=

−
−+

=+
−

=+= BCEBEC  

Deci 
cb

ab
−

=EC . 

 Observaţii. 1) Condiţia AB≠AC din teorema bisectoarei exterioare este 
esenţială deoarece dacă AB=AC atunci bisectoarea exterioară a unghiului A este 
paralelă cu BC, deci nu mai există E. 
 2) Teorema bisectoarei exterioare a fost demonstrată de Pappus. 
 3) Un plus de precizie cere să numim această teoremă drept "prima a 
bisectoarei exterioare". 

Aplicaţie. Dacă I este centrul cercului înscris în ∆ABC şi {D}=AI∩BC are loc 

relaţia: 
cb

a
+

=
IA
ID

. 

 Demonstraţie. Cu teorema bisectoarei în ∆ABD obţinem: 
BA
BD

IA
ID

= , dar 

cb
ac
+

=BD , atunci 
ccb

ac 1
IA
ID

⋅
+

= , deci 
cb

a
+

=
IA
ID

. 

 M 

A
N

C
BE 
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Teorema  1.1.4. (Teorema reciprocă a teoremei bisectoarei exterioare) 

 Fie triunghiul ABC şi E∈BC\[BC] astfel încât  

AC
AB

EC
EB

= ,                                                (1) 

atunci (AE este bisectoarea exterioară a unghiului ∠A. 
Demonstraţie. Trebuie ca AB≠AC, deoarece dacă AB=AC, din (1) ar rezulta EB=EC, 
relaţie imposibilă din cauza poziţiei lui E pe BC. Facem aceeaşi construcţie ca la 
teorema bisectoarei exterioare, adică ducem prin B o paralelă la AE care întâlneşte pe 

CA în N. Cu teorema lui Thales în triunghiul CAE obţinem: 
AC
AN

EC
EB

= , iar din 

ipoteză 
AC
AB

EC
EB

= , deci AN=AB, adică ∆ABN este isoscel cu ∠ABN≡∠ANB. Dar 

∠ABN≡∠EAB şi ∠ANB≡∠MAE, deci ∠EAB≡∠MAE, relaţie ce asigură că (AE este 
bisectoarea exterioară a unghiului ∠A. 
 
1.2. Teorema lui Pitagora generalizată 
 
 Teorema lui Pitagora din triunghiul dreptunghic admite o generalizare pentru 
triunghiul oarecare. 
 Teorema  1.2.1. Într-un triunghi oarecare pătratul lungimii unei laturi este egal 
cu suma pătratelor lungimilor celorlalte două laturi din care se scade sau se adună 
dublul produsului lungimii uneia dintre aceste laturi cu lungimea proiecţiei celeilalte pe 
ea 

CDCB2CBCAAB 222 ⋅⋅−+=                             (1) 
CDCB2CBCAAB 222 ⋅⋅++=                             (2) 

 Demonstraţie. Fie ABC un triunghi şi D proiecţia lui A pe BC. Din 
triunghiurile ABD şi ACD dreptunghice în D obţinem:  

222222 DCADAC,BDADAB +=+=  
 1) Dacă m(∠C)<90° atunci trebuie să arătăm că: 

CDCB2CBCAAB 222 ⋅⋅−+=                             (1) 

A

B D C

I
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 Avem BD=|BC-CD|. Într-adevăr dacă m(∠B)<90° atunci D∈[BC] şi BD=BC-
CD. Dacă m(∠B)=90° D coincide cu B şi avem BD=0=BC-BC. Dacă m(∠B)>90°, 
B∈(CD) şi BD=DC-BC=|BC-DC|. Avem deci 

=−+=+= 22222 CD)(BCADBDADAB  
CDCB2CBCACDBC2BC)DC(AD 22222 ⋅⋅−+=⋅−++=  

 2) Dacă m(∠C)>90° trebuie să demonstrăm că: 
CDCB2CBCAAB 222 ⋅⋅++=  

 În acest caz avem BD=BC+CD şi obţinem: 
=++=+= 22222 CD)(BCADBDADAB  

CD2CBCBCACD2BCBC)DC(AD 22222 ⋅++=⋅+++=  
 Observaţii. 1) Semnul din faţa dublului produs este influenţat numai de 
unghiul opus laturii pe care o calculăm. 
 2) Enunţul teoremei lui Pitagora generalizată nu prevede drept caz special 
alternativa m(∠C)=90° în care funcţionează teorema lui Pitagora propriu zisă: 

222 CBCAAB += . Acest caz poate fi inclus, relaţiile (1) sau (2) conservându-şi 
valabilitatea. 
 3) Teorema lui Pitagora generalizată ne ajută să facem o demonstraţie rapidă a 
reciprocei teoremei lui Pitagora. 
 4) Teorema lui Pitagora generalizată şi reciproca teoremei lui Pitagora ne 
permit să precizăm (după măsura unghiurilor) felul triunghiului: obtuzunghic, 
ascuţitunghic, dreptunghic. 
 
 
 1.3. Teorema lui Stewart 
 
 Teorema  1.3.1. Fie M un punct pe latura [BC] a unui triunghi ABC. Are loc 
relaţia: 

CMBMBCMBACMCABBCAM 222 ⋅⋅−⋅+⋅=⋅             (1) 
 Demonstraţie. Fie L proiecţia punctului A pe BC. Aplicăm teorema lui 
Pitagora generalizată în triunghiurile ACM şi AMB. Obţinem: 

BM|ML2MCMCAMAC 222 ⋅⋅−+=  

A

B D C B C D

A
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MC|ML2BMMBAMAB 222 ⋅⋅++=  

Dacă înmulţim cele două egalităţi, prima cu BM, iar a doua cu MC şi le 
adunăm membru cu membru se va reduce termenul 2MC⋅BM⋅ML şi obţinem: 

⇔⋅+⋅+⋅+⋅=⋅+⋅ MCMBMCAMBMMCBMAMMCABBMAC 222222  
⇔⋅+⋅++=⋅+⋅ MCMBBMMCMC)(BMAMMCABBMAC 22222  

⇔+⋅+⋅=⋅+⋅ MB)BM(MCMCBCAMMCABBMAC 222  
⇔⋅⋅+⋅=⋅+⋅ BCBMMCBCAMMCABBMAC 222  

MCBMBCBMACMCABBCAM 222 ⋅⋅−⋅+⋅=⋅  
adică obţinem relaţia de demonstrat. 
 
 
 1.4. Teorema lui Van Aubel în triunghiul dreptunghic 
 
 Teorema  1.4.1. Dacă M este un punct oarecare pe ipotenuza [BC] a unui 
triunghi dreptunghic ABC, are loc relaţia: 

222222 BCAMACMBABMC ⋅=⋅+⋅                     (1*) 
 Demonstraţie. Aplicăm teorema lui Stewart: 

MCBMBCBMACMCABBCAM 222 ⋅⋅−⋅+⋅=⋅              (1) 
 Înmulţim relaţia (1) cu MC şi obţinem: 

22222 MCBMBCMCBMACMCABMCBCAM ⋅⋅−⋅⋅+⋅=⋅⋅        (2) 
 Înmulţim relaţia (1) cu MB şi obţinem: 

MCBMBCBMACMBMCABMBBCAM 22222 ⋅⋅−⋅+⋅⋅=⋅⋅      (3) 
 Adunăm membru cu membru relaţiile (2) şi (3) şi grupând, obţinem: 

 A

B M L C

A C

M

B
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+⋅+⋅=+⋅⋅ 22222 BMACMCABMB)(MCBCAM  
MB)MC(MCBMBCMCMBACMBMCAB 22 +⋅⋅−⋅⋅+⋅⋅+  

sau 
−+⋅+⋅+⋅=⋅ )ACMB(ABMCBMACMCABBCM 22222222A  

MCBMBC2 ⋅⋅−                                          (4) 
 Dar 222 BCACAB =+  şi atunci (4) devine 

MCBMBCBCMBMCBMACMCABBCAM 22222222 ⋅⋅−⋅⋅+⋅+⋅=⋅  
deci 222222 BMACMCABBCAM ⋅+⋅=⋅ . 
 Corolar  1.4.1. Pătratul lungimii bisectoarei este medie armonică între 
pătratele lungimilor segmentelor determinate de ea pe ipotenuză. 
 Dacă AM este bisectoare atunci 

22

22
2

MCMB
MC2MBAM

+
⋅

= . 

 Cu teorema bisectoarei obţinem 
MC
MB

AC
AB

= , de unde 2

2

2

2

MC
MB

AC
AB

=  sau 

2222 MBACMCAB ⋅=⋅                                 (5) 
 Cu (5) relaţia lui Van Aubel (1*) se mai scrie 

222222222 MA)AC(ABMCAB2MABCMC2AB ⋅+=⋅⇔⋅=⋅  
sau 

⇔
⋅

+
⋅

=⇔
⋅
+

= 22

2

22

2

222

22

2 MCAB
AC

MCAB
AB

AM
2

MCAB
ACAB

MA
2

 

22222

2

22 MB
1

MC
1

AM
2

MBAC
AC

MC
1

AM
2

+=⇔
⋅

+=  

deci 22

22
2

MBMC
MC2MBAM

+
⋅

= . 

 Corolar  1.4.2. Dacă triunghiul ABC este dreptunghic isoscel, avem: 

2
MCMBMA

22
2 +
=  

 Dacă AB=AC relaţia (1*) devine: 
)BCAB(AB2ABAM)MB(MCAB 22222222 =+⋅=+  

sau 
2

MBMCAM
22

2 +
= . 
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 1.5. Calculul lungimii bisectoarelor interioare 
 
 Teorema  1.5.1. Fie ABC un triunghi şi [AD bisectoarea interioară a unghiului 

∠BAC, cu D∈(BC). Atunci )(
)(

4AD 2
2 app

cb
bc

−⋅
+

=  sau 

)(2AD apbcp
cb

−
+

=  (unde 
2

cbap ++
= ) sau )(2 apbcp

cb
la −

+
= . 

 Demonstraţie. Din teorema bisectoarei avem că 
DC
BD

AC
AB

= , care se mai scrie 

DC
BD

=
b
c

, de unde obţinem: 
DC
BC

DC
DCBD

=
+

⇔
+

=
+

b
bc

b
bc

, de unde 

cb
ab
+

=DC . Atunci 
cb

ac
cb

aba
+

=
+

−=−= DCBCBD . Deci 
cb

ac
+

=BD . Vom 

scrie relaţia lui Stewart pentru cazul când M este în D. Obţinem: 
DCBDBCBDACDCABBCDA 222 ⋅⋅−⋅+⋅=⋅  

 Înlocuind pe BC cu a, AB cu c, AC cu b şi DC cu 
cb

ab
+

, iar BD cu 
cb

ac
+

 

obţinem: 

cb
ab

cb
aca

cb
acb

cb
abca

+
⋅

+
⋅−

+
⋅+

+
⋅=⋅ 222AD , 

de unde 

2
2222

)(
AD

cb
bca

cb
cb

cb
bc

+
−

+
+

+
= , 

care se mai scrie: 

=







+
−+

+
=








+

−+
+

=
cb

acb
cb

bc
cb

abc
cb

bc 222
2 )(AD  

)22(2
)(

))((
2 app

cb
bc

cb
acbacb

cb
bc

−⋅
+

=
+

−+++
⋅

+
=  

(Am ţinut seama că cbap ++=2  şi atunci acbap −+=− 22 ). 

 Deci 2
2

)(
)(4AD

cb
apbcp

+
−

= , adică relaţia de demonstrat. 

 
 1.6. Calculul lungimii înălţimilor unui triunghi 
 

Teorema  1.6.1. Dacă ABC este un triunghi oarecare avem 

))()((2 cpbpapp
a

ha −−−= , 
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unde ha este înălţimea corespunzătoare laturii a, iar 
2

cbap ++
= . 

 Demonstraţie. În triunghiul ABC, ducem înălţimea AA' (ha). Dintre cele două 
unghiuri B şi C cel puţin unul este ascuţit. Să presupunem că acesta este B. Cu teorema 
lui Pitagora generalizată obţinem: 

CA'BC2ACBCAB 222 ⋅⋅−+= , 
de unde obţinem: 

2BC
ABACBCCA'ABACBCCA'BC2

222
222 −+

=⇔−+=⋅⋅ , 

care se mai scrie 
a

cba
2

CA'
222 −+

= . 

 Din triunghiul dreptunghic AA'C (m(∠A')=90°) cu teorema lui Pitagora 
obţinem: 

=






 −+
−=−=

2222
2222

2
''

a
cbabCAACAA  

=






 −+
+







 −+
−=

a
cbab

a
cbab

22

222222

 

=
−++

⋅
+−−

=
a

cbaab
a

cbaab
2

2
2

2 222222

 

=






 −+
⋅

−+−
=

a
cba

a
abbac

2
)(

2
)]2([ 22222

 

=
++−+

⋅
−−

=
a

cbacba
a

bac
2

))((
2

)( 22

 

=
++−++−−+

= 24
))()()((

a
cbacbabacbac

 

22

))()((4
4

2)22)(22)(22(
a

cpbpapp
a

pcpapbp −−−
=

−−−
=  

)22,22,22( cbacpcbabpacbap −+=−+−=−−+=−  

Deci 2
2 ))()((4'AA

a
cpbpapp −−−

= , de unde 

))()((2'AA cpbpapp
a

−−−= , 

adică tocmai relaţia de demonstrat. 
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 1.7. Teorema medianei 
 
 Teorema  1.7.1. Într-un triunghi ABC avem relaţia: 

4
)(2 222

2 acbma
−+

= ,                                (1) 

unde a=BC, b=CA, c=AB, ma=AA', A' este mijlocul lui [BC]. 
 Demonstraţie. Scriem relaţia lui Stewart în cazul când M este mijlocul A' al 
segmentului [BC]. Obţinem: 

⇔⋅⋅−⋅+⋅=⋅ CA'BA'BCBA'ACCA'ABBCAA' 222  

⇔⋅⋅−⋅+⋅=⋅
2222

222 aaaabacama  

4
)(2 222

2 abcma
−+

= , 

adică relaţia de demonstrat. 

Fig. 1. 

Probleme rezolvate 
 
  R1.7.1. În orice triunghi suma pătratelor lungimilor medianelor este trei 
pătrimi din suma pătratelor lungimilor laturilor, adică: 

)(
4
3 222222 cbammm cba ++=++                        (2) 

 Demonstraţie. Din relaţia (1) şi analoagele obţinem: 

4
)(2 222

2 acbma
−+

= ,   
4

)(2 222
2 bcamb

−+
= ,   

4
)(2 222

2 cbamc
−+

= . 

 Atunci 

=
−+

+
−+

+
−+

=++
4

)(2
4

)(2
4

)(2 222222222
222 cbabcaacbmmm cba  

4
)(3

4
222222 222222222222 cbacbabcaacb ++

=
−++−++−+

= . 

A

B A' L C
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  R1.7.2. Dacă G este punctul de concurenţă a medianelor AA', BB', CC' al 
triunghiului ABC, să se demonstreze relaţia: 

4
CC')GC'(GCBB')GB'(GBAA')GA'(GA

222 cba ++
=⋅−+⋅−+⋅−  

 Soluţie. Ţinem seama că centrul de greutate al unui triunghi se găseşte la 
3
2

 de 

vârf şi la 
3
1

 de bază, adică am
3
2GA = , am

3
1'GA = , bm

3
2GB = , bm

2
1'GB = , 

cm
3
2GC = , cm

3
1'GC = , relaţia de demonstrat devine: 

=
++

=





 −+






 −+






 −

33
1

3
2

3
1

3
2

3
1

3
2 222

222 cba
cba

mmmmmm  

4
)(

3
1

4
3 222

222 cbacba ++
=++⋅= . 

Am ţinut seama că )(
4
3 222222 cbammm cba ++=++ . 

Fig. 2. 
 
  R1.7.3. Într-un triunghi dreptunghic cu lungimile catetelor b şi c şi lungimea 
ipotenuzei a avem relaţia 

4
5 2

22 amm cb =+                                            (4) 

 Demonstraţie. Într-un triunghi dreptunghic mediana ma corespunzătoare 

ipotenuzei aare lungimea 
2
a

. Atunci folosind relaţia 

)(
4
3 222222 cbammm cba ++=++  

şi ţinând seama că 222 acb =+  (teorema lui Pitagora), obţinem: 

B A' C

C' B'

A

G
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)(
4
3

2
2222

2

aamma
cb +=++






 , 

de unde 

4
5 2

22 amm cb =+ ,                                         (5) 

iar dacă triunghiul este dreptunghic isoscel relaţia (4) devine 
4

52
2

2 amb = , de unde 

8
5 2

2 amb = . 

  R1.7.4. Triunghiul cu două mediane congruente este isoscel. 
 Soluţie. Din 22

baba mmmm =⇒=  sau 

4
)(2

4
)(2 222222 bcaacb −+

=
−+

, 

care se mai scrie 222222 2222 bcaacb −+=−+ , de unde 22 33 ba = , deci ba = . 
           R1.7.5. Diferenţa pătratelor lungimilor a două laturi ale unui triunghi este egală 
cu dublul produs dintre lungimea laturii a treia şi lungimea proiecţiei medianei 
corespunzătoare pe acea latură. 
 Aplicăm teorema lui Pitagora generalizată în triunghiurile ABA' şi ACA' 
obţinem (Fig. 1): 

LA'B2A'BA'AA'AB 222 ⋅++=  
şi 

LA'C2A'CA'AA'AC 222 ⋅−+= , 
de unde prin scădere membru cu membru obţinem: 

LA'2CBACAB 22 ⋅=−  
(am ţinut seama că A'B=A'C) relaţie care se mai scrie (fără a restrânge generalitatea 
considerăm AB>AC) 

LA'222 ⋅=− abc                                        (6) 
adică: 
          R1.7.6. Se consideră triunghiul ABC cu mediana AD şi înălţimea AE. Să se 
demonstreze relaţia: 

DEBC
4

BCADAB
2

22 ⋅=







+−  

Soluţie. În triunghiul ABD cu m(∠ADB)<90°, aplicăm teorema lui Pitagora 
generalizată: 

DE2BDADBDAB 222 ⋅−+=                           (*) 
 Aplicăm aceeaşi teoremă în triunghiul ADC cu m(∠ADC)>90° şi obţinem: 

DE2CDCDADAC 222 ⋅++=                         (**) 
 Adunăm membru cu membru relaţiile (*) şi (**) şi obţinem: 
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2222 2AD2BDACAB +=+                         (***) 

Fig. 3. 
 
 Din relaţia (6) avem: 

ED2BCACAB 22 ⋅=−  
 Adunând membru cu membru ultimele două relaţii obţinem: 

ED2BC2AD2BD2AB 222 ⋅++=  
sau 

EDBCADBDAB 222 ⋅++= , 
care se mai scrie: 

EDBC
2

BCADAB
2

22 ⋅=





−− , 

relaţie care trebuia demonstrată. 
 
 1.8. Teorema lui Leibniz 
 

Teorema  1.8.1. Dacă M este un punct arbitrar în planul triunghiului ABC, iar 
G este centrul de greutate al triunghiului, are loc relaţia: 

2222222 GCGBGA3MGMCMBMA +++=++                (1*) 
 Demonstraţie. Fie A' mijlocul lui [BC]. Scriem relaţia lui Stewart pentru 
triunghiul MAA' şi punctul G∈(AA') şi obţinem: 

GA'AGAA'AGMA'GA'MAAA'MG 222 ⋅⋅−⋅+⋅=⋅  
 Atunci obţinem: 

2222 AA'
9
2MA'

3
2MA

3
1MG −⋅+⋅=                   (1) 

 Fiindcă MA' este mediană în triunghiul MBC, avem 

4
)(2'

222
2 BCMCMBMA −+
=                         (2) 

 Cu (2), relaţia (1) devine: 

2
222

22 AA'
9
2

4
BC)MC2(MB

3
2MA

3
1MG −

−+
⋅+= , 

care se mai scrie (prin înmulţirea cu 3) 

A

B E D C
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2
2

2222 AA'
3
2

2
BCMCMBMA3MG −−++=                  (3) 

 Fiindcă GA' este mediană în triunghiul GBC obţinem: 

4
BC)GC2(GBGA'

222
2 −+
= , 

de unde 
2222 4GA')GC2(GBBC −+=                               (4) 

Fig. 4. 
 
 Cu (4), relaţia (3) devine: 

22222222 AA'
3
22GA'GCGBMCMBMA3MG −+−−++=         (5) 

 Folosind egalităţile GA
2
1GA'=  şi GA

2
3AA'= , relaţia (5) devine: 

2
2

222222 GA
4
9

3
2

4
GA2GCGBMCMBMA3MG ⋅−⋅+−−++= , 

care se mai scrie 
2222222 GCGBGA3MGMCMBMA +++=++ , 

relaţie ce trebuia demonstrată. 
 Consecinţa  1.8.1. Suma pătratelor distanţelor de la M la vârfurile triunghiului 
este minimă când M coincide cu G. 

 Fiindcă )(
4
3 222222 cbammm cba ++=++  şi am

3
2GA = , bm

3
2GB = , 

cm
3
2GC =  atunci (1*) devine: 

)(
3
13MGMCMBMA 2222222 cba +++=++                  (6) 

 A

G

B A' C

M
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iar când MG=0 obţinem 
3

MCMBMA
222

222 cba ++
=++ . 

 Consecinţa  1.8.2. Dacă M coincide cu centrul cercului circumscris O, atunci 

)](9[
9
1OG 22222 cbaR ++−=                              (7) 

 Când M coincide cu O avem OA=OB=OC=R, iar (6) devine: 

)(
3
13OGOCOBOA 2222222 cba +++=++ , 

adică )(
3
1OG33 22222 cbaR +++= , de unde obţinem: 

9
)(9OG

2222
2 cbaR ++−
= , adică relaţia (7). 

 Din 0OG2 ≥  rezultă 0)(9 2222 ≥++− cbaR , de unde 
9

222
2 cbaR ++
≥ . 

 Consecinţa  1.8.3. 
)(9OH 22222 cbaR ++−=  

)](9[
9
4GH 22222 cbaR ++−=  

 Se folosesc relaţiile OH=3⋅OG şi GH=2⋅OG. Pentru 
3

OHOG = , relaţia (7) 

devine 

)](9[
9
1

9
OH 2222

2

cbaR ++−= , 

de unde 
)(9OH 22222 cbaR ++−=                               (8) 

 Cu GH=2⋅OG, adică 
2

GHOG = , relaţia (7) devine 

)](9[
9
1

4
GH 2222

2

cbaR ++−= , 

de unde 

)](9[
9
4GH 22222 cbaR ++−=  
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 Consecinţa  1.8.4. Dacă O9 este centrul cercului lui Euler avem 

)](9[
36
1GO 22222

9 cbaR ++−=  

 Avem relaţia 
6

OHGO9 = , de unde 2
9

2 GO36OH ⋅=  iar din (8) obţinem: 

)(9GO36 22222
9 cbaR ++−= , 

de unde 

36
)(9GO

2222
2
9

cbaR ++−
= . 

 
 1.9. Aplicaţii 
 
  1.9.1. Fie A, B, C, D vârfurile unui pătrat şi M, N, P, Q mijloacele laturilor 
lui. Să se demonstreze că, dacă O este un punct oarecare din planul pătratului, atunci 
expresia: 

)OQOPON(OMODOCOBOA 22222222 +++−+++  
are ca valoare aria pătratului. 

 Demonstraţie. Aplicăm teorema medianei în triunghiurile: AOB, BOC, COD, 
DOA şi obţinem: 

4
AB)OB2(OAOM

222
2 −+
= ,   

4
BC)OC2(OBON

222
2 −+
=  

4
CD)OD2(OCOP

222
2 −+
= ,   

4
AD)OA2(ODOQ

222
2 −+
=  

 Adunând membru cu membru cele patru relaţii de mai sus obţinem: 
222222222 4AB)ODOCOB4(OA)OQOPON4(OM −+++=+++  

(am ţinut seama că AB=BC=CD=DA), de unde obţinem 
222222222 ABOQOPONOMODOCOBOA =+++−+++ , 

adică relaţia cerută. 
 Teorema  1.9.2. (Teorema lui Euler pentru patrulater) 

O

A M B

N

C
PD

Q



 91

 În orice patrulater ABCD suma pătratelor lungimilor laturilor este egală cu 
suma pătratelor lungimilor diagonalelor plus de patru ori pătratul segmentului care 
uneşte mijloacele diagonalelor, adică 

2222222 4EFBCACDACDBCAB ++=+++                 (1*) 
unde [AC] şi [BD] sunt diagonalele patrulaterului ABCD, iar E este mijlocul lui [AC], 
F este mijlocul lui [BD]. 

 Demonstraţie. Cu teorema medianei în triunghiul ABC obţinem: 

4
AC)AC2(ABBE

222
2 −+
=  

 Din triunghiul ADC cu aceeaşi teoremă obţinem: 

4
AC)DC2(ADDE

222
2 −+
=  

 Din triunghiurile ABD şi CBD, pentru medianele [AF] şi [CF] avem relaţiile: 

4
BD)AB2(ADAF

222
2 −+
= ,   

4
DB)CB2(CDCF

222
2 −+
=  

 Adunând membru cu membru cele patru relaţii de mai sus obţinem: 

2
BD

2
ACDACDBCABCFAFDEBE

22
22222222 −−+++=+++      (1) 

 Aplicăm teorema medianei în triunghiurile BED şi AFC şi obţinem 

4
BD)DE2(BEEF

222
2 −+
= ,   

4
AC)CF2(AFEF

222
2 −+
=  

de unde 

2
BD2EFDEBE

2
222 +=+                               (2) 

şi 

2
AC2EFCFAF

2
222 +=+                                (3) 

 Folosind relaţiile (2) şi (3), relaţia (1) devine: 

D C

B

A

F E
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2
BD

2
ACDACDBCAB

2
AC2EF

2
BD2EF

22
2222

2
2

2
2 −−+++=+++ , 

relaţie echivalentă cu 
2222222 DACDBCABBDAC4EF +++=++ , 

adică tocmai relaţia de demonstrat. 
 Cazuri particulare 
 1) ABCD – paralelogram (mijloacele diagonalelor coincid). Deci EF=0. Atunci 
(1*) devine 

222222 BDACDACDBCAB +=+++ , 
relaţie care se mai scrie 2222 BDAC)BC2(AB +=+  deci: 
 În orice paralelogram suma pătratelor lungimilor laturilor este egală cu suma 
pătratelor lungimilor diagonalelor. 

 2) ABCD – trapez cu bazele AB şi CD (AB>CD). Atunci 
2

DCABEF −
=  şi 

(1*) devine 

⇔





 −

++=+++
2

222222

2
DCAB4BDACDACDBCAB  

DC2ABCDBCBDAC 2222 ⋅++=+ , 
deci 
 Într-un trapez suma pătratelor lungimilor diagonalelor este egală cu suma 
pătratelor lungimilor laturilor neparalele plus de două ori produsul lungimilor bazelor. 
 3) ABCD este dreptunghi. 
 Atunci relaţia (1*) devine 

222 2AC)BC2(AB =+    sau   222 ACBCAB =+  
adică obţinem teorema lui Pitagora. 
 
 1.10. Teorema lui Menelaus 
 
 Teorema  1.10.1. Fie ABC un triunghi A', B', C' trei puncte astfel încât 
A'∈BC, B'∈CA, C'∈AB. Dacă punctele A', B', C' sunt coliniare, atunci are loc relaţia: 

1
BC'
AC'

AB'
CB'

CA'
BA'

=⋅⋅  

 Demonstraţie. 1) Transversala C'A' intersectează două laturi şi prelungirea 
celeilalte laturi a triunghiului. 

 A
C'

B1 

B 

A1 B'

C1 

C A'
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 Proiectăm vârfurile triunghiului ABC pe dreapta A'C', şi obţinem punctele A1, 
B1, C1. 
 Fiindcă CC1||BB1 rezultă că ∆A'BB1~∆A'CC1. Atunci obţinem: 

1

1

CC
BB

CA'
BA'
=                                            (1) 

 Triunghiurile CC1B' şi AA1B' sunt asemenea (CC1||AA1) şi atunci 

1

1

AA
CC

AB'
CB'
=                                          (2) 

 Şi triunghiurile AC'A1 şi BC'B1 sunt asemenea (AA1||BB1) şi avem: 

1

1

BB
AA

BC'
AC'
=                                          (3) 

 Înmulţind relaţiile (1), (2) şi (3) membru cu membru şi simplificând, obţinem: 

1
BC'
AC'

AB'
CB'

CA'
BA'

=⋅⋅ . 

 2) Transversala C'A' intersectează prelungirile laturilor triunghiului ABC. 

 Proiectăm vârfurile triunghiului ABC pe dreapta A'C' şi obţinem respectiv 
punctele A1, B1, C1. 
 Fiindcă CC1||BB1, triunghiurile A'BB1 şi A'CC1 sunt asemenea. Atunci are loc 
relaţia: 

1

1

CC
BB

CA'
BA'
=                                              (1) 

 Din asemănarea triunghiurilor B'CC1 şi B'AA1 (CC1||AA1) obţinem: 

1

1

AA
CC

AB'
CB'
=                                             (2) 

 Acum din asemănarea triunghiurilor C'AA1 şi C'BB1 (AA1||BB1) rezultă că: 

1

1

BB
AA

BC'
AC'
=                                             (3) 

 Prin înmulţirea relaţiilor (1), (2) şi (3) membru cu membru şi după simplificări, 

obţinem: 1
BC'
AC'

AB'
CB'

CA'
BA'

=⋅⋅ , adică relaţia ce trebuia demonstrată. 

 Teorema  1.10.2. (Reciproca teoremei lui Menelaus) 

 A

B 

C' B1 
A1

C1 

C

B'

A'
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 Considerăm un triunghi ABC şi punctele A'∈BC, B'∈AC, C'∈AB. Dacă două 
dintre punctele A', B', C' sunt situate pe două laturi ale triunghiului, iar al treilea punct 
este situat pe prelungirea celei de-a treia laturi sau că toate punctele A', B', C' sunt pe 
prelungirile laturilor triunghiului şi are loc relaţia: 

1
BC'
AC'

AB'
CB'

CA'
BA'

=⋅⋅                                       (1) 

atunci punctele A', B', C' sunt coliniare. 
 Demonstraţie. Considerăm cazul când două puncte sunt pe laturi şi celălalt pe 
prelungirea celei de-a treia laturi. Presupunem că dreapta A'B' intersectează latura [AB] 
în punctul C''≠C'. Aplicăm teorema lui Menelaus pentru punctele A', B', C''. Obţinem: 

1
B'C'
A'C'

AB'
CB'

CA'
BA'

=⋅⋅                                   (2) 

 Din relaţiile (1) şi (2) obţinem: 

B'C'
A'C'

BC'
AC'
=  

 Fiindcă există un singur punct interior unui segment care împarte segmentul 
într-un raport dat, rezultă că punctul C'' coincide cu C', adică punctele A', B', C' sunt 
coliniare. 
 
 1.11. Teorema lui Van Aubel 
 
 Teorema  1.11.1. Fie ABC un triunghi şi punctele A'∈(BC), B'∈CA, C'∈AB. 
Dacă dreptele AA', BB', CC' sunt concurente într-un punct M atunci are loc relaţia: 

MA'
MA

BC'
AC'

CB'
AB'

=+  

 A

C',C''

B C A'

B' 
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 Demonstraţie. Aplicăm teorema lui Menelaus pentru triunghiul AA'C şi 
transversala BB'. Obţinem: 

1
MA'
MA

AB'
CB'

BC
BA'

=⋅⋅                                     (1) 

 Din relaţia (1) obţinem: 

MA'
MA

BC
BA'

CB'
AB'

⋅=                                       (2) 

 Aplicăm acum teorema lui Menelaus pentru triunghiul AA'B şi transversala 
CC'. Obţinem: 

1
BC'
AC'

MA
MA'

CA'
CB

=⋅⋅ , 

de unde rezultă că 

MA'
MA

CB
CA'

BC'
AC'

⋅=                                          (3) 

 Adunând relaţiile (2) şi (3) membru cu membru obţinem: 







 +

=+
BC

CA'BA'
MA'
MA

BC'
AC'

CB'
AB'

, 

de unde 

MA'
MA

BC'
AC'

CB'
AB'

=+ . 

 
 1.12. Teorema lui Ceva 

 
Teorema  1.12.1. (Teorema lui Ceva) 

 Se consideră triunghiul ABC şi punctele A'∈BC, B'∈CA, C'∈AB. Dacă 
dreptele AA', BB', CC' sunt concurente, atunci 

1
BC'
AC'

AB'
CB'

CA'
BA'

=⋅⋅  

 Demonstraţie. 1) Considerăm punctul O de intersecţie al dreptelor AA', BB', 
CC' ca fiind situat în interiorul triunghiului. Considerăm triunghiul BCC' şi 
transversala AA'. Cu teorema lui Menelaus obţinem: 

 A 

B C
A'

M

C' B'
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1
AB
AC'

OC'
OC

CA'
BA'

=⋅⋅                                        (1) 

 Aplicăm acum teorema lui Menelaus pentru triunghiul AC'C şi transversala 
BB'. Obţinem: 

1
BC'
BA

AB'
CB'

OC
OC'

=⋅⋅                                        (2) 

 Înmulţind membru cu membru relaţiile (1) şi (2) şi simplificând obţinem: 

1
BC'
AC'

AB'
CB'

CA'
BA'

=⋅⋅ , adică relaţia ce trebuia demonstrată. 

 2) Considerăm punctul de intersecţie al dreptelor AA', BB', CC' ca fiind O şi 
care este situat în exteriorul triunghiului ABC. 
 Aplicăm teorema lui Menelaus pentru triunghiul AA'B şi transversala COC'. 
Obţinem: 

1
BC'
AC'

OA
OA'

CA'
CB

=⋅⋅                                       (1) 

 Aplicăm acum teorema lui Menelaus pentru triunghiul AA'C şi transversala 
BOB'. Obţinem: 

1
OA'
OA

AB'
CB'

BC
BA'

=⋅⋅                                      (2) 

 Înmulţim membru cu membru relaţiile (1) şi (2) şi obţinem după simplificări 

1
BC'
AC'

AB'
CB'

CA'
BA'

=⋅⋅  

 A

C'

B A' C 

B' 

O

 

C' 

O 

B' 

B C 

A

A'
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Teorema  1.12.2. (Reciproca teoremei lui Ceva) 
 Dacă pe laturile unui triunghi ABC considerăm punctele A', B', C' (A'∈BC, 
B'∈CA, C'∈AB) toate pe laturi sau unul pe laturi şi celelalte două pe prelungiri, astfel 
încât să avem relaţia: 

1
BC'
AC'

AB'
CB'

CA'
BA'

=⋅⋅  

atunci dreptele AA', BB', CC' sunt concurente. 
 Demonstraţie. Presupunem că dreptele AA', BB', CC' nu sunt concurente. Fie 
AA'∩BB'={O} şi CO∩AB={C''}, C'≠C''. Din teorema lui Ceva obţinem 

1
B'C'
A'C'

AB'
CB'

CA'
BA'

=⋅⋅                                   (1) 

 Din ipoteză avem 

1
BC'
AC'

AB'
CB'

CA'
BA'

=⋅⋅                                    (2) 

 Din relaţiile (1) şi (2) rezultă C' este identic cu C''. 
 
 
 1.13. Concurenţa liniilor importante în triunghi 
 

 1.13.1. Medianele unui triunghi sunt concurente în punctul G (centrul de 
greutate al triunghiului). 
 Demonstraţie. Fie AA', BB', CC' medianele triunghiului ABC. Atunci A', B', C' 
sunt mijloacele laturilor [BC], [CA] şi respectiv [AB]. 

 Aplicăm reciproca teoremei lui Ceva şi obţinem: 

1
BC'
AC'

AB'
CB'

CA'
BA'

=⋅⋅ , 

adică medianele sunt concurente. 
  1.13.2. Bisectoarele interioare ale unghiurilor unui triunghi sunt concurente în 
I (centrul cercului înscris). 
 Demonstraţie. Cu teorema bisectoarei interioare obţinem: 

AC
AB

CA'
BA'
= ,   

BA
BC

AB'
CB'
=    şi   

CB
CA

BC'
AC'
= . 

A

C'

B A' C

B'

G
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Prin înmulţirea relaţiilor de mai sus membru cu membru obţinem: 

1
CB
CA

BA
BC

AC
AB

BC'
AC'

AB'
CB'

CA'
BA'

=⋅⋅=⋅⋅ , 

de unde conform reciprocei teoremei lui Ceva obţinem că bisectoarele interioare ale 
unghiurilor unui triunghi sunt concurente. 
  1.13.3. Bisectoarele exterioare a două unghiuri a unui triunghi sunt concurente 
cu bisectoarea interioară a celui de-al treilea unghi într-un punct Ia (centrul cercului 
exînscris). 
 Demonstraţie. Cu teorema bisectoarei interioare pentru AA' obţinem: 

AC
AB

CA'
BA'
=  

 Cu teorema bisectoarei exterioare pentru BB' şi CC' obţinem: 

BA
BC

AB'
CB'
=    şi   

CB
CA

BC'
AC'
=  

 Înmulţind membru cu membru cele trei relaţii de mai sus obţinem: 

A

C' B'

J

B A' C

 A 

B CA'

Im J

B' 
C' 
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1
CB
CA

BA
BC

AC
AB

BC'
AC'

AB'
CB'

CA'
BA'

=⋅⋅=⋅⋅  

de unde conform reciprocei teoremei lui Ceva rezultă că cele două bisectoare 
exterioare şi bisectoarea interioară sunt concurente în Ia. 
  1.13.4. Înălţimile unui triunghi sunt concurente în punctul H (ortocentrul 
triunghiului). 
 Demonstraţie. Fie AA', BB', CC' înălţimile triunghiului ABC. Din asemănarea 
triunghiurilor A'AB şi C'CB obţinem: 

BC
AB

BC'
BA'
=                                             (1) 

 Din asemănarea triunghiurilor dreptunghice BB'C şi AA'C obţinem: 

AC
BC

CA'
CB'
=                                              (2) 

 Din asemănarea triunghiurilor dreptunghice C'CA şi B'BA obţinem: 

AB
AC

AB'
AC'
=                                              (3) 

 Din relaţiile (1), (2) şi (3) prin înmulţire membru cu membru obţinem: 

1
AB
AC

AC
BC

BC
AB

AB'
AC'

CA'
CB'

BC'
BA'

=⋅⋅=⋅⋅ , 

care se mai scrie: 

1
BC'
AC'

AB'
CB'

CA'
BA'

=⋅⋅  

şi conform reciprocei teoremei lui Ceva, înălţimile AA', BB', CC' sunt concurente. 
 
 
 1.14. Lema lui Carnot şi aplicaţii 
 
 Teorema  1.14.1 (Lema lui Carnot). Fie triunghiul ABC şi punctele A'∈BC, 
B'∈CA, C'∈AB. Perpendicularele în A', B', C' pe BC, CA, respectiv AB sunt 
concurente dacă şi numai dacă 

0BC'AC'AB'CB'CA'BA' 222222 =−+−+−                 (*) 

A

C'

B'

B A' C

H
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 Demonstraţie. Presupunem că cele trei perpendiculare sunt concurente într-un 
punct M. Aplicăm teorema lui Pitagora în triunghiul dreptunghice MBA', MCA', 
MCB', AB'M, AMC', BMC' şi obţinem relaţiile: 

222 MA'BMBA' −= ,     222 MA'CMCA' −=  
222 MB'CMCB' −= ,     222 MB'AMAB' −=  
222 MC'AMAC' −= ,     222 MC'BMBC' −=  

 Scăzând a doua relaţie din prima obţinem: 
2222 CMBMCA'BA' −=−                                 (1) 

 Scăzând a patra relaţie din a treia obţinem 
2222 AMCMAB'CB' −=−                                 (2) 

 Scăzând a şasea relaţie din a cincea obţinem 
2222 BMAMBC'AC' −=−                                 (3) 

 Adunând membru cu membru relaţiile (1), (2), (3) obţinem relaţia (*). 
 Reciproc, presupunem că are loc relaţia din enunţ şi prin reducere la absurd 
presupunem că cele trei perpendiculare nu sunt concurente. Fie M punctul de 
intersecţie al perpendicularelor din B' şi C' pe laturile corespunzătoare şi A'' piciorul 
perpendicularei din M pe BC. 

 Din ipoteză avem: 
0BC'AC'AB'CB'CA'BA' 222222 =−+−+−  

 Cu teorema directă avem 
0BC'AC'AB'CB'C'A'B'A' 222222 =−+−+−  

 Scăzând relaţiile de mai sus obţinem: 
⇔−=−⇔=+−− 22222222 C'A'B'A'CA'BA'0C'A'CA'B'A'BA'  

A

C' B'

M

B A' C

A

C'

B A' A'' C

M

B'
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⇔+−=+− C)'A'B'C)(A''A'B'(A'C)A'BC)(A'A'B(A'  
⇔⋅−=⋅− BCC)'A'B'(A'BCC)A'B(A'  
⇔=−⇔−=− 'A'A''A'A'C'A'CA'B'A'BA'  

'A'A'0'A'A' =⇔= . 
 Observaţie. Relaţia (*) poate fi utilizată în rezolvarea unor probleme care cer 
demonstrarea concurenţei unor drepte. 
 Corolar  1.14.1. Pentru cazul când MA', MB', MC' sunt mediatoarele laturilor 
concurenţa este evidentă şi are loc relaţia (*). 
 
 1.15. Teorema triunghiurilor ortologice 
 
 Teorema  1.15.1. Fie ABC şi A'B'C' două triunghiuri situate în acelaşi plan. Să 
se demonstreze că dacă perpendicularele din A, B, C pe laturile [B'C'], [C'A'], [A'B'] 
sunt concurente atunci şi perpendicularele din A', B', C' pe laturile [BC], [CA], [AB] 
sunt concurente. (Cele două triunghiuri se numesc ortologice.) 
 Demonstraţie. Fie A1, B1, C1 picioarele perpendicularelor coborâte din A, B, C 
pe laturile [B'C'], [C'A'], [A'B'] şi '

1
'
1

'
1 C,B,A  picioarele perpendicularelor coborâte din 

A', B', C' pe [BC], [CA], [AB]. 

 Cu lema lui Carnot avem: 
0B'CA'CA'BC'BC'AB'A 2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1 =−+−+−             (1*) 
 Cu teorema lui Pitagora în triunghiurile dreptunghice AB'A1 şi AC'A1 obţinem 

2
1

22
1 AAAB'B'A −=    şi   2

1
22

1 AAAC'C'A −=  
de unde prin scădere membru cu membru devine 

222
1

2
1 AC'AB'C'AB'A −=−                                (1) 

 În triunghiurile dreptunghice BB1C' şi BB1A', cu teorema lui Pitagora obţinem: 
2
1

22
1 BBBC'C'B −=    şi   2

1
22

1 BBBA'A'B −=  
de unde prin scădere obţinem: 

A

B '

A 1C '1

C '
B '1

O
B 1

O '
C 1

CA 1B

A'
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222
1

2
1 BA'BC'A'BC'B −=−                                (2) 

 Din triunghiurile A'CC1 şi B'CC1 obţinem: 
2
1

22
1 CCCA'A'C −=    şi   2

1
22

1 '' CCCBBC −=  
de unde prin scădere rezultă că 

222
1

2
1 CB'CA'B'CA'C −=−                              (3) 

 Din relaţiile (1*), (1), (2), (3) obţinem prin adunare 
0CB'CA'BA'BC'AC'AB' 222222 =−+−+−               (4) 

 Însă 
222'

1
2'

1 CA'BA'CABA −=−                       (5) 
222'

1
2'

1 '' ABCBABCB −=− ,     222'
1

2'
1 BC'AC'BCAC −=−  

 Din relaţiile (4) şi (5) rezultă că 
0BCACABCBCABA 2'

1
2'

1
2

1
2'

1
2'

1
2'

1 =−+−+−  
deci perpendicularele din A', B', C' pe [BC], [CA], [AB] sunt concurente. 
 Aplicaţie. Fie ABC un triunghi cu ortocentrul H şi punctele A', B', C' situate 
respectiv pe dreptele AH, BH, CH. Să se arate că perpendicularele din A, B, C pe B'C', 
C'A respectiv A'B' sunt concurente. 

(Vasile Pop, 1998, Olimpiada jud. Cluj) 
 Demonstraţie. Fiindcă perpendicularele din A', B', C' pe BC, CA, AB sunt 
concurente în H, cu teorema triunghiurilor ortologice obţinem că şi perpendicularele 
din A, B, C pe B'C', C'A', A'B' sunt concurente. 

 
 
 1.16. Teorema ortopolului 
 
 Teorema  1.16.1. Fie ABC un triunghi şi d o dreaptă oarecare. Proiectăm 
vârfurile A, B, C pe d în punctele A', B', C'. Perpendicularele coborâte din A', B', C' pe 
laturile [BC], [CA], [AB] sunt concurente, iar punctul lor de intersecţie ω poartă 
numele de ortopolul dreptei d faţă de triunghiul ABC. 
 Demonstraţie. Fie A1, B1, C1 picioarele perpendicularelor coborâte din A', B', 
C' pe laturile triunghiului. 

B C

B' C'

A'

A
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Cu teorema lui Pitagora în triunghiurile A'A1B şi A'A1C obţinem: 
2
1

22
1 AA'BA'BA −= ,     2

1
22

1 AA'CA'CA −=  
 Din aceste două relaţii, prin scădere obţinem: 

222
1

2
1 CA'BA'CABA −=−  

care se mai scrie: 
22222

1
2

1 CC'C'A'BB'B'A'CABA −−+=−                    (1) 
 Analog obţinem: 

2222222
1

2
1 AA'A'B'CC'C'B'AB'CB'ABCB −−+=−=−          (2) 

2222222
1

2
1 BB'B'C'AA'A'C'BC'AC'BCAC −−+=−=−          (3) 

 Din (1), (2) şi (3) prin adunare obţinem: 
⇔=−+−+− 0BCACABCBCABA 2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1  
perpendicularele în A1, B1, C1 pe [BC], [CA], [AB] sunt concurente. 
 
 
 1.17. Teorema sinusurilor 
 
 Teorema  1.17.1. (Teorema sinusurilor) Într-un triunghi, raportul dintre o 
latură şi sinusul unghiului opus este egal cu diametrul cercului circumscris triunghiului 
sau 

Rcba 2
CsinBsinAsin
===                              (*) 

unde a, b, c sunt lungimile laturilor triunghiului ABC iar R raza cercului circumscris 
triunghiului. 
 Demonstraţie. i) Considerăm cazul triunghiului ascuţitunghic. 
 Fie O centrul cercului circumscris triunghiului şi A' punctul diametral opus lui A. 

B' A' C'
d

C
A1

B

C1

B1

A

ω
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 În triunghiul dreptunghic ACA' (m(∠ACA')=90°) avem: 

R
b

2AA'
AC'Asin == , 

dar ∠AA'C≡∠ABC (subîntind acelaşi arc). 
 Atunci obţinem: 

R
b

2
Bsin = , 

de unde Rb 2
Bsin
= . 

 Analog obţinem: Ra 2
Asin
= , Rc 2

Csin
= . 

 Deci Rcba 2
CsinBsinAsin
=== . 

 ii) Considerăm cazul triunghiului obtuzunghic. (m(∠A)>90°).  
În acest caz punctul O, centrul cercului circumscris este situat în exteriorul 

triunghiului. 

 
Ducem diametrul BB', atunci m(∠BCB')=90°. În triunghiul BCB' avem 

R
a

2BB'
BC'Bsin ==                                      (1) 

A

B

A'

C

O

A

B C

B'

O
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Patrulaterul ACB'B fiind inscriptibil rezultă că 
°=∠+∠ 180C)BB'm(BAC)m( , 

de unde m(∠BB'C)=180°-m(∠BAC). Atunci obţinem: 
sin(∠BB'C)=sin(180°-A)=sinA                           (2) 

 Deci cu (1) şi (2) obţinem 
2R
aAsin = , rezultă că Ra 2

Asin
= . Celelalte 

relaţii se demonstrează ca în cazul precedent. Rezultă că şi în acest caz sunt satisfăcute 
relaţiile (*). 
 
 
 1.18. Teorema cosinusului 
 
 Teorema  1.18.1. Considerăm un triunghi oarecare ABC. Vom demonstra mai 
întâi că între elementele triunghiului avem relaţia: 

BcosCcos cba +=                                    (1) 
 Mai întâi presupunem că unghiurile B şi C sunt ascuţite şi deci piciorul A' al 
înălţimii coborâte din A este situat între punctele B şi C. 

 Din triunghiurile dreptunghice AA'B şi AA'C obţinem: 

AB
BA'Bcos = ,   de unde   BA'=ccosB 

AC
CA'Ccos = ,   de unde   A'C=bcosC. 

 Dar BA'+A'C=a, deci ccosB+bcosC=a, adică tocmai relaţia (1). 
 Dacă unghiul B este obtuz, piciorul A' al înălţimii din A este situat în 
exteriorul segmentului [BC]. 
 Din triunghiurile dreptunghice AA'B şi AA'C obţinem: 

AB
BA'ABA'cos = , 

de unde A'B=ABcos(180°-B), sau A'B=ccos(180°-B), iar 
AC

CA'Ccos = , de unde 

A'C=bcosC. 
 Dar cos(180°-B)=-cosB şi a=A'C-A'B. Atunci a=bcosC+ccosB, adică relaţia 
(1). 
 Analog se demonstrează că 

A

B A' C

A

A' B C
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b=ccosA+acosC                                     (2) 
c=acosB+bcosA                                     (3) 

 Înmulţind relaţia (2) cu b şi (3) cu c, adunând membru cu membru obţinem: 
Acos2)BcosCcos(22 bccbacb ++=+                (4) 

 Ţinând seama de (1), relaţia (4) devine: 
Acos2222 bcacb +=+  

adică 
Acos2222 bccba −+=                                    (5) 

relaţie care poartă numele de teorema cosinusului: 
 Pătratul lungimii unei laturi a unui triunghi este egal cu suma pătratelor 
lungimilor celorlalte două laturi minus de două ori produsul lungimilor lor înmulţit cu 
cosinusul unghiului dintre ele. 
 Analog cu (5) avem 

Bcos2222 accab −+=                                    (6) 
Ccos2222 abbac −+=                                    (7) 

 Din (5), (6), (7) obţinem: 

ab
cbaC

ac
bcaB

bc
acbA

2
cos,

2
cos,

2
cos

22222222 −+
=

−+
=

−+
=       (8) 

 Relaţiile (8) constituie o modalitate pentru determinarea naturii unui triunghi 
(ascuţitunghic, dreptunghic sau obtuzunghic). 
 
 


