GEOMETRIE
1. Relatii metrice in triunghiul oarecare
1.1. Teoreme ale bisectoarelor

Teorema 1.1.1. (Teorema bisectoarei interioare)
Fie triunghiul ABC, (AD bisectoarea interioara a unghiului A si De(BC),
atunci:
DB AB
DC AC’
Demonstratie. Ducem prin B o paralela la AD care intilneste pe CA in M.
Aplicim teorema Iui Thales in triunghiul CBM si obtinem:
DB _AM "
DC AC
(AD fiind bisectoarea interioard a unghiului A, avem cd ZCAD=/BAD, dar
/BAD=/ABM (alterne interne) si ZBMA=/DAC (corespondente). Deci
ZBMA=/ABM. Obtinem astfel ca triunghiul ABM este isoscel cu

AM=AB 2)
Din relatiile (1) si (2) obtinem ca E = ﬁ , si astfel teorema este
DC AC
demonstrata.
DB AB ) DB+DC AB+AC BC AB+AC
in —— =——obtinem = sau = , de
DC AC DC AC DC AC
unde DC = M , care se mai scrie
AB+AC
pc=_9 3)
b+c
M
A
B D c
Atunci BD=BC-DC=a- ab I , deci
b+c b+c
DB=— 4)
b+c
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Observatie. Pentru un plus de precizie se poate numi aceasta "prima teorema a
bisectoarei interioare".

Teorema 1.1.2. (Teorema reciproca a teoremei bisectoarei interioare)

DB AB
Fie triunghiul ABC, De(BC) astfel incit ——=——, atunci (AD este
DC AC

bisectoarea interioara a unghiului ZA.
Demonstratie. Facem aceeasi constructie ca la teorema directa, adicd ducem
prin B o paraleld la AD care intalneste pe CA in M. Din ipoteza avem ca

DB AB
—= (M
DC AC
Fiindca AD||MB obtinem
DB AM
— == @)
DC AC
Din (1) si (2) obtinem AB=AM, deci triunghiul AMB este isoscel cu
ZABM=/BMA 3)
Din paralelism avem:
ZMBA=/BAD (alterne interne) )
si
/ZBMA=/DAC (corespondente) ®)

Din relatiile (3), (4), (5) obtinem cd ZBAD=/DAC, adicdi (AD este
bisectoarea interioard a unghiului A.
Teorema 1.1.3. (Teorema bisectoarei exterioare)
Fie triunghiul ABC cu AB#AC. Dacd (AE este bisectoarea exterioard a
unghiului ZA, E€BC, atunci E = ﬁ
EC AC
Demonstratie. Ducem prin punctul B o paralela la AE care intalneste pe AC in
N. Aplicam teorema lui Thales in triunghiul CAE:
EC AC
Din paralelism obtinem ZANB=/MAE (corespondente), LABN=/EAB
(alterne interne). Din ipotezd avem cd /MAE=/EAB, deci ZANB=/ABN, adica
triunghiul ABN este isoscel cu
(AB)=(AN) 2)
. . . EB . <
Din (1) si (2) obtinem: E_C =—— si teorema este demonstrata.

AC

76



n E = ﬁ obtinem (in ipoteza AC>AB)
EC AC
EB  AB @E_ AB
EC-EB AC-AB BC AC-AB
de unde EB:M,care se mai scrie EB = ac . Atunci
AC-AB b—c
EC = EB + BC = ac +a=ac+ab—ac= ab
b-c b—c b-c
Deci EC = ab
—c

Observatii. 1) Conditia AB#AC din teorema bisectoarei exterioare este
esentiala deoarece dacd AB=AC atunci bisectoarea exterioard a unghiului A este
paralela cu BC, deci nu mai exista E.

2) Teorema bisectoarei exterioare a fost demonstrata de Pappus.

3) Un plus de precizie cere si numim aceastd teoremd drept "prima a
bisectoarei exterioare".

Aplicatie. Daci I este centrul cercului inscris iIn AABC si {D}=AINBC are loc

. 1D a
relatia: — = .
b+c
Demonstratie. Cu teorema bisectoarei iIn AABD obtinem: 2:@, dar
IA BA
ID 1
BD = ac , atunci — = ac -—, deci 2: a .
b+c IA b+c ¢ IA b+c
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B D C

Teorema 1.1.4. (Teorema reciproca a teoremei bisectoarei exterioare)
Fie triunghiul ABC si EeBC\[BC] astfel incat
EB AB
EC AC’
atunci (AE este bisectoarea exterioard a unghiului ZA.
Demonstratie. Trebuie ca AB#AC, deoarece dacd AB=AC, din (1) ar rezulta EB=EC,
relatie imposibila din cauza pozitiei lui E pe BC. Facem aceeasi constructie ca la
teorema bisectoarei exterioare, adicd ducem prin B o paraleld la AE care intalneste pe
EB AN

CA in N. Cu teorema lui Thales in triunghiul CAE obtinem: E———, iar din

AC

)

EB AB
ipoteza E :A_C’ deci AN=AB, adica AABN este isoscel cu ZABN=/ANB. Dar

ZABN=/EAB si ZANB=/MAE, deci ZEAB=/MAE, relatie ce asigura ca (AE este
bisectoarea exterioara a unghiului ZA.

1.2. Teorema lui Pitagora generalizata

Teorema lui Pitagora din triunghiul dreptunghic admite o generalizare pentru
triunghiul oarecare.

Teorema 1.2.1. Intr-un triunghi oarecare patratul lungimii unei laturi este egal
cu suma patratelor lungimilor celorlalte doud laturi din care se scade sau se aduna
dublul produsului lungimii uneia dintre aceste laturi cu lungimea proiectiei celeilalte pe
ea

AB’=CA*+CB*-2-CB-CD (1)

AB’ =CA’ +CB* +2-CB-CD ()

Demonstratie. Fie ABC un triunghi si D proiectia lui A pe BC. Din
triunghiurile ABD si ACD dreptunghice in D obtinem:

AB’=AD’+BD’, AC’=AD’+DC’
1) Daca m(Z£C)<90° atunci trebuie sa aratam ca:

AB* =CA’+CB?*-2-CB-CD (1)
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Avem BD=[BC-CD)|. Intr-adevir dacd m(£B)<90° atunci De[BC] si BD=BC-
CD. Dacda m(£B)=90° D coincide cu B si avem BD=0=BC-BC. Daca m(£B)>90°,
Be(CD) si BD=DC-BC=|BC-DC|. Avem deci
AB’ = AD’ + BD* = AD’ +(BC-CD)’ =
=(AD?> +DC?)+BC?*-2BC-CD=CA* +CB*-2-CB-CD

A

B D C B C D
2) Daca m(£C)>90° trebuie sa demonstram ca:
AB’ =CA’ +CB’+2-CB-CD
In acest caz avem BD=BC+CD si obtinem:
AB’ = AD* + BD* = AD? + (BC+CD)’ =
=(AD* +DC*)+BC* +2BC-CD = CA* + CB* +2CB-CD
Observatii. 1) Semnul din fata dublului produs este influentat numai de
unghiul opus laturii pe care o calculam.
2) Enuntul teoremei lui Pitagora generalizatd nu prevede drept caz special
alternativa m(£C)=90° in care functioneaza teorema lui Pitagora propriu zisa:

AB’ = CA? + CB?. Acest caz poate fi inclus, relatiile (1) sau (2) conservandu-si
valabilitatea.

3) Teorema lui Pitagora generalizatd ne ajutd sa facem o demonstratie rapida a
reciprocei teoremei lui Pitagora.

4) Teorema lui Pitagora generalizatd si reciproca teoremei lui Pitagora ne
permit sd precizdm (dupd masura unghiurilor) felul triunghiului: obtuzunghic,
ascutitunghic, dreptunghic.

1.3. Teorema lui Stewart

Teorema 1.3.1. Fie M un punct pe latura [BC] a unui triunghi ABC. Are loc
relatia:
AM’ -BC=AB’ -MC+AC?>-MB-BC-BM-CM )
Demonstratie. Fie L proiectia punctului A pe BC. Aplicam teorema lui
Pitagora generalizata in triunghiurile ACM si AMB. Obtinem:

AC’ = AM? + MC* —-2MC-ML | -BM
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AB’* = AM” + MB® + 2BM - ML |-MC
A

.
B M L c
Daca inmultim cele doud egalitati, prima cu BM, iar a doua cu MC si le

adundm membru cu membru se va reduce termenul 2MC-BM-ML si obtinem:
AC* -BM+AB’-MC =AM?-BM +MC? -BM + AM*-MC +MB?-MC <
AC’ -BM + AB*> -MC = AM*(BM + MC) + MC* - BM + MB* -MC <
AC’-BM+AB’-MC = AM* -BC + MC-BM(MC + MB) <
AC*-BM+AB’-MC =AM’ -BC+MC-BM-BC &

AM’-BC=AB’-MC+AC*-BM-BC-BM-MC
adica obtinem relatia de demonstrat.

1.4. Teorema lui Van Aubel in triunghiul dreptunghic

Teorema 1.4.1. Daca M este un punct oarecare pe ipotenuza [BC] a unui
triunghi dreptunghic ABC, are loc relatia:

B
M
A C
MC?-AB?> + MB* - AC* = AM* - BC? (1%)
Demonstratie. Aplicam teorema lui Stewart:
AM? .BC=AB’ -MC+AC?-BM-BC-BM-MC (1)

Inmultim relatia (1) cu MC si obtinem:
. AM? .BC-MC = AB’ -MC’ + AC*-BM-MC-BC-BM-MC* (2
Inmultim relatia (1) cu MB si obtinem:

AM’ -BC-MB=AB’ -MC-MB+AC?-BM*-BC-BM*-MC (3)
Adundm membru cu membru relatiile (2) si (3) si grupand, obtinem:
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AM?-BC-(MC+MB) = AB*-MC’ + AC* -BM” +
+AB?*-MC-MB+AC* -MB-MC - BC-BM -MC(MC + MB)
sau
AM? -BC* = AB* -MC’ + AC* -BM’ + MC-MB(AB® + AC*) -
—~BC’-BM-MC 4)
Dar AB”> + AC* = BC” si atunci (4) devine
AM’ -BC* = AB* -MC’ + AC*-BM* + MC-MB-BC’* -BC* -BM -MC
deci AM*-BC* = AB>-MC’ + AC* -BM".
Corolar 1.4.1. Patratul lungimii bisectoarei este medie armonicd intre

patratele lungimilor segmentelor determinate de ea pe ipotenuza.
Daca AM este bisectoare atunci

2 2
AM? = 2MP; MC2 .
MB-” + MC
2 2
Cu teorema bisectoarei obtinem & = @ , de unde AB2 = MB 5 sau
AC MC AC MC
AB?-MC? = AC* -MB* (5)

Cu (5) relatia lui Van Aubel (1*) se mai scrie
2AB’-MC’ =BC?-MA’ < 2AB’ -MC’ = (AB” + AC?)-MA’

sau
2 AB’ + AC? 2 AB’ AC?
2 = 2 Tad 2 = 2 PNY 7 <
MA AB°-MC AM® AB°-MC- AB°-MC
2 1 AC’ 2 1 1
2 >t 2 it 2 2t 2
AM~ MC” AC -MB AM®~ MC° MB
2 2
deci AM* = M
MC” +MB
Corolar 1.4.2. Daca triunghiul ABC este dreptunghic isoscel, avem:
2 2
MA2 = MB —;—MC
Daca AB=AC relatia (1*) devine:
AB’(MC’ +MB?*)=AM*-2AB*> (AB’+AB’ =BC?)
2 2
sau AM? :MC;MB.

81



1.5. Calculul lungimii bisectoarelor interioare

Teorema 1.5.1. Fie ABC un triunghi si [AD bisectoarea interioara a unghiului

4b
Z/BAC, i De(BC).  Aumci  AD’=—"_.p(p—a)  sau
(b+c)

2 a+b+c 2
AD= b—«/bcp(p —a) (unde p = T) sau [ = b—«/bcp(p —-a).

+c +c

. : . . . AB BD .
Demonstratie. Din teorema bisectoarei avem cd —— = ——, care se mai scrie
AC DC
BD +b BD+D +b B
c_22 , de wunde obtinem: ¢ = C & ¢ = C , de unde
b DC b DC b DC
DC=-2  Awnci BD=BC-DC=a--" = % Dpeci BD=-%". Vom
b+c b+c b+c b+c
scrie relatia lui Stewart pentru cazul cand M este in D. Obtinem:
DA?-BC=AB’-DC+AC?-BD-BC-BD-DC
Inlocuind pe BC cu a, AB cu ¢, AC cu b si DC cu ab , iar BD cu ac
b+c b+c
obtinem:
AD? g ab b ac g ac_ ab ,
b+c b+c b+c b+c

de unde

AD? =¢? b +b* ¢ —a? be =
b+c b+c (b+c¢)

care se mai scrie:

2 2 2
AD? — bc [c+b a J bc [(b+c) a }:

 b+c _b+c =b+c b+c

_ bc _(b+c+a)(b+c—a): bc _2p(2p-2a)
b+c b+c (b+c¢)
(Am tinut seama ca 2p =a+b+c siatunci 2p—2a=b+c—a).

Deci AD® = M , adica relatia de demonstrat.
(b+c)

1.6. Calculul lungimii inéltimilor unui triunghi

Teorema 1.6.1. Daca ABC este un triunghi oarecare avem

b =2 pp=aXp=BXp=0)
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a+b+c
s

Demonstratie. In triunghiul ABC, ducem inaltimea AA' (h,). Dintre cele doua
unghiuri B si C cel putin unul este ascutit. S& presupunem cé acesta este B. Cu teorema
lui Pitagora generalizata obtinem:

AB?*=BC*+AC*-2-BC-A'C,

unde 4, este indltimea corespunzatoare laturii a, iar p =

de unde obtinem:

2+ AC? - AB?
2-BC-A’C:BC2+AC2—AB2<:>A'C=BC +AC ,
2BC
2 2 2
care se mai scriec A'C = w .
2a

Din triunghiul dreptunghic AA'C (m(Z£A")=90°) cu teorema lui Pitagora
obtinem:

2 2 2)?
AA’2:AC2—A'C2:b2—(—a thizc J

2a

B b_a2+b2—cz b+a2+b2—c2 B
2a 2a

3 2ab—a* -b* +¢? '2ab+a2 +b* =2

2a 2a
_[cz—(a2+b2—2ab)]_ (a+b)* -c? B
- 2a 2a -
_c?—(a-b)’ (a+b-—c)a+b+c) _
- 2a 2a -
_ (cta-b)c—a+b)a+b-c)a+b+c)
4a’ N
_@p-2b)2p-2a)2p-20)2p _4p(p—a)p—-b)(p—c)
4a® a’

2p-2a=b+c—-a, 2p-2b=a-b+c, 2p—-2c=a+b—-c)
Deci AA12:4p(p_a)(p_b)(p_C)

2
a

AA'%Jp(p—a)(p—b)(p—c) ,

adica tocmai relatia de demonstrat.

, de unde
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1.7. Teorema medianei

Teorema 1.7.1. intr-un triunghi ABC avem relatia:
) 2b° +c*)—a’
¢ 4
unde a=BC, b=CA, c=AB, m,=AA', A' este mijlocul lui [BC].
Demonstratie. Scriem relatia lui Stewart in cazul cdnd M este mijlocul A' al
segmentului [BC]. Obtinem:

A'A?-BC=AB*-A'C+AC?-A'B-BC-BA'CA'<

, (1

a a a a
ma=c’ —+b"——a-——
2 2 2 2
, 2’ +b)-a’
m, = ,
4
adica relatia de demonstrat.
A
-
B A L c

Fig. 1.

Probleme rezolvate

R1.7.1. In orice triunghi suma patratelor lungimilor medianelor este trei
patrimi din suma patratelor lungimilor laturilor, adica:
mj+m§+mf=%(a2+b2+cz) )
Demonstratie. Din relatia (1) si analoagele obtinem:
m = 20b° +c*)—a’ m? = 2(a* +c*)-b* m? = 2(a’ +b*)-c? ‘

a 4 4 b 4 s c 4
Atunci
2 2 2 2 2 2 2 2 2
m5+m§+m3:2(b +c’)—a +2(a +c”)-b +2(a +b")—c _
4 4 4
_2b%+2¢*—a’+2a’ +2¢ —b* +2a° +2b° —c* 3(a’+b’+c?)
4 4 :
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R1.7.2. Daca G este punctul de concurentd a medianelor AA', BB', CC' al
triunghiului ABC, sa se demonstreze relatia:

2 2 2
(GA —GA")- AA*(GB—GB")-BB+(GC—GC')-cc= T+

- L . 2
Solutie. Tinem seama ca centrul de greutate al unui triunghi se gaseste la g de

varf si la % de baza, adica GAzgma, GA'Z%ma, GBzgmb, GB'Z%mb,

GC= %mc , GC'= %mc , relatia de demonstrat devine:

(2 1) ) (2 1) ) (2 1) s ml+my +m’
———m, | m | m, ==
3 3 3 3 3 3 3

zé.l(az +b? +&):M

43 4

. 3
Am tinut seama ci m_ +m, +m. =—(a’ +b*> +c?).
4

B A' C

Fig. 2.

R1.7.3. Intr-un triunghi dreptunghic cu lungimile catetelor b si ¢ si lungimea
ipotenuzei a avem relatia

) , Sa’
m? +m? =22 @
4
Demonstratie. Intr-un triunghi dreptunghic mediana m, corespunzétoare

. . . a . . .
ipotenuzei aare lungimea E Atunci folosind relatia
2 2 2 3 2 2 2
m,+m, +m; =—(a" +b"+c”)
4

si tinand seama ca b*+c* =a® (teorema lui Pitagora), obtinem:
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2
a 2 » 3,5 2
— | +m;, +m =—(a"+a’),
(2j b c 4( )
de unde
2
m§+mf:5L, ®)]

. N . . . 5a’
iar daca triunghiul este dreptunghic isoscel relatia (4) devine ZmZ :T, de unde

2_
m, =—-.

R1.7.4. Triunghiul cu doud mediane congruente este isoscel.
Solutie. Din m, =m, = m_ =m; sau
2(b* +c*)—-a’ B 2(a’ +c*)-b’
4 4 ’
care se mai scrie 2b% +2¢* —a® =2a* +2¢* —b*, de unde 3a* =3b?,deci a=b.
R1.7.5. Diferenta patratelor lungimilor a doud laturi ale unui triunghi este egala

cu dublul produs dintre lungimea laturii a treia si lungimea proiectiei medianei
corespunzatoare pe acea latura.

Aplicam teorema lui Pitagora generalizatd in triunghiurile ABA' si ACA'
obtinem (Fig. 1):

AB’=A'A’+A'B*+2A'B-A'L
si
AC’=A'A* +A'C*-2A'C-A'L,
de unde prin scddere membru cu membru obtinem:
AB*—AC?=2CB-A'L
(am tinut seama ca A'B=A'C) relatie care se mai scrie (fard a restrange generalitatea
consideram AB>AC)
¢’ —b*=2a-A'L (6)
adica:
R1.7.6. Se considera triunghiul ABC cu mediana AD si iniltimea AE. Sa se
demonstreze relatia:

BC?

AB? —[AD2 + szODE

Solutie. In triunghiul ABD cu m(ZADB)<90°, aplicim teorema Ilui Pitagora
generalizata:

AB? =BD” + AD* —-2BD-DE (*)
Aplicam aceeasi teorema in triunghiul ADC cu m(£LADC)>90° si obtinem:
AC?> =AD’ +CD” +2CD-DE (%)

Adunam membru cu membru relatiile (*) si (**) si obtinem:
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AB’ + AC® =2BD*” +2AD? (k%)

A

B E D C

Fig. 3.

Din relatia (6) avem:
AB’ —AC’ =2BC-ED
Adunand membru cu membru ultimele doua relatii obtinem:
2AB® =2BD” +2AD’* + 2BC-ED

sau
AB? =BD” + AD’ + BC-ED,
care se mai scrie:

2
AB? — AD? —(BTCJ =BC-ED,

relatie care trebuia demonstrata.
1.8. Teorema lui Leibniz

Teorema 1.8.1. Daca M este un punct arbitrar in planul triunghiului ABC, iar
G este centrul de greutate al triunghiului, are loc relatia:
MA? +MB? + MC? =3MG* + GA? + GB? + GC? (1%)
Demonstratie. Fie A' mijlocul lui [BC]. Scriem relatia lui Stewart pentru
triunghiul MAA' si punctul Ge(AA") si obtinem:
MG’ -AA'=MA’-A'G+MA"”-AG - AA'AG - GA'
Atunci obtinem:

MG = %MAZ +§-MA‘2—§AA'2 1)

Fiindca MA' este mediana in triunghiul MBC, avem
2(MB* + MC?*)—- BC’
4

MA” = )

Cu (2), relatia (1) devine:
2 2 2
=1MA2+%-2(MB +MC”)-BC —EAA'z,
3 3 4 9

care se mai scrie (prin Tnmultirea cu 3)

MG?
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BC? 2

3MG* =MA* + MB* + MC’ - —EAA'Z (3)

Fiindca GA' este mediana in triunghiul GBC obtinem:

2 2 2
GA” = 2(GB"+GC")-BC ’
4
de unde
BC? =2(GB* + GC?)—4GA" 4)
A
M
G
B A' C
Fig. 4.

Cu (4), relatia (3) devine:
3MG? =MA® + MB? + MC? ~GB* -GC” + 2GA'2—§AA'2 (5)

1
Folosind egalitatile GA'= EGA si AA'= %GA , relatia (5) devine:

3MG? = MA? + MB? + MC? - GB? - GC? +2-———~ZGA2,

care se mai scrie
MA?’ + MB? + MC? =3MG” + GA” + GB® + GC?,
relatie ce trebuia demonstrata.
Consecinta 1.8.1. Suma patratelor distantelor de la M la varfurile triunghiului
este minima cand M coincide cu G.

Fiindca m§+m§+mf:%(a2+b2+c2) si GA:%ma, GB=§mb,
2 : .
GC= Emc atunci (1*) devine:
MA* + MB? + MC* =3MG" +é(a2 +b*+c?) (6)
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2 2 2
+b" +
iar cind MG=0 obtinem MA’ + MB*> + MC? = arbre

Consecinta 1.8.2. Dacd M coincide cu centrul cercului circumscris O, atunci

0G* :é[9R2 —(a® +b*+c?)] (7)

Cand M coincide cu O avem OA=0B=0C=R, iar (6) devine:
OA’ +OB’ +0C? =30G"* +%(a2 +b* +¢c%),
1
adica 3R* =30G” +§(a2 +b* +¢?), de unde obtinem:

B 9R* —(a’ +b* +c%)

0G* 5 , adica relatia (7).
2 2 2
Din OG’ >0 rezulta 9R* —(a’ +b* +¢*) >0, de unde R*> > %
Consecinta 1.8.3.
OH? =9R*> —(a’ +b* +¢?)
GH® = g[9R2 —(a’ +b*>+c?)]
H
Se folosesc relatiile OH=3-OG si GH=2-OG. Pentru OG :OT , relatia (7)
devine
H® 1
© =§[9R2 —(a’+b* +c%)],
de unde
OH® =9R*> —(a’* +b*> +¢?) (8)
. GH . .
Cu GH=2-0G, adica OG = - relatia (7) devine
2
Gil = 3[91?2 —(a* +b*> +c%)],
de unde

GH> :3[9132 —(@*>+b* +c2)]
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Consecinta 1.8.4. Dacd O, este centrul cercului lui Euler avem

0,G’ :%[9R2 —(a’ +b*>+c?)]

H
Avem relatia GO, = % , de unde OH? =36-GO; iar din (8) obtinem:

36GO; =9R* —(a’ +b* +c%),
de unde
9R* —(a’* +b* +¢?)

GO? =
36

1.9. Aplicatii

1.9.1. Fie A, B, C, D varfurile unui patrat si M, N, P, Q mijloacele laturilor
lui. S se demonstreze ca, dacd O este un punct oarecare din planul patratului, atunci
expresia:

OA® +OB?* +OC? +OD’* —(OM?* + ON? + OP* +0Q?%)

are ca valoare aria patratului.

A M B
Q N
D P C

Demonstratie. Aplicdm teorema medianei in triunghiurile: AOB, BOC, COD,
DOA si obtinem:

_ 2(0OA* +0OB?*)-AB’ _ 2(0B*+0C?*)-BC?

oM’ , ON?
4 4
Op? — 2(0C* +0D*)-CD’ 0Q° = 2(0D* +0A*)-AD’
4 ’ - 4

Adunand membru cu membru cele patru relatii de mai sus obtinem:
4(OM? +ON? + OP*> + 0Q?) =4(0OA* + OB* + OC’* + OD*) —4AB?
(am tinut seama ca AB=BC=CD=DA), de unde obtinem
OA’+0B* +0C? +OD? —~OM’ + ON? + OP* + OQ’ = AB?,
adica relatia ceruta.
Teorema 1.9.2. (Teorema lui Euler pentru patrulater)
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In orice patrulater ABCD suma pitratelor lungimilor laturilor este egald cu
suma patratelor lungimilor diagonalelor plus de patru ori patratul segmentului care
uneste mijloacele diagonalelor, adica

AB’ +BC? +CD* + DA? = AC? + BC® + 4EF? (1%)
unde [AC] si [BD] sunt diagonalele patrulaterului ABCD, iar E este mijlocul lui [AC],

F este mijlocul lui [BD].
D C

B
Demonstratie. Cu teorema medianei in triunghiul ABC obtinem:

_ 2(AB? +AC?)-AC?

BE?

4
Din triunghiul ADC cu aceeasi teorema obtinem:
_2(AD? +DC?*)—AC?
- 4
Din triunghiurile ABD si CBD, pentru medianele [AF] si [CF] avem relatiile:
_ 2(AD’ + AB*)-BD’ _ 2(CD* +CB?)-DB’

DE”?

AF? , CF’
4 4
Adunand membru cu membru cele patru relatii de mai sus obtinem:
2 2 2 2 2 2 2 2 AC2 BDz
BE°+DE"+AF +CF"=AB" +BC"+CD” + DA" - . (1)

Aplicam teorema medianei in triunghiurile BED si AFC si obtinem

_ 2(BE*+DE?)-BD’ _ 2(AF’ +CF?)-AC’

EF? , EF?
4 4
de unde
2
BE’ + DB = 2BF? + 202 )
si
2
AF* + CF? =2EF* + AC (3)

Folosind relatiile (2) si (3), relatia (1) devine:
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2 2
=AB2+BC2+CD2+DA2—A2C —Blz) ,

D? AC?

2EF? + B +2EF? + —

relatie echivalentd cu
4EF? + AC* + BD? = AB* + BC* +CD* + DA?,

adica tocmai relatia de demonstrat.

Cazuri particulare

1) ABCD - paralelogram (mijloacele diagonalelor coincid). Deci EF=0. Atunci
(1*) devine

AB? +BC’ +CD? +DA* = AC* +BD?,

relatie care se mai scrie 2(AB” +BC?) = AC* + BD’ deci:

In orice paralelogram suma patratelor lungimilor laturilor este egald cu suma

patratelor lungimilor diagonalelor.

AB-D
2) ABCD - trapez cu bazele AB si CD (AB>CD). Atunci EF = TC si

(1*) devine
2
AB? +BC? +CD? +DA? = AC? + BD? +4(%) =N

AC? +BD? =BC’ +CD” +2AB-DC,
deci
Intr-un trapez suma patratelor lungimilor diagonalelor este egald cu suma
patratelor lungimilor laturilor neparalele plus de doua ori produsul lungimilor bazelor.
3) ABCD este dreptunghi.
Atunci relatia (1*) devine
2(AB* +BC*)=2AC’ sau AB’+BC’=AC’

adica obtinem teorema lui Pitagora.
1.10. Teorema lui Menelaus

Teorema 1.10.1. Fie ABC un triunghi A', B', C' trei puncte astfel incat
A'eBC, B'eCA, C'€AB. Daca punctele A', B', C' sunt coliniare, atunci are loc relatia:
A'B B'C C'A _1
A'C B'A C'B
Demonstratie. 1) Transversala C'A' intersecteazd doud laturi si prelungirea
celeilalte laturi a triunghiului.
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Proiectam varfurile triunghiului ABC pe dreapta A'C', si obtinem punctele A,

By, C;.
Fiindca CC,||BB, rezulta ca AA'BB,~AA'CC,. Atunci obtinem:
A'B BB
oo m L ()
A'C CC,
Triunghiurile CC,B' si AA B’ sunt asemenea (CC,||AA;) si atunci
B'C CC
== @)
B'A  AA,
Si triunghiurile AC'A; si BC'B, sunt asemenea (AA||BB;) si avem:
C'A AA
—= = (3)
C'B BB,

Inmultind relatiile (1), (2) si (3) membru cu membru si simplificand, obtinem:
A'B B'C C'A 1
A'C B'A C'B
2) Transversala C'A' intersecteaza prelungirile laturilor triunghiului ABC.
A

C A

Al o X
c B
Proiectam varfurile triunghiului ABC pe dreapta A'C' si obtinem respectiv
punctele Ay, By, C;.

Fiindca CC,||BB;, triunghiurile A'BB; si A'CC, sunt asemenea. Atunci are loc

relatia:
A'B BB
S (1)
A'C CC,
Din asemanarea triunghiurilor B'CC, si B'AA, (CC,||AA ) obtinem:
B'C CC
== @)
B'A  AA,
Acum din asemanarea triunghiurilor C'AA, si C'BB,; (AA,||BB)) rezulta ca:
CA AA
——= S 3)
C'B BB,
Prin inmultirea relatiilor (1), (2) si (3) membru cu membru si dupa simplificari,
A'B B'C CA
obtinem: . . =1, adica relatia ce trebuia demonstrata.
A'C B'A C'B

Teorema 1.10.2. (Reciproca teoremei lui Menelaus)
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Consideram un triunghi ABC si punctele A'eBC, B'e AC, C'€AB. Daca doua
dintre punctele A', B', C' sunt situate pe doud laturi ale triunghiului, iar al treilea punct
este situat pe prelungirea celei de-a treia laturi sau ca toate punctele A', B', C' sunt pe
prelungirile laturilor triunghiului si are loc relatia:

A'B B'C C'A 1
A'C B'A C'B
atunci punctele A', B', C' sunt coliniare.

Demonstratie. Consideram cazul cand doud puncte sunt pe laturi si celalalt pe
prelungirea celei de-a treia laturi. Presupunem ca dreapta A'B' intersecteaza latura [AB]
in punctul C"#C'. Aplicam teorema lui Menelaus pentru punctele A', B', C". Obtinem:

AB.BC'C A:1 @)
A'C B'A C"B

(1

Din relatiile (1) si (2) obtinem:
CA C'A
C'B (C"B

A

B C A
Fiindca existd un singur punct interior unui segment care imparte segmentul
intr-un raport dat, rezulta ca punctul C" coincide cu C', adicd punctele A', B', C' sunt
coliniare.

1.11. Teorema lui Van Aubel

Teorema 1.11.1. Fie ABC un triunghi si punctele A'e(BC), B'eCA, C'€AB.
Daca dreptele AA', BB', CC' sunt concurente intr-un punct M atunci are loc relatia:
B'A N C'A MA
B'C C'B MA'
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c B
Demonstratie. Aplicim teorema lui Menelaus pentru triunghiul AA'C si
transversala BB'. Obtinem:

BA"B'C‘MA:1 )
BC B'A MA'
Din relatia (1) obtinem:
B'A _ BA'. MA @)
B'C BC MA'

Aplicam acum teorema lui Menelaus pentru triunghiul AA'B si transversala
CC'. Obtinem:
CB MA' C'A _1

b

CA' MA CB
de unde rezulta ca
C'A B CA'. MA 3)
C'B CB MA'

Adunand relatiile (2) si (3) membru cu membru obtinem:
B'A N C'A  MA [ BA+CA'
BC CB MA'( BC )

de unde
BA CA_MA
B'C C'B MA'

1.12. Teorema lui Ceva

Teorema 1.12.1. (Teorema lui Ceva)
Se considera triunghiul ABC si punctele A'eBC, B'eCA, C'eAB. Daca
dreptele AA', BB', CC' sunt concurente, atunci
A'B B'C CA 1
A'C B'A C'B
Demonstratie. 1) Consideram punctul O de intersectie al dreptelor AA', BB/,
CC' ca fiind situat in interiorul triunghiului. Consideram triunghiul BCC' si
transversala AA'. Cu teorema lui Menelaus obtinem:
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A'B OC AC'_

(1

A'C OC' AB

A

B A C
Aplicam acum teorema lui Menelaus pentru triunghiul AC'C si transversala
BB'. Obtinem:
1 '
OC_BC.BA:1 2
OC B'A BC
Inmultind membru cu membru relatiile (1) si (2) si simplificind obtinem:
A'B B'C C'A
A'C B'A C'B
2) Consideram punctul de intersectie al dreptelor AA', BB', CC' ca fiind O si
care este situat in exteriorul triunghiului ABC.
Aplicam teorema lui Menelaus pentru triunghiul AA'B si transversala COC'.
Obtinem:

=1, adica relatia ce trebuia demonstrata.

CB OA' C'A _1 0
CA' OA C'B
Aplicam acum teorema lui Menelaus pentru triunghiul AA'C si transversala
BOB'. Obtinem:
BA' B'C OA 1
BC B'A OA'

2

Inmultim membru cu membru relatiile (1) si (2) si obtinem dupa simplificari
A'B B'C C'A 1
A'C B'A C'B
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Teorema 1.12.2. (Reciproca teoremei lui Ceva)

Daca pe laturile unui triunghi ABC consideram punctele A', B', C' (A'eBC,
B'eCA, C'e AB) toate pe laturi sau unul pe laturi si celelalte doua pe prelungiri, astfel
incat sa avem relatia:

A'B B'C C'A 1
A'C B'A C'B
atunci dreptele AA', BB', CC' sunt concurente.
Demonstratie. Presupunem cé dreptele AA', BB', CC' nu sunt concurente. Fie
AA'NBB'={0} si CONAB={C"}, C'#C". Din teorema lui Ceva obtinem
A'B B'C C"A
. . =1 (1)
A'C B'A (C'"B
Din ipoteza avem
A'B B'C C'A 1
A'C B'A C'B
Din relatiile (1) si (2) rezulta C' este identic cu C".

2

1.13. Concurenta liniilor importante in triunghi

1.13.1. Medianele unui triunghi sunt concurente in punctul G (centrul de
greutate al triunghiului).
Demonstratie. Fie AA', BB', CC' medianele triunghiului ABC. Atunci A', B', C'
sunt mijloacele laturilor [BC], [CA] si respectiv [AB].
A

B A C
Aplicdm reciproca teoremei lui Ceva si obtinem:
A'B B'C C'A 1
A'C B'A C'B
adica medianele sunt concurente.
1.13.2. Bisectoarele interioare ale unghiurilor unui triunghi sunt concurente in
I (centrul cercului inscris).
Demonstratie. Cu teorema bisectoarei interioare obtinem:
A'B AB BC BC . CA CA
= , = sl = .
A'C AC B'A BA C'B CB

B
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Prin inmultirea relatiilor de mai sus membru cu membru obtinem:
A'B B'C C'A AB BC CA_1
A'C BA C'B AC BA CB
de unde conform reciprocei teoremei lui Ceva obtinem ca bisectoarele interioare ale
unghiurilor unui triunghi sunt concurente.

1.13.3. Bisectoarele exterioare a doud unghiuri a unui triunghi sunt concurente
cu bisectoarea interioara a celui de-al treilea unghi intr-un punct /, (centrul cercului
exinscris).

Demonstratie. Cu teorema bisectoarei interioare pentru AA' obtinem:

b

A'B_ AB
A'C AC
A

CV

Cu teorema bisectoarei exterioare pentru BB' si CC' obtinem:
B'C  BC ; CA CA
BA BA ° CB CB

Inmultind membru cu membru cele trei relatii de mai sus obtinem:
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A'B B'C C'A AB BC CA 1
A'C BA C'B AC BA CB
de unde conform reciprocei teoremei lui Ceva rezultd ca cele doud bisectoare
exterioare si bisectoarea interioara sunt concurente in /,,.
1.13.4. Inaltimile unui triunghi sunt concurente in punctul H (ortocentrul
triunghiului).
Demonstratie. Fie AA', BB', CC' inaltimile triunghiului ABC. Din aseméanarea
triunghiurilor A'AB si C'CB obtinem:

A'B AB
s =ae 0
C'B BC
A
o
B
o
B A C
Din asemanarea triunghiurilor dreptunghice BB'C si AA'C obtinem:
B'C BC
R @
A'C AC
Din asemanarea triunghiurilor dreptunghice C'CA si B'BA obtinem:
C'A AC
= 3)
B'A  AB

Din relatiile (1), (2) si (3) prin Inmultire membru cu membru obtinem:
A'B.B'C‘C'A_AB.BC.AC_1
C'B A'C BBA BC AC AB

2

care se mai scrie:
A'B . B'C . C'A 1
A'C B'A CB

si conform reciprocei teoremei lui Ceva, indltimile AA', BB', CC' sunt concurente.

1.14. Lema lui Carnot si aplicatii

Teorema 1.14.1 (Lema lui Carneot). Fie triunghiul ABC si punctele A'eBC,
B'eCA, C'eAB. Perpendicularele in A', B', C' pe BC, CA, respectiv AB sunt
concurente daca si numai daca

A'B’—A'C*+B'C*-B'A*+C'A*-C'B* =0 (*)

99



Demonstratie. Presupunem ca cele trei perpendiculare sunt concurente intr-un
punct M. Aplicam teorema lui Pitagora in triunghiul dreptunghice MBA', MCA',
MCB', AB'M, AMC', BMC' si obtinem relatiile:

A'B*> =BM? -MA"”, A'C’=CM’-MA"
B'C’ =CM’-MB”, B'A’=AM’-MB"
C'A’ =AM’ -MC”, C'B’=BM’-MC"

Scézand a doua relatie din prima obtinem:

A'B’ —A'C’ =BM?* -CM* (1)
Scazand a patra relatie din a treia obtinem
B'C* -B'A’ =CM’ - AM’ Q)
Scazand a sasea relatie din a cincea obtinem
C'A’-C'B’ =AM’ -BM”* 3)

Adunand membru cu membru relatiile (1), (2), (3) obtinem relatia (*).

Reciproc, presupunem ca are loc relatia din enunt §i prin reducere la absurd
presupunem ca cele trei perpendiculare nu sunt concurente. Fie M punctul de
intersectie al perpendicularelor din B' si C' pe laturile corespunzitoare si A" piciorul
perpendicularei din M pe BC.

B
Din ipoteza avem:

A'B’-A'C’+B'C’-B'A*+C'A*-C'B* =0
Cu teorema directd avem
A"B*-A"C*+B'C*-B'A*+C'A*-C'B* =0
Scazand relatiile de mai sus obtinem:

A'B’-A"B*-A'C’+A"C’=0= A'B’-A'C’=A"B’-A"C’ &
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(A B-A'C)(A'B+A'C)=(A"B-A"C)(A"B+A"C) <
(AAB-A'C)-BC=(A"B-A"C)-BC«
AB-A"B=A'C-A"Ce -A'A"=A'A"&

A'A"=0= A'=A".

Observatie. Relatia (*) poate fi utilizata in rezolvarea unor probleme care cer
demonstrarea concurentei unor drepte.

Corolar 1.14.1. Pentru cazul cand MA', MB', MC' sunt mediatoarele laturilor
concurenta este evidenta si are loc relatia (*).

1.15. Teorema triunghiurilor ortologice

Teorema 1.15.1. Fie ABC si A'B'C' doua triunghiuri situate in acelasi plan. Sa
se demonstreze cid dacd perpendicularele din A, B, C pe laturile [B'C'], [C'A"], [A'B'"]
sunt concurente atunci si perpendicularele din A', B', C' pe laturile [BC], [CA], [AB]
sunt concurente. (Cele doud triunghiuri se numesc ortologice.)

Demonstratie. Fie A, By, C; picioarele perpendicularelor coborate din A, B, C

pe laturile [B'C'], [C'A"], [A'B'] si A; , B'1 , C; picioarele perpendicularelor coborate din
A', B, C'pe [BC], [CA], [AB].

Al
Cu lema lui Carnot avem:
A,B”-A,C”+B,C”-B,A”+C,A”~-C,B” =0 (1%)
Cu teorema lui Pitagora in triunghiurile dreptunghice AB'A; si AC'A; obtinem
A B”=AB"-AA] si A C’°=AC’-AA}
de unde prin scadere membru cu membru devine
AB”-A,C” = AB"-AC" (1)
In triunghiurile dreptunghice BB,C' si BB,A', cu teorema lui Pitagora obtinem:
B,C”=BC”-BB; si B,A”=BA”-BB’
de unde prin scadere obtinem:
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B,C'*-B,A"” = BC”-BA"”
Din triunghiurile A'CC; si B'CC,; obtinem:
CIA'2 = CA" —CC12 si CIB'2 =B'C* - CCI2
de unde prin scadere rezulta ca
C,A”-C,B”=CA"”-CB"
Din relatiile (1*), (1), (2), (3) obtinem prin adunare
AB”-AC”+BC”-BA”+CA"”-CB"=0
Insa
AVIB2 —AVIC2 =A'B’-A'C’
BC*-BA*=B'C*-B'A>, CA’-CB’=CA’-CB’
Din relatiile (4) si (5) rezulta ca
AB*-AC*+B,C’-B,A*+C,A*-C,B*=0
deci perpendicularele din A', B', C' pe [BC], [CA], [AB] sunt concurente.

2

)

4)
)

Aplicatie. Fie ABC un triunghi cu ortocentrul H si punctele A', B', C' situate
respectiv pe dreptele AH, BH, CH. Sa se arate ca perpendicularele din A, B, C pe B'C',

C'A respectiv A'B' sunt concurente.

(Vasile Pop, 1998, Olimpiada jud. Cluj)
Demonstratie. Fiindcd perpendicularele din A', B', C' pe BC, CA, AB sunt
concurente in H, cu teorema triunghiurilor ortologice obtinem ca si perpendicularele

din A, B, C pe B'C', C'A', A'B' sunt concurente.
A

1.16. Teorema ortopolului

Teorema 1.16.1. Fie ABC un triunghi si d o dreaptd oarecare. Proiectam
varfurile A, B, C pe d in punctele A", B', C'. Perpendicularele coborate din A', B', C' pe
laturile [BC], [CA], [AB] sunt concurente, iar punctul lor de intersectie ® poartd

numele de ortopolul dreptei d fata de triunghiul ABC.

Demonstratie. Fie A;, By, C; picioarele perpendicularelor coborate din A', B/,

C' pe laturile triunghiului.
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B,

C

B A T C
L/ ] I‘j d
B A c
Cu teorema lui Pitagora in triunghiurile A'A|B si A'A;C obtinem:
AlB2 = A'B’ —A'Alz, AlC2 =A'C? —A'Al2
Din aceste doua relatii, prin scadere obtinem:
AIB2 —A1C2 =A'B*-A'C’

care se mai scrie:
Ale —A1C2 = A'B”+B'B* - A'C”-C'C’ (D
Analog obtinem:
BIC2 - BlA2 =B'C*-B'A’ =B'C”+CC"”-B'A”-AA" 2)
CIA2 - Cle =C'A*-C'B* =C'A”"+AA”-C'B”-BB" 3)
Din (1), (2) si (3) prin adunare obtinem:
AB’-AC’+BC°-BA*+CA*-CB’=0<
perpendicularele in A;, By, C; pe [BC], [CA], [AB] sunt concurente.

1.17. Teorema sinusurilor
Teorema 1.17.1. (Teorema sinusurilor) intr-un triunghi, raportul dintre o

latura si sinusul unghiului opus este egal cu diametrul cercului circumseris triunghiului
sau

a__ b __< _op *)
sinA  sinB sinC
unde a, b, ¢ sunt lungimile laturilor triunghiului ABC iar R raza cercului circumscris
triunghiului.
Demonstratie. i) Consideram cazul triunghiului ascutitunghic.
Fie O centrul cercului circumscris triunghiului si A' punctul diametral opus lui A.
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B C
Al

In triunghiul dreptunghic ACA' (m(LACA")=90°) avem:
. AC b
SINA'= ——=—,
AA' 2R
dar ZAA'C=£ABC (subintind acelasi arc).
Atunci obtinem:

sinB = i,
2R
de unde — =2R.
sin B
Analog obtinem: — =2R, ‘c =2R.
sin A sinC
Deci b € - 2R.

sinA  sinB sinC
ii) Consideram cazul triunghiului obtuzunghic. (m(£A)>90°).
In acest caz punctul O, centrul cercului circumscris este situat in exteriorul
triunghiului.
A

Ducem diametrul BB', atunci m(£BCB'")=90°. In triunghiul BCB' avem
BC a

sinB'= =—
BB' 2R

(1)
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Patrulaterul ACB'B fiind inscriptibil rezulta ca
m(£ZBAC)+m(«£BB'C) =180°,
de unde m(£ZBB'C)=180°-m(£BAC). Atunci obtinem:

sin(£BB'C)=sin(180°-A)=sinA 2)
Deci cu (1) si (2) obtinem sin A :i, rezultd ca 'a =2R. Celelalte
2R sin A

relatii se demonstreaza ca in cazul precedent. Rezultd ca si in acest caz sunt satisfacute
relatiile (*).

1.18. Teorema cosinusului

Teorema 1.18.1. Considerdm un triunghi oarecare ABC. Vom demonstra mai
intai ca intre elementele triunghiului avem relatia:
a=bcosC+ccosB (D
Mai intai presupunem ca unghiurile B si C sunt ascutite si deci piciorul A' al
indltimii coborate din A este situat intre punctele B si C.
A A

B Al C
Din triunghiurile dreptunghice AA'B si AA'C obtinem:

1

BA
cosB=——, deunde BA'=ccosB
AB

cosC = ﬂ, de unde A'C=bcosC.
AC

Dar BA'+A'C=a, deci ccosB+bcosC=a, adica tocmai relatia (1).
Daca unghiul B este obtuz, piciorul A' al Indltimii din A este situat in
exteriorul segmentului [BC].
Din triunghiurile dreptunghice AA'B si AA'C obtinem:
cos ABA'= ﬂ ,
AB

'

A'C
de unde A'B=ABcos(180°-B), sau A'B=ccos(180°-B), iar COSCZE, de unde

A'C=bcosC.
Dar cos(180°-B)=-cosB si a=A'C-A'B. Atunci a=bcosC+ccosB, adica relatia
(D.

Analog se demonstreaza ca
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b=ccosA+acosC 2

c=acosB+bcosA 3)
Inmultind relatia (2) cu b si (3) cu ¢, adunand membru cu membru obtinem:
b* +c*> =a(bcosC+ccosB)+2bccos A (4)

Tinand seama de (1), relatia (4) devine:
b*>+c* =a’ +2bccos A
adica
a’ =b*>+c* —2bccosA (5)
relatie care poartd numele de teorema cosinusului:

Patratul lungimii unei laturi a unui triunghi este egal cu suma patratelor
lungimilor celorlalte doud laturi minus de doua ori produsul lungimilor lor inmultit cu
cosinusul unghiului dintre ele.

Analog cu (5) avem

b*=a’ +c¢* —2accosB (6)
c¢>=a’+b*-2abcosC (7)
Din (5), (6), (7) obtinem:
2, 2 2, 2 32 2,32 2
2bc 2ac 2ab

Relatiile (8) constituie 0o modalitate pentru determinarea naturii unui triunghi
(ascutitunghic, dreptunghic sau obtuzunghic).
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