7

CAMPUL ELECTROMAGNETIC
NESTATIONAR

7.1. ECUATIILE LUI MAXWELL

Se considerd un mediu in repaus (imobil), liniar, omogen si izotrop lipsit de
polarizatie electrica permanenta (P, = 0), de magnetizatie permanentd (M,= 0) si
de camp imprimat (E; = 0). In aceste conditii, campul electromagnetic este
caracterizat de urmatoarele forme locale ale legilor generale, numite ecuatiile lui
Maxwell

diVszV;diVB=0;roth—é—B;rotH:J+a—D, (7.1)
ot ot
completate cu legile de material:
D=¢E; B=puH; J=cE. (7.2)

Introducand relatiile (7.2) in (7.1), se obtin ecuatiile in variabilele E si H:

: : oH OE
dlsz&; divH=0; rotE=-u—/; rotH=cE +e—. (7.3)
€ ot ot

Pe baza ecuatiilor (7.3) se stabilesc ecuatiile de ordinul doi pe care le satisfac
intensitatile campurilor electric E si magnetic H. In acest sens, se aplica operatorul
rotor celei de a treia ecuatie (7.3) si tinand seama de a patra ecuatie (7.3), se obtine:

0 0 JOE OE O’E
rotrotE=-p—rotH=-p—|cE+e— |=—po——pe . (74
Mo Mo ( o ) no—re—. (74
Pe de alta parte insa, tindnd seama de prima relatie (7.3), rezulta:
rotrotE = graddivE — AE = grad&—AE. (7.5)
€
Prin urmare, intensitatea campului electric satisface ecuatia:
OE O’E p
AE —po—-—pe = grad —-. 7.6
ho—-—he o =grad™ (7.6)
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Similar, aplicand operatorul rotor celei de a patra ecuatie (7.3) si tinand
seama de a doua si a treia ecuatie (7.3), rezulta:

2
rotrot H=crotE + sgrotE = —pca—H—sp 0 I;I =graddivH — AH =-AH, (7.7)
ot ot ot
respectiv:
oH O’H
AH-po—-—c¢ = 7.8
MO—-—EN—5 (7.8)

Deci intensitatile cAmpurilor electric E si magnetic H satisfac ecuatii de ordinul
doi (7.6, 7.8) de tip hiperbolic.

Consideram conductivitatea dielectricului ca fiind nuld (¢ = 0) si cd in
dielectric nu existi sarcini electrice (p, = 0). Intr-un astfel de mediu pot exista
numai curenti de deplasare, densitatea curentilor de conductie fiind nuld, J = 0. In
aceste medii, ecuatiile lui Maxwell devin:

divD=0; divB=0; rotE:—%—]?; rotH=—; (7.9)

D=¢E; B=pH, (7.10)
1ar ecuatiile de ordinul doi (7.6) si (7.8) au forma ecuatiei undelor :

O’E o’H
— AH=gpu——-.

AE = p (7.11)

7.2. UNDE ELECTROMAGNETICE

Campul electric variabil in timp produce in conformitate cu legea circuitului
magnetic, camp magnetic, iar acesta fiind variabil in timp stabileste in acord cu
legea inductiei electromagnetice un camp electric. Din aproape in aproape, in timp
si in spatiu, fiecare dintre campurile electric, respectiv magnetic, este conditionat
de cel magnetic, respectiv electric si constituie unda electromagnetica. In acest fel,
campul electromagnetic este produs exclusiv prin interactiunea dintre campul
electric si cAmpul magnetic, ambele variabile in timp. In cazul particular al
campului electromagnetic ale carui marimi de stare locald au la un moment dat
aceleasi valori in toate punctele unui plan perpendicular pe o directie, unda
electromagnetica este pland. Directia normala pe planul undei se numeste directie
de propagare. O astfel de unda se stabileste intr-un dielectric izotrop si omogen la
o distantd destul de mare de sursele de camp electromagnetic care ar ocupa
domenii finite (de exemplu o antena de emisie).
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7.2.1. Unda electromagnetica plana dupa directia uneia dintre axele de

coordonate

In dielectricul liniar, izotrop si omogen (c=0) de permitivitate & si
permeabilitate 1 constante, unda electromagnetica pland este caracterizata de o
familie de plane paralele in care intensitdtile campurilor electric E si magnetic H
au intr-un moment oarecare aceeasi marime, directie si sens. In raport cu un sistem
de coordonate carteziene cu axa Ox perpendiculard pe planul undei, E si H

continute 1n aceste plane depind numai de x si t:

E=E(x,t) H=H(x,t).

(7.12)

In coordonate carteziene divergenta si rotorul unui vector F(xt) au

urmatoarele forme particulare:

diVF=aFX o
u u, u,
0 o0 0 OF OF,
rotF=— — —(=——%*u +—u_.
ox 0Oy o0z ox ’  ox
F. F F
X y 4
Ca urmare, ecuatiile (7.9) devin:
aEXuX:O;
ox
cH
u, =0;
H ox
_%E, +5Ey __oH,~ OH oH,
ox T ax v e TRy TRy M
cH OH, OE,
-——u, + u =¢—u_+¢ u +e—=u,
ox ()4 ot ot ot
respectiv:
8EX:O;
ox
OHX:O;

(7.13)

(7.14)

(7.15)

(7.16)

(7.17)

(7.18)

(7.19)

(7.20)
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oH
X=0; 7.21
ot ( )
OE, OH,
L= ; 7.22
= Mo (7.22)
OE oH
L= — z. 7.23
w - Mo (7.23)
OE
X =0; 7.24
o (7.24)
OE
_oH, e—; (7.25)
Ox ot
oH
L=¢g °E, . (7.26)
Ox ot

Din relatiile (7.19) si (7.24) rezultd E(x,t) = const. Similar, din (7.20) si
(7.21) se obtine Hy(x,t) = const. Deci componentele E; si Hy reprezintd o
distributie  statica uniformda $i  nu influenteazd propagarea campului
electromagnetic. Deci, ele pot fi considerate nule. Se observd, de asemenea, ca
celelalte componente sunt legate doua cate doua: E, cu H, (relatiile 7.23 51 7.25) si
E, cu Hy (relatiile 7.22 s1 7.26).

Componentele Ey, E,, Hy s1 H, satisfac ecuatii de tip hiperbolic. Intr-adevar,
derivand relatia (7.22) in raport cu x si relatia (7.26) in raport cu t, rezulta:

82E’z aZHY . aZHy 82E’z

= 5 =& ) 7.27
ox* otox oxet ot (620
respectiv,
0’E 0’E
axzz =gl 8t22 : (7.28)
Similar, se obtin ecuatiile:
0’E,  O'E,
axz :SM?; (729)
o'H,  0O°H,
e =gU e ; (7.30)
o°H, O°H,
P =g penl (7.31)

urmatoare:
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Cu notatia
1 1

|
V= =
\EH \/SOHO \/8er

unde c este viteza luminii in vid, iar n indicele de refractie, ecuatiile (7.28 — 7.31)
sunt de forma

P S T (7.32)
n

€My

of  of
= , 7.33
X oty (7-33)
unde functia f(x,t) este Ey(x,t), E,(x,t), Hy(x,t), Hy(x,t).
Se demonstreaza ca solutia generala a ecuatiei (7.33) este de forma
f(x,t)=f,(x = vt)+f(x +vt), (7.34)

unde fy si fi sunt functii arbitrare care depind de x si de t prin intermediul
combinatiilor liniare si omogene ale acestora,

€, =x—vt, (7.35)
respectiv

€ =x+vt. (7.36)

Daca in membrul al doilea al relatiei (7.35) se scade dx si se aduna vdt, incét
variabila , ramane neschimbata,

£, =X—-vt=x—dx—vt+vdt=(x—dx)-v(t—dt), (7.37)
functia fy are aceeasi valoare,

f,(x —vt)=f,[(x —dx)—v(t—dt)]. (7.38)
Din identitatea (7.38) rezulta ca solutia fy depinde de variabilele x si t astfel ca
valoarea ei la distanta x si la momentul t este egala cu valoarea pe care a avut-o la
momentul anterior t — dt, la distanta x — dx. Prin urmare, din relatia (7.37) scrisa
sub forma,

X—vt=x—-dx—-vt+vdt (7.39)
rezulta valoarea constantei v,

vt (7.40)

dt Jen

Curba functiei f3, unde fy(x,t) este Eyq(x,t), E.(x,t), Hya(x,t), Hu(X,t), se
deplaseazd neschimbata in lungul axei Ox cu viteza v. Pentru un observator care s-
ar deplasa cu viteza v in sensul lui x crescator, aceste componente apar repartizate
invariabil in spatiu. Componentele de argument &4 se propaga in sensul crescator al
axei Ox descriind propagarea campului electromagnetic in sens direct si alcatuiesc
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unda electromagnetica directa sau incidenta (fig.7.1, a). Sensul vitezei v dupa
semiaxa pozitiva Ox este sensul de propagare al undei.
Similar, pentru componentele functii de argumentul &; = x + vt, se obtine:

X +dx + v(t +dt)=x + vt, (7.41)
respectiv,
dx
vV=- 7.42
dt’ (7.42)

Rezulta cd aceste componente sunt unde care se propaga cu viteza —v, in sensul lui
x descrescator (fig. 7.1, b) si alcatuiesc unda electromagnetica inversa sau
reflectata.

v

Fig. 7.1
Deci, solutia E(x,t) are forma urmatoare:
E(x,t)= lEyd(x —Vt)+ Eyi(x + V‘[)Juy +[E, (x =vt)+ E ,(x + vt)]u,. (7.43)

Pentru determinarea intensitatii cAmpului magnetic se utilizeaza ecuatiile de
ordinul unu. Din ecuatia (7.22) se obtine:

H :l JE, dt :lj 9E 4 aad_l_aEzi OE; t= J‘ OE , 8E
08, Oox OE Ox agd ag

y
-1 -1
:lj’ aEzd (aédj +6Ezi(8‘gi) dtzlj(—laEZd +laEZijdt=
uo| ot \ ot ot \ ot 1) v ot v ot

= LB (e)+E [ [-E.,.(&,)+E,(&)]. (7.44)

pne ox
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Similar, din ecuatia (7.23) se obtine:

jaEyd o,  OF, o, ——f OE,, O,
OE,, x 0. ox | azgd az;

L (aadj 61(63) groo L1 % 138,
) ot \ ot u v ot Vv ot

- —[B,,(&,)-E,i(&)]= \/7 WE)-EuE)] (7.45)

u
Din relatiile (7.44) si (7.45), rezulta:

H(x,t)= E {[— E (x-vt)+E_ (x + Vt)]uy + [Eyd (x —vt)- E, (x + V‘[)]uZ } (7.46)

Intre perechile de componente, functii de argumentele & si &; exista relatiile:

€ E, e E,
Hyd = _Ezd\/: = _Z_d9 Hyi = Ezi\/: = Z 9 (747)
[ 0 H 0

E E.
H,=E, \E - H, =B, [©=-—1, (7.48)
A H Z,

Marimea E poate fi consideratd ca o tensiune raportatd la unitatea de
lungime, iar marimea H ca un curent raportat la unitatea de lungime. Prin urmare,
raportul

. E..
zd _ Tz yd N E :ZO (749)

are dimensiunea unei impedante si se numeste impedanta de unda a mediului in
care se propaga unda electromagnetica.

In cazul propagarii undei in vid, Z, =

Intensitatile campurilor electric si magnetic fiind normale pe directia de
propagare, unda electromagnetica este de tip transversal. In vid si practic si 1n aer,
viteza de propagare a undelor electromagnetice este egala cu viteza luminii in vid c:

1
8O!"lO

V= =c=3-10° m/s : (7.50)
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Transportul de energie al undelor electromagnetice se poate stabili calculand
vectorul Poynting. Pentru unda directa se obtine :

S, =E, xH, :(Eyduy +Ezduz)x(Hyduy +szuz):(Edezd _Edeyd)ux =

:\/E(E§d+E§d)ux :\/%(Hiﬁ}ﬁd)“x- (7.51)

Deoarece S(Eid + Eﬁd)z 2w, sl M(Hid + Hﬁd)z 2w, unde w¢q respectiv wy,q sunt

densitatile de volum ale energiilor electrica si magnetica, rezulta:
S, =2vVw_ =2vVw_,. (7.52)
Similar, componentelor inverse de camp le corespunde vectorul Poynting:

S ==2vw_=-2vw_,, (7.53)

unde w_ =z~:(E§i +E§i)/ 2 51w, :M(Hii +H;)/2 sunt densitatile de volum ale

energiilor electrica si magnetica.

Din relatiile (7.52) si (7.53) rezultd cd transportul de energie
electromagnetica are loc de-a lungul axei Ox, n sensul pozitiv pentru unda directa
si in sens negativ pentru unda inversa. De aici se poate trage concluzia ca axa Ox
este directia de propagare a undei plane considerate.

7.2.2. Polarizarea undei electromagnetice plane

Daca componentele intensitdtilor campului electric si magnetic sunt functii
sinusoidale de timp, se poate utiliza reprezentarea simbolica in complex. Ecuatiei
(7.33)

o’f o’f
X ot ( )
i1 corespunde forma in complex
2
cl-vt (7.5)
unde y* = -0’ ¥ = jo /e p.
Solutia ecuatiei (7.55) este:
f=Ae " +Be!™ = Aei® ¢ 1V L BelfBeloverr, (7.56)

Utilizand relatia (6.38) se determina functia original:

f(x,t)= Im{\/iﬁej“" }:
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=A_ sin((ot—(o apx+(pA)+Bm sin(cot+c0 8pX+(pB), (7.57)

sau
: X : X
f(x,t)=A, sm[m{t - —) + (pA} +B,, s1n{m(t + —) + (pB} , (7.58)
v \4
unde termenii de forma
fd(x,t)zAm sin{w(t—ijJr(pA} (7.59)
v

reprezintd unda directa, iar
f(x,t)=B, sin{oa(t+§j+(pB}, (7.60)
v

unda inversa.

Daca componentele in planul undei a oricareia dintre intensitatile cAmpurilor
electric s1 magnetic sunt sinusoidale de pulsatie ® in raport cu argumentele (7.59)
si (7.60), unda electromagneticd se numeste armonica sau monocromatica. Locul
geometric al varfului vectorului cdmp electric sau magnetic este o elice a carei
urma in planul undei este o curba numita curba de polarizare. Dupa forma curbei
de polarizare, unda electromagnetica se numeste polarizata liniar, circular, eliptic
etc. Deoarece 1n planul undei, vectorii camp electric si magnetic sunt
perpendiculari unul pe celdlalt, este suficient sd se studieze polarizarea numai a
uneia dintre intensitatile cAmpurilor.

Alegand directia de polarizare dupa axa Ox, componentele directe Ey(x,t) si
E.(x,t) ale intensitdtii campului electric au expresiile (v. relatiile 7.59 si 7.60):

E,(x,)=E, . sin{m(t —%) + (py} E,(x,t)=E, .. sin{co(t —%j + (pz} . (7.61)

in planul x = 0, relatiile (7.61) devin:
E (0,t)=E, =E sin(wt+(py); E (0,t)=E, =E

zZmax

sin(o)t +¢,). (7.62)

ymax
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Daca ¢,= ¢, +2kn , k=0, 1, 2,..., se obtine ecuatia:

E, E
L= v 7.63
EE (7.63)

zZ zmax

care reprezintd in planul E,, E,o dreaptd situatd in cadranele I si III (fig.7.2, a).
Unda electromagnetica este polarizata liniar, iar in spatiu campul electric este
situat in planul care trece prin axa Ox (fig. 7.2, b).

Daca ¢,~=¢, + 2n(k + 1), se obtine ecuatia:

E E
=y o ymax 764
E T E (7.64)

z zmax

care reprezinta o dreaptd in cadranele II, IV si
unda este polarizatd de asemenea liniar (fig.
73) Daca Eymax:Ezmax:EmaX Sl

o, =0, (2k+ l)g se deduce din relatia (7.62)

ecuatia unui cerc de raza E,:

Fig. 7.3 o
E2+E’=E (7.65)

max

si curba de polarizare este circularda (fig. 7.4). Unda electromagnetica este
polarizata circular, iar in spatiu varful vectorului E descrie o elice circulara.

Ey A
E max
E E,
'Emax ‘Ezmax O Ezmax
'Eyma
Fig. 7.5

Dacd E  , #E, . st ¢, =0, £ (2k+ l)g se obtine din relatia (7.62) ecuatia unei

elipse de semiaxe Eymax 51 Ezmax (fig. 7.5):

E’ E2
Ezy +E22 =1 (7.66)
ymax Zmax

si unda electromagnetica este polarizata eliptic.
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7.2.3. Unda electromagnetica plana in dielectrici conductivi

Intr-un mediu liniar, izotrop si omogen de conductivitate o, permitivitate & si
permeabilitate p, intensitatea campului electric E(x,t) a unei unde plane care se
propaga dupa axa Ox satisface ecuatia (7.6) in care p, = 0:

O’E OB O’E

—Uo——¢ 0. 7.67
a2 Moo TR (7.67)
Ecuatiei (7.67) 11 corespunde forma in complex:
2
© % (jouo-o'en)E-1'E. (7.68)
X b
unde:
Y =jopc-o’ep; y=o+jp; (7.69)

2 2
el c euf |, o
=0, |—| 41+ —1|;B=o, |—]| 1+ +1]. 7.70

In relatiile (7.69) si (7.70) Y este constanta de propagare, o - constanta de

atenuare, 1ar P - constanta de faza.
Solutia ecuatiei (7.68) este de forma:

E=M,e"” +M,e"" =M, e g (Px-o) +M, e** giPrroa), (7.71)
Utilizand relatia (6.38) se determina functia original:
E(x,t)=+/2M, e sin(0t—Bx +¢,)++2 M, e sin(ot+Bx+¢,). (7.72)

Fiecare termen din expresiile (7.72) contine cate doi factori, unul
descrescator, respectiv crescator in raport cu distanta x, dupd cate o exponentiala,
care pune in evidenta atenuarea valorilor maxime, si un al doilea factor, o functie
sinusoidala de x si t, care pune 1n evidentd propagarea campului. Pentru a
determina viteza de propagare se impune conditia ca faza sd fie aceeasi in
momentele t si t + dt:

otFPx+o=o(t+dt) FPR(x+dx)+ 0o, (7.73)

unde s-a tinut seama ca in intervalul dt unda se propaga cu dx. Rezulta:

dt B |en G’
I1+—— +1

€0
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unde s-a utilizat relatia (7.70).

Asadar, in fiecare punct din spatiu, intensitatea campului electric rezultd din
suprapunerea a cate doud unde amortizate, care se propaga in sensuri opuse cu
aceeasl viteza:

E= Ed + Ei . (775)
In relatiile (7.76),

(7.76)

-

E,= \/EMle_aX sin(ot —Px +¢,) = \/EMle_ax sin{@(t _%j O, |

E, =2 M, ¢ sin(wt +Px +¢,) =2 M, ¢ sinHt +3) +o,|  (7.77)
A\Y

reprezintd undele directd si inversd. Se mai intrebuinteazd termenii de unda
incidenta pentru unda directa si unda reflectata pentru cea inversa.

In figura 7.6, a este reprezentata repartitia de-a lungul axei Ox a undelor directe a
intensitatii campului electric in momentele t; si t, =t; + At:

E,(x,t,)=~2M, e sin(wt, —Px +@,); (7.78)

E,(x,t,)=~2M, e sin(ot, —Bx +¢,). (7.79)
In momentul t;, Eq (x, t;) se anuleaza in punctele x, , X, , X3 ... In care

E Edg(sgl) )

™ . d XatZ

{_ \/EMle—ax
e

xffx\\x2 //N "V X

';:/7\’ >

a b
Fig. 7.6
ot, —-Bx+u, =7k (k=1,2,...), (7.80)

iar Tn momentul t, se anuleaza in punctele x’;, x’; , X’; ... in care

ot, —Bx+p, =nk (k=12,.), (7.81)
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Deoarece t, > t;, rezultd din diferenta expresiilor (7.80) si (7.81) ca x’; > xy,
X’y > Xa,... Prin urmare, Ey reprezintd o undd amortizata care in intervalul de timp
t =t - t; se deplaseaza cu distanta x = x’; - X; = X’; - X;... in directia valorilor
crescdtoare ale lui x. Datoritd acestui fapt, E4 poarta denumirea de unda directa.

In figura 7.6, b este reprezentati repartitia de-a lungul axei Ox a undelor
inverse a intensitatii campului electric, de asemenea in momentele t; si t,.

Distanta parcursd de unda electromagneticd in cursul unei perioade T a
oscilatiei se numeste lungime de unda A,

A=vT. (7.82)

Diferenta dintre fazele oscilatiilor in doua puncte la distanta A unul de altul,

. - . : ® . .
in sensul propagarii undei, are valoarea —A = ®T =2n. Prin urmare, lungimea de
\4

unda este distanta dintre doud valori maxime pozitive consecutive ale intensitatii
campului.

Din relatiile (7.78), (7.79) si (7.70) rezultd cad amplitudinea intensitatii
campului electric este atenuata in raport cu x in sensul de propagare si atenuarea o
scade cu frecventa. Dielectricii conductivi absorb undele electromagnetice fiind
opaci, spre deosebire de dielectricii perfecti care sunt transparenti. Deoarece viteza
de propagare depinde de frecventa, dielectricii conductivi sunt medii dispersive. La
frecvente Tnalte, sau la valori mici ale conductivitatii, se poate considera

1+ . ~1+ o
e’w’ 26°0’
si rezultd aproximatiile:
c [N | 2 1
o=—.|— = |— = . (7.83)
2 V¢ e 5 czz NEAT)
2
62
La frecvente joase, |[1+—— = si dect:
O
o= “—‘;G (7.84)

Aceastd expresie a lui a coincide cu relatia 1 , 0 fiind adancimea de
’ 0

patrundere a campului electromagnetic in semispatiul conductor, in ipoteza
regimului cvasistationar (v. par.6.3).

In aproximatia (7.83) predominid efectul de propagare a campului
electromagnetic, iar in aproximatia (7.84) predomina efectul de difuzie.
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7.3. RADIATIA ELECTROMAGNETICA

In paragraful 7.2 s-a studiat campul electromagnetic nestationar care se
propaga sub formd de unde electromagnetice la distante foarte mari de surse.
Fenomenul producerii de catre surse a campului electromagnetic este numit
radiatie electromagnetica .

7.3.1. Potentiale electrodinamice intarziate

Ca si in cazul campurilor stationare si cvasistationare, prin introducerea
functiilor auxiliare potential electrodinamic vector A, si potential electrodinamic
scalar V., ecuatiile campului electromagnetic nestationar se reduc ca numar si se
pot integra mai simplu. Relatia de definitie a potentialului electrodinamic vector A,
(5.51),

B =rot A, (7.85)

determind numai partea solenoidald A a acestuia, rotorul partii potentiale A,
fiind identic nul (rotA., = 0). In mediile liniare si imobile, legea circuitului
magnetic se poate scrie sub forma:
oD OE
rotrotA, =pJ +p—=pJ + pe—. (7.86)
ot ot
Tinand seama de relatia rotrotA_ = graddivA_  —AA_ si utilizand ecuatia legii inductiei
electromagnetice in functie de potentialele electrodinamice (5.81),

E=- A, _ gradV_, (7.87)
ot
relatia (7.86) devine:
2
graddivA, —AA = pJ —pe 0 ée — pegrad OV , (7.88)
ot ot
sau:
2
AA, —pe g ée =—uJ + grad(diVAe + e oV, j (7.89)
ot ot
Daca este satisfacutd relatia
divA, +pe a;ie =0, (7.90)

numitd conditie de etalonare a lui Lorentz, ecuatia (7.89) devine:
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2
AA, —pe 6@?‘“’ =—uJ (7.91)

st are forma ecuatiei vectoriale neomogene a undelor.
Luind divergenta ambilor membri ai ecuatiei (7.87) si tindnd seama de
conditia de etalonare a lui Lorentz (7.90), rezulta:

2
divE = —div e _ iy gradV, = —g(divAe )—AV, = e 0 \2/ —AV,. (7.92)
ot ot ot
Pe de alta parte,
divE = divD = P+ (7.93)

€ €

Din relatiile (7.92) si (7.93) se obtine ecuatia scalara neomogena a undelor pentru
potentialul electrodinamic scalar V.:
o0’V P,

e _ _
2

AV, —ue

, (7.94)
€
Prin urmare, potentialele electrodinamice A. si V. satisfac ecuatii de tip
d Alembert.
In domeniul in care nu exista sarcini electrice libere (p, = 0) si nici curenti
de conductie (J = 0), ecuatiile (7.91) si (7.94) devin:
O’A, 1 O’A_ o’V. 1 0°V,

A =gl Be DAV, =ped Ve = ©
« —H ot v ot’ H ot v? ot?

(7.95)

1

T

Presupunem ca intr-un domeniu vy se afla sarcina electrica variabild in timp
si repartizatd cu densitatea de volum p, (fig. 7.7). Conform teoremei superpozitiei,
se poate calcula potentialul V. intr-un punct P ca o suprapunere a potentialelor

elementare dV. produse de sarcinile elementare dq =
p.dv continute in elementele de volum dv. In

si au forma ecuatiei undei. In ecuatiile (7.95), v =

=i exteriorul domeniului vy, p, = 0 si potentialul
C r elementar dV. satisface ecuatia (7.95,), care in
P coordonate polare devine:
2 2
| (V) 200V _ 1@ e
Flg. 7.7 81,2 I 81, V2 8t2
Inmultind ecuatia (7.96) cu r, se obtine:
2 2
V) e #(av) .

or’ or Vo ot
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sau

o*(rdv,) 1 &°(rdVv,)
8 :

or’ v ot

(7.98)

Ecuatia (7.98) este analoaga cu ecuatia (7.33) si prin analogie cu solutia (7.34) se
obtine solutia ecuatiei (7.98):

rdV, =f,(r—=vt)+f (r+vt). (7.99)

Dacd se considerda domeniul infinit extins, atunci se retine numai primul
termen, corespunzator undei directe care se propaga din punctul P si rezulta:

(b)) e-Y)
ay = falr=vt)_ LA v/, (7.100)

€
r r r

Deoarece in cazul particular al sarcinii invariabile in timp, potentialul
elementar in punctul P are expresia cunoscuta (2.134),

1 p,dv

dv = (7.101)
dte
rezulta:
i pv(t—r)dv
dv, = v/ (7.102)
dne r

Prin suprapunerea potentialelor elementare dV. produse de sarcinile
elementare dq = p,dv continute in elementele de volum dv, se obtine potentialul V.
in punctul P:

m (t_rj (7.103)

In mod analog se obtine solutia ecuatiei (7.95;), similara cu solutia (4.298) a
ecuatiei (4.294):

== m (t_rj (7.104)

Prin urmare, pentru domeniul campului ocupand intreg spatiul, solutiile
ecuatiilor (7.95) au expresiile (7.103) si (7.104).
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A . r T r
In relatia (7.102), pv(t ——j este valoarea sarcinii Tn momentul (t ——], care
\ \

precede momentul t in care se calculeazd potentialul electrodinamic scalar

. . T : o ..
elementar dV. in punctul P, iar — este intervalul de timp in decursul caruia unda
\4

care se propagi cu viteza v parcurge distanta r. In mod similar se interpreteaza si
expresia (7.104) a lui A..

In concluzie, potentialele electrodinamice se stabilesc cu intarziere, aceasta
fiind cu atit mai mare cu cat distanta r dintre punctul in care este situatd sursa si
punctul in care se calculeaza potentialul este mai mare. Expresiile (7.103) si
(7.104) descriu propagarea campului electromagnetic din aproape in aproape in
spatiu si timp; din acest motiv A, si V. se numesc potentiale electrodinamice
intarziate, iar expresiile (7.103) si (7.104) sunt formulele lui Kirchhoff pentru
radiatia electromagnetica in spatiul infinit .

7.3.2. Oscilatorul elementar

Undele electromagnetice au fost puse in evidenta de Hertz. Oscilatorul lui
Hertz se compune din doud sfere mari S; si S, dispuse la extremitatile a doua bare
metalice avand la celelalte extremitati cate o mica sferd s; si s, care constituie
eclatorul oscilatorului (fig. 7.8, a). Sferele S; si S, sunt conectate prin doua fire la

inductor

Fig. 7.8

un inductor care incarca sferele eclatorului s; si s,, stabilind intre acestea o
tensiune suficient de mare pentru a produce in eclator o scanteie de descarcare
electrica. Curentul care trece prin bare si scanteie in cursul descarcarii sarcinilor
eclatorului nu Inceteaza cand sferele sunt complet descarcate, deoarece ele se
incarca din nou cu sarcini de semne opuse §i fenomenul se repeta cu o descarcare
in sens opus. Frecventa descarcdrilor este stabilita de forma si dimensiunile
oscilatorului. Asociind oscilatorului un circuit oscilant avand inductivitatea L egala
cu inductivitatea barelor, iar capacitatea C egald cu capacitatea sferelor S; si S,
conectate in serie, frecventa proprie fj a oscilatorului are expresia:
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(7.105)

unde L s1 C depind de dimensiunile geometrice ale oscilatorului i de proprietatile
electrice s1 magnetice ale mediului.

La departare suficient de mare de oscilator cAmpurile electric i magnetic se
conditioneaza reciproc, alcdtuind o unda electromagnetica. Campul electric este
produs de campul magnetic variabil in timp si cdmpul magnetic este produs de
campul electric variabil in timp, in conformitate cu ecuatiile lui Maxwell. Pentru a
stabili o unda electromagnetica la mare departare de oscilator, sunt necesare viteze
mari de variatie In timp ale campurilor electric §i magnetic, adica sunt necesare
frecvente mari.

Undele electromagnetice emise de oscilator au fost puse in evidenta de Hertz
cu ajutorul unui dispozitiv numit rezonator. Rezonatorul este compus dintr-un inel
metalic Intrerupt avand la extremitdti doud mici sfere care alcatuiesc eclatorul
rezonatorului (fig. 7.8, b). Rezonatorului i1 se poate asocia un circuit oscilant a carui
inductivitate L, este egala cu inductivitatea inelului, iar capacitatea C, este egala cu
capacitatea condensatorului ale carui armaturi sunt sferele rezonatorului. Frecventa
de oscilatie a rezonatorului

1
f= -
" 2mJL.C,

este egald cu frecventa fj a oscilatorului (7.105).

(7.106)

7.3.3. Radiatia electromagnetica a oscilatorului elementar
Oscilatorul elementar poate fi considerat ca fiind un dipol constituit din

sarcinile  dipolare +qd(t—r—1j si
v

L) . :
—q d(t — —2j situate la distanta s.
\

Dacd se alege originea sistemului de
coordonate in centrul dipolului (fig.
7.9) si axa Oz in sensul vectorului s,
potentialele electrodinamice V. si A,
respectiv  intensitatile  campurilor
electric E si magnetic H depind numai
de coordonata radiala r si  de
coordonata unghiulara 6.

Potentialul electrodinamic scalar V.
Fig. 7.9 stabilit in punctul P se calculeaza
aplicand principiul superpozitiei:
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(7.107)

Dezvoltand in serie termenii relatiei (7.107) si retindnd numai primii doi termeni ai

dezvoltarii, se obtine:

r,—r)
I, r
qd(t_ 2) qd(t_i) a
A Y (o
I, r or

Observand ca

i ] r
9 M _fqd(t‘)_qd(t‘j
or r R or r’
r r
t—— t——
__Lﬁqd( V)_qd( V]__L' (t—ij—
vVr ot r’ qud A%

T
o1V
or

(7.108)

(7.109)

(7.110)

unde s-a utilizat notatia (-) pentru operatorul de derivare in raport cu timpul, relatia

(7.107) devine:

) il

4re 1’

vr

Jl

(7.111)

Din figura 7.9, rezultd r, —1, =s-cos0 3T st introducand in relatia (7.111) se

r
obtine:
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T * T
1 rpd(t_j l‘pd(t—j
Y Y (7.112)

4re r vl

unde

pd(t—£)=qd(t—£)s (7.113)
\% A\Y

este momentul electric dipolar.
Variatia sarcinilor qq $1 -qq se produce datoritd unui transport de sarcind intre
cele doua corpuri punctuale. Prin urmare, prin conductorul
de legaturd de lungime s apare un curent electric a carui

S :> S { i Intensitate este:

-qd . dq,
i=—%=q,. 7.114
dt dq ( )

+qq

Fig. 7.10
Multiplicand relatia (7.114) cu 1 si tindnd seama de relatia

i(t—ijs:{)d(t—i) (7.115)
\% Vv

Relatia (7.115) asociaza oscilatorului elementar constituit din sarcinile dipolare +qq

si -qq, de moment electric pg, oscilatorul elementar constituit dintr-un fir de

lungime 1, parcurs de curentul i, numit antenda liniara elementara (fig. 7.10).

Notand cu A aria sectiunii transversale a firului si cu dl un element de lungime al

acestuia (fig. 7.11), potentialul electrodinamic vector A. intr-un punct situat la
distanta r de oscilator se calculeaza cu relatia (7.104):

(7.113), se obtine:

A

o s :
gl HA D) g )

47 r 4ntr

T AN (t_jdv— A (t_j (rds)-

— (& (

Fig. 7.11
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Hf’d(t—rj
-\ v/ (7.116)

4mr

Componentele vectorului intensitate camp magnetic H se determind din
relatiile:

H, :lrotXAe; H, :lrotyAe; H, =lr0tZAe. (7.117)
H H H

Deoarece Agx = Ay =051 A, = RIS , rezulta:
4nr

HX:aAez:%@:_s _%_L@ Y. (7.118)
oy or oy 4mn\ 1 rvot)r
H __O0A, OA,0r s _%_L@ 2. (7.119)
! Ox or 0x 4xn\ r° rvéot)r
H =0. (7.120)
H y < .
Deoarece — =—=, vectorul H este tangent la cercul care se gaseste intr-un plan
X

y
perpendicular pe axa Oz si al carui centru este pe aceasta axa (fig. 7.9). Aceste
cercuri paralele cu ecuatorul sunt liniille campului magnetic. Prin urmare, in
coordonate sferice, vectorul H are numai componenta tangenta la cercul ecuatorial,

H=H, u,, unde H_ =,/H; +H] . Deoarece /x* +y’ =rsin0 si utilizind relatiile
(7.118) 51 (7.119), se obtine:

ot r

H - s-sin@(@_i A\
dntrv

, +—ij . (7.121)

In coordonate sferice, componentele intensititii campului electric E,, E; 51 Eg
se determina utilizand relatia (7.87):

E:—age —gradV,. (7.122)

Deoarece A =0,A, =A_cos0, A ,=-A_sin0 sgi tindind seama de relatia
(7.112) care se poate scrie sub forma:

V, = S'Cose{q—wi}, (7.123)
4re |17 vr
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rezulta:

E =0; (7.124)

2
OA _aVe:2uscos9(X. A% } (7.125)

i+—
' ot or 4mr r r “a

GAGG_léVe_ussine(E}i v, v

—+—1+—-q, | 7.126
ot r o dnr \ot r rzqu ( )

La valori mici ale lui r (In vecinatatea oscilatorului) in expresiile lui B, E; si
E¢ predomina ultimii termeni, astfel incat se pot face urmatoarele aproximari:

1ssin© 1 sxr.

H= u =— ; 7.127
4nr® * 4n 1 ( )
g, = 28ds 089, (7.128)
4rer
sq,sin 0
Ey=———, (7.129)
4rer

unde s-a tinut seama de relatia v =

1
Jen
Se observa ca relatia aproximativa a lui H coincide cu relatia lui Biot — Savart —
Laplace (4.35) valabild in regimurile stationar si cvasistationar, iar relatiile
aproximative pentru componentele intensitdtii campului electric coincid cu
componentele intensitatii campului electric produs de un dipol electric elementar in
regim electrostatic (2.55 a). Zona din vecindtatea oscilatorului in care inductia
magnetica si intensitatea campului electric se aproximeaza cu relatiile (7.127 —
7.129), se numeste zona inductiei.

La distante foarte mari de oscilator, in expresiile lu1 H, s1 Ey predomind
primii termeni, iar componenta E, poate fi neglijatd, deoarece ambii sai termeni
sunt mult mai mici decat primul termen al componentei Eqy. Prin urmare, la distante
foarte mari de oscilator, pentru intensitdtile cAmpurilor magnetic H si electric E se
pot utiliza urmatoarele relatii aproximative:

s-sin 0 Oi _ p-s-sinB di

H:Hu = E:Eeue

= —u,_ ;
*? 4nrv ot 7

u,. 7.130
4ntr 0 ( )

Daca se multiplica scalar ambii termeni ai lui E si H cu r se obtine E-r = 0,
H-r=0,deci E L r si H L r, iar daca se multiplica vectorial la dreapta H cu r se

: eV . . : g .
obtine Hxr =—E ; prin urmare, vectorii E, H si r formeaza un triedru drept.
r

Vectorul lui Poynting S se obtine utilizdnd relatiile (7.130):
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2

S—ExH="u. (7.131)

T

eV

Vectorul S este orientat de-a lungul razei r in sensul de la dipol; prin urmare,
energia se transmite 1n directia razelor ce pleacd de la dipol. Aceasta energie nu se
mai intoarce inapoi la sursa si reprezintd energia campului electromagnetic radiat.

La foarte mare departare de oscilator, campul electromagnetic se propaga ca
o unda plana si din acest motiv zona indepartatd de oscilator se numeste zona
undelor. Liniile campului electric E sunt cercuri meridiane, iar cele ale lui H sunt
cercuri paralele cu ecuatorul (fig. 7.9). Intr-un sistem de coordonate sferice cu
centrul in oscilator §i axa Oz in lungul axei dipolului, campul electric are numai
componenta tangenta la cercul meridian si cAmpul magnetic are numai componenta
tangenta la cercul ecuatorial. Se regdsesc toate proprietatile undei electromagnetice
plane (transversalitate, energia electromagnetica impartitd in parti egale intre
energia electrica si magnetica).

Introducand expresia lui H (7.130) in relatia (7.131) se obtine:

2 .. .2 N\ 2
pus”sin” 0 oi
e (2) 7132

Deoarece s% =p, (v.relatia 7.115), relatia (7.132) se poate scrie sub forma:

g usin” 6 9 .?

7.133
16 01 pd ( )

Puterea instantanee p(t) radiatd prin sfera de raza r este:

") 2 2

T o iem 2
t):ﬁSdA: ad 2 jsm 927:r sin0dp = HPa J.sm 0do=HPa . (7.134)
X

l6n’vy r’ R A 61TV

Se observa cd puterea instantanee p(t) nu depinde de distanta r.
Daca unda electromagnetica este monocromatica de pulsatie ® in raport cu

: : . e s : : r
argumentul t — r/v si deci curentul este sinusoidal in timp, 1(t) = /2 Isin (o(t ——j ,
v

. o1 r) s o .
rezultd p, 2552 sv2mlcos co(t——). In acest caz, puterea activa P radiatd de

v
oscilator este:

:—jp =— M 25°w’1* — Icos w(t—l)dt:L s‘o’l> =R I?, (7.135)
IAY T \% 6TV

unde
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2 2
Rozpsoo

7.136
6TV ( )

se numeste rezistenta de radiatie a oscilatorului.

Deoarece L =vT este lungimea de unda s1 o= 2%, relatia (7.135) se poate scrie

sub forma:

2 2 2022
p=_* sz(z—nj I’ :gnpv(i) I? :znus f I (7.137)
6TV T 3 A 3 \4

Rezultd cad puterea radiatd de oscilator este proportionala cu patratul frecventei,
motiv care justifica utilizarea frecventelor inalte.
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