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Ganduri din alte timpuri

3:1' Lucrurile mari n-au nevoie decét de a fi infétigate cu simplitate.
(La Bruyere, 1645 — 1696)

'K:g Un om de spirit si de bun simt spunea odata despre un doctor plin de

gravitate: omul acesta trebuie sa fie un mare ignorant, caci raspunde la
toate intrebdrile care i se pun.
(Voltaire, 1694 — 1778)

'K:g Daca prin minune intelegi un efect a carui cauza nu o cunosti, atunci

totul este o minune.
(Voltair )

'K:g Orgoliul celor mici consta in a vorbi totdeauna despre persoana lor,

iar al celor mari, de a nu vorbi niciodata.
(Voltaire)

{l} Dezaprob spusele tale, dar voi apdra pand la moarte dreptul de a le

rosti.
(Voltaire)

3:1' Iubeste adevarul, dar iarta eroarea.
(Voltaire)

'K:g Inspiratia este sora buna cu munca ordonata, de toate zilele.
(Baudelaire, 1819 — 1887)

'Z:} Mijlocul de a fi original: sinceritate absoluta.
(Baudelaire)

{l} Féra expresie, frumusetea este, poate, o impostura.
(Balzac, 1799 — 1850)

'Z:} Munca putina da mult amor propriu, in timp ce multa muncad trezeste

o netdrmuritd modestie.
(Balzac)

'K:g Respectul este o bariera care ocroteste in mod egal pe cel mare si cel

mic; fiecare, de partea lui, se poate privi in fata.
(Balzac)



Asupra unor probleme de la O.J.M 2009

Steluta Monea si Mihai Monea

In data de 7 martie 2009 s-a desfisurat faza judeteani a
Olimpiadei de Matematica. Problemele propuse precum si solutiile
din barem sunt probabil cunoscute de toti cititorii; scopul acestei
scurte note este de a prezenta alte solutii pentru doua dintre

problemele date.
Problema 2 (clasa a X-a) Si se determine numerele complexe

Z,,2,,2, de acelasi modul, cu proprietatea ca z, +z, + z; = 2,2,z = 1.

Solutie: Egalitatea fiind simetrica , trebuie determinatd doar o solutie
restul obtinandu-se prin permutdri. Din z,z,z, =1 deducem ca numerele
au modulul egal cu 1. Apoi avem z, +z,+2z, =1 =z +z; =—z, +1.
Atunci punctele A(Zl),B(—Zz),C (23) si D(1) sunt varfurile unui
paralelogram finscris in cercul unitate, deci ABCD este dreptunghi.
Deducem ca z, +z; =—z,+1=0de unde avem z, =1, si cu zz; =1
deducemcd z, =i,z; =—i. ]

Problema 4 (clasa a IX-a) Si se determine functiile f:N" — N care

f(x+y)+f(x) 2y+f(x)

verifica relatia = , pentru orice

e+ f(y)  f(x+y)+f ()

x,yeN".
Solutie: Ca si in barem, alegem la inceput x = ) care ne conduce la
2x)+ f(x .
le , de unde f(2x)=2x , VxeN . Pentru x>y
2x+ f (x)
avem

f(x+y)+f(x): 2y+f(x) Zf(x+y)+f(x)—(2y+f(x))
20+ f(v) S+ S () 20t f ()= (S (x+2)+ 1 (3))
5 f(x+y)+f(x)_f(x+y)—2y

adica =
2x+ f(y) 2x—f(x+y)

. Datoritd definitiei Iui f

5

deducem ca 2y<f(x+y)<2x. Atunci alegem y =k, x=k+1 si
obtinem 2k<f(2k+1)<2k+2 , VkeN , ceea ce conduce la

f(2k+1)=2k+1, Vk € N . Obtinem deci f(n)zn, VneN. [
Profesori, Colegiul National Decebal, Deva

O aplicatie a seriei geometrice in matematicile
financiare

Adina Florenta Giuclea si Marius Giuclea

In acest articol vom prezenta o aplicatie a seriei geometrice in
domeniul matematicilor financiare, mai exact cum se modeleaza
matematic un sir de plati constante efectuate pe duratd nedeterminata(de
exemplu o pensie).

Se numeste progresie geometrica un sir de numere reale al carui
prim termen este nenul, iar fiecare termen incepand de la al doilea se
obtine din precedentul prin inmultirea cu acelasi numar constant nenul.

n—1

Formula termenului general al acestui sir este b, =b,-7", n>1 unde

b, se numeste primul termen, iar 7 ratia progresiei.

. * .
De exemplu sirul (an )n21 , unde a, =r",reR, , este o progresie

geometrica.
Suma primilor 7 termeni ai acestei progresii geometrice este data prin:
1-r"
s =177 " v,
n, r=1

Fie (an )n>1 un sir de numere reale. Suma infinitd

a, +a, +..+a, +... sc numeste serie (numericd) de termen general a, si

0
se noteaza Zan .

n=1
Existd mai multe situatii posibile in teoria sumelor infinite de numere
reale, dintre care sd mentiondm cateva in cele ce urmeaza:



o0
-dacda a, =1, Vn21, atunci Zan =1+1+.... deci suma tinde la +o0;
n=1

0
-daca a, =0, Vn>1,atunci ) a, =0+0+......, deci suma este 0;

n=1

o0
- daca a, = (—1)" , Vn2>1, atunci Zan = (—l) +1+ (—1) o deci suma
n=1
nu poate fi precizata.
Astfel, pentru a caracteriza diversele cazuri ce apar, se introduc
definitiile ce urmeaza.

n
Suma finita S, =a,+a,+..+a, = Zak , n=l se numeste suma
k=1

o0
partiala de ordin n, asociatd seriei Zan iar sirul (Sn )n>1 se numeste
n=1 -
o0
sirul sumelor partiale asociat seriei Z a, .
n=l
o0
Spunem ca seria Z a, este convergentd dacd si numai daca sirul
n=1
sumelor partiale (Sn )”>1 este convergent (adicd 3limS, e R ). In acest

n—0

caz limita sirului (Sn) notatd S, se numeste suma seriei $i scriem

n=l"
o0 o0
Zan =S. Seria Zan se numeste divergentd dacd si numai daca sirul
n=1 n=l1
sumelor partiale (Sn )H>1 este divergent (adica lim S, este +o0 sau —o0
- n—»0

ori nu exista).

Un exemplu important in teoria seriilor numerice este seria

o0
geometrica: Z M =l+r+r2+..reR
n=0
Inacestcaz a, =r",Vn>0si

n—1 n—1

S,=>ap =Y rk=1+r+rt+. .+, deci
k=0 n=0

1-r"
S,=91-r" ril,VnZI
n, r=1
L, re(-1,1)
1-r
Deducem /im S, = +00, re[l, ©) de unde rezulta ca:
n—»0

nu exista, r € (— oo, -1]

e seria geometrica este convergentd dacda si numai dacd re(—l,l)

o s | 1
avand in acest caz suma —— $i scriem Z rt=——o
1-r 0 1-r
e este divergentd cand r € (—oo,—l] ) [l,oo)

Seria geometrica are aplicatii in matematicile financiare, in
calculul platilor esalonate. Termenul de platd reprezinta o operatie
financiard ce poate fi o plata propriu-zisa, un plasament bancar, un venit,
etc. Dacd operatiunea de plata se face la anumite intervale de timp, avem
de-a face cu plati esalonate, sau rente.

Platile esalonate se pot clasifica dupa rata platitd (constante sau
variabile), dupd momentul platii (anticipate-la Inceputul intervalului de
timp sau posticipate-la sfarsitul perioadei), dupa intervalul la care se face
plata (anuale, semestriale, trimestriale, lunare). Platile esalonate anuale se
numesc anuitati. Una din cele mai cunoscute plati constante este pensia,
care fiind platitd pe durata nedeterminatd (in perpetuitate), nu poate fi
modelatd matematic precum o suma finitd de plati. Vom considera in
continuare, pentru claritatea expunerii, cazul anuitatilor perpetue. Pentru
cazul general, al unor plati corespunzatoare unei durate de timp arbitrare,
modelarea este analoagd cu conditia aflarii dobanzii unitare aferente
acelei perioade de timp.

Calculul valorii actuale a unui sir de anuitdti perpetue

Ce suma S (valoarea actuald) trebuie depusa in momentul ¢ =0
pentru a putea primi in perpetuitate, o suma constantd 7, la sfarsitul
fiecarui an, dacd dobanda unitara anuald este i (procentul anual/100)?




v

In acest context modelul matematic al platilor in perpetuitate este
un sir numeric constant cu valoarea 7. Cum platile sunt la momente
diferite de timp, valoarea actuala S se calculeaza ca fiind suma valorilor
actuale corespunzatoare acestor plati.

In cazul unei operatiuni financiare pe duratd mai mare de un an
(cum este si cazul de fatd) se aplica in general dobanda compusa. Dupa un
an, in regim de dobanda compusa, valoarea finald a unei sume initiale V4

vafi VF =VA (1 +i ) iar dupa k ani vom avea formula

VF = VA(I—H')k ,Vk e N" .Ca urmare, in regim de dobandi compusa,

. . . T x
valoarea actuald a unei sume 7 platita dupa k ani este W,Vk eN".
+1

o0 0 k
Asadar S, = ZL I L sicum >0 rezultd ca
A+t 1+ 1+

r:?e(o,l), deci suntem in ipoteza cdnd seria geometrica este
+1

0

. 1 .
convergenta. Aplicand formula z r" = —— obtinem

n=0 -r
T 1 T 1+i T
Sy=———— ==
I+i 1 R E A i
1+i
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Metode de rezolvare

a problemelor de coliniaritate
Petru Augustin si loan Septimiu Dinulica

Numim coliniaritate pozitionarea a doud sau mai multe puncte pe
aceeasi dreapta.in continuarea definitiei dorim si prezentim citeva din
cele mai folosite metode de demonstrare a coliniaritatii,la nivel gimnazial:
a)Demonstrarea coliniarititii folosind teorema reciprocd a
unghiurilor opuse la varf

Daca punctul A este situat pe dreapta EF ,iar punctele B si C
sunt situate In semiplane diferite fatd de EF si £BAF = £XCAE atunci
punctele A, B,C sunt coliniare.
b)Demonstrarea coliniarititii cu ajutorul unghiulul alungit (unghiuri
adiacente suplementare)

Dacid punctele 4 si B sunt situate de o parte si de alta a dreptei
CD astfel incat m(£ACD)+m(£DCB)=180°, atunci punctele 4,B,C
sunt coliniare.
c¢)Demonstrarea coliniaritatii prin identificarea unei drepte ce contine
punctele respective

Dacd punctele A,B,C apartin  unei drepte  unice
(bisectoare,mediatoare etc.) ele sunt coliniare.
d)Demonstrarea coliniarititii folosind postulatul lui euclid (axioma
paralelelor)

Daci dreptele AB si BC sunt paralele cu o dreaptd d atunci, in
baza postulatului lui Euclid, punctele A, B,C sunt coliniare.
e)Demonstrarea coliniaritatii folosind axioma de constructie a
unghiului

Dacid B si C sunt in acelagi semiplan determinat de dreapta
AD si XDAB = XDAC ,atunci A, B,C sunt coliniare

f) Demonstrarea coliniaritatii punctelor 4, B,C aritand ca
AB+BC =AC.

Mai departe prezentam cateva probleme pentru a ilustra folosirea
fiecdreia dintre metodele expuse anterior.
a)Demonstrarea coliniarititii folosind teorema reciprocd a
unghiurilor opuse la varf
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1) Se considera patrulaterul ABCD si E mijlocul Ilui [AB] Jar R
mijlocul lui [CD] Prin E se duc EF paraleld la BC si EQ paraleld

la AD , iar prin virfurile C si D se duce cdte o paralelad la
AB .Obtinem paralelogramele BCFE si AEQD . Sa se arate cd
varfurile F' si Q ale acestor paralelograme sunt coliniare cu R .
Solutie: BCFE este paralelogram,deci [CF|=[BE] (1).

Din paralelogramul AEQD obtinem [EA] = [QD] (2).Cum E

este mijlocul segmentului [AB],ob;inem [BE ] = [EA] (3).Din (1), (2) si
(3) rezulta ca [CF ] E[QD] (4).Punctul R este mijlocul lui [CD], deci
[CR]E[DR] (5). Mai avem ca CF || BA|| QD ,deci CF || QD ,atunci
CD este secanta,deci £FCR = XQDR (6),alterne interne.Din (4),(5) si
(6) obtinem cd  triunghiurile CFR si  DQR  sunt
congruente(LUL).Rezultd cd £FCR = XQORD si cum F i Q sunt de o
parte si de alta a dreptei CD, rezulta ca punctele C, R, Q sunt coliniare.

2)Se considerd trei puncte diferite B,O,C pe dreapta d astfel incat
BO=0C si punctele D si E situate pe (OB) respectiv pe(OC)
,astfel Incat EC = BD .Se considera in semiplane diferite fatd de
dreapta d punctele P si Q astfel incat PB=QC si
PE = QD .Demonstrati ca punctele P,0,Q sunt coliniare.

(OJ Caras-Severin,2009)
Solutie:
Cum BO=0C si BD=EC ,e obtine ca DO=FEO .Atunci
aPBE=AQCD (LL.L.),de unde avem XPBO=X0CO
=>aPBO=2QCO (LUL.,din care avem ca aPOB=aQ0C iar
punctele B,O,Q sunt coliniare = punctele P,O,( sunt coliniare.

b) Demonstrarea coliniaritatii cu ajutorul unghiului alungit (unghiuri
adiacente suplementare)

VPe laturile consecutive AB si BC ale patratului ABCD se
construiesc triunghiurile echilaterale ABE si BCF ,primul interior si al
doilea exterior patratului.Sa se arate cd punctele D, E,F sunt coliniare.

11

Solutie:
Fiindca triunghiul ABC este echilateral, m(&BAE)=60° si

atunci m (ADAE ) =90° - 60" =30° .Triunghiul ADE este isoscel,cu
(AD) = (AE ) , si atunci
m(£ADE)=m(£AED)=(180"~30"):2=75" Triunghiul ~EBF
este drepunghic deoarece m (&FBC) +m (KCBF) =30"+60"=90".
Fiindca (EB) = (EF ) ,jtriunghiul EBF este dreptunghic isoscel. Atunci
m (&BEF) =45 .Deci
m(&DEF ) =m(&DEA)+m(£AEB)+m(£BEF)

=75"+60"+30" =180° ,adicd punctele D, E, F' sunt coliniare.

2)Fie triunghiul ABC un tringhi dreptunghic in A §i un punct
M e(BC ) .Se considerd punctele N si P astfel incdt semidreptele
[AB si [AC sunt bisectoarele unghiurilor XNAM , respectiv,

X MAP . Aritati cd punctele P, A, N sunt coliniare.
Solutie:

Cum semidreapta [ AB este bisectoarea
ANAM = m(£NAB)=m(£BAM)  .Analog se  obtine
m(&MAC)=m(&CAP) . Atunci

m(£NAP)=m(£NAM )+m(£LMAP)
=2-m(LBAM)+2-m(£MAC)  =2-[ m(LBAM )+m(£MAC) ]|
=2-m(&BAC):2-90°:180° , adica punctele M,A,P sunt

coliniare.
c¢)Demonstrarea coliniaritatii prin identificarea unei drepte ce contine
punctele respective

1) In triunghiul ABC cu m m(&B)zZm(&C) ,notam cu [
intersectia bisectoarelor [BB' 7 si [AA' . B E(AC) ), A E(BC) .

12



Perpendiculara din B pe AA' intersecteazi perpendiculara din B pe
BCin D. Sa se demonstreze ca punctele 1,D,C sunt coliniare.

Solutie:
Din m(&B)zZm(&C) rezulta m(&A'BBV)zm(éC) , deci
triunghiul B BC este isoscel si atunci [B ‘D va fi bisectoarea

XBB'C Unghiul £BA'A este exterior triunghiului AAC si deci

m (A{BA'A) = m(&C) + e (jA) (1).Unghiul £BIA este exterior

triunghiului ABI Deci

m(LBIA ) =m(LBA A)=m(LIBA)+m(LIAB)=m(£LC)+ m(£4)

(2). Din (1) si (2) rezulta ca triunghiul BIA' este isoscel. Atunci inaltimea
[BD] a triunghiului /B4 este si bisectoare. Deci punctul D este

punctul de intersectie a bisectoarelor [BD si [B'D ale unghiurilor

triunghiului B BC .Fiindca [CI este bisectoarea XC ea contine si
punctul D ,deci punctele C, D, sunt coliniare. []

2)Se da triunghiul isoscel AABC cu [AB] E[AC] .Pe laturile [AB] si
[AC] se construiesc triunghiurile echilaterale nABD si nAACE .Fie
(M)=BDNCE si(N)=CDNBE . Ardtafi ci punctele A,N,M

sunt coliniare.

Solutie: a)Triunghiul AMBC este isoscel,deci [MB]=[MC]
(1.[DM]=[EM](2) si £DMC = KEMB (3).Din (1),(2)5i(3) avem

ca ADMC =AEMB (L.U.L) £XEBM = XDCM ,din care rezultd ca
KABE = XACD Fie S punctul de intersectie al dreptelor 4B si
DC si fie QO punctul de intersectie al dreptelor AC si

BE Triunghiul aABQ=rACS (U.L.U) :>[AS]E[AQ] si ca
[BC]=[0S]. Cum £ABC = XACB si £ABE = XACD

13

= KLEBC = £DCB . Atunci aNBC este isoscel,deci [NB]=[NC]
si cum [BQ]E[CS] :[NQ]E[NS] .Obtinem aANS =aANC
(L.L.L) = £ABAN = £CAN :>[AN este bisectoarea unghiului
ABAC .Se obtine aABM =aACM (L.L.L) = XBAM = XCAM
=>[AM este bisectoarea £BAC , adica punctele 4,N,M sunt

coliniare.
d)Demonstrarea coliniaritatii folosind postulatul lui Euclid (axioma
paralelelor)

1) In triunghiul ABC punctele B si C sunt mijloacele segmentelor
[AC], respectiv [BC]. Dacd L este simetricul lui B fati de B si T
simetricul lui C fatd de C', si se demonstreze ci punctele T, A, L sunt

coliniare.
Solutie:

in patrulaterul ACBT diagonalele [AB] si [T C] se taie in parti
congruente, rezultd cd ACBT este parallelogram, deci AT || BC (1).Si
diagonalele patrulaterului ABCL se injumatitesc si deci ABCL este
paralelogram.Atunci AL || BC (2).Din (1) si (2) tindnd seamd de
postulatul lui Euclid obtinem cé punctele 7', A, L sunt coliniare. []

2) In triunghiul oarecare ABC fie M ,N,P mijloacele laturilor
[BC],[CA] ,respectiv [AB] . Notam cu R simetricul varfului A fata
de mijlocul lui [MN] .Sa se demonstreze ca punctele P,M,R sunt

coliniare.
Solutie:

Fie Q mijlocul segmentului [MN ] .Rezulta [MQ] E[NQ] Punctul R
fiind simetricul varfului a fatd de punctul Q rezultd ca punctele 4,0, R
sunt coliniare si, in consecintd, [AQ]E[RQ] si LAQON = XROM
(unghiuri opuse la varf). Avem AAQN =aROM
= ANAQ = AMRO = AN || MR sau AC||MR (1).Cum M si P
sunt mijloacele laturilor [BC] si [BA] rezultd ca [MP] este linie
mijlocie in aABC, deci MP || AC (2). Din
14



(1), (2) si axioma paralelelor rezulta ca dreptele MR si MP sunt
identice, deci punctele P, M ,R sunt coliniare.

e)Demonstrarea coliniarititii folosind axioma de constructie a
unghiului

1) Fie aABC un triunghi oarecare in care mediana AM , M € BC este
perpendiculara pe dreapta AC ,notam cu N mijlocul segmentului

(AM ) si ducem (NX L AB si (MY L BC, iar (D)=(NX N(MY .
Sa se demonstreze ca punctele D, A,C sunt coliniare.

Solutie :

Fie MP| AB , Pe [AC] .Rezultd [MP] este linie mijlocie in

aABC jinsa DN L AB = DN 1 MP (1).Segmentul [PN] fiind linie

mijlocie in aMAC = PN || BC , insa BC L DM =[PN]L[DM |

(2). Din (1) si (2) rezulta N este ortocentrul ADMP , deci MN L DP si
MN 1 AP rezultd punctele D, A,C sunt coliniare. []

In continuare va propunem spre rezolvare urmatoarele probleme:
1) Sa se demonstreze ca intr-un trapez mijloacele laturilor paralele si
intersectia diagonalelor sunt trei puncte coliniare.

2) Pe ipotenuza (BC) a triunghiului dreptunghic AABC se considerd
un punct arbitrar D . Fie K si P simetricele lui D fata de AB,
respectiv, AC . Sa se demonstreze ca punctele K, A, P sunt coliniare.

3) Se considerd un triunghi aABC .Prin C se duce paralela la dreapta
AB siprin B se duce paralela la dreapta AC . Mediana dusa din varful

C intersecteazd paralela din B la AC in C iar mediana dusd din
varful B intersecteaza paralela din C la AB in B .Sa se demonstreze
cd punctele C',A,B sunt coliniare.

4) Se considera triunghiul sABC i punctele D,E,F mijloacele
laturilor [AB],[BC] ,respectiv [CA] Fie M E(EF astfel incdt
[EF] E[FM] i Ne(CD astfel incdt [CD] E[DN]. Demonstrati ca
punctele A,M,N sunt coliniare.

15

5) Se considera triunghiul ascutitunghic aABC si [AD bisectoarea

unghiului X\BAC, De BC . Fie E si F simetricele lui D fatd de
dreptele AB ,respectiv AC, iar I intersectia paralelei prin E la AC
cu paralela prin F la AB. Notam cu P si M intersectiile dreptei ED
cu dreptele AB, respectiv FI, prin Q si N intersectiile dreptei FD cu

dreptele AC ,respectiv EI . Ardtati ca punctele A,D,I sunt coliniare.
6) Se da triunghiul AABC ([AB] = [AC]).Pe prelungirile laturii [BC']
se iau punctele D si E astfel incit C e (BD) , B e(EC) i
[BD] E[CE] , iar pe (AB) §i (AC) se considerd punctele P si Q
astfel  ca [AP] = [AQ] .Sa  se  demonstreze ca  dacd
(PE)ﬂ(QD)z{M} si N este mijlocul segmentului [BC], atunci
punctele A,M,N sunt coliniare.

7) Perpendicularele In punctul A pe laturile congruente [AB ] i [AC ]
ale triunghiului isoscel nABC intersecteaza latura [BC] in punctele

N, respectic M .Fie P piciorul perpendicularei duse din B pe AM si
Q piciorul perpendicularei duse din C pe AN . Daca PBNQC = {S }

si OBNPC = {T} , ardtati cd punctele A,T,S sunt coliniare.
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[1]V. Pop-Matematica pentru grupele de performanta, Ed.Dacia
Educational, 2004.

[2]A. Balauca-Aritmeticd Algebra Geometrie, Ed. Taida 2007.

[3]D. Lint si M. Lint-Performanta in matematica, Ed. Corvin Deva, 2009.

Elevi, Liceul Pedagogic ,,C. D.Loga” Caransebes
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Etapa judeteani a Olimpiadei de matematica
7 martie 2009

Gazda : Liceul Teoretic Traian Lalescu Resita.

Subiecte : la clasele V — VI au fost propuse de Comisia Judeteana, la
clasele VII — XII de catre Comisia Nationala ; nivel de dificultate : cel cu
care ne-am obignuit ( punctajele vorbesc de la sine). Toate acestea se
gasesc la adresa www.neutrino.ro

111 Budurean Cristina 10 Lic.T.Doda Caransebes
m Cotoranu Mirela 10 Lic.Traian Vuia Resita
m Prunar Victor 10 Lic.T.Doda Caransebes
1 Staniloiu Ovidiu 11 Lic.Tata Oancea Bocsa
11 Ionagcu Marian 11 Lic.Traian Vuia Resita
111 Borlovan Cilin 11 Lic.T.Doda Caransebes
m Cotoranu Florin 11 Lic.Traian Vuia Resita
m Olariu Sebastian 11 Lic.T.Doda Caransebes
I Unguras Dragos 12 Grup Otelu — Rosu

11 Pirvu Catalin 12 Grup Moldova — Noud
11 Tisca Mihaela 12 Lic.Traian Lalescu Resita
m Gavriliu Constantina 12 Lic.T.Doda Caransebes
m Iliescu Marcel 12 Lic.CDLoga Caransebes

Prezentdm in continuare si pe cei mai buni dintre elevii care au participat
in aceeasi zi la etapa judeteana a Concursului de matematica aplicata

Premii:
Premiul | Nume,prenume elev Clasa | Scoala

I Ciobanu Anca 5 Gen. 2 Resita

11 Neatu Monica 5 Gen. 2 Resita

il Rus Daniel 5 Gen. 8 Regsita

m Balmez Andrada loana 5 Romul Ladea Oravita

m Semenescu Raluca 5 Lic.CDLoga Caransebes
| Stefinescu Andrei 6 Gen.1 Otelu - Rosu

11 Ciulu Miruna 6 Gen. 6 Resita

111 Dinulicd Petru Augustin | 6 Lic.CDLoga Caransebes
m Dinulicd loan Septimiu 6 Lic.CDLoga Caransebes
m Pirvu Ancuta Iulia 6 Romul Ladea Oravita

| Teudan Adina 7 Gen. 2 Resita

11 Orbulescu Dan Ionel 7 Lic.T.Doda Caransebes
111 Colonescu Radu 7 Lic.D.Tietz Resita

m Ban Toana 7 Lic.CDLoga Caransebes
m Lazar Silviu 7 Gen. 9 Resita

I Krocos Lorena Maria 8 Gen.1 Otelu - Rosu

11 Mester Amalia 8 Gen. 2 Resita

111 Epure lasmina Dana 8 Mathias Hammer Anina
m Stoicanescu Gelu 8 Lic.T.Doda Caransebes
m Tabugan Dana 8 Lic. Hercules

I Mocanu Ioana 9 Lic.T.Doda Caransebes
11 Semenescu Anca 9 Lic.CDLoga Caransebes
111 Uta Robert 9 Grup Moldova Noua

m Bugariu Razvan 9 Grup Otelu — Rosu

m Nemes Adina 9 Lic.Traian Lalescu Resita

Zanfir Cristian 10 Lic.T.Doda Caransebes

11 Mester Sergiu 10 Lic.Traian Lalescu Resita
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Adolf Haimovici :
Premiu | Nume,prenume elev Clasa | Scoala
I Zarnescu Antonia 9 Lic.Gen.Dragalina Oravita
11 Pana Alexandra Mirela | 9 Lic.Gen.Dragalina Oravita
111 Moldovan Teodora 9 Lic.Traian Lalescu Resita
m Furdui Vasile Gabriel 9 Lic.Economic Resita
I Magheti Florin Nicusor | 10 Lic.Economic Resita
11 Cirstoiu Loredana 10 Grup Agricol Oravita
111 Vint Geanina 10 Grup Agricol Oravita
m Silianovici Alin 10 Grup Otelu — Rosu
I Norocel Alina 11 Grup Otelu — Rosu
11 Azzola Francesca 11 Grup Otelu — Rosu
0l Pépédlan Amalia 11 Grup Constr. Montaj Resita
m Tihon Beatrice 11 Lic.Economic Resita
1 Matei Petruta Maria 12 Grup Otelu — Rosu
11 Maftei Dana Roxana 12 Grup Otelu — Rosu
111 Dréghia Bojincd loan 12 Grup A.Popp Resita
m Suru Andreea Georgeta | 12 Grup A.Popp Resita
18




Etapa judeteanid a Concursului interdisciplinar
“Plus minus Poezie »

Rezultate :

Premiu | Nume, prenume Clasa | Scoala Punctaj
I Balmez Andrada 5 Romul Ladea Oravita | 132
11 Murgu Teodora 5 Romul Ladea Oravita | 127
111 Ciobanu Anca 5 Gen.nr.2 Resita 119
m Stanciu Ana 5 Lic.Hercules 114
m Gaitd Nadine 5 Gen.nr.9 Resita 113
I Ciulu Miruna 6 Gen.nr.6 Resita 138
I Gheorghisan Calin 6 Romul Ladea Oravita | 126
111 Danila Madalina 6 Romul Ladea Oravita 122
m Dinulicd Septimiu 6 Lic.C.D.Loga 120
Caransebes
m Dinulicd Augustin 6 Lic.C.D.Loga 115
Caransebes

Concursul interjudetean Traian Lalescu,
Arad, 2009

Rezultate :

Premiu | Nume,prenume elev Clasa | Scoala

| Ciobanu Anca 5 Gen.nr.2 Resita

M Balmez Andrada 5 Romul Ladea Oravita
M Ciulu Miruna 6 Gen. 6 Resita

M Stefanescu Andrei 6 Gen.1 Otelu - Rosu

M Dinulica Petru Augustin 6 Lic.CDLoga Caransebes
M Dinulicd Ioan Septimiu 6 Lic.CDLoga Caransebes
M Lazar Silviu 7 Gen.nr.9 Resita
MS Stoicanescu Gelu 8 Lic.T.Doda Caransebes
M Zanfir Cristian 10 | Lic.T.Doda Caransebes
M Staniloiu Ovidiu 11 Lic.Tata Oancea Bocsa
M Ungurag Dragos 12 | Grup Otelu — Rosu
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Matematica la malul marii
Etapa nationald a Olimpiadei de matematica,
12 — 16 aprilie 2009 Neptun — Mangalia

Ovidiu Badescu

Victoria mare a Iui Poli impotriva Craiovei prevestea o
nationala plind de reusite, de triiri frumoase si de amintiri de neuitat.
Daca baietii de la Poli au fost cei mai buni, noi de ce nu am fi? era parca
intrebarea ce plutea deasupra tuturor.

Si astfel, asteptand pe Ovidiu(Staniloiu) sd ajunga din Bocsa,
pe cei doi Mesteri(Amalia si Sergiu) sa li se termine meciul, intalnind
pentru prima datd pe Adina(Teudan) in fatd la LTL, am pornit plini de
sperante citre Olimpiada Nationali de matematici, 2009. in gara din
Caransebes i-am gasit pe Lorena(Krocos), pe loana(Mocanu), pe Anca
(Semenescu), pe Cristi(Zanfir), pe Dragos(Unguras) si pe al nostru
lucidrag, prof. Lucian Dragomir, membru in Comisia Nationala.

Cilatorie obositoare, dimineata la 5 stateam zgribuliti la Mac,
in Gara de Nord, insa in jurul orei 2 am ajuns in Neptun. Spre placuta
surpriza a tuturora, cazarea atat a elevilor cat si a profesorilor insotitori a
fost la hotel si e primul semn ca inteligenta merita respectatd aga cum se
cuvine.

Si, cum dragii nostri elevi stiu sd pund profesorii la
stramtoreald, promisiunea smulsd mie era ca, in situatia in care se obtin
mai mult de trei premii la nationald(adica sa depasim performanta de anul
trecut), sa intru In mare. Bineinteles cd o asemenea performanta merita
sarbatoritd, iar daca ei considerau riceala mea o sarbitoare, nu aveam
cum sd ma opun.

A doua zi, concursul, subiectele grele ca de obicei, parca si
mai grele atunci cand ai sperante. Ii asteptam la iesirea din liceu, Cristi
increzator, Ovidiu cu sperante, Dragos asteptdnd rezultatul corecturii.
Fetele sceptice, insa niciodata nu stii cat de mult si mai ales cat de bine au
facut ceilalti. Rezultatele urmau sa fie afisate abia marti dupa-amiaza.

Inchiriind un microbuz(numai in Romania poti iesi mult mai
ieftin inchiriind decat calatorind cu autobuzele acelei rute), dupa-amiaza
acelei zile am vizitat Constanta si bineinteles, ne-am facut provizii. Marti
dimineata, obositi dupa ziua de luni(sau poate dupa noaptea care a urmat),
olimpicii nostrii abia reuseau sa se urneascd. Nu e simplu sa participi la o
nationald, cam asta trebuia sa deduc din privirile lor rugatoare. $i, tot in
aceastd dimineatd am reusit sd plec de la masa nemancat céci, una din
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dragele eleve era asa somnoroasa incat la orice 1i spuneam la telefon,
raspundea : « Da de ce 7«.

Desi am fost de nenumarate ori la mare, niciodatd nu am
ajuns la monumentul de la Adamclisi(biserica lui Dumnezeu) si va spun,
merita tot efortul. L-am vazut in toatd splendoarea lui, situat pe cea mai
inaltad cotd din Dobrogea(peste 150 m altitudine), se vede de la mare
distantd, era un monument care sd arate puterea si suprematia romanilor
construit pentru a cinsti eroii razboiului din 101-102 si care avea, asemeni
Columnei lui Traian, sculptate scene de lupta.

La intoarcere, o surprizd si mai placutda, Pestera Sfantului
Apostol Andrei, primul propovaduitor al Bunei Vestiri pe pamant
romanesc. Fard sa iti dai seama, pasind pe acele dale de legende te
cuprinde un fior, si simti tot felul de iIntrebari privitoare la credinta
proprie. De piatra de ai fi si linistea acelei pesteri, pietrele déltuite si pline
de rugaciune, lipsa oricarui semnal de celular, ecoul crucii incizate aici te
aduc mai aproape de Dumnezeu, sau cel putin te fac sa crezi asta.

Cu pasi sfiosi, cu privirea pierdutd in departare iesim din acest
tairam de basm si ne indreptam catre casd. Intram in febra rezultatelor,
deja telefoanele incepeau sa sune, reveneam, din pacate, la civilizatie.
Si...rezultatele sunt foarte foarte bune, Ovidiu si Cristi cu siguranta vor
lua medalii si...surpriza, Adina la prima ei medalie de bronz. Si...foarte
foarte aproape, o neatentie pe care probabil o va visa toata viata, Dragos
Unguras a rata, din cauza unui punct(ati auzit bine, un punct doar)
medalia de bonz. Felicitari acestui baiat care an de an a participat la
nationald si care de la anul va fi student. 1l asteptim printre noi si la
Olimpiada de la anul, vizitele prietenilor sunt oricand binevenite.

Bucurie pe de o parte, lacrimi ascunse dincolo, nicidecum
nepdsare... hotarari luate pentru viitor, muncda mai multa, seriozitate
maxima... Este extraordinar sa fii premiant la Nationald dar este minunat
si doar sd ajungi acolo, asadar toti acesti copii meritd felicitati. Este de
fapt placerea drumului de a ajunge pana acolo, e placerea pe care ar trebui
sd o descoperiti rezolvand probleme. Nu e aga de important daca ati fost
primul pe judet sau la un concurs, e important daca ati fi stiut sa rezolvati
acele probleme, daca aveti minte capabila sa faca tot felul de corelatii, de
a vd Tmbunatati inteligenta pe care vi-a dat-o Dumnezeu. La anul,
nationala va avea loc la lagi, iar prezenta voastra acolo depinde de?

Credem ca raspunsul il va gasi fiecare, este aproape suficient sa
il caute...
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Probleme rezolvate din RMCS nr.26

ClasaalV-a

IV.121 Suma a trei numere este 1940. Aflati numerele stiind cé diferenta
dintre primele doua este egala cu suma ultimelor doud numere, adica 837.
Inst. Mariana Mitricd, Resita
Raéspuns: 1103, 266 si 571. O
IV.122 La un magazin s-au adus globulete rosii, galbene si verzi, numarul
lor fiind egal cu cel mai mare numar par scris cu trei cifre distincte.
Determinati numarul globuletelor de fiecare culoare stiind ca 597
globulete nu sunt verzi, iar numarul globuletelor galbene este egal cu cel
mai mic numar de trei cifre consecutive a caror suma este 9.
Inst. Mariana Mitricd, Resita
Raspuns: 363 rosii, 389 verzi, 234 galbene. []
IV.123 Trei saci cu cartofi si cinci saci cu varza cantaresc impreuna 235
kg. Stiind cd un sac cu varza cantareste cu 9 kg mai putin decat un sac cu
cartofi, aflati cat cantdreste un sac de fiecare fel.
Inst. Mariana Mitricd, Resita
Raspuns: 26 kg sacul cu varza, 35 kg unul cu cartofi. []
IV.124 Suma varstelor a trei nepoti este cu un sfert de veac mai mica
decét a bunicului.Daca varsta acestuia reprezinta un numar impar scris cu
doua cifre consecutive a céror suma este 13, iar nepotul cel mic a implinit
un deceniu, determinati varsta celorlalti nepoti care sunt gemeni.
Inst. Mariana Mitricd, Resita
Raspuns: gemenii au cte 15 ani. [
IV.125 Andrei si Karina au rezolvat impreuna 22 de probleme.Daca
Andrei ar fi rezolvat de 6 ori mai multe probleme, ar fi avut rezolvate de 5
ori mai multe decat a rezolvat Karina.Cate probleme a rezolvat fiecare ?
Dan Emil Bugariu, elev, Otelu — Rosu
Raéspuns: Karina a rezolvat 12 probleme, iar Andrei doar 10. o
IV.126 Gasiti ce numere trebuie puse in locul semnelor O, A,O astfel
incat sd fie adevirate egalitatile : O+A+O=20, O-A =5 si o—-O=1.
Prof. Adriana si Lucian Dragomir, Otelu - Rosu
Réspuns: in cerculet: 8, in patratel 9, iar in triunghi : 3. o
IV.127 Ana, lon si parintii lor au impreuna 55 de ani .Copiii sunt gemeni
, lar varstele parintilor sunt reprezentate de numere consecutive .Cand s-a
ndscut Ana,mama sa avea 21 de ani . Cati ani are fiecare ?
Inst.Robertha Oprea , Resita
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Raspuns: Ana are 3 ani, mama are 24 de ani, iar tata are 25 de ani. []
IV.128 Pentru o sald de sport s-au cumpdrat corzi, panglici si
mingi.Stiind cd 114 nu sunt panglici, 121 nu sunt corzi, iar 83 nu
sunt mingi, afld numdrul obiectelor din fiecare fel care s-au
cumpadrat.
Inv. Elisaveta Viadut,Resita
Raspuns: 45 panglici, 38 corzi, 76 de mingi. []
IV.129 Vrijitoarea cea rea a furat scolarului parantezele si semnele
operatiilor . Faceti ca egalitdtile urmatoare sa fie adevarate .
55555 50
55555 5=1
55555 56
Inst. Gratiela Pinosanu, Resita
Raspuns: a) 5+5+5-5-5-5=0sau 5-5+5-5+5-5=0;
b) 5+5-5-5+5:5=1sau (5-5+5-5+5):5=1;

¢) (5+5):5-5:5+5=6. 0

Clasa a V-a

V.121 Fie numerele 4 =7-3""%si B =153 Aritati ci restul
impartirii lui A la B este cubul unui numar natural.(enunt corectat)
Prof. Marian Bddoi, Oravita

Solutie: 7-3" =7.9.32%% = (5 -320 ) 12+ 3% Asadar cétul

impartirii este C =12, iar restul este » =3 <5.3* adici r= (36(’9 )3 )
V.122 a) Aflati un numar natural x stiind ca 1+3+5+7+...4x=10000

b) Scrieti numarul 4=2009+(2+4+6+...4012+4014) ca
suma a doua patrate perfecte.

Prof. Marian Badoi, Oravita
Réspuns: a) suma are n termeni, cu x = 2n +1; avem astfel

(1+2n—1)-n=20000, de unde n* =10000=n=100=> x =199. b)
A:2009+2-(1+2+3+...+2007):2009+2008-2007:

=1+2008 + 2008 -2007 = 1> + 2008>. De remarcat ci aceasta nu este
singura posibilitate !0
0 +9 ca suma de numere naturale consecutive.

Prof. Ramona Cdlin, Resita

V.123 Scrieti numarul 1
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Solutie: Metoda 1: 10*” +9=100..09=500..04+500..0 5;
— — —

2008 cifre 2007 cifre 2007 cifre
Metoda 2: 10" +5=10-10"" +5=(10"" +5)+ (10 + 4) + (10™* +3) + (10™* +2) +

H(107 1)+ 10" 4+ (10 —1) + (10" = 2) + (10 = 3)+ (10 ~ 4)

V.124 a) Si se determine numérul natural a stiind ci existd n € N pentru
care 3" =a si 27" =9-81 ; b) Si se determine n € N pentru care
3" =27" ; ¢) Si se determine 7 € N pentru care 3" —1 si 3" +1sunt
numere prime .

Prof. Carina si Sebastian Corici, Caransebes
Raéspuns: a) a =3; b) n=1; c) pentru orice » nenul, numerele sunt pare,
deci nu pot fi simultan prime; pentru 7 =0 numerele nu sunt prime,
agadar nu existd n € N care satisface enuntul. []

V.125 S4 se determine numérul abcde pentru care abcde =9-ab-cde.
Prof. Aurel Dobogsan, Lugoj
Réspuns: 14112. o
V.126 Si se gaseascd numarul prim care impartit la 6 da catul 14.
Prof- D.M.Bdtinetu — Giurgiu, Bucuresti
Solutie: Cu teorema Tmpdrtirii cu rest avem
p=6-14+r,r€{0,1,2,3,4,5} Imediat avem ca p=389. ]
V.127 Zmeul din povesti are 33 de capete. Fii imparatului verde incearcd
sa-1 rdpund.Dacd fiul cel mic i taie 3 capete zmeului, acestuia ii cresc la
loc 7 capete, daca cel mijlociu taie 6 capete, zmeului ii cresc la loc doar 4
capete, iar daca fiul cel mare taie 9 dintre capete, zmeului 1i cresc 3 capete
in loc. Evident, zmeul este rapus daca ramane fara niciun cap. Este posibil
ca zmeul sa fie rapus?
Prof. Adriana si Lucian Dragomir, Otelu — Rosu
Solutie: studiati primul articol din revista precedenta ( RMCS 27/2009).0

V.128 Determinati numerele naturale a,b,c, a <b < ¢ pentru care abc
este numar prim si n = ab+bc+ca este patrat perfect.

Prof. Adriana si Lucian Dragomir, Otelu — Rosu
Solutie: n=11(a+b+c)=>a+b+c=11-k*; cum a+b+c<27=k=1
si se ajunge imediatla a=1,b=3,c=7. [
V.129 Se considerd multimile A4 = {a,3,2b + 1} si B= {a +b,2b,5} . Sa

se determine numerele naturale nenule a si b pentru care AU B are 4
elemente. Prof. Adriana si Lucian Dragomir, Otelu — Rosu
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Solutie: Remarcdm pentru inceput ca multimile au doua elemente
comune. Se analizeaza cazurile posibile si se ajunge la: a =4,b=2 sau
a=5,b=4 sau a=1,b=2. Corespunzator, avem
A={3,4,5},B={4,5,6} sau 4={3,5,9},B={5,8,9} sau
4={1,3,5},B={3,4,5}.

Clasa a VI-a
VI.121 Un numar de 2009 puncte ale planului se coloreaza arbitrar in
exact 8 culori. Sa se arate ca exista cel putin 250 puncte la fel colorate.
Prof. Marian Badoi, Oravita
Solutie: Presupunem ca exista cel mult 249 de puncte colorate la fel si
astfel am avea in total cel mult 8-249 <2009 puncte, contradictie. [
VI.122 Se dau unghiurile LZA(OA,, ZA,0A,, £ AyOA;, . £ A, 10A, de
.. 576" 576" 576° 576°
masuri , , yeee
4 728 770 " n(n+3)
Sa se determine n € N astfel incat punctele Ao, O, A, s fie coliniare.
Prof. Marian Badoi, Oravita

Solutie:
O T T gy (33 33 )
4 28 70 nn+3) 3114 47 710 n(n+3)
o L L L L, L L s 28— |<iso
3 4 4 7 710 n n+3 3 n+3

o 576[”+2]=180° et 2 Dt
3 n+3 16

VI1.123 Se considera zece unghiuri in jurul unui punct care verifica

simultan conditiile:

1) oricum am lua trei dintre aceste unghiuri, exista cel putin doua de

aceeasi masura
ii) valoarea cea mai mica a masurilor celor zece unghiuri este 27°, iar

valoarea cea mai mare a masurilor lor este 45°.
Sa se determine masurile celor zece unghiuri.

Prof- Marina Constantinescu, Tismana
Solutie: Fie x masura unui unghi oarecare din cele zece unghiuri.

Consideram unghiurile de masuri x,27°,45° aflate in multimea celor

zece unghiuri. Conform i) se observa cd x =27° sau x =45°. Deci orice
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unghi are masura 27° sau 45°. Fie n numérul unghiurilor de masura
27°. Obtinem 27° -n+45° -(lO—n):360° =>n=5.0

VI.124 Se considerd S, = —+i+ .......... +; si
1-4 4.7 2005-2008
4018 4018 4018 4018 N .
, = + + S L +—————.S4 se arate cd exista
-3 3.5 5.7 2007-2009

k € N astfel incat S-S, =k.
Prof. Ramona Cdlin, Resita

Solutie:
47l 74 2008-2005_ 4 2008 2005
T4 47 T ' 2005-2008 1.4 7 720052008 2005-2008
1 1 1 1 1 1 2007
=l-—t——=+.... + - =1- = .
4 4 7 2005 2008 2008 2008
s2=2009-[2+2+2+ ........ +2):2009-2008:2008
1-3 3.5 5.7 2007 -2009 2009

Asadar, £ =2007. o
2008 +10%* | 2009 +5°”
411 sl b = 655 °
2008 +7 2009+ 2

Prof. Carina si Sebastian Corici, Caransebes
Solutie: 107 = (10%)"" =100 5i7*" = (7°)"" =343"7, 100 <343
deci prima fractie este subunitara. Analog se arata cd a doua este
supraunitara. Deci a<b.O
VI.126 _Tom si Jerry se hotarasc sa se intreaca la un concurs de viteza in
proba de 400 m plat.Tom alearga cu viteza medie de 48 km/h iar Jerry cu
viteza medie de 240m/min. Precizati:
a) Cu cat timp ajunge Tom inaintea lui Jerry daca iau startul deodata ?
b) Ce distanta trebuie sd-i acorde Tom Iui Jerry in avans, pentru ca si
treacd 1n acelasi timp linia de sosire ?

VI1.125 Comparati numerele a =

Prof. Mariana Drdghici, Resita
Raspuns : a) cu un minut si zece secunde ; b) 280 de metril]
VI.127 in AABC, M si N sunt mijloacele laturilor [AC ], respectiv [AB ],
iar E si D simetricele punctelor C si B fata de N respectiv M.
Aratati ca: a) Punctele E, 4, D sunt coliniare; b) DE =4-MN
Prof.Loreta Ciulu, Resita
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Solutie: a) Se obtine imediat cd AANE = ABNC , deunde AE//BC;
ajungem apoi la AAMD = ACMB si imediat la AD //BC ; folosim acum
axioma lui Euclid a paralelelor; b) se foloseste linia mijlocie MN... []
VI.128 Un acvariu plin cu apd, are lungimea de 150 cm, latimea de 80 cm
si indltimea de 50 cm.
La ce inaltime ajunge apa daca din acvariu s-au scos 4 1 de apa?

Prof. Marius Sandru, Regita
Raspuns: 49,(6) cm[]
VI1.129 Si se determine numarul perechilor ordonate (a,b)de numere

— — X
naturale pentru care numerele x = ab si y = ba satisfac : (5 + %) eN.

Prof. Adriana si Lucian Dragomir, Otelu - Rosu

32a+23b

Solutie: Conditia din enunt conduce la =keN, de unde

32a+23h=6k=b=2p,pe{l,2,3,4} .Cum si a este cifri, analizind
cazurile posibile, ajungem la 12 perechi ordonate care satisfac enuntul:
(1,2),(4,2),(7,2),(2,4),(5,4),(8,4),(3,6),(6,6),(9,6),(1,8),(4,8),(7,8).
Observatia 1 : pentru p =1, de exemplu, din 16a + 23 =3k, considerand
aceastd ecuatie modulo3, avem ci a =3m+1,m €{0,1,2} .Continuarea nu
comporta dificultati.

Observatia 2: conditia din enunt impune urmatoarele: cifra b sa fie numar
par, iar suma celor doud cifre sa fie multiplu de 3; probabil ca aceasta
conduce la o rezolvare si mai rapida.[]

Clasa a VII-a
VII.121 Fie O un punct situat in interiorul patratului 4BCD astfel incat

0A=0B si OAB =ODA . Sa se arate ci O este centrul patratului.
Prof. Marina Constantinescu, Tismana
Solutie: Fie M, N mijloacele laturilor [AD] respectiv [BC] . Cum

m(A/D\O) + m(D/A\O) =90° rezultd AAOD dreptunghic in O . Cum

AAOD = ABOC(L.U.L.) deducem ci& ABOC este dreptunghic in O =

OM +ON = % + B_zC =MN = M ,O,N sunt coliniare = concluzia.
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VII.122 Se considerd patrulaterul convex ABCD cu proprietatea cd
pentru orice punct M din interiorul sdu are loc relatia
S +Suep =Supc +Supy- S se arate cd ABCD este paralelogram.

(Syy, reprezinta aria triunghiului XYZ ).
Prof. Marina Constantinescu, Tismana
Solutie: Fie M,N doud puncte distincte in interiorul patrulaterului

Cum Syz =Syus = Syiep =Snep =d(M,CD)=d(N,CD)=MN || CD(2).
Din (1) si (2) deducem A4B||CD. Analog AD|| BC, deci ABCD

este paralelogram.
VII.123 a) Sa se determine numerele intregi x si y pentru care

Ax* +3y =245 x+y>0 ;
b) Si se arate ci dacd x,y € Rsi 4x° +3y =24, atunci 4x+3y <25 ;
c) Si se arate ci dacd x,y € Rsi x* +y”> =25, atunci 4x+3y<25.
Prof. Adriana si Lucian Dragomir, Otelu — Rosu
Solutie: Aceastd problema nu a primit din partea elevilor nicio solutie
corectd completd. Vom prezenta astfel solutia autorilor (asteptam si altele,
eventual comentarii)

a) remarcidm cd egalitatea din ipotezd este posibila doar daca exista
k € Z cu x =3k ; prin inlocuire, deducem si y =4p, p € Z .Asadar, din

3k* + p=2 ajungem la y =8—12k". Conditia x + y >0 conduce la
12k* =3k —-8<0,k € Z= k=0, de unde imediat avem x =0,y =8;
b) folosind rezultatele deduse anterior, avem

4x+3y=12(-3k* + k +2) si se arati ci 3k +k+2s§©(6k—1)2 >0

(de fapt inegalitatea este chiar strictd, deoarece k € Z);
¢) folosim, de exemplu, inegalitatea C.B.S. si avem

(4x+ 3»y)2 < (42 +3 )(x2 +y° ), finalizarea fiind imediati. o
VII.124 Se considerd o multime M c Q care satisface urmatoarele
proprietiti: a) le M; b) x,ye M = (5x+4y)e M,
¢c) (4x+3y)eM = (x+y)eM .Sisearatecd 55e M .

Prof. Adriana si Lucian Dragomir, Otelu - Rosu
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Solutie(Adina Teudan) :
b) 3 5 b) 5
x=y=1=29e M, 9:4'5-1-3'1eM:EeM:>5-9+4-E:55eM.

Remarcdm cd am primit mai multe solutii corecte la aceasta problema,
care au folosit insa mai multe calcule. Felicitari si pe aceasta cale Adinei
pentru rezultatul obtinut la Olimpiada Nationala din acest an. O

VIIL.125 Un trapez dreptunghic ABCD (AB /ICD,AB > CD) are o

diagonald perpendiculara pe o latura si m(é ) = 30° . Determinati

neN,n>2 pentru care AB=n-CD. Prof. Ramona Cdlin, Resita
. A AB

Solutie: In AABC dreptunghic avem: m(B)z 30° = AC = >

Cum ADAC si ACBA sunt asemenea, avemj—g = i—g = AC* =nDC*

2

= :nDC2:>%:1,deci n=4.0

VIL126 Fie ABCD un patrulater convex si punctele P € (4D) si
0 € (BC), astfel incit DA =3DP si CB=3CQ . Aritati ca

AB+2DC
PO<———, Prof. Ramona Cdlin, Resita
Solutie: Ducem diagonala AC si construim PR || DC, R € (A C ) Din
2DC
asemanare rezultd cda PR = —— . Tot cu aseméinare obtinem

RQ = % .Sicum PQ < PR+ RQ rezulta inegalitatea ceruta. [

2
2n +7€Z.

VIIL.127 Si se determine n € N pentru care 3
n—
Prof. Mihaiela Vizental, Alfred Eckstein, Arad
Raspuns: n e {1,2,13}.
1 1 1

1
NN NN

Prof. Mircea Fianu, Bucuresti

VII.128 Se considerd numérul a =

. 1 25
Sasearatecd —<a<—
20

24
29

Solutie : Folosind inegalitatea MG — MA ( dintre media geometricd si cea

. k+k+2 1 1
aritmeticd), avem +/k(k +2) < = > ; se
2 Jk(k+2)  k+1

insumeaza inegalitatile care se obtin pentru k € {2,3,4,5} si se ajunge

L 1 . . . .
imediat la a > 2—?) Pentru a doua inegalitate, se foloseste inegalitatea
MH — MG ( dintre media armonica si cea geometricd):
2 T «
JVE(k+2) > T 1 Finalizarea nu comporta probleme. o

— + [
k k+2
VII.129 Sa se determine numerele Intregi a,b pentru care

Prof. Adriana si Lucian Dragomir, Otelu - Rosu

b+3 eZz4b_2+14eZ,deunde
4b-2 4b-2

(4b - 12) € D,,; se analizeaza imediat cazurile posibile si se ajunge la
a=2,b=1.0

Solutie: Egalitatea conduce la a =

Clasa a VIII-a
VIII.121 Scrieti numerele 2008 si 2009 ca diferenta de patrate a doua
numere naturale.
Prof- Marian Bddoi, Oravita

Solutie: Din k* — p* =2008 avem, de exemplu, k — p =2,k + p =1004 si
astfel 2008 =503° —501°; la fel, din k> — p* = 2008 avem, de exemplu,
k—p=41Lk+ p=495i2009 =45’ —4° . De remarcat ci, pentru n impar,

2
VIII.122 Se dau multimile:

A={(a,b)eNxN/a=6n+2;b=4n+3,neN}si

Bz{(x;y)eNxN/ (\/§+1)x+4=(\/ﬁ+2)y—\/% }

Calculati: AU B, AN B, AAB.

2 2
n+1 n—1 ay en o
avem (Tj —( j =n , care poate fi utild si in alte situatii ! []

Prof. Delia Marinca, Timisoara
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Solutie: Orice numar natural are una din formele:
6n+k, ke {0, 1..., 5} iar patratele lor sunt de forma:
MM +1,M,+3,M,+4, prin urmare, numerele de forma 6n+2

nu pot fi patrate perfecte. Analog se arata cd numerele de forma
4n+3 nu pot fi patrate perfecte, prin urmare 4= .

Din (\/§+1)x+4:<\/ﬁ+2)y—\@, obtinem:

W2x+x+4=32y+2y-5V2 = V2(2x -3y +5)=—x+2y-4, de
unde deducem cd 2x—3y+5=0 si —x+2y—4=0, ceeace
conducela x=2 siy=3,iar B={(2;3)},deunde AUB=B,
ANB=9 si AAB=B.0O

a+b+c=6
VIII.123 Sa se determine a,b,c >0 astfel incat 1 1 1 3
a b ¢ 2

Prof. Marina Constantinescu, Tismana
. < . . 4 .
Solutie: Plecam de la inegalitatea x +—>4,Vx >0, cu egalitate pentru
X
x = 2.Inmultind a 2-a egalitate a sistemului cu 4 si adunand apoi relatiile

obginema+i+b+i+c+i:12.
a b c

4 4 4 .
Dar a+—+b+;+c+—24+4+4=12.Egalltateaare loc pentru
a c

a=b=c=2.10
VIII.124 Fie paralelipipedul dreptunghic ABCDA'B'C'D’. Sa se arate ca

daci A4'B=CBC'=D'C'4A’ atunci paralelipipedul este cub.
Prof. Marina Constantinescu, Tismana

Solutie: Notdim 4B =a,BC =b, BB’ = ¢ lungimile muchiilor

paralelipipedului. Din asemanarea triunghiurilor

at+c+b

L,

A'AB,BCC',C'D'A'(UU) se obtin relatiile == %
C

deci a=b=c, adica paralelipipedul este cub. []

b
a c+b+a
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VIIIL.125 Se considerd cubul ABCDA'B'C'D’ si
M e[AA'],N e[BC],Pe[C’D’] astfel incat triunghiul MNP este
echilateral. Sa se arate ca A’M =BN =C'P.

Prof. Mircea Constantinescu, Tg-Jiu
Solutie: Daca a este lungimea muchiei cubului si

A'M =x,BN =y,C'P =z, din MN? = NP* = MP? obtinem

2+a2+(a—y)2 :x2+a2+(a—z)2 de unde

y2+a2+(a—x)2:z
2 _ .2 _ .2
x“+2ay=y"+2az=z"+2ax

Dacd x> y=x>>y? = 2ay<2az = y<z=

2> x? = 2ay<2ax= y<x , fals.

y2 < =2az>2ax=>z>x=z
Cazul x <y duce analog la contradictie. Deci x=y ,apoix=z.[]

VIIIL.126 Determinati x € R pentru care existd n € N" astfel incat

x+1 x+2 x+3 xX+n
+ + T, + =n.
2 3 4 n+1
Prof- Ramona Cdlin, Resita
Solutie:
x+2-1 x+3-1 x+n+1-1
+ F e —=n
2 3 n+1
Eanl SOl ST Eanl g
3 n+1
(x-1) LI L Vn=n
2 3 n+1

=>x-1=0=>x=1.0
VII1.128 Se considerd un cub ABCDA'B'C'D’ in care M este mijlocul
lui (CD), N este mijlocul lui (4'D")si O centrul cubului.Si se determine
mdsura unghiului dintre dreptele MN si AO.

Prof. Aurel Dobosan, Lugoj
Raspuns: cititi nota de la pag.14 din RMCS 27/2009. []
VIIL.129 Fie A ABC dreptunghic cu m(;l): 90°si E € (AB) ,

Fe (AC) astfel incat EF”BC si AE =g .Sedi 4B =E si
AB 3 2
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AC =10 . Triunghiul ABC se indoaie dupa dreapta EF astfel incét
(AEF) L (BEC) . Aflati perimetrul A ABC dupi indoire .

Prof. Ramona Cdlin, Resita
Solutie: Inainte de Indoire :

fie AP | BC,P e BC si {Q}= AP EF , calculim : BC =§ :

AP=6,AQ=§-6=4,QP:2

PB*> = AB* — AP* = PB’ =% si PC* = AC* —AP> = PC* =64
Dupi indoire : AQ | EF,PQ 1 EF = m(LAQP) =90°, ca unghi

plan corespunzitor diedrului = AP* = AQ*> + OP* = AP*=20;
cum AQ | BC,QP | BC= BC L (AQP):> AP 1 BC

Din A APB dreptunghic = AB> = % si din A APC dreptunghic

= AC’ =84 . Perimetrul A ABC dupa indoire este egal cu

254161 +4+/21 i

2

Clasa a IX-a

IX.121 Se considerd o multime infinita 4 de numere reale cu
proprietatea ca suma oricaror 2008 numere distincte din A4 este numar
rational. Sa se arate cd 4 — Q.

Prof. Mircea Constantinescu, Tg-Jiu
Solutie: Ardtam initial cd dacd a,b € Aatunci a —b € Q. Consideram

multimile {a,xl,xz,...,xzom} si {b,xl,xz,...,xzom} , unde

X15X9,..., X007 € A distincte doud cate doud si distincte de a si b. Atunci
a+x+ Xy ..+ X007 €Q §1 b+ 2+ Xy +...4+ X097 €Q deci
(@+x+x)+..+X3007) - (B+2X + X5 +... 4+ Xp097) €Q, deci a—beQ. Fie
acum a € A arbitrar. Vom arata ca a € Q, de unde concluzia. Fie
X1,X9,-..,Xp008 € 4 distincte doud cate doua. Avem
2008-a=(a—x;)+(a—xy)+...+(a—xy908 )+ (x] + X5 +...+ X3003) € Q,
deci aeQ. O
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IX.122 Si se determine functia f : N* — N pentru care

1 L2142 f2 Q)+t n f2(n) = fz(”)'[i(”)”] , VneN.

Prof. Aurel Dobosan, Lugoj
Raéspuns: Se obtine destul de repede ca f(n) =n si se demonstreaza prin
inductie matematica. [
IX.123 Se considerd o multime G < R care satisface proprietatile :

a)leG;b) xeG=>Vx+3 €G;c) Vx+4 eG:>(x+5)eG.

Sa se precizeze daca exista cel putin patru numere intregi si patru
numere irationale care sunt elemente ale multimii G.
Prof. Adriana §i Lucian Dragomir, Ofelu - Rosu
Raéspuns: problema chiar simpla, rezolvata de toti elevii care au trimis

b) b) ) b)
solutii. leG=2¢ G=V5eG=>6eG=3¢e G, apoi , de exemplu,

b) c)
avem : 3EG:>\/EEG:>7€G:>\/EEG,ap0i

11€ G = V14 € G. Evident, am primit multe variante corecte de
rezolvare. Problemi : Puteti ardta ci Nc M ?
IX.124 Determinati numerele naturale » cu proprietatea ca exista
numerele intregi a si b astfel incat: n>=a + bsin’=a’+b>.

Prof. Lucian Dragomir, Otelu — Rosu
Solutie: (a+b)* < 2((12 +b2) (") conducela n* <2n’,deunden<2.
Dacd n=0,exista a=b=0,daca n=1,avem a=1,b=0, iar
pentrun=2 ,sepoatelua a=b=2.deci ne {0,1,2} .
Observatie: aceastd problema se géseste si in culegerea de clasa a IX a
editata de Editura Birchi, avand ca autori profesorii Adriana si Lucian
Dragomir, Ovidiu Badescu, lon Damian Birchi; este vorba despre
problema 57,pag.72, cap.10.
IX.125 Numerele pozitive x;, x», x3 satisfac inegalitatile x x,x; >1,

1 1 < <
—+—+—>x; +x, +x3. Sa se demonstreze ca:

X1 X X3

a) nici unul din numerele date nu este egal cu 1;

b) exact unul din numerele date este mai mic ca 1. w kK
Solutie: ( problema 111, pag.77, din culegerea mai sus mentionatd)
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a) Presupunem de exemplu cd x,=1 si obtinem doud inegalititi
contradictorii; b) dacd x, >Lk= 1,_3 , a doua inegalitate din enunt
conduce la un rezultat contradictoriu; daca toate numerele ar fi subunitare,
am obtine produsul lor subunitar, absurd. Demonstram ca
(1-x)(1-x,)(1-x,)>0, de unde concluzia va fi imediata; intr-adevar,
inegalitatea anterioard se poate scrie P=1-s+¢g—-p>0 , unde
s :Zxk , q :Zxkx- , P =xx,x,. Conditiile din enunt se scriu si ele
acum astfel: p>1l,g>ps, de unde P>1-s+ps—p=(1-p)(1-s)
cum p>1,x, >0 rezultd s>1=P>0.[]
IX.126 Fie ABC un triunghi ascutitunghic cu ortocentrul H. Daca pentru
orice punct M din planul  triunghiului  existd  relatia
MA+ MB + MC =3MH , demonstrati cad ABC este triunghi echilateral.
Prof. D.M.Bdtinetu — Giurgiu, Bucuresti
Solutie: Folosim binecunoscuta: MA+ MB + MC =3MG , unde G este

centrul de grteutate al A ABC; enuntul conduce la H = G, deci A ABC
este echilateral. []

I1X.127 Fie ABCD un patrulater convex, M € (BC), N € (CD) si {P} =

(AM) N (BN). Demonstrati ca daca ﬁz% AP , atunci patrulaterul
BN BC AM’

dat are doua laturi paralele.

Prof. Dan Stefan Marinescu, loan Serdean , Hunedoara
Solutie: Notim BM _ m si AP _ cum,pe(0,1)=
te: MC $ M yZB) P 5

BP = pBM +(1— p)BA, dar BP =mpBN si BM =mBC , de unde:
mpﬁ = mpB—C +(1- p)ﬂ sau mpﬁ’ =(1- p)ﬂ, de unde
NC//AB=CD//AB.o
IX.128 Fie triunghiul 4BC si G un punct in interiorul sdu cu proprietatea
cd existd un punct M in planul sdu astfel incat 3MG = MA + MB + MC . Sa
se arate ca G este centrul de greutate al triunghiului ABC.

Prof. Dan Stefan Marinescu, Viorel Cornea , Hunedoara
Solutie: Fie D, E, F punctele in care semidrepetele (4G, (BG, (CG

BD CE
intersecteaza laturile (B AC), respectiv (AB). Daca ,
(BO), (AC), resp (4B). Lkl T
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AF . CE y AF
—— =z, atunci avem: —— =—"—

. Folosind relatia lui

FB CA y+1 AB S z+l
AG 1 AG +1 .
Van Aubel avem acum: —=z+—,deunde — = _ET ; din
y AD  yz+y+1’
teorema lui Ceva avem xyz = 1 si atunci pentru un punct M din planul
MA+ b »
triunghiului avem: MG = Y - MD+—2 i
TRLALENNS Lo b o B LSS Al
y
yz+1 X — 1 — y — .
= MC+ MB |+ M4 . Inlocuim acum
yz+y+11+x I+x yvz+y+1
1 .
yz =— sl vom avea
X
— I+x X — 1 e Xy 5
MG = . MC+ MB + MA . Pe de alta
x+xy+1 1+x x+xy+1 x+xy+1

— 1l 1= 11—
parte avem MG = EMA + EMB + EMC ; ajungem astfel la o relatie de

forma am+ﬂ]\ﬁ+ll\7€=6 cu @+ f+ y =0, de unde rezultd
a = f = y =0 (in caz contrar am avea ca A, B, C sunt coliniare); in
sfarsit, de aici reiese, prin calcul, y =x=2z=1, deci G este centrul de
greutate al A ABC. []

IX.129 Fie ABC un triunghi, M si N mijloacele laturilor (BC), respectiv
(AC) si P € (4B) astfel incat PA =2 PB. Fie {G} =BN N AM si {Q} =

BN N CP. Daca BM. BP =BQ.BG, aratati ca AB este perpendiculara pe
BC daca si numai daca AB = BC.
Prof. D.M.Bdtinetu — Giurgiu, Bucuresti

2 2
Solutie: Evident BG=§BN =§mB. Aplicand teorema lui Menelaus in

B PA B 2PB
ABAN cu transversala COP = —— OB CN PA =leo— 9_CN
ON CA PB ON 2NC PB
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1 1 . .
= BO=0ON=BQ0= EBN = Emb, . Conditia din enunt se poate scrie

2
BM -BP=BQ-BG < “—6C=2m3

b —(a-c)f =a’+c* (%)

Cum AB 1 BC < b* = a” +¢?, relatia (*) conduce imediat la
concluzie.

Clasa a X-a

X

-
I+x
a) Sa se arate ca f nu este injectiva si nici surjectiva ;
b) Sa se calculeze

| | | | |
f(zoos)f(zomj""'f(Ej'f(l)'f(z)""'f(zoos)'

Dan Emil Bugariu, elev, Otelu — Rosu

X.121 Se considerd functia f:R > R, f(x) =

. 11 . . .
Solutie: Deoarece Im f = [—E,EJ, avem ca functia nu este surjectiva

(sau, se aratd cd ecuatia, de exemplu, f(x)=1nu are solutii reale); pentru
injectivitate si calculul cerut e suficient sa observam ca

f(ljzf(x),VxeR*.
x

X.122 Si se arate cd dacd z € C satisface 0 <Re(z) <2 si

2

0<Im(z) <2, atunci |z—1—i|£7..

Prof. Adriana si Lucian Dragomir, Ofelu — Rosu
Solutie: Daca M (x, y)este imaginea geometricd a lui z,, avem x,y € [0,2] ,

deci M este situat in interiorul sau pe frontiera patratului cu un varf in
origine, doua laturi pe axe si latura de lungime 2 , iar centrul in A(1,1).

. . . 2 ST
Inegalitatea din concluzie este astfel MA < g ; se aratd imediat ca aceasta

este adevaratd. O
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X.123 Se considerd o multime M < C care satisface proprietitile :
a) (1+i)eM;
b)zeM=z"eM,
c)(l+z)eM =zeM.
Prof. Adriana si Lucian Dragomir, Otelu — Rosu
Sé se arate ca -4 e M ,4 eM,(—4+4i) eM.

Solutie(Victor Prunar):

b) b) c)
z=(I+i)eM=>2ieM=-4eM=16e M=>15e M;
Deducem succesivdinc): 14e M,13eM,....4e M;

c) b)
2ieM S 2i-1+41eM=2i-1eM=-3-4ie M ;

o)
Avem in sfarsit: —3—4i—1+1leM =>-4-4ieM .0
X.124 Si se rezolve ecuatia 33" +70" + 92" =105,

Prof. Aurel Dobosan, Lugoj
Solutie: Se observa solutia x =3 ( calcule cam prea complicate) si se
arata, pe calea obisnuita, ca aceasta este unica: se imparte cu 105 si se
ajunge la o functie strict descrescitoare;de aici, exercitiu de clasa.
X.125 Rezolvati ecuatia : x'°%° =1+ x.
Prof. Dorel Mihet, Timisoara
Solutie: Ecuatia se poate scrie

log, x =log,(x+1) =t = 2" = x,3' = x+1.Se ajunge astfel la

3" =2"+1; impértim acum cu 3’ si folosim stricta monotonie a
functiei exponentiale cu baza subunitara.Obtinem unica solutie
t=1=x=2.1

241

Prof. Adriana si Lucian Dragomir, Otelu — Rosu
X

x2+1

X.126 Sa se rezolve ecuatia : log, (x4 —4x+ 5) =

Solutie: Se arata imediat ca functia f:R > R, f(x) = are

11 1
imaginea Im f = {—5,5} . Asadar f(x) < > pentru orice x real. Pe de
alta parte, x* —4x+ 5> 2 este echivalenti cu (x— 1)2 -(x2 +2x+ 3) >0
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care e evident adevarat pentru orice x real. Urmeaza

1
log, (x4 —4x+ 5) >log, 2= 5 ; agadar ecuatia data are solutii doar

1
dacd f(x) = 5 Se obtine imediat unica solutie x=1.0

X.127 Daci a,b,c €(1,0) aratati ca

log,*b+log,* c+log,* a>1log, b+log, c+log, a.
Prof. Steluta si Mihai Monea, Deva
Solutie(de fapt idei !) : Folosim (aratam?) inegalitatile:
Xy 42 20V Y+ 2 0e(x+y+2) si xpz =1(de ce ?). O
X.128 Fie A ={z e(C/z=x+i-2",xeR}.

a) Aratati ca 3z,,z,,z; € A astfel incat afixele lor sa fie varfurile
unui triunghi isoscel ;
b) Aratati ca Vz,,z,,z; € A afixele lor nu pot fi varfurile unui

triunghi echilateral.
Prof. Dan Stefan Marinescu, loan Serdean , Hunedoara

Solutie: a) Consideram functia f:R — (O,oo), f(x)=2"si aratam ca

exista trei puncte A, B, C pe graficul ei cu AC = BC.Luam A si B pe grafic
si C va fi intersectia graficului cu mediatoarea segmentului (AB);b) Fie

A(a,2*),B(b,2"),C(c,2°). Folosind (x+y)2 >x*+y°,Vx,y>0
avem: (c—a)2 =(c—b+b-a)’ >(c—b)2 Jr(b—a)2 si, la fel,
(20 —2) =(27-2"+2"~27) >(2°=2°) +(2"~2)" ; adunim

aceste doud inegalititi si avem AC®> AB’>+BC® , adicd unghiul
LABC este obtuz.
X.129 Fie z € C,

a) Vne N’ :;‘1—zz‘+‘l+z3‘+...+‘l—zz"

Z| =1. Arétati ca:

+ ‘1 + ZZn+1

>n- |1 + Z|
b)VaeR: |sin 2a| +|cos3a| +...+|sin 2na| +|cos(2n + 1)a| >n- |cos a| .
Prof. Dan Stefan Marinescu, Hunedoara
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Solutie: a) Folosim |a| +|b| > |a —b| ,Va,b e C. Avem astfel:
‘1—22‘+‘l+z3‘2‘22 +23‘=‘22‘~|I+Z|=|I+Z|,apoi

2n+l1

> |1 + Z| . Adundm membru

PREEY)

‘1—24‘+‘1+25‘2|l+z

1—22”‘+‘1+z

cu membru aceste inegalitdti; b) Daca ludim z = cos 2a +isin 2¢ , obtinem
[1- 2| = 2Jsin 2ka] 1+ 22

de la punctul anterior.

=2 |COS(2k +Da | si folosim inegalitatea

b

Clasa a XI-a
XI.121 Fie a,b>0,neN,n>2 si M, (a,b) multimea matricelor
pétratice de ordinul » avénd toate elementele din multimea {a,b}.
Daca det(4)>0,v4eM,(a,b) sdsearatecd a=b.

Prof. Mircea Constantinescu, Tg-Jiu

Solutie: Fie 4 matricea cu elementele de pe diagonala principala
egale cu a sirestul egale cu b. Atunci
det(4)=[a+(n-1)b]-(a- b)""". Fie 4' matricea obtinuta
interschimband liniile 1si 2 ale matricei 4. Atunci
det(A')=—det(4)<0.Dar 4'e M, (a,b)= det(4')=0 , deci
det(A4')=0=>det(A4)=0.Deci a=b.[]
X1.122 Sa se determine locul geometric al punctelor M din planul

patratului ABCD pentru care MA® + MB* + MC? + MD* =3- AB>.
Prof. Aurel Dobosan, Lugoj
Raspuns: Cercul inscris n patrat. []

2 1
XI.123 Si se rezolve in M, (R) ecuatia X' — X = (1 J.
Prof. Aurel Dobosan, Lugoj
Solutie : Notand matricea din dreapta cu A4, se ajunge la AX = XA si se

b 11
deduce cd X este de forma (Z J.Calcule conduc la X = [1 ), ,

a->b 0
folosind eventual relatia Cayley — Hamilton.
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X1.124 Se considerd sirul (xn )nzo definit prin
2

xl’l

— 2 M —1i
X, >0,x,,,-x, =1+x°,VneN.Sise calculeze L =1lim

n—>0 n

Prof. Alfred Eckstein, Viorel Tudoran, Arad

. 1 1 .
Solutie : x, , =x—+xn,VneN,de unde x ,, —x, =—,VneNgise

n n

arata imediat, inductiv, ca sirul este strict crescator. Acum avem

2 2 2
. X LoX X . 1.
L=1lim~ zhm””—”:hm[2+—2]slastfelL:2. o

n-wo pn n—o p4+l—n n—»o

n

XI.125 Se considerd matricea A€ M, ((C),n > 2 si ecuatiile X k= 0,,
AX=A+X si A+ X+X°+.+X""=0,, unde keN,k>2 si
X eM,(C).Sd se arate ci orice solutie BeM,(C)a dou dintre

ecuatiile date, este solutie si pentru cea de-a treia ecuatie.

Prof. D.M.Bdtinetu — Giurgiu, Bucuresti
Solutie: Daca B e solutie pentru primele doud ecuatii, se arata imediat ca
AB* =AB+B*+B’+..+B = A+B+B*+..+ B+ B" ; cum
B*=0,,

tehnica de calcul. [
XI.126 Se considerd A,B,C € M, (R)astfel incat BC =1, si functiile

f,g:Mn(R)%Mn(R) pentru care (fog)(X)=A-g(X)+f(X)-B,

VXeM, (R) Sa se arate ca daca f este injectiva, atunci g este

deducem ca B e solutie si pentru a treia ecuatie ; in rest, tot

injectiva.
Prof. D.M.Bdtinetu — Giurgiu, Bucuresti
Solutie: Problema destul de simpld. Daca g(X) = g(Y), atunci

f(g(X))= f(g(Y))si inmultim egalitatea obtinuta, la dreapta, cu C .0
XL127 Fie Ae M, (R)cu det A>15i (a,) _..(b,) ..(c,)

neN* ?

a b
(dn )neN* astfel incat 4" =( ! "],nzl. Sa se arate cd dacd cele patru

CH n

siruri sunt convergente, atunci 4A=L1,.
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Prof-Marian Andronache, Bucuresti

Solutie: Fie d = det A. Avem astfel
d" =(det A)" =det(4")=a,d, —b,c,,Vn € N".Folosind ipoteza de

n-n?

convergentd si d >1, deducem d =1.Din relatia Hamilton — Cayley
avem A’ —(trd)A+1, = O, si astfel

A" —(trd) A" + A" = 0,,Yn € N". Fiecare din cele 4 siruri din enunt
o —(trd)a
putin unul dintre cele 4 siruri are o limita nenuld L. Pentru acest sir
obtinem L(2—(trd))=0= trd=2sideci A> =1, +2(A—1,). Destul
de rapid ajungem la A" = nd + (1—n)1,.In final gasim

a, =n(a,—1)+1,b, =nb,,c, =nc,,d, =n(d,—1)+1. Conditia de

convergenta conduce la concluzia dorita. []

verificd deci relatia de recurentd o +a, =0 sievident cel

n+l

X1.128 Sa se arate ca sirul (x, )neN* definit prin
x =1, (n+1)(x

n+l

x,)>1+x, ,VneN" este nemarginit .

Prof. Mircea Lascu, Zaldu
Solutie(de fapt idee):
Se prelucreaza putin inegalitatea data si se aratd inductiv ca
x,2n,VneN'. O

XI1.129 Arétati cd orice sir (x, )neN cu x,>0,x,,,-x —2x, =3,VneN, este
convergent. Prof. D.M.Bdtinetu — Giurgiu, Bucuresti
Solutie:

Prin reducere la absurd se aratd cd sirul are toti termenii nenuli. Mai
departe se arata prin inductie cd x, >2,Vn>1. Intuim limita i
demonstram ca aceasta este 3:

xn—3|= xn_1—3|= _ |x1—3|

X, X X

n n n-1 n n-1 °**

<|x1—3| —0. 0
- X, 2"

xn+1 - 3| =
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Clasa a XII-a

1
2
XI1.121 Sa se arate ca Ixzex dx s% .
0

Prof. Marina Constantinescu, Tismana
1 1 3 1 1 '
. 2 xX+x 2 1 2 1 2
Solutie: Avem [x%e™ dx< I—ex dx = —J.xex dx + —Ixz (ex ) dx =
0 0 2 2y 4

1 1

1 2 1 2|1 1 2 e
=—Ixex dx +—x%e* ——_[xex dx=—
2 4 2 4
0 0
12X — x> +8x+9 T
XI1122 Si se arate ci [~ dx="+In7.
X +12x-5 8

Prof. Aurel Dobosan, Lugoj
Idee: x* +12x—5=(x> =2x+5)(x* +2x—1).

Sin2008

_— 0,7).
(1+cos x)* dx re ( 7[)

X1I1.123 Si se determine I

Prof. Aurel Dobosan, Lugoj
sin2" .
2009 (1+cosx)™” dx

XTI.124 Si se arate cd pentru orice x € N, numarul

C.

Réspuns:

23
a =(x7 +x+1) —x” sedivide prin b=x" +1.
Prof. Alfred Eckstein, Viorel Tudoran, Arad

Solutie: a =(x7 +x+1)23 -x' = m'(x7 +1)+x23 —-x=
=m-(x7 +1)+x9 ~[(x7)2 —1} = m-(x7 +l)+(x7 +1)x9m-(x7 —1) .0
XI1.125 Se considera functiile continue f, g : R — R care satisfac

F(x+3)+2- f(4—x)=g(x+3),Vx € R Daci jf(x)dx%,sa se

6
calculeze J. g(x)dx.
1
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Prof. Alfred Eckstein, Viorel Tudoran, Arad
XI1.126 Fie (G,-)un grup finit de ordin n§i f:G — G un morfism cu

proprietatile: a) fo f=15; b) f(x)=x=x=e. Sise arate ca:

1) {f(x) xlxe G} =G; 2) G este abelian; 3) n este impar.
Prof. Dorel Mihet, Timisoara

Solutie: O problema draga noud(frumoasa si instructivad). 1) Se considera

functia g:G —> G, g(x)= f(x)- x1si se arata destul de repede ca este

injectivd;deaorece G este finitd,avem cé functia este si surjectiva,,de unde
concluzia este imediata;2) Asadar,pentru y € G arbitrar,exista x € G astfel

incat g(x)=y,de unde
fO)=f(f(x)-xH=x-fx"H= (f(x) . x_l)_l =y~ ;ajungem astfel la

S «
f@)=f@f() & (w) =2y sau xy=yx,Vx,yeG;3) Daci
x#e,avem f(xX)zx=>x# X! si astfel toate submultimile de forma

{x,x‘l} formeaza o partitie a lui G\ {e} ,ale cérei clase contin toate cate

doud elemente,adica G\ {e} contine un numadr par de elemente,concluzia
fiind imediati si aici. [
XIL127 Fie f:R — (0,%0) o functie bijectivd.Si se studieze daca existd
functii g:R — [0,00) care admit primitive pe R si satisfac relatia
geg=r-

Prof. Adriana si Lucian Dragomir, Otelu — Rosu
Solutie: Avem imediat ca daca f este bijectivd,atunci §i g este
bijectiva.Presupunand ca g admite primitive,avem ca g are proprietatea lui
Darboux.Fiind si injectiva, g este strict monotond.Pentru x =0 ,avem
2(g(0))= f(0) ;dacda g(0)=0= f(0)=0 ,contradictie cu ipoteza,asadar
g(0)=k e(O,oo) .Presupunem acum ca g este strict crescatoare si astfel
ajungem la g(g(x))>g(0)=k>0= f(x)>k>0,VxeR ,adicd existd
y €(0,k) pentru care f(x) # y,Vx e R ,contradictie cu surjectivitatea lui

f-Analog dacd g este strict descrescatoare,asadar nu existd functii g cu
proprietatea din enunt. []
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x-e

V1+e* .

Prof. Dan Stefan Marinescu, Hunedoara
Solutie: Sa observam pentru inceput ca

XI1.128 Sa se giseasca primitivele functiei f:R >R, f(x)=

J. x = 2-[ ( I1+e" ) dx = 2x\/1+e —ZI\/1+e dx Pe de alta
1 +e*
parte,avem(calcule = mai  prelungite §i  duse cu  atentie):
/

I+e* -1 1 .
In Nte 2 =.= Avem  mai  departe  acum:

V1+e® +1 1+¢e*

ot o e 1 =\
\/1+e \/l+ex +2( 1+ex) B

/

1+e" -1 L ,
In % +2( 1+e" ) si finalizarea va apartine. []
l+e* +1

XII.129 Fie f: [0,1] — R o functie continua si injectiva cu proprietatea ca
f(1)=1.Demonstrati ca daci exista x, €(0,1) astfel incat f(xy)>2,

1 ,
atunci I e/ Dy >2.

0

Prof. Lucian Dragomir, Otelu — Rosu
Solutie: f continud §i injectiva,rezultd f strict monotond;cum
f (xo) >2>1=f(1) ,deducem ca functia este strict

descrescitoare. Acum,pentru xe[0,1] deducem

F(x)= f(1)= e/ > e integrare pe [0,1]si e>2. 00
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Probleme propuse

(se primesc solutii pani in data de 25 august 2009)
Nota: Se pot trimite si solutii la problemele propuse in articolele
aparute in ultimele doud numere ale revistei

Clasal

I.11. Mariti cu 3 diferenta numerelor 97 si 45. Care este rezultatul?
Inv. Hildegard Loidl, Resita

1.12. Un cioban are in turma sa 23 oi albe si 5 oi negre.
Cu cate oi ramane ciobanul, dupa ce vinde sapte dintre oile sale ?
Inv. Hildegard Loidl, Resita

1.13. Din suma numerelor 26 si 43 scade rasturnatul diferentei numerelor
36 51 24. Cat ai obtinut ?

Inst. Mariuta Benga,Resita

1.14. Mihai are 75 timbre. Céte timbre trebuie sa-si mai cumpere pentru a
avea 88 ?

Inv. Hildegard Loidl, Resita

I.15. La diferenta numerelor 45 si 15 aduna cel mai mic numar natural de
doua cifre identice. Ce numar ai gasit?
Inst. Mariuta Benga,Resita

1.16. intr-o cutie sunt 78 bile albe, rosii si negre. Dintre acestea 55 sunt
albe si negre, iar 48 sunt albe si rosii. Cate bile sunt de fiecare culoare?

Inv. Lidia Adamescu, Regsita
I.17. Varsta lui Andrei este egald cu cel mai mare numar par de o cifra,
iar varsta srabunicului este egala cu diferenta dintre cel mai mare numar
de doua cifre diferite si cel mai mic numar de doua cifre.
Afla diferenta de varsta dintre cei doi !

Inv. Lidia Adamescu, Resita
I.18. Daca Alina ar mai avea inca 4 baloane, ar avea cu 3 mai putine decat
fratele sau. Cate baloane are Alina, daca fratele sau are 19 baloane?

Inst. Costa Moatar, Resita
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I.19. La un atelier de tamplarie se confectioneaza zilnic 20 mese, iar
scaune cu 4 mai multe.
a) Cate scaune se confectioneaza in fiecare zi?
b) Cate mese si scaune se confectioneaza, in total, in fiecare zi?
Inst. Costa Moatar, Resita

1.20. Cosmin are 25 ani, iar sora lui este cu 4 ani mai micd. Ce varsta va
avea fiecare peste 3 ani?
Inst. Costa Moatar, Resita

Clasa a Ill-a

I1.11. Scrieti numerele formate din: 2 zeci si 9 unitati; o zece si 6 unitati;
7 zeci; 3 zeci si o unitate; zece zeci; 5 zeci §i cinci unitati.
Inst. Niculina Bobescu, Resita

I1.12. Care numere, cuprinse intre 10 si 60, au cifra zecilor egala cu cifra
unitatilor?
Inst. Niculina Bobescu, Resita

I1.13. Care din numerele date apartin ambelor figuri?

2 12

9 60

30 3 12

Inst. Niculina Bobescu, Resita

I1.14. a) .Gaseste dupa ce reguld s-a format girul de numere:
0, 5,10, 15, 20, ...
b).Continua sirul cu inca 5 numere.
Inst. Florea-Arghir Bobescu, Resita

II.IS. Se dau numerele: 3; 14; 27; 5; 38; 18; 21; 46; 29; 70; 16; 25.
Incercuieste-le pe cele care se afla intre 10 si 30.
Inst. Florea-Arghir Bobescu, Resita
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I1.16. Calculeaza suma si diferenta numerelor: 30 si 10; 42 si 11; 15 si 4;
17 si 12.
Inst. Florea-Arghir Bobescu, Resita

II.17. Determinati cel mai mic numar natural de trei cifre diferite, avand
suma cifrelor sale egala cu cel mai mare numar par scris cu o cifra.
Inst. Mariana Mitricd, Resita

I1.18. intr-o cutie sunt 21 portocale si 16 banane, iar in altd cutie sunt 43
portocale si banane.Toate fructele se aseaza intr-o lada.
Care este cel mai mare numar posibil de portocale din lada? Dar cel mai
mic numar posibil de banane?

Inst. Mariana Mitricd, Resita

I1.19. Gasiti doud numere care au suma egald cu 15, stiind ca unul dintre
numere este de patru ori mai mare decét celdlat.
Anisia Popa, elevd, Caransebeg

I1.20. Ma gandesc la un numar. Scad din el 23 si obtin cel mai mic numér
impar scris cu doud cifre diferite. La ce numar m-am gandit ?
Anisia Popa, elevd, Caransebeg

Clasa a IlI-a

III.11. Mama a cheltuit intr-o zi 200 lei. Diana a cheltuit jumatate din cat
a cheltuit mama, iar sora ei un sfert.
Citi lei au cheltuit cele trei persoane 1n acea zi ?

Inst. Neta Novac, Resita

II1.12. La o librarie s-au vandut intr-o zi 276 pixuri.A doua zi s-au vandut
o treime din cele vandute in prima zi.
Cu cate pixuri s-au vandut mai mult in prima zi decat in a doua zi ?

Inst. Neta Novac, Resita

IT1.13. Andrei are 19 timbre. Sorin are cat dublul lui Andrei, iar Darius
cat Andrei si Sorin la un loc.
Cate timbre au cei trei copii in total ?

Inst. Neta Novac, Resita

48



I11.14. O closcd a clocit 18 oua. Din acestea au iesit de 3 ori mai multe
puicute decat cocosei. Cati cocosei sunt , daca numarul lor este cu 2 mai
mare decdt numarul de oua din care nu au iesit pui ?

Inst. Victor Grindeanu, Resita

II1.15. Cati baieti si cate fete sunt Intr-o clasd, daca numarul baietilor este
cu 4 mai mare decat jumatate din numarul fetelor si in total sunt 25 de
elevi in clasa ?

Inst. Victor Grindeanu, Resita

IT1.16. Adunand un numar cu triplul predecesorului sau si apoi cu
succesorul sau, obtinem cel mai mare numar par scris cu trei cifre. Care
este numarul cautat ?

Inst. Mariana Mitrica, Resita

II1.17. Scrieti urmatoarele doua numere din sirul de mai jos:
3;7; 11; 15; 19; ..; ( explicati de ce ati scris acele numere)
Care este al 25-1ea termen al sirului ?
Inst. Mariana Mitrica, Resita

I11.18. in clasa a Il a A sunt 26 de elevi, iar numdrul fetelor este mai mic
cu 2 decat numarul bdietilor; in clasa a III a B sunt 24 de elevi, iar
numarul biietilor este mai mare cu 2 decit cel al fetelor. In care dintre
cele doua clase sunt mai multi baieti ?

Prof. Antoanela Buzescu, Caransebes

II1.19. Pornind de la unul dintre numerele 5, 6 sau 7, numarand din 4 in 4,
ajungem la numarul 567. De la care numar am pornit ?
Prof. Antoanela Buzescu, Caransebeg

I11.20. Ce numere trebuie puse in locul literelor a si b din urmétorul tabel
1 3 5 7 b
4 10 16 a 25)

Prof. Antoanela Buzescu, Caransebes

si explicati de ce: [

Clasa a IV-a
IV.140. Ionel are cu 143 timbre mai mult decat Mihai. Daca numarul
timbrelor lui Tonel s-ar imparti la numarul timbrelor lui Mihai, catul ar fi
2, 1ar restul 56. Cate timbre are fiecare?
Inst. Elena Crista, Resita

49

IV.141. Fiecare literd din cuvantul RESITA reprezinta un numar.
Determinati valoarea fiecarui numar, stiind ca:

R+E+S+I1+T+A=999

E+S =356

R=3xT

I=$-T

R+E+$S+1=678

T=900:10

Inst. Elena Crista, Resita

IV.142.Scrieti numérul 700 cu ajutorul a noua de 5 si al unor operatii
aritmetice.
Carolina Savu, elevd, Moldova - Noud

IV.143. Intr-o cutie sunt 320 de creioane. Aurel, Bogdan, Costel, Dan si
Virgil se hotarasc sa 1si Imparta creioanele astfel: Aurel va lua o doime
din numarul lor, Bogdan si Costel vor lua cate o patrime din rest, iar Dan
si Virgil vor lua ceea ce raimane, in mod egal.
Cate creioane va lua fiecare copil?

Inst. Elena Stefanovici, Resita

IV.144. Un aspirator si un mixer costd impreuna 250 lei. Dacd micsoram
pretul aspiratorului cu 20 lei si marim pretul mixerului cu 50 lei,
aspiratorul devine de 3 ori mai scump decét mixerul.
Afla pretul fiecarui articol.

Inst. Elena Stefanovici, Resita

IV.145. Scade din a treia parte a sfertului jumatatii produsului numerelor
90 51 80 jumatatea sfertului sumei numerelor 164 si 236. Cat ai obtinut ?
Inst. Mariana Mitrica, Resita

IV.146. Se dau trei numere naturale. Daca se Tmparte primul numar la al
doilea, se obtine catul 3 si restul 2, iar daca se Tmparte al treilea la al
doilea, se obtine catul 2 si restul 1.
Aflati suma celor trei numere, stiind ca diferenta dintre primul si al treilea
este 15.

Inst. Mariana Mitrica, Resita
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IV.147. Gasiti un numadr natural stiind ca sfertul sfertului sau este 4.
Carolina Savu, eleva, Moldova - Noud

IV.148. Gasiti cate numere de sase cifre se termina in ...2009. Cate dintre
aceste numere se scriu cu exact trei cifre identice ?
Prof. Antoanela Buzescu, Caransebeg

IV.149. Produsul a doud numere naturale este 323. Dacd se aduna 2 la
unul dintre factori, produsul se mireste cu 38. Determinati cele doud
numere.

Prof. Lucian Dragomir, Otelu — Rosu

Clasa a V-a

V.140 Si se determine numarul natural n>1004 si numerele prime
<py<...<p, astfel  incdt sd  aibd  loc egalitatea

P+ py+...+p,=2009 . Sd se arate ca numarul p;p,...p,+1 este

compus.
Prof. Lucian Petrescu, Tulcea

V.141 Si se arate cd nu existdi numere naturale nenule msi n, cu n

impar, astfel incat 2" +5" =m?°10 |

Prof. Lucian Petrescu, Tulcea

V.142 Determinati numerele naturale nenule a si b pentru care:

3a+4b=2009 si %+“+1+"+2+...+“+2008 2009

b+1 b+2 b+2008

Prof. Antoanela Buzescu, Caransebes

V.143 Determinati numdarul natural nenul n pentru care numarul
A=1-2-3-4-...-n+223 este patrat perfect.
Prof. Antoanela Buzescu, Caransebes

V.144 Aratati cd nu existd perechi de numere naturale (x,y)

astfel incat siavem 5%+ y* =20009.

Prof. Antoanela Buzescu, Caransebeg
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V.145 Se considerd numirul 4=2+3>+2’+3*+2° +3°+..+2” +3'%.
Calculati restul Impartirii la 10 a numarului 4.
Prof. Lucian Dragomir, Otelu — Rosu

V.146 Aritati cd numarul 2009 se poate scrie ca o suma de numere
naturale care au produsul egal cu 2009.
Red RMCS

V.147 Gasiti restul impartirii numarului B =21**" —10 la 63.
Prof. Romeo Zamfir, Galati

V.148 Determinati numerele naturale m si n stiind cd
130<2™ +2" <140.
Prof. Lucian Dragomir, Otelu — Rosu

V.149 Si se determine cite perechi (4, B) de multimi avand elementele
numere naturale nenule satisfac simultan conditiile:
a) A nu contine niciun numar par;
b) AU B are exact sase elemente;
¢) pentru orice a € A, exista b € B astfel incat 2a+b=16.
Prof. Lucian Dragomir, Otelu — Rosu

Clasa a VI-a

VI1.140 Determinati numarul maxim si numérul minim de numere intregi
consecutive care au suma egald cu 26.
Concurs Brasov

VI1.141 a) Aritati ca pentru orice numere intregi a,b este adevérata

egalitatea a” —b”> =(a—b)-(a+b)

b) Determinati numerele naturale x si y pentru care x° —3" = x> -2’
Prof.-Marius Damian, Brdila

VI1.142 Gisiti cel mai mic numadr natural care se scrie (in baza 10) doar
cu cifrele 2 si 3 si care se divide cu 132.
Prof. Dorel Mihet, Timisoara
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V1.143 Fie m si n doud numere diferite de cate 4 cifre distincte, acestea
fiind 1, 2, 3 si 4. Aratati ca m nu divide pe n .
Prof. Daniela Viaicu, Zaldu

VI1.144 Sa se determine numerele naturale nenule p si g pentru care
27 +1
27 —1

eN.

% %k 3k

VI1.145 Un elev a simplificat o fractie de forma Z:b stergand b atat de la
c

numadrétor cat si de la numitor, obtinind totusi rezultatul corect.
Cate astfel de fractii existd la care, simplificind gresit, obtinem un

rezultat corect ? ( cifrele a,b,¢ sunt nenule si distincte)
k sk sk

VI1.146 Aritati cd pentru orice numadr natural nenul » , fractia
2n

F(n) = 6" +2001
8" +811

este reductibila.

Prof. Alfred Eckstein, Viorel Tudoran, Arad

VI1.147 Aritati cd daca a,b,c,d sunt numere intregi astfel incat
7/(5a+9b+12c—-2d),atunci 7/(a—b+c+d).

Prof. Alfred Eckstein, Viorel Tudoran, Arad

VI.148 S se giscascd numerele ab care sunt divizibile cu 4a +3b .
Prof. Antoanela Buzescu, Caransebes

VI1.149 La un concurs de matematica au fost date 30 de probleme.Pentru
fiecare problemad rezolvata corect s-au acordat cate 5 puncte, iar pentru
fiecare problema rezolvata gresit s-au scazut cate 3 puncte. Cate probleme
a rezolvat corect un elev care a obtinut un total de 118 de puncte?
Concurs Timis
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Clasa a VII-a

VII.140 Se considerd un triunghi ABC si punctele D si E pe (BC) astfel
incat BD=DE =EC ; se noteazd cu F simetricul lui 4 fatda de B,

ADNFC={G} si EGNAB={H}. Aritati ci FH = AB.

Prof. Antoanela Buzescu, Caransebes

VIL.141 Se considerd multimea A={1,2,...,2009} si multimile
A, A,,..., A, care satisfac proprietdtile :
a) pentru orice ke{l,2,..,n} , multimea A, are cel putin opt
elemente;
b) 404,0U..UA4 =4
(1) Sa se determine valoarea maxima a numarului # ;
(2) S& se arate cd existd k e{l,2,..,n} astfel incat A4, contine doud

elemente a caror diferenta este multiplu de 8.
Prof. Lucian Petrescu, Tulcea

VIL.142 Laun turneu de sah au participat baieti si fete astfel incét
fiecare participant la turneu a jucat o partida cu fiecare dintre ceilalti.
Daca se stie cd bdietii au jucat Intre ei 21 de partide si 1n total s-au jucat
66 de partide, aflati cati baieti i cate fete au participat la turneu.
Prof-Marius Damian, Brdila

VII.143 Fie ABCD un romb, E € (BC),F €(AB) astfel incat
m(£ADF)=m(£EDF).Daca DE = AF + CE , aritati c¢d ABCD este

patrat.
Prof. Mircea Fianu, Bucuresti

VII1.144 Determinati numerele reale x si y pentru care
x+y=43¢i 2"+2"=8.
Prof. Heidi Feil, Otelu - Rosu

VII.145 Determinati multimile M cu trei elemente, numere naturale, care
satisfac proprietatea: daca x € M , atunci JxeM sau x> eM .
Prof. Lucian Dragomir, Otelu — Rosu
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VI11.146 Pe laturile AD si AB ale rombului ABCD se considera punctele
E, respectiv F astfel incat AE = DF . Dreptele BC si DE se intersecteaza
in punctul P, iar CD si BF se intersecteaza in Q. Aratati ca:
o PELOF .
PD QOB
b) P,4 si Q sunt coliniare.
Concurs Deva

VII1.147 Se considerd dreptunghiul ABCD si se noteazi cu E simetricul
lui A fatd de BD, iar BE NCD ={M } . Aritati ca:
a) patrulaterul BECD este trapez isoscel;
b) axa de simetrie a trapezului BCED contine centrul dreptunghiului
ABCD.
Prof. Nistor Budescu, Dalboset

VII.148 Si se determine numerele naturale x si y pentru care
4 +2x+11=y°.
Prof. Alfred Eckstein, Viorel Tudoran, Arad

VII.149 Se considerd un triunghi ABC si M mijlocul laturii (BC). Aritati
caexistd D e (A4B),E € (AC) astfel incat DE //BC si m(£DMFE) =90°

%k ok sk

Clasa a VIII-a

VIII.140 Determinati numerele intregi a si b pentru care

[\/E—a \/E—b]ez

+

\/§+a ﬁ+b

Prof. Traian Dutd, Fdgdrag
VIII1.141 Determinati numerele intregi x si y pentru care

Jy—x+x=3si Jy+rx+x=5.

Prof. Antoanela Buzescu, Caransebeg

VIII.142 Fie A o multime de numere reale cu cel putin trei elemente.
Aratati cd, dacd pentru orice a,be A,a# b, avem (a3 +b) € Q , atunci

AcQ. Prof.Romeo llie, Brasov
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. 2(x+ L
VIIL.143 Dacia x,y €(0,), aratati ci: * LY (x+) . Precizati
I+y 1+x 24x+y
in ce caz avem egalitate.
Concurs Suceava

VIIL.144 in interiorul unui cub de laturd 6 se considera 1001 cuburi
unitate cu fetele paralele cu fetele cubului dat. Aratati ca exista doud
cuburi unitate cu proprietatea ca centrul unuia se afld in interiorul sau pe
fetele celuilalt.

Prof. Dinu Serbdnescu, Bucuresti

VIIL.145 Volumul unui paralelipiped dreptunghic este 24. Marind
dimensiunile cu 2, 3, respectiv 4, produsul creste de 8 ori. Calculati aria

totald a paralelipipedului.
k ok ok

VIII.146 Si se determine minimul expresiei
E(x,y)=x"+1’=3xy ,x,y>0.
k sk sk

VIIL.147 Dacé m si n sunt numere naturale, ardtati ci numdarul 5" + 5" se
poate scrie ca sumd de doua patrate perfecte daca si numai daca
n —m este numar par.

Prof. Vasile Zidaru, Sf-Gheorghe

VIIL.148 Fie multimea M ={1,2,3,..,20}. Sa se demonstreze

cd oricum am alege 14 numere distincte din M , putem gasi printre
acestea doud numere al caror produs este patrat perfect .
Prof. dr. Dorin Marghidanu, Corabia

VIIL.149 Fie [A4B] si [CD] doui segmente necoplanare, iar E si F¥

mijloacele lor. Ardtati cd: AD+ BC >2EF .
Concurs Olt
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Clasa a IX-a
IX.140 Fie A o multime de numere naturale si f: 4 — A o functie cu
proprietatile:
a) exista aeAdcuf(a)+#a;
b) f(m)—f(n)y=m—n,Nmne 4.
Ardtati ca multimea A4 este infinita.
Prof. Mircea Becheanu, Bucuresti

IX.141 Se considera punctele coliniare distincte 4,8, C,D,E astfel incat
AB = BC =CD = DE. Dacé F este un punct din plan, iar G si H centrele
cercurilor circumscrise triunghiurilor ADF, respectiv BFE, aratati cd
GH L FC.

Concurs Baltic 1997

IX.142 Fie M c R,M = D si functiile f,g: M — M cu proprietitile:
a) f(g(x)=g(f(x)=x, VxeM;
b) f(x)+g(x)=x, VxeM.
Ardtati cé:
D)xeM=-xeM; 2) f(-x)=—f(x),VxeM.
Concurs Moldova 2002

IX.143 Determinati numerele reale x,y,z care satisfac proprietitile:
a) 0<x<1l; b)z>14; c¢)x+y+z=38; d) xyz=2002.
Concurs Australia 2002

IX.144 Sa se arate nu existd nici un triunghi 4BC in care

a-b b-c

tgA= ,lgB=

. c—a
11gC=——.
118 b

Prof. Lucian Petrescu, Tulcea

IX.145 Comparati numerele a = tg% sib=2-+2.

Prof.Lucian Dragomir, Otelu - Rosu
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IX.146 Determinati numerele intregi x si y care satisfac :
(x+ ) +y*)=1+3xp
Prof.Lucian Dragomir, Ofelu - Rosu

IX.147 Si se determine numerele reale m pentru care radécinile ecuatiei
x> =2(m—1)-x+m=0 sunt intregi.
Prof.Lucian Dragomir, Otelu - Rosu

IX.148 Sa se arate cd dacd intr-un triunghi ABC avem

. 2
b* —bc+c* > d?, atunci B+C2Tﬂ.

Red RMCS

IX.149 Precizati natura triunghiului ABC in care
a’sinB+b’sinC+c’sind=6-A .

Prof.Lucian Dragomir, Ofelu - Rosu

Clasa a X-a
X.140 Sa se arate cd dacd a,b,c,d (0,00) ,atunci
a* = 4 4

—+——+——+—-2a+b+c+d.
b’c c¢cd da ab
Prof. dr. Dorin Marghidanu, Corabia

X.141 Sa se determine toate functiile f:N — N care verifica relatia:

x*+ 2f(xy)+ yi=f’ (x + y) pentru orice x §i y numere naturale.

Elev Ovidiu Stdniloiu, Bocsa
X.142 Sai se determine functiile surjective f:N — N pentru care

f(m)+ f(n)= f(f(m+n)), oricare ar fi m, n numere naturale.
Elev Ovidiu Stdaniloiu, Bocsa

X.143 Numerele naturale distincte a,b,¢,d,e,f,g,h,n verifica egalititile
ab+cd = ef + gh=n. Determinati cea mai micd valoare a lui n .

Concurs Belarus
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X.144 Lungimile a,b,c ale laturilor unui triunghi satisfac egalitatea

b+ c=3a. Aritati cd a este lungimea celei mai mici laturi.
k% sk

X.145 Doud pétrate de laturd 1, avand laturile paralele, se intersecteazi
. .1 L e

dupéd un dreptunghi de arie 3 Calculati distanta minima dintre centrele

celor doud patrate.

Prof. Radu Gologan, Bucuresti

X.146 Si se rezolve ecuatia cos2x +2cos4x + cos6x = cos” x
Red RMCS

X.147 Aritati ca in orice triunghi ABC este adeviratd inegalitatea

A B’ c: _2r o .
> . Precizati in ce caz are loc egalitatea.

.4 . B
sin— sin— sin—
2 2 2
Prof. Aurel Dobosan, Lugoj
X.148 Fie z=x+i-y,i’ =-1, cu xy # 0 .Aritati ca, daci

(a+ﬂzj.[a+%J2(a+2b)2 ,Va,beN".
y

X

z| =1, atunci

Prof. D.M.Bdtinetu — Giurgiu, Bucuresti

X.149 Stabiliti dacd numirul a =1-3-C2 +9-C}, —27-C¢, +81-C .
este par sau impar.
Red. RMCS

Clasa a XI-a si Clasa a XII-a

XI.140 Daca  f:[a,b] > R este o functie derivabild , sase
demonstreze cd existd c¢;,c, €(a,b)astfel incat
fla)-fla) . f(b)-f(c)
Ja)=/@ s1 f/(Cz)=—( ) =
b—c c,—a
Prof. dr. Dorin Mdrghidanu, Corabia

f/(C1)=
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1 2 2
XI.141 Fie Matricea A =|2 1 2 |. Elementele lui 4 se modifica
2 2 1

dupa urmatoarea regula: Un element de pe diagonala principala se
mareste sau se micsoreaza cu 2, iar in rest, orice alt element se mareste
sau se micsoreaza cu 1. Este posibil ca dupa dupa 2008 astfel de
transformari determinantul lui A sa fie 2008 ?

Elev Ovidiu Staniloiu, Bocsa

XI1.142  Determinati functiile polinomiale f :R — R stiind ca exista

a € R astfel incat pentru orice x >a, f nu este injectiva pe intervalul

[a.x]

Elev Ovidiu Staniloiu, Prof. Nicolae Staniloiu, Bocsa

XIL.143 Fie a e (O,%J si sirul (xn (a))n21 definit prin

=2 - on
. sin“ a sin” a
x, (a)=sina+ oot ,neN".
2 n
a) Sd se demonstreze ¢ lim x, (a)=-In(1-sina).
n—>0

b) Sasearateca lim (l+l+...+lj:+oo.
n—>0 n

Prof. Lucian Petrescu, Tulcea
XI.144 Fie a,b>0 astfel incit ecuatia x° —ax’ +bx—1=0 si aibd

solutiile reale x,x,,x; . Daca [xf]=[x§]=[x33}, sa se arate cd

Prof. Lucian Petrescu, Tulcea

XI.145 Pe (0,0) definim o lege de compozitie "o" comutativ, cu

proprietatea cd Vx,y e Gcux<y,avem x<xoy<y.Dacd a,b,ceG
b

. a c ‘e«
satisfac = = ,ardtaticad a=b=c.
oc coa aob

Prof. Steluta Monea si Mihai Monea, Deva
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X1.146 Sa se determine functia derivabild f : R — (0,00) pentru care

FO0)=+e si x-f(x)=(1+x>) f'(x),VxeR.
Prof.Lucian Dragomir, Otelu - Rosu

XI.147 Se considera o functie derivabild f :R —[0,0), strict

crescatoare, cu f(0)=0.

/
a) Demonstrati cd existd c € (O,zj pentru care /© =1gc
2 f(©)
/
b) Demonstrati ca existd d € (O,%J pentru care % =2-1g2d .

Prof.Lucian Dragomir, Otelu - Rosu

XI1.148 Fie /:R — R o functie continud si injectiva, iar 4,B,C puncte
situate in aceastd ordine pe reprezentarea geometricd a graficului lui /.
Demonstrati cd: 4C* > AB* + BC*.

Prof. Steluta Monea si Mihai Monea, Deva

X1.149 Varfurile unui triunghi sunt puncte avand coordonatele intregi,
unul dintre ele fiind situat pe dreapta de ecuatie y = x, iar centrul de

greutate este chiar originea sistemului de axe de coordonate. Sa se arate
ca aria triunghiului este un numar intreg.
Prof.Lucian Dragomir, Otelu - Rosu
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Rubrica rezolvitorilor
Punctaje obtinute pentru rezolvarea probemelor din
RMCS nr.27
(a demarat astfel editia a V-a a Concursului RMCS)

Clasa al-a
Liceul Hercules Baile Herculane (inv.Adriana Laitin, inst. Mirela
Bolbotind) Timbota Alexandru Valentin 89, Petcu Alexandru Egon 93,
Panduru Liviu 89, Blidariu Mihai 94, Grozavescu Andreea Ana-Maria 91,
Birlan Florentin 93, Mihalcea Daniel 95, Vladica Alexandra 95, Staicu
Ariana 94, Gongu Cristian 84, Cirdei Bogdan Antonio 100, Cionca
Flavius Cosmin 89.
Scoala Bolvasnita Stirban George 50
Scoala Generali 2 Resita (inv. Florica Boulescu) Ciobanu Elena 120
Scoala Generald 9 Resita (inst. Costa Moatdr) Borduz Flavius 89,
Voinea Nicoleta 89, Bodnar Emanuela Deborah 92
Grup scolar Moldova Noua (inv. Anastasia Stroia) Raulea Alina 30,
Cristea Bianca 97, Irimia Loredana 76, Harca George Adrian 76, lacob
Andreea 56
Scoala Generald 1 Otelu — Rosu (inv. Nicoleta Toader, inv. Nicoleta
Doleanu) Jantu Lucian 70, Jebelean Cristiana 74, Boghian Tiberiu 50,
Borca Delia Ariana 71, Preda Sebastian 74, Meild Denic 80, Dobre
Alexandra 42, Modilcéd Alin 60, Vetan Denis 60, Baderca Flavius 80, Pop
Adrian 50
Liceul Teoretic Gen.Dragalina Oravita (inv.lldiko Stoenescu, prof.
Aurica Lazarov) Lazarov Andrei 100.

Clasa a II-a

Liceul Hercules Biile Herculane (inst.Floarea Kuszay, inv.Camelia
Staicu, inv. Doina Zah) Martuicd Ana 98, Laitin Patricia 100, Bolbotina
Gabriel 252, Susana Denisa 100, Militaru Antonio 100, Jircovici Ana-
Maria 100, Agafitei Cristian 93, Troaca Andrei 163, Agafitei Nichita 93,
Nicoard Rebeca 163, Bocicd Cristinel 93, Negoitescu Nicoleta 179,
Ciobanu Antonia 174, Sorescu Valentin 182, Dorobantu Maria 185,
Stoican Anastasia 177, Dancau Maria Ileana 185, Ros Maria 177

Scoala Bolvasnita Jura Miriam lasmina 20

Scoala Romul Ladea Oravita (nv. Viorica Totorean, inv. Merima
Velcota, inv.Georgeta Curea) Burcusel Alex 35, Burulea Alexandru 62,
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Preda Damir 90, Gherman Oana 72, Dumitrascu Bogdan Andrei 75,
Scarlat Sara- Giulia 75, Buzdug Ionut 76, Nita Cezar 90.

Liceul Teoretic Gen.Dragalina Oravita ( inv. Mirela — Ana Nicolaevici)
Marila Paul 79.

Scoala Generali 2 Resita(inv. Aurica Nitoiu) Potocean Aura Teodora 96
Scoala Generali 8 Resita ( inv. Rodica Moldovan, inv. Corina Nedelcu)
Goian Tudor George 85, Bruno Kapros 80, Nica Elena Lorena 63,
Chiselitd Mara 83, Badea Elia Cristina 60, Surugiu Dragos Andrei 68,
Ciupici Vlad mihai Jiva 30, Patru Ralph Antonio 74, Grema Denis 73,
Marin Madalin 62, Pascal Roxana 79, Teperdel Darius 65,

Streng Flavius 65, Cenda Sabina 74

Scoala Generala 9 Resita (inv. Margareta Filip ) Jumanca Patricia 232
Liceul Pedagogic CD Loga Caransebes (inv. lon Ritta)

Miculescu Andreea 100

Scoala Generali 1 Otelu — Rosu (mama) Buté Jana Adina 175

Scoala Generali 12 Decebal Craiova, Dolj (inst. Letitia Lungu)
Prejbeanu Andreea Cristina 100.

Clasa a III-a
Liceul Hercules Baile Herculane (inv.Maria Daria Puschitd) Mircea
Emilian Golopenta 100, Brancu Violeta Petruta 100, Tudor Oana 100,
Bujancad Georgiana 100, Barbu Cornel 100.
Scoala Berzasca ( inv. Elena Armanca) Banica Mihai Sebastian 86
Liceul Pedagogic CD Loga Caransebes (inst. Mirela Tatar) Boba
Bianca 90
Scoala Generala 2 Resita ( inv. Ana Modoran ) Velcsov Flavia 110,
Cioponea Alexandru Mihai 80, Mihai Flavian Andrei 100, Gligor
Madalina Georgiana 90, Presnescu Bogdan 100, Murariu Dumitru Ciprian
100, Balean Octavian 80, Nicola Elena Beatrice 110.
Scoala Generala 9 Resita ( inv. Mariana Mitricd, inv. Angela Adina
Belu) Imbrescu Raluca 224, Gherasim Daniel 185, Vladu Andrei 170,
Soava Daniel Viorel 295, Zaharia Flavia Cristiana 298, Remo Denis 127,
Tigénila Tonut Lucian 185.
Scoala Romul Ladea Oravita (inv. Camelia Suru, Inv. Rozalia Arnautu,
prof. Maria lancu) Bors Maria 98, Schiopu Alexandra 73, Palade Teodora
83, Budimir Madélina 98, Caracoancea Timotei 65, Bradeanu Luciana
Florentina 32, Drugérin losmin Ciprian 93, Voin Lavinia 43.
Scoala Rusca Teregova Blaj Petru 100
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Liceul General Dragalina Oravita (inv. Livia Cretu)Clepan Daria
Stefania 30, Negru Sebastian 60.

ClasaalV-a

Liceul Hercules Biile Herculane (Inst.Alexa Gaita, inv. Doina Zah,
inv.Diana Grozavescu) Barbu Andrei 83, Sulma Patricia 100, Barbu
Cristian 90, Burcin Andreea 100, Nicoara Denisa 90, Viatavu-Pepa Calina
90, Ciobanu Romina 98.

Scoala Berzasca (inv. Ramona Soroceanu) Radovan Iasmina 143,
Secobeanu Flavius 60, Bitea Nadin 76, Mogosan Rebeca Sara 143, Criste
Gabriel 96.

Scoala Generali nr. 6 Arad ( inv. Irina Ciule ) Popa Iasmina 130

Scoala Bolvasnita (Inst. Mihaela Goantd) Stirban Simona 20, Jura
Damarius Catélin 20

Liceul Pedagogic Caransebes(inv. Elena Minea) Szabo Ciprian 100.
Liceul Traian Doda Caransebes (inv, Ileana Petrescu) Marco Mihai 70
Scoala Romul Ladea Oravita(inv. Camelia Suru) Balmez Bogdan 100,
Simu Victor 50 .

Scoala Generald 2 Resita(inv. Elisaveta Vladut) Popa Radu 30,
Mihancea Miruna 90, Lolescu Bogdan 80, Schinteie Eugen 40, Ciuca
Mihai 40, Radoi Oana 90, Pinte Ana Maria 70.

Scoala Generala 9 Resita ( inv. Zora Zecheru) Bélean Vlad 160

Clasa a V-a
Scoala Generala nr.1 Anina (prof. Marin Constantin Clesiu) Goia Ana
Maria 40, Lupu Ana 40, Borcean Delia 80, Sirghie Madalina 70
Scoala Binia ( prof. Iancu Clesnescu ) Andrei Nicu Daniel 90
Fadrd mentiune de scoald: Stroca Andrei 90, Becia Robert 175
Liceul Hercules Biile Herculane (Prof. Constantin Bolbotind) Popa
Andrei 196,Cirdei Alex-Cosmin 196, Urzica lonut Sorin 92,Cernescu
Maria 192, Moaga Ducu Alecsandru 70, Stanciu Ana-Maria 196, Stanciu
Ani 196, Grigorie Denisa Bianca 185, Urdes Florin 196, Radu Denisa
196, Radoi Flavius 196.
Liceul Traian Doda Caransebes (Prof. Delia Dragomir, Prof. Janet
Miuta Bocicariu) Iliescu Alexandru 235, Jurescu loan Cristian 70, Nistor
Rézvan 110, Dodoiu Oana 80, Stoicanescu Petru 90, Neagoe Loredana
184, Varga Florina 70, Seracin Ciprian 60, Otet Catalin 30.
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Liceul Pedagogic Caransebes (Prof. Dorina Humita,Prof. Marita
Mirulescu) Semenescu Raluca 80, Pelin Anitta 30, Nicoarad loana 70,
Zanfir Andreea 80, Ambrus Patricia 40.

Grup Scolar Moldova Noui(prof.Vasilica Gidea) Chiriac Bianca 60,
Petraru Ioana 50, Airini Michel 100, Cita Alexandra 80, Dirac Alexandra
60, Calusariu Ana Maria 50.

Scoala Generala 2 Resita (prof.Marius Sandru) Neatu Monica 100,
Ursul Larisa Iasmina 30, Ciobanu Anca 50

Scoala Generala 6 Resita (Prof. Susana Simulescu) Alexa Luana Maria
110, Hertanu Denisa 130, Vida Octavian 100

Scoala Generala 8 Resita (Prof. Mirela Rddoi)Trica Alissia 50, Sanda
Mihaela 70, Puscasu Simona 60, Stirbu Monica 40, Rus Daniel 100
Scoala Generala 9 Resita(prof. Irina Avramescu, prof.Vasile Chis)
Stefan Andrei 40, Busoi Natalia 50, Boldea Cristina 80, Gaitd Nadine
190, Costea Denis-Loren 200, Andanuta Adela Marina 120, Ciortan Ionut
Petru 195, Pupazan Andreea 140, Muscu Dragos 180, Bochizu Constantin
180

Liceul Teoretic Traian Lalescu Resita (Prof. Otilia Bejan)Dolot Doina
Nicole 160

Scoala Romul Ladea Oravita (Prof.Camelia Pirvu) Balmez Andrada-
Ioana 245, Murgu Teodora 195, Chirciu Cétélina 120

Liceul Gen.Dragalina Oravita(Prof. Aurica Lazarov) Tibulca Andrei 60
Scoala Generali 1 Otelu-Rosu (Prof. Heidi Feil)

Toader Rézvan 130, Pandici Cristian Andrei 50, Tolea Loredana Oana
120, Simescu Larisa Geanina 90, Buzzi Cristian Alexandru 248, Oprut
Raul 80, Szatmari Larisa Maria 215, Bauer Richard 160, Erdei Dorian
emeric 105, Oancea Maria Roxana 60.

Scoala Generald nr.3 Otelu-Rosu (Prof. Felicia Boldea, prof.Daniela
Suciu) Barbu Lidia 120, Micsescu Cristian 90, Carp Andreea 165, Piess
Helmuth 60, Dragan Alexandra Diana 138, Ghercd Sabrina Marinela 116.
Grup Scolar Otelu-Rosu (Prof. Adriana Dragomir)Lohan Larisa 150 ,
Cretoiu lonut 150

Scoala Rusca Teregova ( Prof. Sorin Ciucd) Humita Ionela 95, Banda
Ioan Alexandru Ilia 120, Stepanescu Alina Iconia 103

Scoala Virciorova (prof. loan Liuba) Banescu Ramona 30(30).
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Clasa a VI-a
Liceul Hercules Baile Herculane (Prof. Constantin Bolbotina, prof.
Marius Golopenta) Sandru Ilie Daniel 200, Gherghina Liviu 170, Torok
Bogdan 150, Mihart Georgiana 190, Ferescu Liana 185, Croitoru Sabina
140, Domilescu Manuel 185, Terfaloagd Ana — Maria 174 .
Scoala Berzasca (Prof. Dana Emilia Schiha) Vulpescu Iulia 150, Velicicu
Alina Andreea 150, Vilcu Cosmin 50.
Scoala Bozovici(Prof.Pavel Rincu) Ruva Mihaela 70
Liceul Traian Doda Caransebes (Prof. Delia Dragomir) Doméneantu
Octavian 130
Scoala Generala Dalboset (Prof.Pavel Rincu) Motorga Eliza Mirela 50
Grup Scolar Moldova Noua (Prof. Zoran Ocanovici)Mereu Madalina 60
Scoala Generala nr. 6 Resita (Prof. Susana Simulescu) Ciulu Miruna
Dalila 230
Scoala Generala 8 Resita(Prof. Mirela Radoi) Chiru Cristian 90, Guia
Petru 40
Scoala Generala nr. 9 Resita (Prof. lon Belci,Prof.Irina Avramescu)
Peptan Andrei Valentin 160, Pangica Antonio 160, Munteanu Ilonut
Valentin 210, Valcu Sebastian 30 .
Scoala Romul Ladea Oravita (Prof. Mariana lancu, Prof. Camelia
Pirvu) Gheorghisan Calin 283, Danila Madalina 278, Pirvu Ancuta Iulia
130, Alexa Anca 276, Drinceanu loana 120, Traild Alexandra Iulia 110
Scoala Generala 3 Otelu-Rosu (Prof. Daniela Suciu, Prof. Felicia
Boldea) Baila Cristina 40,Romanu Nicoleta 80, Barbu Daniel 80, Preda
Cristina 67, Vladu Alina 60, Haba Beatrice 67.
Scoala Generala 1 Otelu-Rosu (Prof. Heidi Feil, prof. Anisoara Popa)
Stefanescu Andrei 240, Rat Laura 40, Trica Alexandru 100, Manu
Cristina 80, Necsa Adina 40, Neagu Alexandra 50
Grup Scolar Otelu-Rosu (Prof. Iulia Cecon) Olaru lonut 50, Roi Calau
Maria 50.
Liceul Pedagogic Caransebes (Prof. Dorina Humita, Prof. Antoanela
Buzescu) Bivolaru Iulia Malina 80, Bazavan Razvan Alexandru 30,
Bazavan Oana Catilina 40, Dinulicd Petru Augustin 230,Dinulica
Septimiu 230, Rica Anda Elena 90, Bogdan Roxana 90, Enasoni Lavinia
70, Nica Hermina 60, lordache Andreea 30, Popovici Daniel 30, Lala
Timotei 60, Jurca Rebeca 50.
Scoala Rusca Teregova (Prof. Sorin Ciucd) Stepanescu Georgeta 85,
Blaj Toan 95, Moaca Nicolae 62, Gherga Marinela 94 (ultimii doi nu stim
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sigur in ce clasd sunt), Codospan Oana 75, Banda Giorgiana Violeta 30,
Bosneag Maria — lonela 85, Driter [oan 65.

Clasa a VII-a
Scoala Anina(Prof. Marin Clesiu)Paiu Andrada 60, Bardas Georgiana
Flavia 40
Scoala Bozovici(Prof. Iosif Gaind) Vrancea Andreea 80
Grup Scolar Moldova Noui(Prof. Vasilica Gidea ) Oprea Adelina 70
Scoala Generala 2 Resita (Prof. Mariana Draghici) Teudan Adina 140,
Draghici Livia Liliana 160, Aghescu Monica Elena 90
Scoala Generali nr. 9 Resita (Prof. Irina Avramescu, Prof.Vasile Chis,
Prof. Ion Belci) Peptan Alexandru 120, Lazar Silviu loan 120
Scoala Generald 1 Otelu-Rosu (Prof. Heidi Feil, Prof. Anisoara Popa)
Pop Cristian Ionut 110,Radu Ionela 100, Tustean Patricia 100 Boran
Cristian (40), Alexa Alexandra 70
Scoala Generala 3 Otelu-Rosu (prof.Felicia Boldea) Béila Diana 70
Grup Scolar Industrial Otelu-Rosu(Prof. Iulia Cecon)
Virgatu Alina 40, Popescu Ana Maria 40.
Scoala Rusca Teregova ( Prof. Sorin Ciucd) Humita Ileana (probleme
rezolvate numai de la clasele I — IV!!),Ursulescu Ionela 106, Banda
Elisabeta 72

Clasa a VIII-a
Scoala Berzasca (Prof. Dana Emilia Schiha) Patragscu Alin 60, Dragomir
Tonut 60
Grup scolar Constructii Masini Caransebes ( Prof. Carina Corici)
Dumitrascu Andreea 60
Liceul Traian Doda Caransebes (Prof. Adrian Dragomir) Stoicanescu
Gelu 100, Popa Andreea 35
Scoala Rusca Teregova ( Prof. Sorin Ciucd) Codospan Florinela 75, Blaj
Marinela 52, Humita Maria 85, Milu Ionela 30, Stepanescu Georgeta 106
Scoala Generali 1 Otelu-Rosu (Prof. Heidi Feil)
Krokos Lorena 100,Kuhn Anne Marie 100, Negrei Bianca 100
Scoala Virciorova (Prof. Ioan Liuba) Maran Marius 40
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Clasa a IX-a

ul Traian Doda Caransebes(Prof. Delia Dragomir) Mocanu loana

100, Matei Sergiu 43, Szabo Cristian 46

Liceul Pedagogic C.D.Loga Caransebes (Prof. Dorina Humita)
Semenescu Anca 87

Grup Scolar Otelu-Rosu (Prof. Lucian Dragomir) Duma Andrei Florin
57, Tustean Claudiu 17, Buliga Adrian Denis 17, Bugariu Razvan 46.
Liceul Gen.Dragalina Oravita (Prof.Mihai Lazarov) Goian Raluca
Madalina 64

Clasa a X-a
Liceul Traian Doda Caransebes (Prof. Delia Dragomir, Iacob Didraga)
Baneu Petru 47, Zanfir Cristian 148, Bona Petru 42, Prunar Victor 80,
Todor Elena 107, Galescu Dan 60.
Liceul Pedagogic C.D.Loga Caransebes(Prof. Antoanela Buzescu)
Marta Marian Sebastian 67.
Liceul Traian Lalescu Resita (Prof. Ovidiu Badescu) Mester Sergiu 65
Grup Scolar Industrial Otelu-Rosu(Prof. Lucian Dragomir) Cococeanu
Oana 90
Liceul Gen.Dragalina Oravita(Prof.Mihai Lazarov)Pricop Romina 40
Grup Scolar Moldova Noua (Prof. Lacrimioara Ziman) Istudor Deian 57
Vireanu Adelina 20, Calota Bianca 28, Radoicovici Iasmina 20,
Harabagiu Dragana Gabriela 20, Puca Alexandra Elena 20,Mina Nenad
Nesa 20.

Clasa a XI-a
Colegiul National Moise Nicoard Arad (Prof. Ovidiu Bodrogeanu)
Adina Vlad 60
Liceul Tata Oancea Bocsa (Prof.loan Todor) Staniloiu Ovidiu 120
Liceul Hercules Biile Herculane(Prof.Constantin Bolbotind) Stolojescu
Anca (115).
Liceul Pedagogic C.D.Loga Caransebes (Prof. Antoanela Buzescu)
Muresan Ana-Maria 50, Muresan Alexandru loan 50.
Liceul Traian Doda Caransebes (Prof. Lavinia Moatar, Prof. Iacob
Didraga) Balulescu Bianca Veronica 30, Aghescu Alina Mihaela 30,
Turnea Ana-Maria 30, Firan Maria — Mirabela 30
Grup Scolar Industrial Otelu-Rosu (Prof. Lucian Dragomir) Bugariu
Dan 40, Damian Raluca 30
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